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Résumé 

L'objectif de ce mémoire est de trouver des classes de solutions des équations de la 

dynamique des fluides par la méthode de Riemann des caractéristiques généralisées. 

Ces équations décrivent le mouvement en 3+1 dimensions d'un fluide idéal (non­

visqueux) en présence de la force gravitationnelle et de Coriolis dans un système de 

coordonnées non-inertiel. Le système d'équations initial est un système hyperbolique 

qu'on met sous forme algébrique en utilisant les éléments intégraIs simples homogènes 

et non-homogènes. Une fois ceux-ci sont calculés, on trouve les solutions de rang 1 

en termes des invariants de Riemann du système homogène et non-homogène de la 

dynamique des fluides qu'on nomme respectivement ondes simples et états simples. 

On trouve les ondes simples et les états simples entropiques, acoustiques et hydro­

dynamiques qu 'on dénote respectivement par: E, A€, H, EO, A~ et HO. L'approche 

est ensuite généralisée de manière à obtenir des solutions de rang 2 représentant la 

propagation d'une onde simple sur un état simple. Parmi les solutions de rang 2, on 

retrouve les classes suivantes: EO E, EO A€, A~E, A~A€, HO E et HO A€. Nous obtenons, 

pour chacun des cas, des solutions analytiques admettant des fonctions arbitraires 

d 'une variable. En particulier, la spécification de ces fonctions nous permet de trouver 

des solutions de rang 2 de type soli tonique (kink, bump) qui représentent un intérêt 

particulier en physique. Les résultats sont résumés dans les Tables A.1, A.2, A.3, A.4, 

A.5 et A.6. 

William Gauthier Michel G rundland 
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Chapitre 1 

Introduction 

Le but de ce mémoire est de trouver des solutions analytiques exactes en termes 

des invariants de Riemann des équations de la dynamique des fluides non-homogènes 

en 3+ 1 dimensions pour l'écoulement d'un fluide idéal (non-visqueux) en présence de 

la force gravitationnelle pg et de la force de Coriolis p(O x il). Ces équations forment 

un système hyperbolique non-homogène quasi-linéaire du premier ordre. La méthode 

employée sera basée sur la généralisation de la méthode des invariants de Riemann 

établie dans les articles [1],[2],[3],[4],[5]. Plus spécifiquement, on trouve d'abord les 

solutions au système homogène (solutions de rang 1) qu'on dénote ondes simples. Ces 

solutions décrivent réellement une onde. On calcule ensuite les solutions du système 

non-homogène qu'on dénote états simples. Ces solutions sont d'un intérêt particulier 

étant donné qu'elles sont la base pour construire des solutions d'ordre supérieur (rang 

2 et plus) et qu'elles existent pour tous systèmes d'équations aux dérivées partielles 

hyperboliques. Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéressons aux solutions de 

rang 2, soit la superposition d'une onde simple sur un état simple. Physiquement, ce 

type de solution représente une onde et le milieu dans lequel elle se meut. 

Dans le Chapitre 2, nous considérons, selon les articles [4] et [5], les expressions 
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déterminant les éléments intégraIs simples homogènes et non-homogènes permettant 

de déterminer les solutions de rang 1 d'un système d'équations quasi-linéaire du pre­

mier ordre. On définit ensuite les ondes simples de Riemann (solutions du système 

homogène) et les états simples de Riemann (solutions du système non-homogène) du 

système d'équations. On y traite aussi la notion de leur superposition non-linéaire et 

leurs propriétés. On vérifie l'hypothèse que les conditions de compatibilité sont res­

pectées de manière à garantir l'existence de solutions de rang 2. Il y est démontré que 

de telles solutions existent, que la propagation d 'une onde simple sur un état simple 

survient et que ces solutions de rang 2 peuvent être écrites en terme des invariants de 

Riemann. On y présente aussi plusieurs théorèmes qui , selon l'article [5], donnent une 

solution en terme des invariants de Riemann sous forme implicite pour un système 

d'équations aux dérivées partielles. 

Dans le Chapitre 3, la méthode des invariants de Riemann est appliquée aux 

équations non-homogènes classiques de la dynamique des fluides 

p [~~ + (17· V)17] + Vp = p(g - ft x 17), 

~ + V . (p17) = 0, 

i (~) + (17 . V) (~) = 0, at p~ p~ 

(1.1 ) 

où K, est le coefficient adiabatique, p est la densité, p la pression et 17 la vitesse d'un 

fluide idéal se déplaçant sous l'influence de la force gravitationnelle pg et de Coriolis 

p(ft x 17) dans un système de coordonnées non-inertiel. On détermine alors les éléments 

intégraIs simples homogènes et non-homogènes du système (1.1). 

Dans le Chapitre 4, les solutions du système non-homogène (1.1), qu 'on appelle 

états simples, sont calculées en termes des invariants de Riemann et interprétées d 'un 

point de vue physique. Les solutions trouvées sont l'état entropique simple EO, acous­

tique simple A~ et hydrodynamique simple HO. Ces types de solutions se distingue 
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physiquement par leur vitesse. Les ondes entropiques sont les ondes qui ont une vitesse 

équivalente à celle de leur écoulement, les ondes acoustiques sont les ondes qui ont se 

déplacent à la vitesse du son et les ondes hydrodynamiques sont, tout simplement, les 

autres ondes. 

Dans le Chapitre 5, on étudie la propagation d'une, deux et plusieurs ondes simples 

sur un état simple d 'un système d'équations non-homogène quasi-linéaire hyperbolique 

du premier ordre. On se concentre sur l'importance physique des solutions de rang 2 

ou plus. On remarque notamment la conservation du nombre et du type des ondes en 

superposition élastique. 

Dans le Chapitre 6, on étudie les solutions de rang 2 de la dynamique des fluides , 

soit la propagation d'une onde simple de Riemann sur un état simple (la superposition 

d'une onde simple sur un état simple) . On y observe six types de solutions de rang 2 : 

l'onde entropique simple sur l'état entropique simple EO E, l'onde acoustique simple 

sur l'état entropique simple EO Af' l'onde entropique simple sur l'état acoustique simple 

A~E , l'onde acoustique simple sur l'état acoustique simple A~Af' l'onde entropique 

simple sur l'état hydrodynamique simple HO E et l'onde acoustique simple sur l'état 

hydrodynamique simple HO Af • Les solutions trouvées à cette étape admettent des 

fonctions et des paramètres arbitraires. Comme le système admet un certain degré 

de liberté au niveau des fonctions arbitraires, il est possible de trouver des solutions 

solitoniques (rang 1) ou multi-solitoniques (rang 2) en spécifiant ces fonctions. Pour 

chaque type de superposition, une solution de rang 2 implicite est rendue explicite 

en appliquant le théorème des fonctions implicites et inverses. On y présente une 

interprétation physique de chacun des résultats obtenus. On utilise le logiciel de calcul 

symbolique Mathematica [6] pour générer les graphiques à l'aide de la commande 

Plot3D. Il est de plus utilisé pour vérifier l'exactitude des solutions trouvées. 

La conclusion dans le Chapitre 7 contient un résumé des résultats ainsi que des 

indications pour les recherches futures. 
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Il est à noté que les Chapitre 3, 4 et 6 représentent des contributions originales. 



Chapitre 2 

Introduction à la méthode des 

invariants de Riemann 

Ce chapitre introduit la théorie des invariants de Riemann nécessaires aux Cha­

pitres 3, 4 et 6. La présentation consiste en un résumé des articles [4] et [5]. 

2.1 Concepts Fondamentaux 

Nous considérons dans la présente section un système quasi-linéaire d'équations 

différentielles partielles non-elliptiques et non-homogènes du premier ordre de forme 

n l !:::l j( ) 
"" SJ.L( 1 l)UU x -bS( 1 l) L Laj u, ... ,U !:::l - U, ... U 

uxJ.L 
J.L=1 j=l 

où 1 ~ s ~ m, (2.1) 

où uj (xl, ... xn ) sont les variables dépendantes, Xi les variables indépendantes et ajJ.L 

et bS sont des coefficients fonctions des variables dépendantes seulement. L'espace 

des variables indépendantes est un espace euclidien 18: = IRn et l'espace des variables 
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dépendantes est lHI E ]RI. On fait l'hypothèse que les conditions initiales Ua (X) sont 

lisses, soit que ua(x) E ([:1(]Rn-l). Plus généralement, on fait l'hypothèse que toutes les 

variétés et applications sont aussi lisses que nécessaire. Nous nous intéresserons aux 

solutions de (2.1) décrivant la propagation et les superpositions non-linéaires d'ondes 

ayant lieu au sein de notre système. 

2.1.1 Ondes simples 

Considérons l'équation linéaire homogène 

SJ-L( 1 1) j - 0 au, ... , u U ,x l-' - , 

(2.2) 
s = l, ... ,m, J-l = 1, ... , n, j = 1, ... , l. 

Dans le cas linéarisé, lorsque les arguments de at (u) sont fixés à une valeur quelconque 

(2.3) 

où E est un petit paramètre, on peut chercher une solution de type onde plane. Dans ce 

cas, en négligeant les termes d'ordre supérieur en E, l'équation (2.3) dans (2.2) donne 

ce qui exige que la relation d'onde 

SJ-L( - l -1) j, -0 aj U, . .. ,u r /\J-L - (2.4) 

soit respectée. 

On note l'espace des variables dépendantes par H C ]RI (il EH). L'espace des 

variables indépendantes est noté par E c Rn (X E E). On remarque que r, le vecteur 
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de polarisation, est un élément de H. >. est un covecteur caractéristique ou 

vecteur d'onde qui est élément de l'espace dual des 1-formes linéaires E*. La condition 

nécessaire à l'existence d'une solution non-nulle à l'équation (2.4) pour un vecteur ry 

est que 

(2.5) 

où l est le nombre de variables dépendantes. 

L'ensemble de tous les covecteurs caractéristiques >. satisfaisant (2.4) pour les 

valeurs fixes de u (u = u) est nommé cone caractéristique. La relation (2.4) est 

appelée relation d'onde. La relation (2.5) est quant à elle appelée relation de 

dispersion. Cette relation de dispersion implique que ry = ry (u) et >. = >.(u). 

Si le nombre d'équations est égal au nombre de variables dépendantes , alors l'équa­

tion (2.5) est remplacée par 

Comme ajJ.i dépend de u (les variables dépendantes), les covecteurs >.(u) qui satis­

font (2.5) dépendent aussi de u. Autrement dit, on a 

Il a été montré [1] que même si les relations d'ondes ont été formellement obtenues 

en linéarisant (2.2) à un point u = u, des solutions exactes des équations non-linéaires 

peuvent être obtenues. Ces solutions de (2.2) sont nommées ondes et sont basées sur 

ry(u ) et >.(u) peut être obtenu. Ceci découle de l'intégration de l'ensemble d'équations 

différentielles ordinaires 
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Soit une certaine courbe de l'espace H tangente en tout point au vecteur de pola­

risation ,(u). Définissons cette courbe comme suit: 

u = f(r), r E [a , bl C ]RI. 

Si on prend une fonction différent ielle arbitraire 

alors la paire 

u = f(r) r = cjY(>.'J1-(u)xJ1-) (2.6) 

peut être considéré comme une relation implicite définissant une certaine fonction 

u = u(x). Par substit ut ion, on peut vérifier qu 'une fonction ainsi définie est une 

solut ion au système (2 .2). Les solutions appartenant à ces classes sont appelées ondes 

simples de Riemann. 

Définition 2.1.1 (Catastrophe du gradient). Les solutions décrivant le compor­

tement de l 'onde simple données par la relation implicite (2.6) peuvent être dérivées 

de manière à ce que 

De ces relations suit que l'hypersurface M définie par 

r = cjY(ÀJ1-(r)xJ1-), 

1 = ~dÀJ1-xJ1-
dr 

correspond aux points où le gradient de r devient infini. Ce phénomène est nommé ca­

tastrophe du gradient (71 Une solution peut perdre son sens sur l'hypersurface M. 

Autrement dit, on pourra observer dans le cas de certaines solutions des discontinuités 

sur cette surface, par exemple des ondes de choc peuvent apparaître (71 
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Considérons le système (2.1) sous une forme algébrique. On définit un élément 

intégral comme étant la matrice L1 satisfaisant 

à un point arbitraire au temps fixé to uo(x, to) E lHI. Il s'agit de la matrice des appli­

cations tangentes 

du(x) : lE r--+ TulHI, 

La matrice L est un élément de l'espace linéaire L(lE, TulHI) = TulHI @ lE*, où lE* est 

l'espace dual des I-formes linéaires À : lE r--+ IR. Chaque élément de l'espace TulHI @ lE* 

est une somme finie de tenseurs simples 1 @ À où À E lE* et 1 E TulHI. 

L'élément intégral L1 est définit comme un élément simple si son rang est 1, 

autrement dit si le tenseur correspondant est simple. Dans un tel cas, la matrice se 

décompose en un produit entre un vecteur 1 E TulHI et un covecteur À E lE* satisfaisant 

n 1 

:L :Lat(uhjÀJL = bS où 1:::; s:::; m (2.7) 
JL= l j=l 

Les éléments simples existent lorsque le système (2.7) est non-homogène et a une 

solution non-triviale 1 si et seulement si rang (E~=l ajJL ÀJL ' bS
) = rang (E~= l at ÀJL ) . 

Dans le cas d'un système homogène, la condition est alors rang (E JL= l at(u)ÀJL ) < l. 

On construira les solutions de (2.1) à partir d 'éléments intégraIs simples. Une 

solution u : D c lE r--+ lHI du système (2.1) pour laquelle l'application tangentielle du(x) 

est un élément intégrable simple Vx E D est définie comme une onde simple (solution 

d 'un système homogène) ou un état simple (solution d'un système non-homogène). Le 

théorème des rangs [8] implique que u(D) E lHI est une sous-variété unidimensionnelle, 

soit une courbe r. Si r r--+ f(r) E lHI est une paramétrisation de r , alors u(x) = f(r(x)) 
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où r(x) est une fonction scalaire appelée invariant de Riemann. 

2.2 États Simples 

Dans le cas du système non-homogène (2.1), on introduit la notion d'état simple 

de manière analogue à l'introduction de la notion d'onde simple. Une fonction u(x) 

est considérée comme un état simple si 

ouQ 

Q 'O() -0 . = 1'0 ® /'i u , 
x t 

Les conditions de compatibilité exigent que 

~ ,0 ~ ,0 
dro /\ /\ . 

En choisissant une longueur appropriée pour ,\0, on peut obtenir 

(2.8) 

Autrement dit, le vecteur ,\0 est constant. Ainsi, on peut représenter la solution de 

(2.1) par la forme 

(2.9) 

Ces solutions sont appelées états simples du système (2.1). Les solutions du système 

homogène (2.1) , les ondes simples, correspondent réellement à des ondes dans le sens 

physique tel que défini (par exemple) par Rieutord [9]. En ce qui concerne les solutions 

au système non-homogène, les états simples, le covecteur ,\0 est analogue à un vecteur 

d'onde (w , k) déterminant le vitesse et la direction d 'une onde simple. Les conditions 

de compatibilité détaillées plus tôt indiquent que ,\° ne dépend pas de rO , ,\° a plutôt 

une direction constante dans l'espace physique. La solution peut s'écrire sous la forme 

u = u(rO), où rO = 'L!=l ~~x!1 = ,\°t+X·x. L'état simple se propage en direction de X. 
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On peut ainsi déduire que les états simples sont des solutions unidimensionnelles dans 

l'espace physique lE = }R3 qui sont constantes sur la famille de plans parallèles X· x = 0 

et se propagent à vitesse de phase constante ,\0 = ,\0 jlXI perpendiculairement à ces 

derniers. Ces solutions de classe Cl décrivent l'écoulement laminaire. Si (et seulement 

si) la vitesse de phase ,\0 et la vitesse de groupe 0 ne sont pas égales, alors on observera 

de la dispersion [10]. 





Chapitre 3 

" Equations de la dynamique des 

fluides 

Considérons les équations non-homogènes décrivant l'écoulement d 'un fluide non 

visqueux soumis à la force de Coriolis p(fi x il) et la force gravitationnelle p§. L'écou­

lement sera décrit par un système d 'équations dans un système de coordonnées non-

inertiel donné par [9] 

p (~~ + (il . V)iJ) + V P = p(§ - fi x il) 

: + V(pil) = 0 

i (~) + (il· V) (~) = o. ât pK, pK, 

(3. 1) 

Dans ce cas, l'espace physique lE E JR4 sera l'espace-temps dont les points ont la forme 

(t, f'). L'espace des fonctions inconnues lHI E JR5 a les coordonnées (p,p, il) où p est la 

densité, p la pression et il les trois composantes du champs de vitesse. La quantité 

k, le coefficient adiabatique, est une constante non nulle et positive. Notons que fi 
est le double de la fréquence de rotation f et que, sous le bon choix de système de 
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coordonnées, il est possible d'avoir 0 (0,0,1) et donc 101 = 1. Finalement, une 

connaissance approfondie de la dynamique des fluides permet de remarquer qu'on 

néglige ici la force centrifuge. Il s'agit tout simplement d 'un choix: négliger les termes 

d'ordres supérieurs en O. 

Calculons les éléments simples homogènes et non-homogène pour l'équation (3.1). 

Les éléments de l'espace dual ]E* sont notés À = (Ào, X) , où À E IR et X E IR3. Les 

éléments de l'espace tangentiel TulHI sont notés f = (JP'fP' 'Y), où 'Y = (Jl,f2,f3). On 

algébrise de manière à ce que les dérivées se décomposent de manière suivante 

On définit finalement 

6 = Ào + 71· X. (3.2) 

Physiquement, 6 décrit la vitesse de la propagation d 'une perturbation relative au 

fluide. Finalement, lorsque le système est algébrisé, on obtient 

p6'Y + fP'Y = p(§ - 0 x 71) 

6fp + P'Y· X = 0 

p6 ( fP - ; fP ) = O. 

(3.3) 

Les solutions au système d 'équations f E TulHI, À E ]E* , déterminent les éléments 

simples du système d 'équations (3.1). 
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3.1 Éléments simples non-homogènes 

On considère (3.3) comme un système d'équations algébriques non-homogènes avec 

5 inconnus (rp, ,p, ''''/,,2, ,3). On écrit (3.3) sous forme de matrice de manière à calculer 

le rang de la matrice et de la matrice augmentée. Ainsi, par le théorème de Kronecker­

Cappela on sait que si le rang de la matrice est égal au rang de la matrice augmentée, 

il y aura une solution. Dans notre cas, cette condition se résume en trois équations 

(3.4a) 

x . (§ - ri x il) = 0, E = ±1, (3.4b) 

(3.4c) 

L'équation (3.4a) détermine les éléments simples non-homogènes entropiques corres­

pondant à l'état entropique simple EO. En appliquant cette équation à (3.3), on obtient 

Ào = -il· >:. (3 .5) 

La résolution du système (3.5) donne les éléments simples non-homogènes entropiques 

EO 

À = (-il· §,§- ri x il) , (3.6) 

où ëi est un vecteur inconnu et ,p, une fonction inconnue. Les états simples entro­

piques sont obtenus en résolvant (3.6) en soumettant le système aux conditions de 

compatibilité. 

L'équation (3.4b) détermine les éléments simples non-homogènes acoustiques, A~. 
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Si on applique l'équation à (3.3), on obtient 

Ei - - -EPy -;IÀI + ,pÀ = p(§ - n X V'), 

~p - ( KP) EP -IÀI , - -, = 0, ppp p 

(3.7) 

La résolution de (3 .7) donne les éléments simples non-homogènes acoustiques A~ 

(3.8) 

x . (§ - fi x V') = 0, 

où ,p est une fonction arbitraire. Encore une fois, la solution de (3.8) soumise aux 

conditions de compatibilités donne l'état simple acoustique A~. 

Répétons une dernière fois le processus, cette fois avec (3.4c) qu 'on insère dans 

(3.3) de manière à trouver les éléments simples non-homogènes hydrodynamiques HO : 

( 
(§ - fi x V') . X 

,= P ()"2 - ~IXI2 ' 

À = (6 - V' . X , X), 

(3.9) 

Finalement, si on soumet (3.9) aux conditions de compatibilités, on trouve les états 

simples non-homogènes hydrodynamiques HO. 

Par définition de (3.2), la vitesse de l'état entropique E O relative au fluide est nulle, 

donc l'état se meut avec le fluide. La vitesse de l'état acoustique A~ relative au fluide 

est égale à la vitesse du son, soit E~IXI. La vitesse de l'état hydrodynamique HO se 

meut à n'importe quelle vitesse autre que 6EO ou 6AO . • 
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3.2 Éléments Simples Homogènes 

Considérons maintenant le système homogène associé à (3.3). La condition d'exis­

tence d'une solution non triviale 'Y est donnée par p453 (52 - K:p1X12 / p) = O. On peut 

aussi exprimer ces conditions comme 

5E = 0, (3.10) 

Si on applique la première équation de (3.10) à (3 .3) , on trouve le système 

Ào = -iJ· X, 

dont les solutions déterminant les éléments simples homogènes entropiques E sont 

'Y = ('Y p , 0 , a x X), À = (-iJ· X , X) , (3.11) 

où a est un vecteur arbitraire. Ces solutions correspondent à des ondes entropiques 

simples E. Si on refait le même processus mais avec la deuxième équation de (3.10), 

on trouve le système 

(3.12) 

La solution acoustique AE au système (3.12) est 

( 
K:p ~'Yp X) 

'Y = 'Yp, p'Yp , EV pp IXI ' (3.13) 

Cette solution correspond aux éléments acoustiques simples homogènes correspondant 

à des ondes acoustiques simples AE • 





Chapitre 4 

~ 

Etats simples (solutions de rang 1) 

4.1 État entropique simple EO (5 = 0) 

Théorème 4.1.1. Si les conditions (2.9) et (2 .8) sont respectées par le système (3.6), 

alors la solution au système (3 .1 ) aura une des formes suivantes: 

(i) Lorsque §. n i 0, alors la solution aura la forme 

(p , p, v) = (p(r) , p(r) , va), (4.1) 

où r(t , x) = -Va' §t + (§ - n x va) . x, Va est un vecteur arbitraire tel que § i n x Va 

et p( r) est une fonction arbitraire satisfaisant p( r) > o. 

(ii) Lorsque § . n = 0, alors on aura 

(p, p, v) = (p(r) , p(r) , v(r)n + A), (4.2) 

où r(t, x) = -A · §t + (§ - n x A) . x, A est un vecteur constant arbitraire tel que 
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A· n = 0 et 9 =1= n x A alors que ZJ et p sont des fonctions arbitraires positives de r 

telles que p(r) > O. Ces solutions sont les états entropiques simples. 

Preuve: Exiger que les conditions de compatibilités pour (3.6) donne le système 

d'équations 

dp 
dr = p, 

dv ---> (---> n _) dr = a x 9 - ~ l X V , À= [
- v. 9] [co] 

9 - (n x v) - ê 

(4.3) 

où ê est un vecteur constant et Co est une constante. La première et la deuxième 

équation de (4.3) donnent immédiatement p = p(r) et p = p(r). Si on dérive la 

quatrième équation de (4.3), on trouve 

dv _ 
dr . 9 = 0, (4.4) 

De la deuxième équation de (4.4), on conclut que le champ de vitesse va la forme 

(4.5) 

où ZJ est une fonction arbitraire de r et A est un vecteur constant tel que A· n = O. 

En substituant (4.5) dans la première équation de (4.4) , on trouve v(r)n ·9= 0, on 

doit donc considérer les cas (i) n ·9=1= 0 et (ii) n ·9= o. 

(i) Si n . 9 =1= 0, alors v(r) = 0, le champ de vitesse est donc un vecteur constant 

vo. De r(t , i) = cot + ê· i et de la quatrième équation de (4.3), on trouve (4.1). 

(ii) Lorsque 9· n =1= 0, la substitution de (4.5) dans la quatrième équation de (4.3) 

nous donne Co = -A· 9 et ê = 9 - n x A. La troisième équation de (4.3) est alors 

équivalente à dv/dr· (9 - n x v), ce qui est satisfaisant à (4.5). On obtient donc (4.2). 
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D 

Un écoulement est dit incompressible si dp/dt = ap/at + (il· V)p = O. Ainsi , le 

système (3.1) est incompressible si et seulement si V . il = O. De plus, un écoulement 

est dit potentiel lorsque V x il = O. Si on exprime il en terme d 'invariant de Riemann, 

on trouve V . il = X . ~~ et V x il = X x ~~. Finalement , on dit qu 'un fluide est 

isentropique lorsque p/ pK, est constant. 

Ainsi , (4.2) décrit un écoulement incompressible d 'un fluide . La condition pour 

qu'il soit isentropique est 

où k1 et k2 sont des constantes arbitraires. 

4.2 État acoustique simple A~ 

Théorème 4.2. 1. Si les conditions (2.9) et (2.8) sont satisfaites par le système (3.8)) 

alors la solution du systèm e (3.1) prendra une des form es suivantes : 

(i) Si .À x 0 -=1= 0) un solution existe lorsque X· 0 = 0 et est donnée par 

p = Po , p =Po, 

v(S) = g. (n x c)ê+ [g. n, (":aD ) 1/ 2 S +bD] n + 9 ê(êx n), (4.6) 

où l )invariant de Riemann est donné par S(t,x) = [E(t,;PO/PO)1 /2 - g. (0 x ê)] t+c·x 

alors que Po > 0) Po > 0 et c = X / 1 XI sont des constantes arbitraires telles que c· 0 = 0 
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(ii) Si X = El IXI n, alors la solution sera donnée par 

p =Po, P = Po, 

17(r) =Al cos H "~o f i' r + BI] 9 + '1 H :0 r -Co] il (4.7) 

+ { -Al sin H :0 f /
2 r +El] + 1 } (9 x il) , 

où l 'invariant de Riemann est donné par r(t , i) alors que Po > 0, Po > 0, Al i- 0, 

BI et Co sont des constantes arbitraires. On a finalem ent El, E = ±1 et 9· n = o. Ces 

solutions sont les états acoustiques simples. 

Preuve : La condition de compatibilité est satisfaite par (3 .8) si : 

dp 
dr = ' P' 

dil 
dr 

où, 

À = ( ,(,,;)'/TI- V>:) 

(9 - n x il) . X = 0, 

où cOI et Cl sont constants. 

( ;J 
(4.8) 

En substituant de la première équation de (4.8) dans la deuxième puis en intégrant 

la relation résultante, on obtient p = Ap'\ où A est la constante d 'intégration. En 

posant Co = cod ICI l, C = cd ICII et p = Apl<; dans la quatrième équation de (4.8), on 
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trouve 

E(i'\;A) 1/2 p(K-1)/2 - v· e = co , 

(g - 0, x v) . e = O. 
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(4.9) 

On peut donc obtenir deux expressions pour la grandeur dv / dr . e. La première est 

obtenue en dérivant la première équation de (4.9) par rapport à r alors que la deuxième 

est obtenue par l'entremise des troisièmes équations de (4.8) et de (4.9) : 

(4.10) 

L'équation (4.10) impose dp/dr = 0, la densité doit donc être une constante po. 

Comme la pression est donnée par p = Apo, elle est aussi constante. Considérons 

maintenant les cas (i) ex 0, -=1= ° et (ii) ex 0, = O. 

(i) Si ex 0, -=1= 0, l'ensemble de vecteurs (e, n, ex 0,) constitue un base pour IR,3. On 

pose donc v = a(r)e + (3(r)n + T(r) (e x 0,), où a, (3 et T sont des fonctions de r. La 

troisième équation de (4.9) implique T le x 0,1
2 

= v· (ex 0,) = g. e. La fonction T = TO 

doit donc être constante. On définit Wo = TO(e x 0,) ce qui, en accord à la troisième 

équation de (4.9) , implique (g - 0, x wo) · e= O. 

En écrivant la troisième équation de (4.8) en terme de notre base vectorielle, on 

trouve 

da--<+ d(3n _ [ ( A)1/2 (K-1) /21--< 1] - 1 (--< n --< n --<) -c -H - E i'\; Po Cl 9 - aH x C - H X Wo . 
dr dr 

(4.11) 

Le produit vectoriel entre (4.11) et 0, x eimplique que la fonction a = ln x ~ -2 (g-

0, x wo) . (0, x ë') est constante. Le produit vectoriel entre (4.11) et enous mène à la 

condition (d(3 / dr)n . e = O. Si 0, . e -=1= 0, alors d(3 / dr = ° et le champ de vitesse v = vo 

est un constante qui, selon la troisième équation de (4.8), doit satisfaire 9 = 0, x vo. 
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La solution du système (3.1) serait alors triviale : (p,p, v) = (Po,Po, vo). 

Considérons plutôt D . C = O. L'intégration du produit vectoriel entre (4.11) et D 
résulte en la relation (3 = E ICII-I (XA) - 1/2§. Dp~I-K.) /2r + bo, où bo est la constante 

d'intégration. On a donc § - D x Wo = § - TOC, il en suit que TO = §. C et que 

a = §. (D x C). Notons de plus que la première équation de (4.9) est équivalente à 

Co = E(K.A)I /2p~K.-I)/2 -a. L'invariant de Riemann est donné par r(t , if) = COlt+CI·if = 

ICII (cot + c· if). Pour simplifier , on définit S(t , if) = r(t , if) / ICII et on obtient (4.6). 

(ii) Si C x D = 0, alors on doit avoir C = EID (El = ±1) et, comme conséquence 

de la troisième équation de (4.9), §. D = O. Ainsi, l'ensemble de vecteurs (§, D, § x D) 
forme une base vectorielle pour lR.3 . On pose v = a(r)§ + (3 (r)D + T(r)(§ x D) où 

a , (3 et T sont des fonctions de r. En substituant cette nouvelle définition ainsi 

que C = EID dans la première équation de (4.9), on remarque que la fonction (3 = 

El [E(K.A)I /2p~K.-I) /2 - co] = (30 est constante. Substituant encore une fois notre défi­

nition du champ de vitesse mais dans la troisième équation de (4.8), on trouve cette 

fois la condition 

autrement dit, 

dT 
dr 

( 4.12) 

Dériver la première équation de (4.12) par rapport à r permet, par l'entremise de la 

deuxième équation de (4.12) , de trouver l'équation différentielle ordinaire de deuxième 

ordre d2a/dr2 + [E ICII (K.po/po)I /2r
2 

a = O. La solution à cette équation est bien 

connue et est donnée par a = Al cos {[E ICII (~f/2rl r + BI } , où BI et Al sont 

des constantes arbitraires. La première équation de (4.12) permet alors de trouver 

une expression pour T. L'invariant de Riemann est encore une fois donné par r(t , if) = 
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COlt + Cl· X = ICII (Cot + C· x). Pour simplifier, on définit S(t,x) = r(t,x)1 ICII et on 

obtient (4.7). 0 

4.3 État hydrodynamique simple HO 

Théorème 4.3.1. Si le système (3.9) est satisfaisant aux conditions (2.9) et (2.8), 

alors sa solution a une des formes suivantes : 

Cas 1 : X x D =1 0, X· D = ° 
p(S) = p(S), p= ApK 

iJ(S) = ( alp1(s) - co) C + (9. DaI laS p(ç)dç + bl) D (4.13) 

+ {[9. (cx D) - co] al laS p(ç)dç + S + Tl } (cx D), 

où l'invariant de Riemann est donné par S(t, x) = cot + c· x et la densité p(S) > ° 
est donnée sous forme implicite par 

_ _ jSlrO(t,x)] (_1_ _ K;A) 
S(t,x)-± 23 2 

~ alP pK-

{ ( _ 2 1 ( 1 1 ) . Tl - g . C) - - - - - - F(p) 
ai p2 PÔ (4.14) 

- 2[g· (êx fi)[ [A(P< - p~) G -~) ]-'/2 }dP, 

où Po = p(O), 

1 
P =1 - [- ( - n) ) l' al g. c x ~ G - Co - 1

2 ( ~ ) (pK-l - Po) K; =1 1 
F(p) = K; 1 . 

2A ln (:a ) K; = 1 

Ici, A > 0, al =1 0, bl , Tl, Co et C = XIIXI sont des constantes arbitraires telles que 
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p =Po 

iJ(S) =AI cos [(CO + EIBo) - IS + BI] fi + Bon (4.15) 

+ {1 - Al sin [(co + EIBotlS + BI]} (fi x n) 

où S(t, x) = cot + Eln . x, El = ±1 et Po > 0, Po > 0, co, Ba i- -El co, Al i- ° et BI 

sont des constantes arbitraires. 

où S(t, x) = cot + Elë3 . x et où la densité p(S) est donnée par la relation implicite 

( 4.17) 

A > 0, Al, BI, Ki- 0, Co et Po sont des constantes arbitraires et El, E2 = ±1, n = ë3. 

Ces solutions sont nommées états hydrodynamiques simples. 

Preuve: En appliquant les conditions de compatibilités à (3.9), on trouve le 



Chapitre 4. États simples (solutions de rang 1) 27 

système d'équations différentielles 

(4.18a) 

(4.18b) 

(4.18c) 

(4.18d) 

et Col et Cl sont constants. Les équations (4.18a) et (4.18b) donnent immédiatement 

p = ApK;, où A est une constante arbitraire. L'équation (4.18d) donne cS = COl + il· Cl. 

On définit encore C = cd IC11 et Co = cod IC11· 

Considérons pour commencer le cas où C x n -=J o. On peut alors poser il = 

a(rO)c+ ,B(rO)n + T(rO) (cx n) et 9 = 91C+ 92n + 93 (c x n) où 91,92 et 93 sont 

des constantes. Si on exprime cS à l'aide de ces nouvelles définitions , on trouve cS = 

IC11 (Co + a(rO) + ,B(rO)n . ë). De même façon , on trouve 

Si on substitue ces quantités ainsi que X = IC11 c dans l'équation (4.18c) et qu 'on 

compare les coefficients , on obtient 

da(rO) (91 - T(rO))(co + a(rO) + ,B(rO)n. ë)2 + ~Ap(rO)It-1(92 + T(rO)n· ë)n . c 
drO IC11 (CO + a(rO) + ,Bn . ë) [( CO + a(rO) + ,B(rO)n . ë)2 - ~Ap(rO)It-1] 

d,B(rO) 92 + T(rO)n . c dT(rO) 93 + a(rO) 

drO IC11 (Co + a(rO) +,Bn. ë)' dro IC11 (CO + a(rO) + ,Bn . ë) 
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et l'équation (4.18a) devient 

On obtient une solution au système (4.19) sous la condition n· c= O. Dans ce cas, le 

système (4.19) se simplifie à 

dex(rO) (gl - T(rO))(Co + ex(rO)) 
dro 

1 cIl [(co + ex) 2 - KApK- l] , 
(4.20a) 

df3(rO) g2 
dro ICII (co + ex(rO)) ' 

(4.20b) 

dT(rO) = g3 + ex(rO) = ICl l- l ( g3 - Co + 1) 
dro ICII (co + ex(rO)) Co + ex(rO ' 

(4.20c) 

(4.20d) 

Les équations (4.20a) et (4.20d) impliquent 

1 dex(rO) 1 dp(rO) 
---

ex(rO) + Co dro p(rO) dro ' 

d'où on calcule ex + Co = (alP(rO))-l, où al est une constante d 'intégration. Sub­

stituant cette quantité dans (4.20b) et (4.20c) puis en intégrant , on trouve f3(rO) = 

g2al ICll-l J;o p(ç)dç + bl et T(rO) = (g3 - co)al lcl l- l J;o p(ç)dç + ICll-l rO + Tl , où bl 

et Tl sont des constantes d'intégration. La fonction de l'invariant de Riemann rO est 

donné par l'expression rO(t,i) = ICII (cot+c·i) qui , après le changement de variable 

S(t,i) = ICll-lr°(t,i) devient S(t,i) = (cot + c · i). Cette expression correspond à 

celle attendue, soit la solution HO (4.13). 

Comme les états simples correspondent aux solutions du système d'équations non­

homogène, on a par conséquent la condition 9 - n x il =1 O. En ce sens, on remarque de 

l'équation (4.20a) et (4.20c) que (T(rO) - gd = 0 si et seulement si ex(rO) + g3 = O. Par 

conséquent, la condition tout juste mentionnée est équivalente à g2 =1 0 ou ex + g3 = 
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Utilisant les expressions susmentionnées pour a(rO
) et r(rO

), l'équation (4.20a) 

devient 

( 
1 ( )"-2) dp(S) ( ) ( s ( ) arp(S)3 - K,Ap S dB = g3 - Co al Jo p ç dç + S + Tl - gl· (4.21) 

Lorsqu'on dérive l'équation (4.21) par rapport à S, on trouve une équation différen­

tielle de deuxième ordre pour la densité : 

d
2 
p(S) (dP(S)) 2 

dS2 + f(p) dB + g(p) = 0, ( 4.22) 

où 

f( ) = _ 3a12 p(S)-4 + K,(K, - 2)ap(Sy~-3 
p a12 p(S)-3 - K,Ap(S)"-2 ' 

Si on pose Q(p) = dp(S)jdS dans l'équation (4.22) , on se retrouve alors avec une 

équation de Bernouilli en termes de Q(p). Cette nouvelle équation devient à son tour 

une équation linéaire lorsqu'on applique la transformation U(p) = Q(p)2. La résolution 

de cette équation donne 

où 

d~~) = ± e-r f (q)dq [-2 JP g(ç)exp (2 JE. f(q)dq) dç + cte] 

= ± (alp~S)3 - KAP(Sj<-2) -1 (4.23) 

. [-2~,~~ - al~O)' - 2(93 - eo)Aa,P(Sj< - 2KAF(p) + po ]' /2 

{

p"-l j(K, - 1) K, =1- 1 
F(p) = 

ln p K, = 1 
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et Po est une constante. Les équations (4.23) et (4.21) impliquent 

d'où on conclut 

2 92 - Co 1 ( 1\; 2K:A ()I\;- l 
Po = (Tl - 9d + 2 (0) + 2 (0)2 + 2 93 - CO)AalP(O) + --lP 0 . 

alP alP K: -

En séparant les variables P et S dans (4.23) et en intégrant chaque côté de 0 à S, on 

trouve (4.14). 

Traitons maintenant du cas C x sl = O. Cette condition implique C = Elsl , où 

El = ±1. Ce cas se divise en deux sous cas, soit lorsque §x sl # 0 et lorsque §x n = o. 

Commençons par traiter le sous-cas § x sl # O. On peut alors utiliser comme base 

vectorielle l'ensemble de vecteurs (§, sl, § x sl). On pose alors il = a(rO)§ + ,B(rO)sl + 

T(rO) (§ x n) . Par conséquence de cette formulation , on trouve 6 = 1ë1 [co+El(a(rO)§. 

sl+ ,B(rO))], §-slxil= (l-T(rO))§+T(rO)§.slsl+a(rO)(§xsl) et X = ICII c= Elicli sl. 

Si on substitue ces quantités dans (4.18c) et qu 'on compare les coefficients, on trouve 

da(rO) 1 - T(rO) 

dro - ICII [CO + El(a(rO)§. sl + ,B (rO))] , 

d,B (rO) sl· § 

dro -icli [co+El(a(rO)§.sl+ ,B (rO))] 

{ 
° K:Ap(rO)I\;- l } 

. T(r) + ____ 2 , 

[CO + El(a(rO)§. n + ,B(rO)] + K:Ap(rO)I\;- l 
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dT(rO) a(rO) 

dro - ICII [Co + Cl (a(rO)g. 0 + ,8(rO))]' 

alors que (4.18a) se transforme en 

On résout le système (4.24) sous l'hypothèse que g. 0 = O. Sous cette hypothèse, le 

système (4.24) devient 
da(rO) = 0 

dro ' 
(4.25a) 

dT(rO) a(rO) 

dro ICII (co + cl,8) , 
dp 
dro = O. (4.25b) 

On remarque que p et ,8 sont constants, on les note donc Po et Bo, respectivement. De 

plus, la pression est aussi constante P = Po. Du fait que ,8 est constant, les équations 

(4.25a) et (4.25b) sont résolues comme dans la section précédente. Comme C= cIO, 

la fonction de l'invariant de Riemann rO prend la forme rO(t, i) = ICII (Cot + CIO. i). 

En posant S(t, i) = ICll - l rO(t, i), on trouve la solution HO (4.15). 

Traitons finalement le cas C x 0 = 0, 9 x 0 = O. On utilise la base orthonormée 

standard (el, ë2, ë3) pour IR3. Comme on peut choisir 0 = (0, 0,1), on a clairement 

o = ë3, C = clë3 et 9 = c2e3, où Cl, c2 = ±1. De plus, on a X = ICII C = Cl ICII ë3 . Si 

on pose il = VI (rO)el + V2(rO)e2 + V3(rO)ë3, on trouve alors b = ICII (co + Clv3(rO)) et 

9 - 0 x il = v2(rO)el - VI (rO)e2 + C21g1 ë3. Si on écrit (4.18c) en termes de ces vecteur 

de base, on trouve 
dill V2 
dro 1 cIl (co + Cl V3) , 

(4.26a) 

dill -VI 
dro ICII (co + ClV3) , 

(4.26b) 

dil3 -clc2lgl P 
dro ICII ( (co + cl V3)2 - ~ApK-l) 

(4.26c) 
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et l'équation (4.18a) devient 

dp -E1E219'1 p(rO) 
dro IC11 ( (co + El V3)2 - I1:ApK-1) . 

( 4.26d) 

De (4.26c) et (4.26d) , on obtient 

- 1 dV3(rO) 1 dp(rO) 
(co + El V3) El d ° = - -( 0) ° r p r r 

~ Co + E1V3(rO) = Kp(rO)-l , 

où K est une constante d 'intégration. En insérant ce résultat dans (4.26d), on trouve 

l'équation différentielle séparable 

Après avoir posé S = IC11-1 rO, la solution à cette équation correspond à (4.17). Les 

équations (4.26a) et (4.26b) impliquent v1(rO)dvddrO = -v2dv2/dro , où k est une 

constante d'intégration. Ainsi, la fonction VI (rO) doit satisfaire 

d'où on conclut 

Si on sépare les variables VI (rO) et p(rO) dans (4.27) et qu 'on intègre, on trouve 

où Al et BI sont des constantes ~rbitraires. Finalement, on trouve v2(rO ) par l'équation 

(4.26a). 

On conclut que la solution est donnée par les équations (4.16) avec rO(t, fi) 
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D 

La solution (4.13) représente l'écoulement avec vorticité d'un fluide à l'entropie 

constante et qui est compressible (supposant que p(rO) ne soit pas constant). La 

solution (4.15) représente l'écoulement avec vorticité d 'un fluide à l'entropie constante 

et qui est incompressible. La solution (4.16) représente l'écoulement d'un fluide à 

l'entropie constante et qui est incompressible. L'écoulement présente de la vorticité si 

Al =1= O. Si Al = 0, alors il = (K p(S) - 1 - co)O et l'écoulement est potentiel. 





Chapitre 5 

Superposition non-linéaire d'onde 

simple sur état simple (solutions de 

rang 2) 

5.1 Superposition d'onde simple sur état simple 

pour le système quasi-linéaire d 'ordre 1 

Les ondes simples associées au système (2.2) ne sont pas des solution du système 

non-homogène (2.1). On peut cependant chercher des classes de solution plus générales 

correspondant à la superposition d'une onde simple sur un état simple. Ces solutions 

plus générales donc meilleures ont la forme 

l n 

du(x) = ç'"Y1 0 ,\1 + 10 0 ,\° , L L ajJ.L(u),{'\~ = 0, 
j=1J.L=1 

l n 

L L at(u),g,\~ = bS(u) où 1 ~ s ~ m, ç =1- 0, 
j=1J.L=1 

(5.1) 
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OÙ [ra, r.a ] désigne le commutateur des champs vectoriels ra et r.a . Autrement dit, 

Comme dans le cas de l'état simple (2.9), l'existence de solutions au système (5.1) 

nécessite les conditions suivantes 

dÀ1 
0 1 

drO 1\ À 1\ À = 0, 

(5.2) 

Si (5.2) est satisfait , il est alors possible de normaliser rO et r I de manière à ce que 

leur commutateur soit nul. Par conséquent, la surface tangente aux champs rO et r I 

admet la paramétrisation u = f(rO, rI) de sorte que 

où 8 = 0, 1. (5.3) 

Les équations (5 .1) et (5.3) donnent donc le système 

(5.4) 

Les champs de covecteurs ÀS sont fonction de r selon la relation ÀS(rO, rI) = 2:::=1 

À~(f(rO , rI) )dxJ.L E E*. La condition nécessaire et suffisante à l'existence d'une solution 

au système (5.4) est l'existence de coefficients as et f3s (8 = 0, 1) fonction de r de 

sorte que 

(5.5) 

Il a été prouvé [1] que si les conditions (5.2) sont satisfaites, alors les solutions du 

système (2.1) décrivent une certaine superposition non-linéaire d 'une onde simple sur 
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un état simple. 

Considérons deux cas, al = 0 et al f=. O. 

5.1.1 Cas ŒI # 0 

La deuxième équation de (5.5) permet de trouver une expression pour >.1 menant 

à la conclusion que la troisième équation de (5.5) est une conséquence de la première 

et la deuxième équation de (5.5) : 

1 0 0>.° 

Soit ep la solution à l'équation oep/oro = ao. Si on insère ep dans la première relation 

de (5.5), on obtient 

(5.6) 

où T est une fonction arbitraire de rI . Ainsi, le système (5.4) peut se réécrire 

dro = T(r l )e4>(r) 

drl = ç (oep~;~ rI) T(rl) + T(r l )) , 
(5.7) 

où T(r l ) 1\ T(rl) f=. O. On remarque sans problème qu'on satisfait les conditions d'in­

tégrabilité (5.5). 

Théorème 5.1.1. Toutes solutions du système (5.7) peuvent être obtenues en résol-
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va nt le système 

(5.8) 

où cP est une fonction de]R1 arbitraire de classe Cl. 

5.1.2 Cas al = 0 

La deuxième équation de (5.5) implique que ).0 est une fonction de rO uniquement , 

la première montre par conséquent que ao est uniquement fonction de rO. Définissons 

encore une fois cP, mais cette fois comme fonction différentiable satisfaisant dcP / dro = 

ao. L'intégration de la première équation de (5.5) donne ).O(rO , rI) = CerjJ(rO
) , où 

C E lE*. Soit cP et X deux fonctions arbitraires de rO et rI. De la troisième équation 

de (5.5), on trouve o).l/orO = {3o C erjJ + (31).1 , d 'où on obtient finalement 

o ( 1 _rjJ ) _ ( rjJ-a ox ) ( oCJ) -a 1 orO ). e - xC - {3oe - orO C + (31 - orO e ).. 

On choisit CJ et X comme solutions au système 

ox _ (3 rjJ-a 
oro - oe , 

d'où on conclut 

(5.9) 

où A E C 1 (lHI ,lE* ). En définissant x(rO) = J;o e-rjJ(r) dr , le système (5.4) devient 

(5.10) 

On peut solutionner (5.10) par le théorème suivant. 
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Théorème 5.1.2. L'intégration générale du système non-homogène (5.10) a la forme 

implicite 

n 

L cJ1.x J1. + Co = ç-(rO), 
J1.=1 

In rO 
x(r, rI )e-<!>(r) dr + t A(r1 )xp, = 'ljJ (r1) , 

° J1.=1 

(5.11) 

où 'ljJ est une fonction arbitraire et différentiable de rI, Co E lR. et x(rO) = J;o e-<!>(r)dr. 

Le problème de Cauchy pour la superposition d 'une onde simple et d 'un état simple 

du système (2.1) est résout de la manière suivante. 

En considérant le cas où ao i- 0, on présume que rlr = (rOlr , r 1 lr) est donné pour 

une courbe quelconque où rOlr et r 1 1r sont inversibles. L'invariant de Riemann rO ou 

rI peut être choisi comme paramètre pour r , on peut donc avoir une des forme suivant 

r = [(xl x = TJO(rO) , R 0 TJO(rO) = (rO , (l(rO))] ou r = [xl x = TJl(r1 ) , R 0 TJl(r1 ) = 

((O(r1), r1 )]. Notons que les fonctions rO M (l(rO) et rI M (O(r 1 ) sont l'inverse l'une 

de l'autre. La solution (5.8) prend maintenant la forme 

(5.12) 

n 
LTJ1.((l(rO))r)°J1.(rO)e<!>(rO ,(l(rO)) = 1. (5.13) 

J1.=1 

Ainsi, le long de la courbe initiale r, seule une fonction (disons rlr) est arbitraire, la 

deuxième est donnée par (5.13). 

Théorème 5.1.3. Soit rO évalué le long d'une courbe r : rOlr. Supposons que 

1. rO Ir est monotone; 
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2. la valeur rI = rI Ir peut être déterminée de façon unique le long de la courbe 

r par l 'équation ÀO(rO , rI) 0 il(rO) = 1 où x = rl(rO) est l 'équation de r 
paramétrisée par rO lr ; 

3. les valeurs rO Ir et r1 1r déterminées de cette façon sont satisfaisantes à la condi­

tion de transversalité applicable à la forme À 1 (r Ir). 

Alors, le problème non-homogène de Cauchy a exactement une solution dans le voisi­

nage de r. 

Traitons maintenant le cas al = a en supposant que la courbe r = (xix = h(t)) , 

la valeur r 1 1r déterminée par (l(t) et la valeur rO(h(rô)) = (8 sont données . En 

supposant que r 1 1r est monotone, on peut le choisir comme paramètre pour la courbe 

r 1 (h(r 1
)) = rI. L'équation (5.11) donne alors 

et une solution existe à condition que: 

Théorèm e 5.1.4. Présumons qu 'on connaisse la fonction monotone r 1 1r le long d 'une 

courbe r E lE. Si, pour la valeur rO Ir, le vecteur tangent à r n'appartient pas à l 'annihi­

lateur de forme À1 (rO ,r1)lr, alors le problème non-homogène de Cauchy a exactement 

une solution dans le voisinage de r. 

Les résultats de la superposition d 'une onde simple sur un état simple peuvent 

être classifiés mathématiquement selon la définition suivante [11] : 

Définition 5.1.1. Le système 5.1 est dit 

(a) Exceptionnel (E) s'il existe une valeur i E [0,1] telle que fJÀi/fJr i = O. 

(b) Complètement Exceptionnel (CE) si pour toutes valeurs i E [0,1] on a 

fJÀi / fJr i = O. 

- (c) Linéaire (L) si pour toute valeur i, j E [0 , 1] telles que i =1- j on a fJÀ i / fJr j = 

O. 
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- (d) Non-Linéaire (NL) si pour une valeur i , j E [0, 1] telles que i # j on a 

fJ )... i / fJr j # O. 

(e) Strictement Non-Linéaire (SNL) si pour toutes valeurs i, j E [0,1] telles 

quei #j on afJ)...i/fJrj #0. 

La superposition de l'état simple avec l'onde simple dans le cas (c) est linéaire 

dans le sens physique du terme étant donné que le vecteur d'onde )...1 ne change pas 

la direction de propagation, déterminée par)... 0 , de l'état simple et inversement. Dans 

ce cas, le système (2.1) peut être linéarisé, autrement dit un système de coordonnées 

curvilignes dans lequel (2.1) est un système linéaire peut être trouvé. On se rappelle 

que les covecteurs )...0 et )...1 sont donnés par les expressions 

lorsque al # ° et par 

lorsque al = O. Déterminer les valeurs de )...0 et de )...1 à partir des résultats du Chapitre 

6 mène à la classification des solutions présentée à la Table A.7. 

5.2 Système d'évolution décrivant la superposition 

de deux ondes simples sur l'état simple 

Considérons un système quasi-linéaire d'équations différentielles partielles non­

homogènes en deux variables dépendantes, soient le temps t et la position dans l'espace 
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x: 

Ut + A(u)ux = B(u) , 

x= (t,x) E ç c JR?, u(x) = (U
1(X), ... ,Ul (X)) E lHI C ]R1, 

(5.14) 

où A = A~(u) est une matrice de dimension l x l et B(u) = (B1(U) , ... , Bl(U)) est 

un vecteur de l composantes. Les éléments simples pour les équations homogènes et 

non-homogènes (5.14) sont déterminés par des équations algébriques telles que: 

(Ivs - Ahs = 0, ,V = (vs, -1) 

(IÀ~ + AÀ~ho = B, ÀO = (À~ , À~), s = 1, ... , k :::; l. 

Définit ion 5.2 .1. Une onde simple est du i ème type si 1 = df jdr est le i ème vecteur 

propre de la matrice A. 

Considérons maintenant la propagation de deux ondes simples sur un état simple. 

Avec une normalisation appropriée de la longueur des vecteurs 10, I l , et 12, on peut 

faire disparaitre les commutateurs. On peut alors choisir la paramétrisation de surface 

u = f(rO ,r1, r2
) , tangente aux champs 10, I l , et 12 de la manière suivante: la = i!a 

(0' = 0,1,2). Ainsi , on note du = 2:;=0 U,r" dra
. En supposant 10, I l , et 12 linéairement 

indépendant, on a 

(5.15) 

Pour un tel cas, le système d 'équations (5.15) peut être écrit en terme de nouvelles 

variables dépendantes (seulement trois maintenant). En éliminant les variables çs dans 

les équations (5.15), on obtient 

s (0 1 2) s ° r ,t = v(s) r ,r ,r r 'x = , s = 1,2 

° \ ° (0 1 2) r ,t = Al r ,r ,r , (5.16a) 

° \O( ° 1 2) r 'x = Al r ,r , r . (5.16b) 
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Montrons que le système (5.16) décrit l'interaction d'ondes et justifions le nom « 

ondes simples sur un état simple ». Il a été prouvé [12],[13] que si les données ini­

tiales sont suffisamment petites, alors il existe une intervalle de temps [to, T] tel que 

la catastrophe du gradient ne survient pas pour la solution au système (5.16) rO"(t, x), 

(J = 0,1,2. Chacune des fonctions rS(t, x), s = 1,2 est constante le long des caracté­

ristiques appropriées C(s) : dx/dt = Vs du système (5.16) en choisissant dans l'espace 

ç des données initiales telles que les dérivées r S 'x aient des supports compacts et sans 

intersections 

1\ supp r 1
,x (to, x) nsupp r2

,x (to, x) = 0, 
as,bsErl 

5= 1,2 

(5.17) 

où 1\ est le produit extérieur [14]. Alors pour un temps t arbitraire to < t < T , 

supp r~ (t , x) est contenu dans la bande entre les caractéristiques appropriées des 

familles C(s) passant dans les extrémités de l'intervalle [as, bs]. 

Il a aussi été prouvé [15] que si les données initiales sont suffisamment petites, 

alors on peut satisfaire la condition 

1\ V VI (t, x) - V2 (t, x) ~ C > 0 (5.18) 
c>o (t ,x) ,(t ,x')E[to,T)xIRl 

dans l'intervalle [as , bs]. Autrement dit, chaque caractéristique de la famille C(1) a une 

tangente avec inclinaison (mesurée par rapport à la direction positive de l'axe des x) 

plus petite que toutes caractéristiques de la famille C(2). Il est évident dans un tel cas 

que les bandes contenant supp rS,x (t, x) divisent la partie restante de l'espace f" en 

quatre régions disjointes, voir la Figure 5.1. 
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t 

Tr-~ __ ------------------------~~~~--+---

a1 b1 a2 b2 x 

r 1 (ta , x) = r 1 (x) ,2 (ta , x) = ,2 (x) 

FIGURE 5.1 - Le cas de la propagation des deux ondes simples (WI , W2 ) sur l'état 
simple (S). Si les caractéristiques d 'une famille se joignent en un point, on choisit un 
temps particulier T de manière à exclure la possibilité de la catastrophe du gradient. 

Dans la région G := ç/(supp rI,x (t,.) U supp r2 ,x (t, .)), la solution rO(t, x) du 

système (5 .16) est décrite par l'état simple. Dans cette région, r S 
'x = 0 et la solution 

rO(t , x) satisfait les équations (5.16a) et (5.16b) avec rS = rô = ete. De la condition de 

compatibilité de cette équation, on obtient >,o ,ro 1\>,0 = O. Autrement dit , la direction 

de >,° ne dépend pas de la variable rO, elle est donc constante sur G. En choisissant la 

paramétrisation de la courbe u = f(rO , r6, râ) de manière à ce que le covecteur >,0 ne 
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dépende pas du paramètre r O, on peut exprimer la solution sur G dans la forme de 

l'état simple, c'est à dire 

où djJ _ j(f( 0 1 2)) drO - 'Y r, r 0 ' r ° , j = 1, ... , l , 

,\ 
0 = vecteur constant. 

Soit t l , t2 les t emps auxquels supp rl ,x (t, x) et supp rl,x (t , x) ont un seul point 

commun. Pour tout temps tE (to, tl) , on a supp rl,x (t , x) n supp r2,x (t, x) = 0, donc 

la solution rS(t, x ) peut être interprétée comme la propagation de deux ondes simples 

séparées (sans interaction) sur l'état simple. Pour les temps t E [tl , t 2], les caractéris­

tiques des familles C(l) et C(2) contenant supp rS,s (t, x) se croisent. Autrement dit , 

on a supp rl,x (t,x) n supp r2,x (t,x) #- 0. On interprète ce phénomène comme étant 

une interaction entre deux ondes simples sur l'état simple. Pour les temps t > t 2 , 

en vertu des conditions (5.17) et (5.18), les bandes contenant les supports des ondes 

simples se séparent à nouveau, on a donc supp rl,x (t, x) n supp r2,x (t, x) = 0, où 

rS,x= çs'\s, s = 1, 2. Les solutions rŒ(t, x) se décomposent donc exactement en deux 

ondes simples se propageant sur un état simple. 

On remarque que, sous toutes les hypothèses établies, dans le cas d 'une superpo­

sition de deux ondes simples sur l 'état simple pouvant être décrites en termes d 'inva­

riants de Riemann, la solution se décompose de manière exacte en deux ondes simples 

du même type qu'au moment initial. 

Dans ce cas, on a la conservation du nombre et du type d 'ondes simples se propa­

geant sur l'état simple, on peut donc parler d 'une interaction élastique d'ondes simples 

sur l'état simple. 

L'interprétation du cas de la propagation de plus de deux ondes simples (k > 2) 

est analogue mais plus compliquée. En effet, la région D est divisée par les supports 
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des fonctions r 1
, . .• , rk dans les 2k sous-ensembles. 

Dans l'article [15], il a été prouvé que dans le cas de l'interaction de nombreuses 

ondes simples décrites en termes d'invariant de Riemann, le nombre et le type des 

ondes sont aussi conservés. Il a aussi été prouvé que pour de telles solutions, résultant 

de l'interaction de plusieurs ondes simples sur l'état simple, les ondes simples en inter­

action se décomposent exactement comme les ondes simples entrant dans l'interaction 

sur l'état simple. 

5.3 Notions de base et définitions décrivant la su-

perposition des ondes simples sur l'état simple 

Introduisons maintenant quelques notions concernant les interactions entre plu­

sieurs ondes simples sur un état simple. Faisons l'hypothèse que le système d'équa­

tions (5.14) possède une solution décrivant la propagation d 'un certain nombre d'ondes 

simples sur un état simple 1. Pour simplifier , supposons que le covecteur '>;0 soit 1-forme 

constant '>;0 = dt (donc /0 = B). Ainsi, la solution au système Pfaff (5.1) peut, en 

utilisant les formules 

.\ i ,rS E span {.\ i, .\s
} , 

.\O,rs E span {.\1} 

, 7\Tk· Nk . ...j. ou s E HO, '/, El ' '/, Î S, 

être exprimée localement sous la forme suivante : 

(5.19) 

1. Il se peut qu'à certains points l'onde simple ait des dérivées infinies. Nos considérations ne 
concernent que l'intervalle de temps [to, Tl dans laquelle la catastrophe du gradient n'a pas lieu. 
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La propagation de chaque onde simple sur un état simple satisfait les conditions (5.2). 

Par conséquent, on obtient l\ iENk bi' Bl = O. Faisons aussi l'hypothèse qu'à un certain 
l 

temps to il y ait p ondes simples de différents types (où p ~ k) se propageant sur l'état 

simple dans le système physique décrit par les équations (5.14). On s'intéresse aux 

solutions u pour lesquelles l'application tangentielle du(i) peut être exprimée par la 

somme des éléments intégraIs simples homogènes et non-homogènes: 

P 

du(i) = :Lçr,r ® À
r + B ® dt, (5.20) 

r=l 

où fi := (t, x). On présume que de telles solutions existent et qu'à la condition initiale 

t = to, le nombre de variables dépendantes Çr qui sont non nulles est égale à p (on 

les note e(to, x), .. . , çP(to, x) # 0). Supposons aussi que les supports de ces fonctions 

soient disjoints et localisés : 

A supp çi(to, x) n supp çj (to, x) = 0 
i,jENP+l 

i#j 

v supp çi(to, x) C [ai, bil· 
ai ,biERl 

En vertu de l'équation (5.20), au moment t = to l'image de la donnée initiale u = 

u(to, x) est composée de p ondes simples u ,Ato, x) + e(to, X)[l + ... + çP(to , x)[p = O. 

Considérons l'ensemble 

() = U supp çi(t,X) n supp çj(t , x) . 
i,jENf 

i#j 

Définition 5.3.1. On dit que la solution (5.19) du système (5.14) décrit l 'interac­

tion de p ondes simples sur l 'état simple si l'ensemble () n'est pas vide. L'ensemble () 

représente la région d'interactions entre p ondes simples sur l 'état simple. Les sous­

ensembles simplement connexes ()S de l 'ensemble () = U~=l ()S sont appelés régions 

d'interactions élémentaires de p ondes simples sur l'état simple. 

Définition 5.3.2. Pour tout nombre s E Nf, des moments 7fS et ",s qui sont respecti-
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vement la limite inférieure et supérieure par rapport à la variable de temps de la région 

d'interaction élémentaire es seront définis comme le moment où la superposition des 

ondes sur l 'état simple dans les ensembles es débute et termine. Autrement dit 

7[S = max(ta, inf (t)) , 
(t,X)EB5 

ou 

K,S = inf (t) , si K,s E (ta , +00). 
(t ,x)EB5 

Dans les intervalles [ta,7[s], [K,s - l , 7[s], s E N~, la solution se présente sous la forme 

d'une propagation de p ondes simples disjointes sur l'état simple 2 . Dans les sous­

intervalles disjoints restants [7[s , K,S], s E Ni, les interactions prennent place de manière 

à ce que les ondes se propageant sur l'état 3 s'imposent (ou se superposent) les unes 

sur les autres (c'est-à-dire qu'elles interagissent). Cependant, si K,s = +00 pour une 

certaine valeur s E Ni, alors on dit que l'interaction a une durée infinie. 

Définition 5.3.3. Le minimum (maximum) du moment initial (final) défini par la 

Définition 5.3.2 est appelé moment initial (final) d'interaction de p ondes simples sur 

l'état simple dans l'ensemble e, c'est-à-dire 

7[ = min (7[S), 

SEN'/. 

K, = max (K,S), 

SEN'/. 

si 1\ K,s E (ta, +00). 
SENt 

S'il existe une valeur s E Ni telle que K,S = +00, alors on présume K, = +00, c'est-à­

dire que l'interaction dure infiniment longtemps. 

On fait à présent face au problème de la description du comportement et du résultat 

d'interaction entre plusieurs ondes simples sur l'état simple. Le processus d'interaction 

peut être très complexe. Il arrive parfois au cours de l'interaction entre ondes simples 

sur l'état simple qu'une nouvelle 4 onde soit générée. Supposons qu'on ait un cas où de 

2. Par connexion, on entend une connexion par arc. 
3. Dans le cas où 7r 5 < 11:5 -

1 , l'intervalle [11:5 -1, 7r
S

] = 0 est exclue de nos considérations. 
4. Par nouvelle onde, on entend un onde d 'un type (appartenant à une autre famille) différent à 
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nouvelles ondes simples sont générées sur l'état simple dans la région d 'interaction (J. 

S'il existe au moins un temps tg 2: 7r et un ensemble de nombre 8 E N;+I de sorte que 

les variables çs de la solution à l'équation (5.20) sont non-nulles et que leur supports 

sont contenus dans l'ensemble (J : 

v v supp çs(tg, x) C (J , 

ce qui signifie qu'à partir d 'un certain moment tg , de nouveaux éléments simples (dif­

férents de ceux donnés au moment initial) correspondant à de nouvelles ondes simples 

apparaissent dans l'équation (5 .20). Le simple critère déterminant la génération de 

nouvelles ondes dans la région d'interaction donnée (JT est un saut de rang de la dérivé 

du(x) dans cette région 5. otons que la Définition ?? ne concerne que la région d 'in­

teraction. Si ces hypothèses sont satisfaites, cela n'implique pas forcément qu'après le 

processus d 'interaction on ait à traiter des ondes différentes de celles données dans les 

conditions initiales. Pour comprendre comment c'est possible, on peut formuler une 

définition de la disparition d'ondes simples sur un état simple. 

D éfinition 5.3 .4. Si, dans un certain intervalle de temps (tg , tz) (où tz E ]RI ) toute 

variable çs (8 E N;+1) prend la valeur non-nulle dans la solution de l 'équation (5.20) 

et, qu 'en dehors de cette intervalle, les variables çs disparaissent identiquement, on 

parle alors de la disparition d'une onde simple sur un état simple. Autrement dit 

= 0, pour 7r ~ t < tg , 

V 1\ çs(t,x) = #- 0, pour tg ~ t < t z, 

= 0, pour t z ~ t. 

celui des ondes entrant dans l'interaction. 
5. Ici , l'ordre de l'application du au point p E ç est déterminé de la manière suivante 
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Il a précédemment été établit que la disparition d 'ondes simples sur un état 

simple ne survient pas pour les équations hyperboliques. Un tel phénomène est ob­

servé pour d 'autres types d 'équations dont notamment les équations mixtes de type 

hyperboliques-elliptiques. D'un point de vue physique, il est pertinent de faire la dis­

tinction entre deux situations indépendantes : 

1. dans le cas où t z est un nombre réel , on parle de l'effet non-permanent (virtuel) 

de la génération d 'ondes simple sur l'état simple; 

2. dans le cas où il n 'existe aucun temps t z tel que t ~ t z , x E ~1, çs(t, x) _ 0, 

s E N;+l' alors on dit que l'effet de la génération d 'ondes simples sur l'état 

simple est permanent. 

D'un point de vue physique, les résultats observés en dehors de la région d 'interac­

tion sont particulièrement intéressants. Leur définition introduit une nouvelle notion : 

une décroissance asymptotique exacte d 'une solution. 

D éfinition 5.3.5. On dit d 'une solution de (5.20) qu 'elle décroit à la manière d 'ondes 

simples se propageant sur un état simple s'il existe un temps ",q t el que pour tout temps 

t > ",q la condition 

est respectée. 

1\ supp çi(t ,X)n SUpp ç j( t ,x) = 0 
i,jENfi=h 

Le temps ",q sera nommé le temps de décroissance pour la solution u = u(t, x) . 

D éfinition 5.3.6. On dit que la solution u = u(t, x) décroit asymptotiquement en 

k ondes simples sur l'état simple dans la norme 1. 1 la si pour tout E > 0 il existe 

une fonction u€(t, x) approximant la solution et un temps ta tels que les conditions 

suivantes sont respectées : 

2. la fon ction u€ décroit exactement à la manière des ondes simples sur l 'état 

simple en accord avec la Définition 5.3.5 alors que ",q :::; ta, 
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Définition 5.3.7. On dit d'une interaction entres ondes simples sur l'état simple 

qu'elle est élastique si la solution u = u(t, x) décroit asymptotiquement en ondes 

simples se propageant sur l'état simple en même nombre et en même type que les 

ondes entrant dans l'interaction (données dans les conditions initiales). 

L'élasticité d'une interaction n'exclut pas la génération de nouvelles ondes dans 

le processus d'interaction. Cependant, ces ondes doivent disparaitre ou être sujettes 

à une décroissance asymptotique 6 dans le sens d'une convergence uniforme vers zéro 

pour les fonction çs(t, x), x E N;+l lorsque t -+ 00, c'est-à-dire 

!\ V !\ !\ IC(t, xl < E. (5.21) 
E>O TERli" t>t xERl 

Si les fonctions çs(t , x), s E N!l ne disparaissent pas et ne satisfont pas la condition 

(5.21) (c'est-à-dire que l'effet de la génération est permanent), on dit de l'interaction 

qu'elle est non-élastique. 

6. Cette approche diffère de celle présentée antérieurement. Cette dernière limitait les interactions 
élastiques au cas décrit par les invariants de Riemann et la génération des ondes simples dans la 
région d 'interaction était exclue. 





Chapitre 6 

Solutions de rang 2 de la 

dynamique des fluides 

Il existe six cas distincts de superposition d'une onde simple (rang 1) sur un 

état simple (rang 2) de Riemann, soient EO E , EO A(, A~E, A~AE' HO E et HO AE. 

Pour chaque cas, en utilisant les éléments intégrals simples déduits précédemment, 

on cherche une solution à la forme paramétrique u = (p, p, il) = f(rO, rI) satisfaisant 

l'équation (5.3) avec "Ys = bps' "YPs ';Ys) et les conditions d 'intégrabilité (5.5) avec >.S = 

(>'ô, ,\S) , s = 0,1. Pour chacun des six cas, nous étudions les possibilités al = 0 et 

al -# 0 étant donné qu'elles imposent chacune différentes restrictions sur >.1 (donc sur 

p, p et il) et mènent à des solutions différentes. Les résultats sont présentés dans les 

théorèmes suivant . 

Pour chaque type de solution, une solution explicite sera présentée et portée en 

graphique grâce au logiciel de calcul M athematica. 
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6.1 Onde entropique simple sur un état entropique 

simple EOE 

Si on substitue les éléments entropiques simples non-homogènes EO (3.6) et les 

éléments entropiques simples homogènes E (3.11) dans l'équation (5.4), on trouve le 

système d'équations différentielles partielles 

âp 
âro = "/PO' 

âv _ (_ n _) 
âro = ao x g - H X v, 

sujet aux contraintes 

(6.2) 

Les conditions d'intégrabilité (5.5) requièrent âÀ.° /âr l = alÀ.I . Pour les équations (6.1) 

et (6.2), cette nécessité est équivalente à -(âv/ârl)·ff = -alv·XI et -0 x (âv/âr l ) = 

aIXI. Les deux théorèmes suivants étudient respectivement les cas al = ° et al i= O. 

Théorème 6.1.1. Si l'équation (5.3) et les conditions de compatibilités (5.5) avec 

al = ° sont satisfaites par les éléments entropiques simples non-homogènes (3.6) 

et les éléments entropiques simples homogènes (3.11) dans l'équation (5 .1), alors la 

solution au système non-homogène (3.1) a la forme 

(6.3a) 
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avec les invariants de Riemann 

</>0 ° ± 1_1-2 (1_1-2 2)1/2_ - 1_1-2(_ n) -e- r = Cot 9 9 - Co 9 . x - Co 9 9 X H . X + Cl 

'ljJ (r l ) = e-</>O foT
O 

X(ç, rl)dç + {e</>o [± (lffl-2 - c6f/2 A3 + cOA1] - A31.91 l } t (6.3b) 

+ Alff · x + A3(ff x n) . x, 

oùcpo , Co etcl sont des constantes arbitraires etp(rO) > 0, v2(rO ,rl ), x(rO ,rl ), Al(rl ), 

A3(rl ) et 'ljJ(r l ) sont des fonctions arbitraires satisfaisant p > 0, âvd ârl -=J 0 et 

±(lffI2 
- CÔ)A3 -=J -cOA1 . 

P reuve: On résout (6.1) et (6.2) en supposant que (5.5) est satisfait avec al = o. 

On remarque immédiatement que p = p(rO) et p = p(rO). Comme il a été montré 

dans le Chapitre 2, pour que les conditions d'intégrabilité (5.5) avec al = 0 soient 

respectées, on doit avoir 

(6.4) 

où il est un facteur de proportionnalité dépendant des invariants de Riemann rO et 

r l , ë est un vecteur constant, <I? est une fonction arbitraire de rO, la fonction scalaire 

x(rO ,rl ) et la fonction à valeur vectorielle A(rl ) doivent être déterminées par (6.1) 

et (6.2). On définit ë = (COl, Cl? et A(rl ) = [A(r l ) , A(rl)r, où Col et Cl sont 

des constantes arbitraires et A(rl ) et A(rl ) sont des fonctions arbitraires de r l
. Pour 

simplifier les calculs, on pose C = cd IC1I, Co = cod IC1I , cp(rO) = <I?(rO) + ln IC1I, 
x(rO ,rl ) = x(rO ,rl ) ICll et p,(rO,rl ) = f..t(rO , rl ) IX1 1. L'équation (6.4) devient alors 

1ë1 = 1 (6.5a) 

À
l 

(0 1 [ (0 1 (Co) ( A(r
l

) ) 1 IÀ11 = f..t r ,r ) X r ,r) C + A(rl ) . (6.5b) 

Comme il a été démontré dans le Chapitre 2, les invariants de Riemann sont donnés 
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sous forme implicite par 

où C2 est une constante arbitraire et 'ljJ est une fonction arbitraire de l'invariant de 

Riemann rI. En posant Cl = c2/lcII et en utilisant les définitions précédentes, les 

équations (6.6) prennent la forme 

(6.7) 

En substituant l'expression pour >.0 donné par (6.2) dans (6.5a), on trouve 

(6 .8) 

En dérivant (6.8) par rapport à l'invariant de Riemann rI , il est possible d'obtenir 

av _ 
ar l . g = 0, 

- av st x ar l = O. (6.9) 

De (6.9), on remarque que av/ arl = lI(rO, rI )0, où lI(rO , rI) est une fonction arbitraire 

des deux invariants de Riemann. Si on applique cette forme à la première équation 

de (6.9), on trouve av/arl . g= lI(rO,r l )O. g= O. Si lI(rO ,r l ) = 0, alors av/ar l = 0, 

ce qui implique que v, p et p sont uniquement fonction de l'invariant de Riemann 

ra. Comme un tel résultat implique qu'il n'y a pas de superposition et donc pas de 

solutions de rang 2 en terme des invariants de Riemann, on conclut 0 . g = O. 

Comme 0 . g = 0, l'ensemble de vecteur (g, 0, g x 0) forme une base orthogonale 

pour ]R3. En posant v= VIg+V20+V3(gX 0) et c= kl g+k20+k3(gx 0), où Vi sont 

des fonctions des deux invariants de Riemann et ki sont des constantes (i = 1,2, 3), 
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les équations (6.8) prennent la forme 

Si on compare les coefficients dans (6.10) , on trouve 

k --~ 
3 - 19'12' 

où (6.11b) est une conséquence de (6.10) et (6.11a). 

On se rappelle aussi que 1ë1 = (kt + k~)1 /219'1 = 1, d'où 
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(6.11a) 

(6.11b) 

La condition av/orO = 50 x (9' - 0 x v) pour une fonction à valeur vectorielle 50 (rO , rI) 

arbitraire est équivalente à 

av (--? n --?) 0 orO· 9 - ~ l X V = . (6.12) 

Par (6.11) , on trouve 

En substituant 9' - (0 x v) = ec/> [k l 9' + k3 (9' x 0)] et (6.13) dans (6.12) , on remarque 

que (6.12) est satisfait pour toute fonction cjJ (rO) et toutes constantes kl et k3. 

En substituant l'expression pour ,ÀI donnée par (6.2) dans (6.5) , on trouve les 

conditions 
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En combinant les deux équations de (6.14), on remarque 

(6.15) 

On se rappelle que c = k1§ + k3(§ x 0) et on pose 1(r1) = A1(r1)§ + A2(r1)O + 

A3(r1 )(§ x 0) dans la deuxième équation de (6.14) de manière à obtenir 

Pour une fonction à valeur vectorielle arbitraire cYl (rO, rI), la condition âil / âr1 

cYl x Xl est équivalente à 

âil . \1 = 0 
âr1 /\ . (6.17) 

Clairement, on a âV/âr1 = âV2/âr10. En substituant cette valeur ainsi que (6.16) dans 

(6.17) on trouve la condition A2âv2/âr1 = O. Si âvdâr1 = 0, alors âil/âr1 = 0 ce 

qui implique que le champ de vitesse ne serait fonction que de l'invariant de Riemann 

rO. Comme la densité p et la pression p sont uniquement fonction de l'invariant de 

Riemann r O, il n'y aurait pas de superposition, donc pas de solution de rang 2 en terme 

des invariants de Riemann. On rejette donc cette possibilité et on choisit A2 = O. 

En notant les vecteurs c, il et 1 en termes de notre base (§, 0, § x 0), l'équation 

(6.15) devient 

En substituant les valeurs de VI , V3 et Co données par (6.11) dans (6.18) , on trouve la 

condition 

(6.19) 

Comme le coefficient de x(rO, rI) est nul dans (6.18), la fonction demeure arbitraire. En 

substituant Co = -1§1 2 k3, c= k1§+k3(§xO) et 1 = A1§+A3(§xO) dans les équations 

(6.5), on remarque que .\0 1\ .\1 -# 0 précisément lorsque k1A3 - k3A1 -# O. Comme la 
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condition klA3 - k3Al =1 0 est nécessaire à l'existence d 'une solution, les invariants de 

Riemann rD et rI peuvent être séparés dans (6.19) de manière à trouver e<P = (A 1§1 - 2-

A3)(klA3 - k3Altl. On remarque de cette égalité que le coté gauche de l'équation 

est uniquement fonction de l'invariant de Riemann rD alors que le côté droit est uni­

quement fonction de l'invariant de Riemann rI. De ce fait , on conclut que chaque 

côté doit être égal à une constante. Par conséquent, <P = <Po est une constante. En 

vertu de (6.11), on remarque que c = 1§1-2 [±(1§12 - C6)1/2§ - eo(§ x n)] et A(r l ) = 

{e<Po [±(1§12 - C6)1/2 A3 + COAl] - A31§12}. Lorsqu'on substitue ces grandeurs ainsi 

que Âl(rl ) = Al§+A3(§x n) dans (6.7), on trouve les invariants de Riemann (6.3b). 

Les équations (6.11) indiquent également que la solution (p ,p, if) est donnée par (6.3a). 

La condition OV2/orl =1 0 assure que 10 et Il sont linéairement indépendant, où les 

vecteurs li sont définis par 

li = (~ p, ~p, ~if) 
ur~ ur~ ur~ 

(i=O,l). 

o 

Pour les états simples, on détermine si les écoulements de fluide sont compressibles 

et ont une vorticité en calculant respectivement div if et V x v . Une dérivation des 

équations (6.9) donne e:;:, ~:' ~:) = 1-"1;'1. Pour un champ de vitesse donné en terme 

des invariants de Riemann rD et rI, on trouve 

où 1-"1 est le facteur de proportionnalité. 

De cette manière, on conclut que la solution (6.3a) est incompressible et qu'elle a 

une vorticité. L'entropie est constante dans le fluide précisément lorsque 

(6.20) 
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OÙ KI et K 2 sont des constantes arbitraires. 

Théorème 6.1.2 . Si les éléments simples entropiques non-homogènes (3.6) et les élé­

ments simples entropiques homogènes (3.11) dans l'équation (5.1) satisfont l'équation 

(5.3) et les conditions de compatibilité (5.5) avec 0:'1 =1 0, alors la solution au système 

non-homogène (3.1) a une des formes suivantes. 

Les solutions existent si et seulement si § x 0 =1 0 et se classent en deux cas. 

Cas 1 : § x 0 =1 0 

v(r1) = v3(r1)(§ x 0) + v1(r1)§ 

+ {-=.I§t rI [v1(~)(1 - V3(~)) + V3(~)V1(~)] d~ (6.21) 
g. n Jo 

- Ui· 0) { [VI (OV3(0 - VI (OV3(0[ dl; + c }o 
Les invariants de Riemann sont donnés par la forme implicite 

q\(r1) + rD = { [gl'1o" [VI (1 - V3) + V3VI] ~ + (g. 0) ' 1o
C

' [VI V3 - VI V3[ dl; 

- VI 191' - c(fi- 0) }t + [(1- V3)g + V3(g· 0)0 + vICff x 0)]. x (6.22) 

~(r1) = [(§. O)2-lgI2][v1(r1)v3(r1) - v1(r1)v3(r1)]t 

+ [-v3(r1)§ + v3(r1)(§. 0)0 + v1(r l )(§ x 0)]. x, 

où c est une constante arbitraire, p(rO) > 0, v1(r1), v3(r l
) et cp(r l

) sont des fonctions 

arbitraires telles que p(rO) > 0 et VI (rI) =1 0 ou V3(r I) =1 O. 
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Cas 2 : ff = E2 Iffl n 

Les invariants de Riemann sont donnés par 

cp(r l ) + rO = {fori 

[VI (r)V2(r) - Vl(r)V2(r)]dr - Eco1ffl } t 

+ [V2(rl )el - VI (rl )ë2 + Elfflë3] . x (6.24) 

~(rl) = [vl(rl)v2(rl) - vl(rl )v2(rl )]t + [v2(rl)el + vl(r l)ë2] . X, 

où c est une constante arbitraire, E2 = ±1, p(rO) > 0, vl(rl), v2(r l ) et cp(rl) sont des 

fonctions arbitraires telles que p(rO) > 0 et VI (ri) #- 0 ou V2(r l ) #- o. 

Preuve: On résout (6.1) et (6.2) en faisant l'hypothèse que (5.4) est valide avec 

al #- O. Les équations (6 .1) donnent immédiatement p = p(rO) et p = p(rO). 

En appliquant les conditions d'intégrabilité (5.5) avec al #- 0, on trouve les condi-

tions 

où il est un facteur de proportionnalité dépendant des deux invariants de Riemann rO 

et ri et où T(r l ) et J(rO,rl) sont déterminés par (6.2) . On pose 

où fI et h(rl
) sont des fonctions arbitraires de l'invariant de Riemann ri. Pour sim­

plifier les calculs futurs, on définit h = hI! Ih~l, f = fi Ih~l, cp(rO, ri) = J(rO,rl) + 
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(6.26a) 

(6.26b) 

Comme expliqué dans le théorème 5.1.1, les invariants de Riemann sont donnés sous 

forme implicite par 

(6.27) 

où J(r1) est une fonction Cl arbitraire de rI. En posant <p(r1) = cp(~l)/ Ih1 (r1)1, les 

équations (6.27) prennent la forme 

(6.28) 

En substituant l'expression pour ,\0 donnée par (6.2) dans (6.26a) , on obtient 

--. " ( 0 1)--' 9 - n x il = e'!' r ,r h(r1 ). (6.29) 

En calculant le produit scalaire entre la deuxième équation de (6.29) et n, on trouve 

,,( 0 1) --. --. --. 
e'" r ,r h(r1 ). n = g. n. (6.30) 

On remarque que le côté droit de l'équation (6.30) est constant, par conséquent on 

doit considérer les cas (i) g. n =1- 0 et (ii) g. n = o. 

(i) Soit g. n = O. L'équation (6.30) implique alors h(r1
) . n =1- O. Ainsi, l'équation 



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 63 

(6.30) peut être reformulée de manière à ce que <jJ(rO,r1
) = ln [Cg· s1)(h(r1

). s1)r1
. 

En remplaçant respectivement e4>(r
1

) f(r 1 ), e4>(r
1 )h(r1 ) et p,(r1 ) par F(r 1 ), ii(r1 ) et 

e4>(r
1 )p,(rO,r1), l'équation (6.26) devient 

En dérivant la première équation de (6.31) par rapport à l'invariant de Riemann rO, 

on calcule 
av __ 
oro' 9 = 0, 

-- av n x oro = O. (6.32) 

La deuxième équation de (6.32) implique av/oro = l/(rO ,r1 )s1 , où l/(rO, rI) est une 

fonction arbitraire. En calculant le produit scalaire avec g, étant donné la première 

équation de (6.32), on trouve l/(rO,r1)s1. 9 = o. Comme s1. 9 =1= 0, alors clairement 

l/ = 0 et av/oro = 0, ce qui implique que v est uniquement fonction de l'invariant de 

Riemann rI. 

Si on revient à (6.31), on remarque 

En substituant la deuxième équation de (6.33) dans la première, on observe la condi-

tion 

(6.34) 

On note que la condition av/oro = 50 x (g - s1 x v) pour un vecteur âo arbitraire est 

satisfaite par v = v(r1
). De plus, la condition av / or1 = 51 x Xl , où 51 est une fonction 

arbitraire, est automatiquement satisfaite par Xl en vertu de la deuxième équation de 

(6.33). 

Déterminons maintenant les valeurs du champ de vitesse v satisfaisant la condition 

(6.34). On doit considérer les cas (a) 9 x s1 =1= 0 et (b) 9 x s1 = 0 séparément. 
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(a) Si §x n i= 0, alors l'ensemble de vecteurs (§, n, §x n) forme une base de IR3. On 

exprime alors le champ de vitesse dans cette base de manière à ce que il(r1) = VI (rI )§+ 

VI (rI )n+V3(rl )(§x n). On calcule alors §-n x il = (1-v3(r1 ))§+V2(n.§)n+V1 (§x n). 

En substituant ces expressions dans (6.34) et en faisant le produit scalaire avec il, on 

trouve v1(r1)(1-v3) 1§12+v1(r1)v3(§·n)2+v2(r1)(§n)+v3(r1)v11§12-v3(rl)v1(§.n)2 = 

0, ou l'expression équivalente v2(r1) = -1§1 2 (§. n) - l [v1(r1)(1- v3)v3(r1)v1] - (§. 

n) [v1(r1)v3 - v3(r1 )v1]' Ainsi, on peut exprimer V2 en terme des fonctions VI et V3 : 

rI 
V2 = -1§1 2 (§. n) - l Jo [v1(ç)(1 - V3(Ç))V3(Ç)V1(Ç)] dç 

- (§. n) for
I 

[VI (Ç)V3(Ç) - V3(Ç)V1 (ç)dç] + c, 

(6.35) 

où c est une constante d'intégration. En combinant les résultats précédents, on trouve 

que la solution (p,p, il) a la forme (6.21). 

On applique maintenant les équations (6.28) pour décrire les invariants de Riemann 

de manière implicite. Comme rp est une fonction arbitraire dépendant uniquement de 

l'invariant de Riemann rI, si on multiplie chaque côté de l'équation (6.28) par e</>(r
I

) 

et qu'on remplace <l>(r1) par e-</>(r
I

) <l>(r1 ), on obtient 

(6.36) 

où la première équation de (6.36) est utilisée pour déduire la deuxième. L'équation 

(6.31) avec l'expression il(r1) = v1(r1)§ + v1(r1)n + v3(r1)(§ x n) donne 

F(r1) = - il· § = -v11§11 - V2(§' n) , 

ii(r1) =§ - n x il = (1 - V3)§ + V3(§' n)n + Vl(§ x n), 

F(r1) = - i1(r1). §= -v1(r1) 1§1 1 - v2(r1)(§. n) , 

ii(r1) =n x "'V(r1) = -v3(r1)§ + v3(r1)(§ . n)n + v1(r1)(§ x n). 

(6.37) 

En combinant (6.35) et (6.37) et en substituant les équations résultantes dans (6.36), 

on obtient les invariants de Riemann sous la forme implicite (6.22). La condition 
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VI (rI) # 0 ou V3 (rI) # 0 garantie que 'Yo et 'YI sont linéairement indépendants et que 

>.0 /\ >.1 # o. 

(b) Si §x D = 0, alors le vecteur gravitationnel peut être décrit comme § = E21§1 D, 

où E2 = ±1. On choisit la base orthonormale standard pour ]R3 (el, e2, e3). On pose 

if = V1(r1)e1 + V2(r1)e2 + V3(r1)ë3 et D = e3. On peut alors calculer § - D x if = 

v2(r1 )e1 - VI (rI )e2 + E21§1 es. En substituant la grandeur § - D x if dans (6.34), on 

trouve v1(r1)v2(r1)-v2(r1)v1(r1)+E2v31§1 = O. En intégrant , on trouve une expression 

pour la fonction v3(r1) : 

(6.38) 

On peut alors écrire la solution (p,p, if) comme (6.23). 

Les invariants de Riemann sont calculés comme dans (a). Dans le cas présent, on 

obtient 

(6.39) 

Après avoir combiné (6.38) et (6 .39) et substitué le résultat dans (6.36), on obtient 

(6.24). La condition v1(r1) # 0 ou v2(r1) # 0 est nécessaire et suffisante pour assurer 

que 'Yo et 'YI sont linéairement indépendants et que >.0 /\ >.1 # O. 

(ii) Si § . D = 0, alors (6.30) implique que h(r1
) . D = O. De plus, l'ensemble de 

vecteurs (§, D, §x D) forme une base orthogonale pour ]R3. On peut alors poser h(r1
) = 

hl (rI )§+ h2(r1 )D+ h3(r1) (§x D) et if(r1) = VI (rO, r1)§ +V2(rO, rI )D+V3(rO, rI) (§x D). 
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En insérant ces expressions dans les équations (6.29) , on trouve 

_ v1(rO,r1) 1§1 2 = eifJ(r
O
,r

1
) f(r 1), 

[1- v3(rO ,r1)] §+V1(§X 0) = eifJ(r
O
,r

1
) [h1(r1)§+h3(r1)(§x 0)]. 

(6.40) 

En comparant les coefficients, on trouve [1- v3(rO, rI)] = eifJ(r
O
,r

1
) hl (rI) et v1(rO,r1) = 

eifJ(r
O
,r

1 )h(r1). En vertu de (6.40) et de l'hypothèse 1 = Ihl = (hf+h§)1/21§1, on obtient 

V3(rO, rI) = _ eifJ(r
O
,r

1 )h(r1) + 1, 

h1(r1) = ± [1§1-2 
- h3(r 1)lf/2 . 

(6.41) 

En substituant l'expression pour ).1 donnée par (6.2) dans (6.26b), on trouve les 

conditions 

qu'on peut combiner de manière à trouver 

[ 
oep --< .:. 1 1 oep 1 . 1 - -if· h + if· h(r) = -f(r ) + f(r ). or1 or1 

(6.43) 

En calculant le produit scalaire entre la deuxième équation de (6.29) et if et en utilisant 

la première de (6.29), on trouve l'égalité h . if = - j(r1). En appliquant cette égalité 

à (6.43) , on trouve 

(6.44) 

L'équation (6.41) implique alors if = eifJ h3§ + V2 0 + (1 - eifJ h1 )(§ x 0) et j(r 1
) = 

- 1§1 2 h3(r 1). En substituant ces expressions dans (6.44) avec h(r1) = hl (r 1)§ + 

h3 (r 1 )(§ x 0) , on trouve 

(6.45) 

Si h3 i= ± I§I-\ alors (6.41) donne iL1 (rI) = ±~ (1§1 -2 
- hn 1/2 [-2h3h3(r1)] . Lors­

qu'on substitue cette égalité dans (6.45) avec hl = ±(1§1-2 
- hÜ 1/2, on trouve 
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h3(r 1
) = O. Ainsi, peu importe si h3 = ± 1§1 -1 ou non, h3 est une constante. Il 

suit de (6.41) que f et h = h1§+h3(§x fi) sont constants alors que (6.26) indique que 

>.0 rv >.1. Cependant, cela contredit l'hypothèse >.01\>.1 =J. 0 et démontre qu'aucune 

solution de rang 2 n'existe dans ce cas. o 

La compressibilité et la vorticité de l'écoulement d'un fluide sont déterminées en 

évaluant div if et V x v, respectivement, tel qu'expliqué précédemment. En dérivant 

les équations (5.8) implicitement et en utilisant (5.6), on trouve 

et 

où /-LI et /-L2 sont des facteurs de proportion. Ainsi, pour un champ de vitesse if donné 

comme fonction des invariants de Riemann r O et rI , on peut simplement calculer 

et 

Avec ces calculs, on montre que les solutions (6.21) et (6.23) sont incompressibles et 

ont une vorticité. Dans les deux cas, l'entropie est constante dans le fluide précisément 

lorsque la pression p est donnée par (6.20). 

Solution explicite 

La solution explicite solitonique (type kink pour la deuxième composante du champ 

de vitesse et de type bump algébrique pour la pression) pour la solution implicite (6.3a) 

est donnée par : 

p(t, y, z ) = sech' ( t + )1- ;, z +~), p(t, y, z) = tanh (t + )1- ;, +~) + 1 
_ (1 4 ~) 
v(t , y, z) = -g,l - 1 _ 2 (rO(t, y, z)r1(t, y, Z))2' -g - VI - 92 . 
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Les invariants sont donnés par · 

o R 1 r (t, y, z) = t + 1 - 2z + -y, 
g g 

l (t + g z - 1) [4 (gt - y + z J g2 - 1) 2 - g2] 
r (t, y, z) = - [ ] . 

4g2 + 4(gt - y + ZJg2 - 1)2 - g2 (1- g2t + tJg2 - 1) 

(6.46) 

Les Figures 6.1, 6.2 et 6.3 représentent respectivement des coupes en t = ° sur le plan 

(y, z) de p(O, y, z), p(O, y, z) et de la deuxième composante de v(O, y, z). 

,'i · 

FIGURE 6 .1 - Repré­
sentation graphique 
de la densité 
p(O, y, z). 

FIGURE 6 .2 - Représen­
tation graphique 
de la pression p(O, y, z). 

FIGURE 6 .3 - Représen­
tation graphique de la 
deuxième composante du 
vecteur v(O, y, z) . 

La densité et la deuxième composante du champ de vitesse, respectivement repré­

sentées aux Figures 6.1 et 6.3, ont la forme d'un bump algébrique alors que la pression, 

Figure 6.2, a la forme d'un kink. Ces formes d'onde sont intéressantes puisqu'elles sont 

vues et détectées en pratique mais sont difficiles à simuler numériquement. 

Les hypothèses suivantes ont été effectuées pour trouver les solutions explicites à 

ce cas entropique EO E : CPo = 0, Co = 1, ao = 0, E = 1, 9 = (0,0, g) et iJ = (v , 0, 0). 

'lj; (rl) = rI, Al = rI, A3 = (r l )2, p = tanh(rO) + 1 et 

Les invariants r O et rI sont explicitement donnés par les équations (6.46). 
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6.2 Onde acoustique simple sur un état entropique 

simple EOAt 

En substituant l'élément entropique simple non-homogène (3 .6) et l'élément acous­

tique simple homogène (3.13) dans l'équation (5.3), on obtient le système d'équations 

différentielles partielles : 

op 
oro = rypo' 

op 
orl = ryPl' 

op op K,p 
oro = p, or l = -;;ryPl' (6.47a) 

ov ~ (~ n ~) oro = a x g - ~ ~ x v , :~ = -f (K;) 1/ 2
1
;, I~:I' 

où 

).0 = 
(

- v. § ) 
§-nxv ' 

(6.47b) 

Dans ce cas, la condition 0).0 lorI = al ).l prend la forme 

L'équation (6.47) montre que ovlorl = ç(rO,rl).\l, où ç(rO,rl ) est une fonction sca­

laire des deux invariants de Riemann. Ainsi, al.\l . .\1 = - [n x ç(rO, rI ).\1] . .\1 = 0 

et, comme 1.\11 =1 0, on conclut que al = O. Les solutions de (6.47) satisfaisant la 

condition de compatibilité (5.5) avec al = 0 sont données dans le théorème suivant. 

Théorème 6.2.1. Si l'équation (5.3) et les conditions de compatibilité (5.5) avec al = 

o sont satisfaites par l'élément entropique simple non-homogène (3.6) et l'élément 

acoustique simple homogène (3.13) dans l'équation (5.1), alors la solution du système 
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non-homogène (3 .1) existe lorsque '" = 1 et 9 . n = 0 et est donnée par 

(6.48a) 

où les invariants de Riemann sont 

(6.48b) 

Les constantes arbitraire sont A > 0, Bo, Co et Cl, les fonctions arbitraires sont <fy(rO), 

B(rl ) et 'ljJ(r l ) et ces paramètres sont tels que B(rl ) i- 0, Àl/I,\ll = Eln. 

P reuve : On résout (6.47) en faisant l'hypothèse que les conditions (5.5) sont 

satisfaites avec al = O. De 
op "'p op 
orl porI' 

on conclut que la pression est donnée par p = A(rO)pKO où A(rO) est une fonction 

d 'intégration. De op/orO, on obtient 

(6.49) 

Les équations (6.8) et (6.9) sont aussi valides dans ce cas et , encore une fois, on a 

ov/orl = l/(rO,rl)n, où l/(rO ,rl)n. 9 = O. Si l/(rO ,r l ) = 0, alors ov/orl = 0, ce qui 

implique que (6.47a) devient 'Pl = 0 et que les grandeurs p, p et v sont seulement 

fonctions de rO et qu'il n 'y a pas de superposition. Ainsi, on conclut g. n = 0 et 

on emploie la base orthogonale pour]R3 (g, n ,gx n). En posant v = vI(rO,rl)g+ 

v2(rO ,rl )n+V3(rO,rl )gx n et c= klg+k2n+k3gx n, on trouve (6.11) et on observe 

que la condition (6.12) est satisfaite. 
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De l'équation (6.11), il est évident que âiJjârl = âvdârln et de (6.47a) on trouve 

(6.50) 

d 'où la condition ~ = 'Pl =1= O. Comme Xl j IXII et n sont tous deux des vecteurs 

unitaires, on peut noter Xl j IXII = Eln avec El = ±1. Ainsi, (6.50) implique 

[
-E (K,p) 1/2 ~ âp ] -1 âV2 = El 

P P ârl ârl 

ce qui donne, en insérant l'expression p = A(rO)pl\; 

(6.51) 

En substituant l'expression pour .V donnée dans (6.47b) dans l'équation (6.5b), on 

obtient les expressions 

( ) 

1/2 ~l ,K; -V.I~ll =1'(rO,rl) (x(rO ,rl)co+A(rl )) 

I~~I = l'(rO, rI) (x(rO, rl)v + Â(rl )) , 

(6.52) 

qu'on peut combiner de manière à trouver 

(6 .53) 

En posant Â(rl ) = Al(rl )g+A2(rl )n+A3(rl )gx n et en substituant cette grandeur 

ainsi que ê = klg + k3g x n et Xl j IXII = Eln dans (6.52) , on découvre 
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Par conséquent, on obtient 

(6.54) 

Comme 9 - il x n = e4>(k19 + k39 x n) =1 0, au moins une variable entre k1 et k3 

doit être non-nulle. L'équation (6.54) montre aussi que X est uniquement fonction 

de l'invariant de Riemann rI. En employant (6.54), l'équation (6.53) peut prendre la 

forme 

hA,(r' )lE ( ~: )'/' = x(r' ) [Co + (V1 (ra, r ' )k, + v3(rO
, r ' )k3) 191'] + A(rO

) 

d 'où on conclut 

ainsi que 

+ (v1(rO, r1)A1(r1) + v3(rO, r1)A3(r1)) 191 2 + v2(rO, r1)A2(r1) 

= x(r1)co + v2(rO, r1)A2(r1) + A(rO), 

ÔV2 _ 1/ 2 ~ [A( 0) K-1] 1/2 
ôrO - ElEK, ôrO r p . (6.56) 

Pour K, =11, (6.51) prend la forme 

ÔV2 = _ 1/ 2 (K, - 1) - 1 ~ [A( 0) K-1] 1/2 
Ô 

1 El EK, Ô 1 r p . 
r 2 r 

En dérivant (6.56) par rapport à rI et (6.12) par rapport à rO puis en soustrayant les ré­

sultats, on trouve E1EK,1/2 (~~D âS~rO [A(rO)pK-1]1 /2 = O. Comme K, > 0, on doit avoir 

âr~~rO [A(rO)pK-1]1 /2 = 0, ou 0 = â~l [A(~0)p(K-1) /2 + (K, - 1)A(rO)p(K-3)/2~] . En em­

ployant (6.49), on trouve 0 = â~l [(1 - K,-1) p-(K-1)/2 + K,- l A(rO)p(K-1)/2] ce qui, en dé-

rivant par rapport à l'invariant de Riemann rI, donne la condition [A(rO)pK- 1 - (K, - 1)] ôplôr1 = 

O. Ainsi , on doit avoir soit ôplr1 = 0 ou A(rO)pK-1 = (K,-1). Comme K, =11, A(rO) =1 0 
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et À(rO)pl\;-1 = K, - 1, la densité p = [(K, - l)À-I(rO)f /(I\;-I) est uniquement fonction 

de l'invariant de Riemann ra. Dans tous les cas, op/or l = 0 ce qui implique qu'il n'y 

a pas de solution de rang 2. 

Si K, = 1, alors (6.56) et (6.51) deviennent 

(6.57a) 

(6.57b) 

alors que (6.49) prend la forme 

(6.58) 

En dérivant (6.57a) par rapport à rI et (6.57b) par rapport à rO, on peut égaliser les 

résultats et appliquer (6.58) de manière à trouver 

d 'où on conclut que Àop/or l = 0 ou que A est une constante. 

L'équation (6.58) donne p-Iop/orO = A-I et 

(6.59) 

où B(r l
) est une fonction d 'intégration. L'équation (6.57a) indique que OV2 / oro = 0, 

donc V2 est uniquement fonction de rI. Les équations (6.57b) et (6.59) impliquent 

En intégrant (6.60) par rapport à l'invariant de Riemann rI, on trouve V2 = (-EIEAI /2 

B(rl
) - Bo), où Bo est une constante arbitraire. En combinant ces résultats avec 
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(6.11), on obtient (6.48a). La condition que 10 et I l soient linéairement indépendants 

est respectée pourvu que Ë(r1) =1= O. La condition ,\01\,\1 =1= 0 est quant à elle remplie 

lorsque C =1= O. 

Les invariants de Riemann sont calculés via (6.7). De (6.54) et (6.55), on trouve 

A = -x(r1 )k1 pour i = 1,3 et A = - A2 (V2 - E1EA1 /2) -x(r1 )co = A2{ E1EA1 /2 [B(r1)+ 

1] + Bo} - x(r1 )co. En substituant ces expressions dans (6.7) ainsi qu 'en remplaçant 

J;o e- 'W.)dç par cot + k1§ . x + k3(§ x fi) . x + Cl et la fonction arbitraire 'IjJ(r1) par 

A2'IjJ(r1) + x(r1 )C1 où A2 =1= 0, on trouve la deuxième équation de (6.48b). La première 

équation de (6.48b) est obtenue par (6.7) et (6.11). o 

L'écoulement de fluide décrit par la solution (6.48a) est compressible et a une 

entropie constante. Il a une vorticité lorsque ~(rO) =1= o. 

Solution explicite 

Soit le vecteur de gravitation § = (0,0, g) et le vecteur de vitesse angulaire fi = 

(1,0,0). Si on choisit constantes A = 1, Bo = 0, Co = 1 et Cl = 0 ainsi que les 

branches E = El = E2 = 1, on peut alors exprimer les invariants de Riemann de 

manière explicites en choisissant les fonctions arbitraires comme étant qy(rO) = - ln rO 

ainsi que le bump algébrique en terme de l'invariant de Riemann rI 

1 4 
'IjJ(r ) = 1 - 1 _ 4(r1)2· 

À titre d'illustration, pour tracer les graphiques, on choisit le bump algébrique en 

terme de l'invariant de Riemann rI 

1 4 
B(r ) = 1 - ( 1)2. 1-4r 
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Sous ces hypothèses, on trouve les solutions explicites de rang 2 

p(t , x , y, z ) ~exp [t + ~ (x - 1 + .,)4t' + 4t(x - 3) + (1 + x)' 

+2V2~ gt - Y + ;g' - 1Z) l, 
p(t , x , y, z ) =p(t, x, y , z ), 

(6.61) 

v t x z =---( ) IV 9 -
" y , V'J,g2 gt-y+vI-l+g2z

g 

- ~ ( -1 + 2t + x + J4t2 + 4t( -3 + x) + (1 + x)2) fi 

+ -- 1 - - + 1 - x n ( 1 Rv 9 )-V'J, g2 gt - Y + vi -1 + g2 z (g ) 

où les invariants de Riemann sont 

(6.62) 

rO(t ,y, z ) ~ V2~ gt - Y + ~-1 + g' z, 

1 2 - 2t + J4t2 + 4t( -3 + x) + (1 + X)2 
r

I
(t ,x)="2 (-I+x) 

Les solutions (6.61) représentent un écoulement compressible. 

L'invariant de Riemann rO(t , y, z ) est réel sous la condition t < y-J=l+92z. Pour 
9 

l'invariant de Riemann r I (t , x), il y a une singularité en terme de x lorsque le dé-

nominateur de l'invariant de Riemann rI donné à (6.62) est nul, c'est-à-dire à la 

coordonnée x = 1. De plus, l'invariant de Riemann n'est réel que sous les conditions 

2t < 2 + J4t2 + 4t( -3 + x) + (1 + X)2 ou 4t(3 - x) < 4t2 + (1 + X)2. 

Les Figures 6.4, 6.5 et 6.6 représentent la densité p(t , x , y , z ) au temps t = 0 sur 

les plans (y , z), (x , z) et (x , y) , respectivement. 
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FIGURE 6.4 
Représentation gra­
phique de la densité 
p(O,O,y,z) sur ~ 
plan (y, z) 

FIGURE 6.5 - Représen­
tation graphique de la 
densité p(O , x, 0, z) sur le 
plan (x , z) 

FIGURE 6.6 - Représen­
tation graphique de la 
densité p(O , x, y , 0) sur le 
plan (x , y) 

6.3 Onde entropique simple sur état acoustique 

simple A~E 

En substituant l'élément acoustique simple non-homogène (3 .8) et l'élément en­

tropique homogène (3.11) dans l'équation (5.3) , on trouve le système d'équations 

différentielles partielles 

op op 
oro = "(po, or1 = "(Pl' 

op "'p 
oro = p "(po, 

op 
or1 = 0, (6.63a) 

::a [EP (~: r IAar [p(g - n x V) - ~: 'fpO A
a 1 ' 
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sujet aux contraintes 

ÀO = ( E (~)1/21 );°1_ iJ. );0) 
);0 ' ( 

..... 1) -iJ·À 
À

l = );1 , );0. (9- n x iJ) = o. (6.63b) 

Une étude de (6.63) révèle rapidement que ÀO peut satisfaire la condition d 'intégrabi­

lité OÀO lorI = alÀl pour al = 0 et al =1=- O. Les solutions obtenues pour chaque cas 

sont présentées dans les théorèmes suivants. 

Théorème 6.3.1. Si l )élément acoustique simple non-homogène (3.8) et l )élément 

entropique simple homogène (3.11) dans l )équation (5.1) sont satisfaisants à (5.3) 

et aux conditions de compatibilité (5.5) avec al = 0) une solution au système non­

homogène (3.1) existe à condition que );0 = El 1);°1 n et 9· n = O. Elle aura la form e 

suivante: 

(6.64a) 

où les invariants de Riemann sont 

Po > 0) Po > 0) Bo ainsi que Cl sont des constantes arbitraires et al (rI) =1=- 0) bl (rI)) 

<jY(rO) et 'ljJ(r l ) sont des fonctions arbitraires. La fonction arbitraire al (rI) est sujette 

à la condition al(r l ) =1=- O. 

Preuve : On résout (6.63) en faisant l'hypothèse que les conditions (5.5) sont 

valides avec al = O. On remarque immédiatement que p = p(rO) et que p(rO, rI) = 

p(rO)l/~ A(rl )-l/~. 

Les conditions (5.9) et (5.10), qui sont équivalentes aux conditions (6.5), doivent 
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être respectées. En substituant l'expression pour >.0 donnée par (6.63b) ainsi que 

l'expression pour p dans (6.5a), on trouve 

1ë1 = 1, (6.65a) 

(6.65b) 

e· (g - Ô x v) = o. (6.65c) 

En dérivant (6.65b) par rapport à l'invariant de Riemann ra, on trouve 

av .... _ 1/2 (K - 1) -(K+1) / 2A1/ (2K) dp 
-·C-EK -- P - . 
ara 2K dro (6.66) 

Les équations (6.63), (6.65a) et (6.65c) donnent 

av .... _ [ (KP) 1/21 '01]-1 (KP) ,0 .... _ (K+1) -1/2 A 1/ (2K) dp 
- . C - EP - /\ --, /\ . C - -E KP -. 
a~ p p ~ d~ 

(6.67) 

En égalant (6.66) et (6.67), on remarque 

K + 1 dp dp 
---- =} - =0 

2K dro dro . 

Ainsi, la pression est une constante p = Po et la densité est uniquement fonction de 

l'invariant de Riemann rI. Il en suit que le champ de vitesse est donné par 

Traitons les cas (i) e x Ô -:1 0 et (ii) e x Ô = 0 individuellement. 

Ci) Si ex Ô -:1 0, alors (e,Ô,ex Ô) est une base pour IR3. On pose v= a(rO,r1 )e+ 

,B(rO,r1)Ô + T(rO,r 1 )(ex Ô). L'équation (6.65c) est alors équivalente à l'expression 

constante v· (e x Ô) = e· g. On remarque aussi que v· (e x Ô) = T le x ôI
2 

, ce qui 
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implique que T est une constante qu'on notera To. Définissons le vecteur constant 

vo = To(ex 0), de sorte qu'on ait maintenant v(rO,rl) = a(rO,rl)e+ ,B(rO,rl)O + va. 

En insérant cette nouvelle définition du champ de vitesse v dans (6.65c), on trouve 

e· (g - 0 x vo) = O. En écrivant le champ de vitesse ven termes de notre base vectorielle 

dans (6.67), on trouve maintenant 

( )

1/2 oa _ o,B - _ rO P _ - _ - _ 
-C + -0 = Ee </>( ) - [g - a( 0 x Va) - 0 x va] . 
oro oro KPO 

(6.68) 

En calculant le produit scalaire entre (6.68) et e, on remarque 

(6.69) 

Si on calcule plutôt le produit scalaire entre (6.68) et le vecteur (0 x 0 , on obtient 

o = [g - a (0 x 0 - 0 x vo] . (0 x 0, ou a 10 x ëf = (g - 0 x vo) . (0 x 0, ce qui 

implique que a est constant. Par conséquent, (6.69) devient (o,B / orO)O . e = 0, ce 

qui laisse présager deux possibilités, soit o,B / oro = 0 ou 0 . e = O. Cependant, si 

o,B / oro = 0, alors la densité est uniquement fonction de l'invariant de Riemann rI et 

il n'y a pas de superposition. 

On fait donc l'hypothèse que 0 . e = O. L'équation (6.65b) donne alors A l / (2K) = 

( 

(1- 1<)/1<) 1/ 2 
E Po K (co+ao). A(rl ) est donc une constante qu'on notera A. Par conséquent, 

la densité p = P6/K A - l /K est aussi une constante qu'on notera Po. Dans ce cas, on a 

Ti = (~ , ~ , g~) = (0, 0, g~O), i = 0,1. On conclut donc que TO et Tl sont 

linéairement dépendant et qu'aucune solution de rang 2 n'existe. 

(ii) Si ex 0 = 0, on doit avoir e = ElO, où El = ±1 puisque 121 = 1. En remplaçant 

e par 0 dans (6.65c), on remarque que g. 0 = o. On peut alors choisir (g, 0, 9 x 0) 
comme base de ]R3. On pose alors v = a(rO, rl)g + ,B(rO, rl)O + T(rO, rI )(g x 0). En 

substituant cette expression dans (6.65b) ainsi que e = ElO, on trouve 

(6.70) 
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De (6.70), on remarque que f3 est uniquement fonction de l'invariant de Riemann rI. 

Il en découle que :r~ = ~:~O~ (§ - n x v). En écrivant le champ de vitesse ven terme 

de la base vectorielle établie et en comparant les coefficients, on trouve 

aa = e-<f>(rO) 1 - T 
ara Co + Ed3' 

(6.71) 

Comme aaa/aro = (1 - T)aT/aro , il est clair que a2 + (1 - T)2 = f(r l ?, où f(r l ) 

est une fonction d 'intégration (générée lorsqu'on intègre une dérivée partielle). La 

deuxième équation de (6.71) peut ainsi être réécrite comme %:a = ± ~::~o~ [j(rl)2 - (T _1)2)]1/2. 

Après séparation des variables T et rO, on intègre et on trouve arcsin [T(r;(;~ ?-l] = 

± [co + Elf3(r l )r l J;o e-<f>(Ç)dçg(rl ), où g(r l ) est une fonction d 'intégration. Cette équa-

tion est équivalente à T(rO , rI) = al (rI) sin {[co + Elf3(r l )r l J;O e-<f>(Odç + bl (rI) } + 1, 

où al et bl sont des fonctions arbitraires de l'invariant de Riemann rI. La valeur de a 

peut maintenant être déterminée avec (6.71) : a(rO, rI) = al (rI) cos {[co + Elf3(rl )r l J;O e-<f>(Odç + bl (rI) } 

L'équation (6.63) donne :r~ = %0 §+ ~ (rl )n+ %~ (§x n) = ci x Xl. Comme les valeurs 

de ,V dans (6.2) et (6.63b) sont égales, les équations (6.14) et (6.15) sont aussi valides 

dans cette section et les conditions suivantes doivent être respectées : 

av -1 av ° 1 [ ° 1 - - 1] o = arl . À = arl . p,(r ,r ) EIx(r , r )D + A(r ) , 
(6.72) 

1 01 -- --1 A(r )=-x(r ,r )(Co+ElV·D)-v·A(r). 

trouve 

aa 1_12 . ( 1) [ (0 1) ] aT 1_12 Al ar l 9 + f3 r EIX r ,r + A2 + A3 arl 9 = 0, 
(6.73) 

A(rl ) = -x(rO, rI )(co + Elf3) - 1§1 2 (aAl + T A3) - f3 A2. 

Nous étudierons maintenant les possibilités ~(rl) #- 0 et ~(rl) = O. 

Commençons en faisant l'hypothèse que ~ (rl) #- O. Dans ce cas, (6.73) donne deux 
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expressions pour x(rO, rI) : 

o 1 _ 2 [ . ( 1 ] -1 (80: 8T) x(r ,r ) = -El Igl f3 r ) Al 8rl + A3 8rl - ElA2 
(6.74) 

= - (CO + El(3) - 1 [A(r l ) + 19'1 2 (o:Al + T A3) + f3 A2] . 

En dérivant (6.74) par rapport à r O et en utilisant (6.71), on trouve 

8x -El 19'12 
e - t/>(rO) 

8rO - ~ (rl)(co + El(3)2 

[ 
8T . 80: . 1 

. - 8rl (co + El (3)Al - El(1 - T) f3 Al + 8rl (co + El(3)A3 - Elo:f3A3 

= _19'1 2 
e- t/>(rO ) (co + El(3)-2 [Al(1 - T) + A30:] , 

ce qui nous permet de noter 

(6.75) 

En dérivant (6.75) par rapport à r O et en employant (6.71) , on trouve 

(6.76) 

En dérivant cette fois (6.76) par rapport à rO et en utilisant (6.71), on obtient 

(6.77) 

Comme ~ (rl) -=J 0, en combinant (6.75) avec (6.77) on remarque la relation 

(6.78) 

En dérivant par rapport à r O et en utilisant (6.71) , on déduit 

(6.79) 
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On impose Xl -=1 0, autrement dit Al -=1 0, A3 -=1 0 ou E1x(rO, rI) + A2 -=1 O. L'équation 

(6.73) implique que E1x(rO, rI) + A2 = 0, ce qui implique donc que Al -=1 0 ou A3 -=1 O. 

Ainsi, Al ou A3 doit être non-nulle. En résolvant (6.78) et (6.79), on obtient a = 0 et 

T = 1. Il en suit que le champ de vitesse il est uniquement dépendant de l'invariant 

de Riemann rI et donc qu'il n 'y a pas de superposition puisque c'est aussi le cas de 

la densité p(r1
) et que la pression Po est constante. 

On étudie maintenant l'hypothèse /3(rO) = O. Dans ce cas, /3 est une constante 

qu'on notera /30. L'équation (6.70) implique que A(r1
) est aussi une constante qu'on 

notera A. Conséquemment, la densité p = Po est une constante. On émet l'hypothèse 

que aalar1 = 0 si et seulement si aTlar1 = O. Pour le prouver, on commence par 

faire l'hypothèse que aalar1 = O. En utilisant (6.71), on montre que 0 = a~o (g~) = 

a~l (g:a) = _e-4>(rO) (co + E1BO)-1 g~, d'où on conclut que aTlar1 = O. L'inverse se 

prouve de manière similaire. Ainsi, on ne considère que les cas (aa 1 ar1 ), (aT 1 ar1) = 0 

et (aal ar1), (aT 1 ar1) -=1 O. Or, si (aal ar1), (aT 1 ar1) = 0, alors le champ de vitesse 

il ne dépend que de rO, il n 'y a donc pas de superposition. 

On fait donc l'hypothèse que (aalar1), (aTlar1) -=1 O. De l'équation (6.73), on 

trouve 

(6.80) 

on doit donc considérer les cas Al , A3 = 0 et Al , A3 -=1 O. Si Al, A3 -=1 0, alors (6.80) 

mène à l'équation (g~) (g~) -1 = -z. dont le côté droit n'est fonction que de rI. En 

dérivant cette expression par rapport à rO et en employant (6.71), on trouve (g~) 2 + 
(g~) 2 = 0, il n'y a donc pas de solution de rang 2 dans ce cas. 

Si on fait l'hypothèse que A1,A3 = 0, alors (6.73) donne x(rO,r1) = -(co + 
E1BO)-1 [A(r1) + BoA2(r1 )]. En notant que A(r1 )-A2(r1)n et que Co = -E(K,Pol PO)1/2_ 

E1BO, on applique les équations (6.7) pour calculer les invariants de Riemann (6.64b). 

L'indépendance linéaire de /0 et / 1 est garantie si al (rI) -=1 O. La condition À ° 1\ À 1 -=1 0 
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est satisfaite si A(r1) =1= é1CoA2(r1). Ainsi, en calculant les invariants de Riemann, on 

peut diviser par A - é1CoA2. La solution (p,p, if) est donc donnée par (6.64a). D 

La solution (6.64a) décrit l'écoulement d'un fluide incompressible à l'entropie 

constante avec vorticité. 

Théorèm e 6.3 .2. Si l'élément acoustique non-homogène simple (3.8) et l'élément 

entropique homogène simple dans l'équation (5.1) sont satisfaisants à l'équation (5.3) 

et aux conditions de compatibilité (5.5) avec al =1= 0, alors la solution au système 

non-homogène (3.1) a une des formes suivantes: 

(i) Le cas ;0 x n = O. Une solution existe seulement si §. n = 0 et elle est donnée 

par 

p = p(r1), p =Po, 

if = §. [n x h(r1 )]h(r1) + (é (§. n) r
O 

e-</>o(r)dr + 1;2 (rI )) n (6.81) 
(K,po)1 /2 Jo 

+ (h(r1) . §)(h(r1) x n) 

et les invariants de Riemann sont donnés par 

1 1 rO 

-</>o(r) _ { [ K,PO ]1/2 _ -+. [-+ -+( 1)]} 
cp(r ) + p(r1 )1/2 Jo e dr - é p(r1) g n x h r t 

+ h(r1
) . x, 

(6.82) 

où p(r1) > 0, h(r1), cpo(r1), B1(r1), V2(r1) et cp(r1) sont des fonctions arbitraires 

alors que Po > 0 et Va sont des constantes arbitraires. La densité p(r1) est telle que 
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(ii) Le cas Xo = El IXol n. Une solution existe seulement si §. n = 0 et est donnée 

par 

p = p(rl ), p =Po, 

v = Al (rI) sin C~p:)1 /2 for

O 

e-</>o(r)dr + BI (rI)) § + von (6.83) 

+ { -Al (rI) cos [( ~p:)1/2 fo r

O 

e-</>o(r)dr + Bl(rl )] + 1} (§ x n) 

et les invariants de Riemann sont donnés par 

o [() 1/ 2 1 1 1 r -</>o(r) _ ~Po _ - . _ 
q;(r ) + p(rl )1 / 2 fo e dr - E p(rl ) El Vo t + Eln x , 

·(1) 0 ()1/2 . 1 P r r - </>O(r) _ E ~PO . 1 
q;(r ) - 2p(rl )3/2 fo e dr - -"2 p(rl )3 p(r )t. 

(6.84) 

p(rl) > 0, q;O(rO), Al(r l) =1= 0, Bl(r1) et q;(r1) sont et fonctions arbitraires alors que 

Po > 0 et Vo sont des constantes arbitraires. La densité p(r1) est telle que ,o(r1) =1= o. 

Preuve: On résout (6.63) en faisant l'hypothèse que (5.5) est valide avec al =1= o. 
Clairement, on a alors p = p(rO) et p = A(r1 )p~. 

Les conditions (5.6), équivalentes aux équations (6.26), doivent être respectées. En 

substituant l'expression pour .À0 donnée par (6.63b) dans (6 .26a) , on trouve 

Xo = e</>(r
O

,r
1 )h(r1) , Ih(r1)1 = 1, 

E [~p(rO)1-1 /~A(rl)1/~r/2 - v· h(r1) = f(r 1), 
(6.85) 

Comme pour le Théorème 6.3.1 , on obtient deux expressions pour av/oro. h. La 

première est obtenue en dérivant (6.85) par rapport à rO et la deuxième est obtenue 
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par l'entremise de (6.63a) et (6.85) : 

a..... 1 ( A( 1)1/"- ) 1/2 V ..... 1 K,- r 
ara . h(r ) = E ( ~) K, p(rO)1+1/"- ' 

( 
A(rl)I/"- ) 1/2. ° 

= -E K,p(rO) 1+1/ "- p(r ). 

(6.86) 

On note que la pression p = Po est constante, la densité p = p(r1
) est uniquement 

fonction de rI et 

(6.87) 

On étudie les cas (i) h x 0 -1 0 et (ii) h x 0 = O. 

(i) On fait l'hypothèse h x 0 -1 O. L'ensemble de vecteurs (h, 0, h x 0) forme donc 

une base vectorielle pour IR.3 . On exprime le champ de vitesse en terme des vecteurs de 

notre nouvelle base de manière à ce que v = VI (rO, rI )h+V2(rO, rI )0+V3(rO, rI) (h x 0). 

L'équation (6.86) donne v31h x 01 2 
= v · (h x 0) = h . g, donc V3 est uniquement 

fonction de rI . Pour simplifier, posons v3(r1
) = V3h x 0, On peut alors écrire v = 

vl(rO,r1 )h+v2(rO,r1 )0+v3 et (6.85) impose h · (g- 0 x V3) = o. 

Reformuler v dans (6 .87) en termes de notre base vectorielle résulte en l'équation 

(6.88) 

En calculant le produit scalaire entre (6.88) et h puis 0 x h, on trouve les conditions 

(6.89) 

Les équations (6.89) indiquent que VI est uniquement fonction de l'invariant de Rie­

mann rI et donc, par conséquent, que aV2/arO(0 . h) = O. Si avdaro = 0, alors 

av/ara = 0 et il n'y a pas de superposition. On conclut donc O· h = o. 
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En calculant le produit scalaire entre (6.88) et 0 puis en intégrant le résultat par 

rapport à l'invariant de Riemann rD on trouve 

(6.90) 

où V2(r 1 ) est la fonction d'intégration. Comme 10 x ï7f = Inl21JW = (o. h)2 = 1, il 

est clair que VI = 9 . (0 x h) et V3 = h . 9· 

En substituant l'expression pour ),1 donnée par (6.63b) dans (6.26b), on remarque 

que les équations (6.42) et (6.43) sont aussi valides pour le cas présent. La dérivée du 

champ de vitesse v par rapport à l'invariant de Riemann rI donne 

Les équations (6.63) requièrent ov/or1 = ii x :\1 pour un vecteur ii arbitraire. De 

manière équivalente, on note 

(6.92) 

Comme h(r1) x (h x 0) = (h(r1) .0) - (h(r1) . h)O = 0 et Ih x 01 = 1, il apparait 

évident que h(r1) = E2Ih(r1) 1 (h x 0) et que h(r1) . (h x 0) = E2Ih(r1) l, où E2 = ±1. 

En substituant ces grandeurs ainsi que VI = 9' (0 x h) et V3 = 9' h dans (6.92), on 

trouve la condition 

{ 
ocj; [ ---:. 1 :. 1 ---] o =p, or1 9' (n x h(r1)) - E2 h(r1) 9' h 

+ Ih(r' )1 [9 (n x h) Ih(r')1 + "9 h(r' )] } 

(6.93) 
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(6.93) est automatiquement satisfaite par des fonctions arbitraires </y(rO,r1) et h(r1). 

De (6.85), on remarque 

K,Po _ - K,Po _ - -
( )

1/2 () 1/2 
f = E P - v . h = P - 9 . D x h, (6.94) 

ce qui, de paire avec (6.43) , permet d'obtenir -g. h(r1 )h(h x 0) -71 . h(r1) 

8r/> ()1/2 /8-1/ 2 _.:. 
8T 1 7 + E(K,PO)l 2~ - g. (D x h(r1 

)). Du paragraphe précédent, il est clair 
. . 

que g. (0 x h(r1)) = (g. h)h(r1). (h x 0) et donc que 

o</y 1 p(r1
) 

---
or1 2 p 

(6.95) 

En intégrant (6.95) par rapport à rI , on obtient 

(6.96) 

où </Yo(rO) est une fonction d 'intégration. 

Les invariants de Riemann (6.82) peuvent maintenant être calculés avec les équa­

tions (6.28) en utilisant les équations (6.94) et (6.96). Après avoir comparé (6.90) et 

(6.96), on remarque immédiatement que la solution (p, p, 71) est donnée par (6.81). La 

condition ÀO 1\ À1 =1= 0 est satisfaite pourvu que p(r1
) =1= 0 ou h(r1

) =1= O. Les résultats 

précédents indiquent que d~l [g. (0 x h)h + g. h(h x 0)] = 0, d'où il suit que 

Ainsi, 'Yo et 'YI sont linéairement indépendant si p(r1
) =1= 0 et g. 0 =1= O. 

(ii) Si h x 0 = 0, alors [hl = [o[ = 1 ce qui implique que h = E10 (El = ±1) est 

constant et que (6.86) donne g. 0 = O. Ainsi, l'ensemble de vecteurs (g, 0, gx 0) forme 
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une base orthogonale de ]R3. On pose alors v = VI (rD, r1)§ +V2(rD, r1)n +V3(rD, rI) (§ x 

n), où les fonctions Vi (i = 1,2,3) sont arbitraires. Insérer cette expression dans (6.85) 

et dans (6.63a) montre que 

(6.97) 

est uniquement fonction de rI ainsi que ôv = fu g-+ ~(g-x n) = é (!51!Q)-1 /2 e-</J(rO,r
I
) 

ôrO ôrO ôrO p 

[(1 - V3)§ + VI (§ X n)] . Les équations 

sont résolues de manière similaire à (6.71) et donnent 

(6.98) 

Avec (6.63) et h = é1n, les équations (6.42) et (6.43) mènent à 

(6.99) 

La condition ov/or1 . Xl = 0 est équivalente à 0 = [~§ + v2(r1)n + ~(§ x n)] . 
g~n = v2(r1)g~. Comme Xl i- 0 requière ocjJ/or1 i- 0, on conclut que v2(r1) = 0, 

donc V2 = Va est une constante. De (6.97), on a 

(6.100) 

ce qui, de pair avec (6.99), donne ocjJ/or1 = (2p) - lp(r 1). En intégrant cette équation 
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par rapport à rI, on trouve la relation 

(6.101) 

où </Yo(rO) est une fonction d'intégration. Les invariants de Riemann (6.84) peuvent 

maintenant être calculés par (6.28) en utilisant (6.100), (6.101) et h = E1~1. Ensemble, 

(6.98) et (6.101) mènent à (6.83) . Les vecteurs rO et rI sont linéairement indépendant 

pourvu que Al (rI) =1= 0 et que soit p(r1) =1= 0 ou Al (rI) =1= O. On satisfait aussi la 

condition >,0 1\ >,1 =1= 0 pourvu que p(r1 ) =1= o. D 

Les écoulements de fluide décrits par les solutions (6.81) et (6.83) sont incompres­

sibles et ont de la vorticité. L'entropie des deux écoulements n 'est pas constante. 

Solution explicite 

Faisons les hypothèses suivantes pour rendre explicite la solution (6.83). Soit le 

vecteur de vitesse angulaire n = (1,0, 0) et le vecteur de gravitation § = (0,0, g) . Si 

on choisit les constantes Po = 1/ K, et Vo = 0 ainsi que les branches E = - 1 et El = 1, 

on peut alors exprimer les invariants de Riemann de manière explicite en choisissant 

les fonctions arbitraires </Yo(rO) = - lnro , p(r1 ) = (r 1
)2 et </y(r1

) = (r 1
)2. 

À titre d'illustration, pour tracer le graphique des solutions, on choisit les bumps 

algébriques en termes de l'invariant de Riemann rI : 
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Sous ces hypothèses, les solutions explicites de rang 2 sont 

x 1 
p( t, x) = "3' Po = ~' 

-->( ) ( 12) ( 2 ~3 12) --> v t, x = 1 + sin 1 + t - - - - 9 
4x - 3 3 3 3 + 4x (6.102) 

[ ( 12) ( 2 ~3 12) 1 --> + 1 - 1 + cos 1 + t - - - - (§ x il) 
4x - 3 3 3 3 + 4x 

Les invariants de Riemann sont donnés par 

o 2X~ r (t x) = - - - t , 3 3 ' 

Les solutions (6.102) représentent un écoulement barotropique et compressible avec 

une densité linéaire en x et un champ de vitesse ayant une forme périodique. 

Pour que les invariants soient réels, la condition x ~ 0 doit être respectée. On note 

que cette condition implique le respect de la condition p ~ o. 

FIGURE 6.7 - Représentation gra­
phique du champ de vitesse iJ(t,x) 
dans le plan engendré par le vecteur 
de gravitation § 

.' ..... 
........ ............ 

FIGURE 6.8 - Représentation gra­
phique du champ de vitesse iJ(t,x) 
dans le plan engendré par (§ x D) 
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Les Figures 6.7 et 6.8, représentent le champ de vitesse dans le plan engendré par 

le vecteur de gravitation § et § x fi, respectivement. Des singularités en terme de x 

sont observées lorsque les dénominateurs de l'équation du champ de vitesse donnée à 

(6.102) deviennent nuls, c'est-à-dire aux coordonnées x = ±3/4. 

6.4 Ondes acoustiques simples sur états acoustiques 

simples A~Ac 

En substituant les éléments acoustiques simples non-homogènes (3.8) et les élé­

ments acoustiques simples homogènes (3.13) dans l'équation (5 .3), on trouve le sys­

tème d'équations différentielles partielles 

8p 
8rO = ,po , 
8p 8p /'i,p 
8rO = 8rl = p' po , (6.103) 

8il p(§ - fi x il) - ~,po)..o 

cp (~r/21)..°1 

où les vecteurs d'ondes sont donnés par 

>,0 ~ ( f (";)1/2 ~ol_ dl 
)..0 . (§ _ fi x il) = o. 

Les équations (6.103) montrent que .>.0 peut satisfaire la condition 8.>.° /8r l = al.>.l 

lorsque al = 0 ou al =1 O. Les résultats obtenus pour chacun de ces cas sont indiqués 

dans les deux théorèmes suivants. 

Théorème 6.4.1. Si les éléments acoustiques simples non-homogènes (3.8) et les élé­

ments acoustiques simples homogènes (3.13) satisfont à l 'équation (5.3) et les condi-
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tions de compatibilité (5.5) avec al = 0, alors le système non-homogène (3.1) n'a pas 

de solution de rang 2 en terme des invariants de Riemann. 

Preuve: De manière analogue aux cas précédents, on résout (6.103) en faisant 

l'hypothèse que (5.5) est valide avec al = O. Clairement, 8p/8ri = (K,p/ p)8p/8ri (i = 

0,1) et, en intégrant , on conclut que p = ApK, où A est une constante d'intégration. 

Les équations correspondants à (6.67) sont données par 

;0 = e4'(rO)ê , 

( A (K- 1») 1/ 2 --E 1'1, P - V . C = CO , 

lêl = 1, 

ê· (§ - n x v) = O. 
(6.104) 

On obtient alors deux expressions pour 8v / 8ro . ë. La première est obtenue en dérivant 

(6.104) et la deuxième par (6 .103) : 

8v . _ = ( ~A)1/2 (1'1, - 1) (K-3)/2 8p = _ ( A)1/2 (K - 3)/2 8p 
8 0 C EK, P 80 EK, P 80' r 2 r r 

On conclut alors que (K;l + 1) -i!o = O. Ainsi , 8p/ 8ro = 0, ce qui implique que la 

densité p et donc la pression p ne sont fonctions que de l'invariant de Riemann rI. 

(i) Faisons d 'abord l'hypothèse que ê x n =1= 0 comme pour la superposition A~E. 

On pose v = a(rO , r1)ê + ,B (rO , r1)n + Vo , où ê· (§ - n x VO) = 0 et le vecteur constant 

Vo = To(ê x n). On calcule alors 

8v 8a 8,B - ( ) - 1/ 2 ( 0) [ - -] - = -ê + -0 = E K,ApK- 1 e-</J r § - a(O x ë) - 0 x Vo . 
8ro 8ro 8ro (6.105) 

En procédant comme dans la section précédente, on remarque que la fonction a = 

(§ - n x ifo) . (n x ë) ln x 9-2 
est constante et que 8,B/8ron. ê= O. Si 8,B/8ro = 0, 

alors v est uniquement fonction de rI et il n 'y a pas de superpositions. On a donc 

forcément n· ê = O. 

En substituant l'expression pour le champ de vitesse dans (6.104), on trouve 



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 93 

p(K-1)/2 = E(11:A) - 1/2(CO + a). Si 11: =1= 1, la densité p est alors constante, donc la 

pression p aussi et, par (6.103), 8vj8r1 = 0, le champ de vitesse est donc uniquement 

fonction de l'invariant de Riemann rO et il n 'y a pas de superposition. 

On fait donc l'hypothèse que 11: = 1. En calculant le produit scalaire entre (6.105) 

et n, on trouve 

8(3 = EA- 1/ 2e-1>(rO)(g. n) 
8ro 

et donc (3 (rO, rI) = EA-1/2(g. n) J;O e-1>(Ç)dç + B(r1), où B(r1) est une fonction d'in­

tégration. Clairement, 8vj8r1 = 8(3j8r1n = Ë(r1)n et l'équation (6.103) permet de 

trouver X11X11-1 = - Ë(r1)p(r1)E [A1/2p(r1)r1 n. Dans ce cas, les conditions (6.5) 

deviennent 

-1 

,A'i' - v· 1~'1 ~ l'(rO , r ' ) [x(rO, r ' )eo + A(r' )] , 

-1 

1~'1 ~ l'(rO ,r ' ) [x(rO ,r' )ë+Â(r' )]. 

Lorsqu'elles sont comparées, les équations (6.106) mènent aux relations 

p,(rO , r1)A(r1) = EA1 /2 - p,(rO, r1)x(rO, r1)(v· C + co) - p,(rO , r1)v· A(r1), 

p,(rO, rI )x(rO, r1)c + p,(rO, rI )A(r1) = - Ë(r1 )p(r1)E [A 1/2 p(r1) rI n. 

on trouve 

L'équation (6.107) prend alors la forme 

(6.106) 

(6.107) 

(6.108) 

(6.109) 
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Si A2 =1= 0, alors (6.108) implique que f1, est uniquement fonction de rI. Conséquem­

ment , (6.109) requière que f3 ne dépende que de rI ce qui mène à une absence de 

superposition. Si A2 = 0, (6.108) donne B(r1
) = 0, ce qui donne lieu à la contradic­

tion p(r1) .. 1/ [)..1[ = O. On note que p(r1) ne peut pas être nul puisque si c'était le cas, 

il n 'y aurait pas de superposition. 

(ii) On fait maintenant l'hypothèse que ex n = 0, autrement dit , que c = E1n 

(El = ±1). L'équation (6.104) implique que g. n = 0, on pose donc if = a(rO , r1)g + 
f3(rO,r1)n + T(rO ,r1)(g x n). La première équation de (6.104) prend alors la forme 

f3 = El [E (I1;A pl<- 1//2 
- co] , ce qui montre que la fonction f3 est uniquement fonction 

de l'invariant de Riemann rI. Comme E (-? f / 2 = E (I1;Apl<-l )1 / 2 , on obtient %r~ = 

[(
'5:l!.) 1/ 2 [\o[]-l (..... n ..... ) e-.p(r

O
)(..... n ..... ) -t 0 E ' . ,. 

E p /\ 9 - ~G X V = Co+q,B 9 - ~G X V Î . n ecnvant cette equatlOn 

en termes de notre base vectorielle puis en comparant les coefficients, on trouve les 

relations 

(6.110) 

Clairement, aôa/ôro = (1 - T) et on trouve donc a 2 + (1 - T)2 = f(r 1)2 , où f(r 1) 

est une fonction d 'intégration. On note qu'on doit forcément avoir aôa/ôro =1= 0 ou 

ôT/ôro =1= O. De retour à l'équation (6.103) on peut en déduire 

..... 1 () 1/ 2 ..... [ 1 À p p ôv 1<-3 2. 1 - 1 ôa..... 1..... ôT..... ..... -:::;- = -E - -- = -E [I1;Ap( )/ p(r )] -9 + f3 (r )0 + -(9 x 0) . 
[À1[ I1;p IPl ôr1 ôr1 ôr1 

Notons que le cas où p(r1) = 0 n 'a pas à être considéré étant donné qu 'il n 'y aurait 

alors pas de superposition. Pour ce cas, les conditions devant être satisfaites prennent 

la forme 

(6.111a) 
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€ ("Ap·-1 )'/2 _ v· I~: 1 = l'(rO, r' }[x(rO, r ' )eo + A(r' ) J. 

Après un comparaison entre (6.111a) et (6.111b), on obtient 

fL(rO , rI )A(r1) = E (K;Ap~-l f /2 - fL(rO, rI) )x(rO, rI) (Co + ev · 0) 

- fL(rO, r 1)v· A(r1), 

E1fL(rO, rI )x(rO, r 1)0 + fL(rO, rI )A(r1) = -E [(K;A)1 /2 p(r1) rI p-(~-3)/2 

[ 
oa ___ . 1.... OT.... ....] 

. or1 9 + (3 (r )0 + or1 (g x 0) . 
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(6.111b) 

Afin de simplifier ces équations, on définit fL(rO, rI) = -E [(K;A)1 /2 p(r1)] - 1 p-(~-3)/2 p,(rO, rI) 

et on obtient alors 

.... .... oa . --- oT .... 
E1p,(rO, rI )x(rO , r 1)0 + p,(rO , rI )A(r1) = or1 9 + (3 (r1)0 + or1 (9 x 0) 

A(r1) = -K;Ap(r1)p~-2p,(rO, r 1t 1 - x(rO, r 1)(co + E1 V· 0) - v· A(r1). 

- ° 1 (1) oa - ( ° 1) (1) oT fL(r ,r )A1 r = or1' fL r , r A3 r = or1' 

p,(rO, rI) [E1x(rO, rI) + A2(r1)] = /:J (r1), 

A(r1) = -K;Ap(r1)p~-2p,(rO, r 1)- 1 - x(rO , r 1)(co + E1(3) _1912 (aA1 + TA3) - (3A2, 

d 'où on trouve 

(6.112) 

On doit exiger le critère suivant : a est fonction de rO si et seulement si Test 

seulement fonction de rO . Peu importe le cas, (3 est une constante (30. La preuve 

de ce critère va comme suit. Si a est uniquement fonction de rO , l'équation (6.110) 

peut être écrite sous la forme e</>(rO)da/dro = [co + E1 (3 (r1)r1 [1- T(rO , r 1)]. En dé­

rivant cette égalité par rapport à rO et en utilisant (6.110), on obtient d~O ( e</>(rO) ::0) = 

-ae-</>(rO) [co + E1 (3 (r1 )r2 ou, de manière équivalente [co + E1 (3 (r1 )r2 = _ (ae-</>(rO)) - l 
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d~O (e<p(r
O

) ::0 ) . Comme le côté droit de l'équation ne dépend que de l'invariant de 

Riemann rI alors que le coté gauche n 'est fonction que de l'invariant de Riemann rO, 

chacun des côtés doit être constant. On conclut alors que (3 = (30 est une constante 

et que (6.110) implique que T est uniquement fonction de ra. L'inverse est prouvé 

similairement. 

Par conséquence du dernier paragraphe et de l'équation (6.112), il n'est nécessaire 

de considérer que les cas âa/ ârI , âT / ârI = 0 et âa/ ârI , âT / ârI -=1 0 . Si âa/ ârI , 

âT/ârI -=1 0, alors l'équation (6.112) peut être réécrite sous la forme %0 (g~)-I = 

~~~~~j. En dérivant cette équation par rapport à rO et en changeant l'ordre de dériva­

tion, on obtient l'équation 

âT â (âa) âa â ( âT) _ 0 
ârI ârI âro - ârI ârI âro - . (6.113) 

On peut alors utiliser les équations (6.110) pour obtenir [(%0)2 + ( g~ )2] (CO+EI(3) = 

EI~(rI ) (co +EI(3)-1 f(r I )j(rI ). dériver par rapport à rO et changer l'ordre de dérivation 

mène à 

(6.114) 

Les équations (6.113) et (6.114) impliquent 

â (âa) ârI âro = 0, â~1 (~~) = o. (6.115) 

En substituant (6.110) dans (6.115), on trouve ~g0 = EI~(rI)(co + EI(3)-I. On re­

marque de cette expression que le côté droit de l'équation est uniquement fonction 

de l'invariant de Riemann rI. En dérivant par rapport à rO et en utilisant (6.115), on 

trouve 
âa âa âa 
âro ârI = o:::} âro = O. 

Alors, (6.110) implique T = 1 et 0'.= 0, ce qui est une contradiction. 
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Si 80.1 8r1
, 8T 1 8r1 = 0, il a été démontré que /3 = /30 est constant. Évidemment, 

on a alors 8vl8r1 = ° ce qui, par (6. 103), implique que p(r1
) = 0, il n'y a donc pas 

de superposition et donc pas de solution de rang 2. o 

Théorèm e 6.4.2. Si les éléments acoustiques simples non-homogènes (3.8) et les 

éléments acoustiques simples homogènes (3. 13) sont satisfaisants à l'équation (5.3) 

et aux conditions de compatibilité (5.5) avec al =J 0, alors le système non-homogène 

(3.1) n'a pas de solution. 

Preuve : On résout le système (6.103) sujet aux conditions (5.5) avec al =J O. 

On obtient immédiatement p = Apll:, où A est une constante d'intégration. On a donc 

le système 

h . (§ - 0 x v) = o. 
(6.116) 

En dérivant la deuxième équation de (6.116) par rapport à rO et en employant (6.103), 

on obtient 

8v . h .... ( 1) = (K, - 1) ( A 11:_3)1/2 ~ = _ ( A 11:_3)1/2 8p 
8ro r E 2 K, P 8ro E K, P 8ro ' 

ce qui implique que 8pl8ro = O. Ainsi, la densité p et la pression p sont uniquement 

fonction de l'invariant de Riemann rI. 

(i) On fait d'abord l'hypothèse que h x 0 =J O. On pose alors v = VI (rO, r1)h + 
V2 (rO , rI) ri + V3 , où V3 = V3 (h x 0). Il en découle naturellement 

En procédant de manière analogue à la dernière section, on trouve que la grandeur 

VI = (§ - 0 x V3) . (0 x h) 10 X hl -2 
est uniquement fonction de rI, tout comme la 

densité p et la pression p, il n'y a donc pas de superposition. Conséquemment, on a 
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n· h = 0 et il est clair que VI = § . (n x h) et que V3 = h . §. 

La dérivée du champ de vitesse v par rapport à rI est donnée par (6.91) qui, après 

y avoir inséré nos expressions pour VI et V3, devient 

av ~:.. -+ aV2 -+ ~ -+ -+ -+ -+ ~ 
- = §. (0 x h(r1))h + -8 1 0 + h(r1) . §(h x 0) + §. (0 x h)h(r1) 
8r1 r 

+ h· §(h(r1) x n) 

= E2Ih(r1)1 §. hh + ~~n + E2Ih(r1)1 §. (h x n)h x n 
(6.117) 

+ §. (n x h)E2Ih(r1)1 (h x n) - h· §E2Ih(r1)1 h = ~~n. 

De retour à (6.103), on remarque que v doit satisfaire 

->1 
8v (K:-3) 1/2. 1 À 
8r1 = -E r;;Ap p(r ) 15:11. (6.118) 

L'équation (6.26) doit être respectée. L'équation (6.26b) montre que 

À ° 1 8cjJ -> 1 :.. 1 ->1 [ 1 15:1 1 = J-l(r ,r) 8r1 h(r ) + h(r) . (6.119) 

En substituant (6.117) et (6.119) dans (6.118) , on trouve la condition 

(6.120) 

En calculant le produit scalaire entre (6.120) et n, on remarque que 8Vd8r1 = 0 et 

que le champ de vitesse v n'a pas de dépendance à rI. L'équation (6.118) implique 

quant à elle que p(r1
) = 0 et donc qu 'il n 'y a pas de superposition, donc pas de 

solution de rang 2. 

(ii) On fait maintenant l'hypothèse que h x n = 0 ou, de manière équivalente, h = 

E1n (El = ±1). L'équation (6.116) implique §. n = 0, on pose donc v= v1(rO,r1)§+ 
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(6.121) 

d'où on note que V2 est uniquement fonction de rI. Il est clair que gr~ = C [ ( 7) 1/21 Xo 1] -1 

(§ - n x iJ) = c (K:Ap"-l) -1/2 e-t/J(rO ,rI). En écrivant cette équation en terme des vecteurs 

de notre base vectorielle et en comparant les coefficients, on trouve 

En substituant la valeur de .V donnée par (6.103) dans (6.26), on obtient 

( "-1) -1/2 .... Xl ° 1 (oq; . 1) 
c K:Ap - v '1»1 = f.L(r ,r) or1f + f(r) , 

.... 1 
À ° 1 oq; .... 
IX1 1 = f.L(r , r ) or1 cln. 

Comme XI/ 1 XII et n sont des vecteurs unitaires colinéaires, on doit avoir 

(6.122) 

(6.123) 

Ainsi, on a X1/IXII = cn et f.L(rO,r1) = c1c2(oq;/or1) - 1. La condition Xl =1= 0 implique 

que oq;/or1 =1= O. Ensemble, les équations (6.123) et (6.121) donnent 

ou, de manière équivalente , 

(6.124) 
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De retour à (6.103), on remarque que le champ de vitesse if doit satisfaire l'équation 

(6.125) 

En comparant les coefficients dans (6.125) , on trouve 

i = 1,3, (6.126) 

Ainsi, VI et V3 sont uniquement fonctions de rO. Si VI et V3 sont constants, alors if 

est uniquement fonction de rI tout comme p et p ce qui implique une absence de 

superposition. Ainsi, VI et V3 ne peuvent pas être constants. Plus particulièrement on 

a VI i= 0 et V3 i= 1. 

L'équation (6.122) peut être écrite sous la forme E (K:A)I /2 VI (rO)- IV3(rO) = e -q,(rO,r
1

) 

p(r l ) - (K-I) / 2. Autrement dit, on a cjY(rO, rI) = cjYo(rO) - 2-1 (K: - 1) ln p(rI) et il en dé-

coule que 

BcjY _ (K: - 1) - 1. ( 1) --- -- p pr . 
Br I 2 

(6 .127) 

En substituant (6.126) et (6.127) dans (6.124) et en simplifiant l'équation résultante, 

on obtient 

ce qui implique que la densité est uniquement fonction de l'invariant de Riemann rO. 

Or, dans ce cas, il n'y a pas de superposition et donc pas de solution de rang 2 en 

terme des invariants de Riemann. o 
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6.5 Onde entropique simple sur états hydrodyna­

miques simples HO E 

En substituant les éléments hydrodynamiques simples non-homogènes HO (3.9) et 

les éléments entropiques simples homogènes E (3.11) dans l'équation (5.3), on trouve 

le système d'équations différentielles partielles 

op 
or l = 'Pl' 

op 
or l = 0, (6.128a) 

où les vecteurs d'ondes sont donnés par 

(6.128b) 

Une étude de (6.128) révèle que >.0 peut satisfaire la condition d'intégrabilité 0>.° jor l = 

al >.l pour les possibilités al = ° ou al =1= O. Les solutions obtenues pour chacun des 

cas sont présentées dans les théorèmes suivants. 

Théorème 6 .5.1. Si les éléments hydrodynamiques simples non-homogènes (3.9) et 

les éléments entropiques simples homogènes (3.11) dans l 'équation (5.1) sont satisfai­

sants à l'équation (5.3) et aux conditions de compatibilité (5.5) avec al = 0, la solution 

du système non-homogène (3.1) a une des form es suivantes: 

(i) Le cas Xo x n =1= 0, Xo . n = ° (a) Pour p(rO) = 0, une solution existe seulement 
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lorsque 9 . Di-O et elle est donnée par 

p =Po , 

(6.129) 

où les invariants de Riemann sont donnés par 

r O 

Jo e-</>(r)dr = -cot + e· x + ao, 

'ljJ (r1) = cot + e.! + ao 
9· (ex 0) - Co 

. [Ao(r1) - 9· (ex D)A1(r1) + B(r1)A2(r1) + 9· eA3(r1)] (6.130) 

_ ~(9.D)A2(r1) [~ot-=e.!+ao l 2 + Ao(r1)t 
2 g.(c x O)-co 

+ [A1(r1)e + A2(r1)D + A3(r1)(e x D)] . x. 

Les fonctions p(r1) > 0, 4J (rO), 'ljJ (r1) , A(r1) (i = 0, 1, 2,3) ainsi que B(r1) et les 

constantes arbitraires Po > 0, ao Co i- 9· (e x D) et e = Xo / Ixoi sont telles que 

.8(r1 )A2 = 0, p(r1) i- 0, A2 i- ° ou A3 i- ° et Ao i- COA1 · 

(b) Pourp(rO) i- 0, la solution est 

= ( p(rO
) ) 1/'" 

PA ' 

il = ( Sl~l /'" - co ) e + (9. DS1 for
i 

e-</>(r) p(r)l /"' dr + B(r1)) D (6.131) 

+ [(9. (e x D) - CO)Sl for
O 

e-</>(r)p(r )l/"' dr + for
O 

e-</>(r) + Tl] (e x D), 
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où la relation entre cp et p est définie par 

(6.132) 

et où les invariants de Riemann sont donnés par 

1jJ(rl ) = -[A(rl ) - Al(rl ) + A3(rl )Tl]5l 

. for
O 

e-<P(r)p(r)l/~dr _ A3(r l )5l for
O 

e-<P(r)p(r)l/~ ( for e-<P(S)ds) dr (6.133) 

1 ( 0 )2 - "2A3(rl )5î[.lf· (ex 0) - co] for e-<P(r)p(r)l/~dr 

+ [A(r l ) - cOAl(rl)]t + A3(rl )(ex 0) . x. 

Les fonctions A(rl ), Ai(rl ) (i = 1, 3),1jJ(rl ), B(rl ), p(rO) > ° et les constantes A> 0, 

51 =1= 0, Tl, co, Cl, e = .\°/1.\°1 sont des paramètres arbitraires tels que e· 0 = 0, 

p(rO) =1= ° , B(rl ) =1= 0, A3 =1= ° ou A =1= cOAl · 

(ii) Le cas .\0 = El 1.\°10 (a) Lorsque g. 0 = 0, la solution est 

p =Po 

(6.134) 
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où les invariants de Riemann sont donnés par 

(6.135) 

Les fon ctions cp(rO)) p(r l ) > 0) al(rl ) -1- 0) bl(rl )) 'ljJ (r l )) Ai(rl ) (i = 0, 1, 2, 3) et les 

constantes Po > 0) Bo ) Co -1- EI Bo) ao sont des paramètres arbitraires tels que p(rl ) -1- 0 

ou al(rl ) -1- 0) Al -1- 0 ou A3 -1- 0) Ao -1- EICoA3 . Si al(rl ) -1- 0 ou bl(rl ) -1- 0) alors 

Al = A3 = O. 

(b) Lorsque 9 = E2 191 n la solution est donnée par 

= ( p(r
O

) ) 
PA ' 

(6.136) 

où les invariants de Riemann sont donnés par 

(6.137) 
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et où 

{ 

( -"" ) pl-l/I'i, "" =1= 1 
F(p) = "" -1 . 

lnp "" = 1 

Les fonctions p(rO) > 0, al (rI) =1= 0, bl (rI), 'ljJ(r l ) et les constantes A > 0, Bo =1= 0, co, 

ao sont des paramètres arbitraires tels que al (rI) =1= ° ou bl (rI) =1= 0, ë3 = 0 et p =1= O. 

Preuve : On résout (6.128) en faisant l'hypothèse que les conditions (5.5) sont 

valides avec al = O. Il est évident que p = p(rO) et que (8pj8rO) = ""pp-l(8pj8rO), 

ce qui, après une intégration, implique que p = p(rO)l/1'i, A(rl )-l /I'i" où Al (rI) est une 

fonction d'intégration. 

Les conditions (6.5) doivent être respectées. En substituant la valeur de >,0 donnée 

- 0) - ( 0) par (6.128b) dans (6.5), on trouve cS - if · >,0 = e<l>(r Co et >,0 = e<l> r ë. De ces deux 

expressions, on obtient 

1ë1 = 1, (6.138) 

On considère les cas (i) 2 x 0 =1= ° et (ii) 2 x 0 = ° individuellement. 

(i) Faisons d'abord l'hypothèse que 2 x 0 =1= O. On peut alors utiliser le trio 

de vecteurs (2,0,2x 0) comme base de IR.3. On pose if = a(rO,rl)2+ ,B(rO,rl)O + 

T(rO, rI )(2 x 0) et 9 = 912 + 920 + 93(2 x 0), où 9i, 1 = 1,2,3 sont des constantes. 

En insérant ces deux expressions dans (6.138), on trouve 

cS = e<l>(r
O

) [co + a(rO,rl) + ,B(rO,rl)O. ~, 

g-Oxif= [9l-T(rO ,rl)]2+ [92+T(rO,rl)0.~0 

+ [93 + a(rO,rl )] (2x 0), 

(g - 0 x if) . >:0 = e<l>(r
O

) {[9l - T(rO, rI)] + [92 + T(rO, rl)O. ~ O · 2}. 

(6.139) 
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et 

aiJ aO'. _ a(3 - aT _ -
ara = ara C + aroO + ara (c x 0) 

- -0 1 ( _ ri _) /'i,p (§ - 0 x iJ) . À \'0 
=- 9 - H X V + - 2 /\ 

c5 pc5 c52 
_ ~ 15:°1 

=e- rP (91 - T)ê + (92 + Tn . ê)n_ + (93 + O'.)(ê X n) 
Co + 0'. + (30 . ê 

/'i,p1 - 1 /~ A1/~erP [(91 - T)ê + (92 + Tn . ê)n . ~ erPê 

+ - [ - ] erP(co + 0'. + (30· ê)e2rP (CO + 0'. + (3ê· 0)2 - /'i,p1-1/~A1/~ 

[ 

/'i,p1 - 1 /~ A1/~ [(91 - T) + (92 + Tn . ê)n . ~ 1 
= (91 - T) + -

(CO + 0'. + (30· ê)1 - /'i,p1-1/~A1/~ 

e-rPê e- rP (92 + Tn . ê) - e- rP (93 + 0'.) _ ------=_-+ _ 0+ _ (cxO) 
(co + 0'. + (30 . ê) (co + 0'. + (30 . ê) (co + 0'. + (30 . ê) 

= [(91 - T)(co + 0'. + (3n . ê)2 + /'i,p1-1/~A1/~(92 + Tn . ê)n . ~ e-rPê 

(CO + 0'. + (3ê · n) [(co + 0'. + (3ê · n)2 - /'i,p1 - 1 /~A1/~] 

e- rP (92 + Tn . ê) - e-rP (93 + 0'.) _ -+ _ 0 + _ (c X 0) 
(co + 0'. + (30 . ê) (co + 0'. + (30 . ê) 

(6.140) 

Après une comparaison des composantes de vecteur dans (6.140), on obtient le système 

d'équations suivant 

dp _ _ -rP [ (91 - T) + (92 + Tn . ê)n . ê 1 ° - /'i,pe _ 2 , 
dr (co + 0'. + (30 . ê) - /'i,p1 - 1 /~ A 1 /~ 

aO'. = e- rP [(91 - T)(co + 0'. + (3n· ê)2 + /'i,p1-1/~A1/~(92 + Tn· ê)n. ~ 

ara (co + 0'. + (3ê· n) [(co + 0'. + (3ê . n)2 - /'i,p1-1/~A1/~] , 
(6.141) 

a (3 _ -rP 92 + Tn . ê 
ara - e Co + 0'. + (3n . ê' 

aT = e- rP 93 + 0'. _ 

ara Co + 0'. + (30 . ê 
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Afin de faciliter la résolution de ce système d'équations différentielles partielles, on 

fait l'hypothèse n· c = o. Sous cette hypothèse, les équations (6.141) deviennent 

::0 = -K,pe- </J (9l - T) [(co + a)2 - K,pl - l/KAl/Kr
l 

, 

:~ = e- </J (9l - T)(co + a) [(Co + a)2 - K,pl - l/K Al/Kr
l 

, 

aj3 _ -</J ( )- 1 
oro - e 92 Co + a , 

(6.142) 

aT 
oro = e- </J (93 + a)(co + arl = e- </J [(93 - CO) (CO + arl + 1] . 

Les deux dernières équations de (6.142) peuvent être directement intégrées et donnent 

respectivement j3 = 92 J;o e-</J(f.) [a(ç, rI) + corI B(rl ) et T = (93-Co) J;o e-</J(ç) [a(ç, rI) 

+Cor
l 

dç + J;O e- </J(f.) dt;, + Tl(r l ), où B(rl ) et Tl(r l ) sont des fonctions d'intégra­

tion. En comparant maintenant les deux premières équations de (6.142), on trouve 

-K~1;o = (a + CO)-lg;:o = C</J (9l-T) [(co +a)2 - K,pl-l /KAl/Kr
l

. Intégrer cette ex­

pression nous permet alors de découvrir les relations J;o e-</J(ç) [a(ç, rI) + corI dç = 

S(rl ) J;O e-</J(ç)p(ç)l/Kdç et 1;0 = -K,pe-</J (9l - T) [p- 2/KS- 2 _ K,pl-l /K Al /K] - 1 . Cette 

dernière équation peut être réécrite sous la forme équivalente [KS(T1 )~l+ l l" - A(r l )l/K] 

p(rO) - l/KjJ(rO) = e-</J (T - 91). 

Ensemble, les résultats du dernier paragraphe permettent d'obtenir 

a = p(rO) - l/KS(rl) - l - Co , j3 = 92 S (r l ) foT
O 

e- </J(f.)p(Ç)l /Kdç + B(rl ), 

T = (93 - CO)S(rl ) foT
O 

e-</J(ç)p(t;,)l /Kdç + foT
O 

e-</J(Ç)dt;, + Tl(r l ), 

p = p(rO)l /K A(rl )- l/K, (6.143) 

[ 
1 _ A(rl)l/K] p(rO) - l/KjJ(rO) = 

K,S(rl )pl+l/K 

e-</J(TO
) [(93 - CO)S(rl ) foT

O 

e- </J(ç)p(t;,)l /Kdç + foT
O 

e-</J(Ç)dç + Tl(r l ) - 91]. 

Montrons que la dernière équation de (6.143) a seulement une solution lorsque S(rl ) 

et Tl (rI) sont constants. Faisons d'abord l'hypothèse que la fonction S(rl ) n'est pas 
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constante. Si la pression P = Po est constante, alors (6.143) donne la relation 0 = 

[(g3 - co)p6/K5(r1) + 1] J;o e-I/J(Ç)d~+Tl(rl)-gl' En dérivant cette égalité par rapport 

àro,on trouve 0 = [(g3 - co)p6/K5(rl) + 1] e-I/J(rO), ce qui implique que 5(r l
) = -(g3-

CO)-lpÛl/K
• Cette dernière équation est une contradiction à l'hypothèse S(r l ) # O. On 

doit donc exiger p(rO) # O. 

En dérivant la dernière équation de (6.143) par rapport à rI puis en divisant le 

résultat par S(rl )p- l/Kp(rO) , on remarque 

dériver ce résultat par rapport à rI permet de trouver 

En dérivant une dernière fois par rapport à rO, on obtient 

6S(r
l
) (1 1) -2-1/K '( 0) _ d (Tl(r

l
)) d [ - l/K '( 0) I/J ] --- - - - p p r - -. - p pr e . 

/'\, 54 /'\, drl 5(r l ) dro (6.144) 

Comme S(rl) # 0 et p(rO) # 0, le côté droit de l'équation (6.144) doit aussi être 

non-nul. Plus particulièrement, cela implique que la situation S(rl ) # 0, Tl (rI) = 0 

n'est pas possible. Comme nous avons maintenant des variables séparables, on obtient 

où KI est une constante non-nulle. L'intégration de d~O (p- l/Kp(rO)el/J)-l par rapport 

à rO mène à la relation 

(6 .145) 



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 109 

produit le résultat 2K:-2 (K: + 1)S-3S(r1) = K 1T1(r1) - K1c2S(r1) qu'on peut encore 

intégrer de manière à trouver 

(6.146) 

où C2 et c3 sont des constantes d 'intégration. 

En définissant k1 = K = 1K:2 (K: + 1)- 1 puis en substituant (6.145) et (6.146) dans 

la dernière équation de (6.143), on remarque 

[( S2)-1 - l - l /K _ A1/K] - l /K.( 0) = [_ k1 + K] - l/K.( 0) K: ppp r K:p1+1 /K 2 P P r 

. [(93 - eo)S(k1p-1/K + K 2P) + 2P~11/K + K 2F(p) - k11S-2 + C2S + C3 - 91] , 

où 

{ 

( 
K: ) p1- 1/K 

F(p) = K: - 1 

-lnp 

De manière équivalente, on a 

_ A1/K = _ K 2 S-2 + (_ k1p-1-1 /K + K2) 
k1 K: 

. {S [(93 - Co) (k1p-1/K + K 2P) + C2] + ~lp-2/K + K 2F(p) + C3 - 91 } . 

(6.147) 

dériver ce résultat par rapport à rI nous permet de séparer les variables : 

1 d (l /K) K 2 - 3 kî ( ) - 1- 2/K --. -- A - 2-S - K2C2 = -- 93 - Co P 
S(r1) dr

1 
k1 K: (6.148) 

K 2( ) k1C2 - l-l /K k K ( ) (1 -1) - l/K + 2 93 - Co P - -----;:-P + 1 2 93 - Co - K: P . 

Clairement, chaque côté de (6.148) a une valeur constante. Comme la pression p n'est 

pas constante, l'ensemble de fonctions {l, p, p-1/K, p- 1-2/K} est linéairement indépen­

dant et les coefficients de ces fonctions dans (6.148) sont tous nuls. Comme k1 -1= 0, 
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cela implique que g3 - Co = 0 et C2 = O. L'équation (6.147) peut alors être reformulée 

(6.149) 

où chaque côté de l'équation a une valeur constante. Pour /'i, =1=- 1, le côté droit de 

(6.149) devient 

soit une constante. Comme l'ensemble de fonctions { 1, p-2/K-, p- 1- 1/K-, p- 1- 3/K-, p1 - 1/K-} 

est linéairement indépendant lorsque la pression p n 'est pas constante et /'i, =1=- 1, on 

remarque que k1 = 0, ce qui est contradictoire avec notre hypothèse. Pour /'i, = Ile côté 

droit de l'équation (6.149) prend la forme constante -~kfp-4+ [~K2 - (C3 - gl)] k1P- 2 

-k1K2P-2Inp + Ki lnp + K 2(C3 - gd. En dérivant cette équation par rapport à rO 

et en multipliant le résultat par p2 [p(r1 )r1
, on obtient l'expression 0 = -4kfp-2 -

2k1 (~K2 - C3 + gl) + Kip2 - k1K 2 + 2k1K 2lnp qui, une fois dérivée et multipliée 

par p3[p(r1)J-1, permet de trouver 0 = -4kf + 2Kip4 + 2k1K 2p2. Cependant , comme 

(1 ,p2 ,p4) est un ensemble de fonctions linéairement indépendantes, cela implique que 

k1 = 0 ce qui est une contradiction. Ainsi, on conclut que la cinquième équation de 

(6. 143) n 'a pas de solution lorsque S(r1
) =1=- o. 

À partir d'ici, on émet l'hypothèse que la fonction S(r1
) = SI est constante. En 

dérivant la dernière équation de (6.143) par rapport à rI , on trouve la condition 

(6.150) 

On fait l'hypothèse Tl (rI) =1=- O. Dans ce cas, A(r1) =1=- 0 et p(rO) =1=- 0, ce qui nous 

permet de séparer les variables dans l'équation (6.150) de manière à obtenir 

(6. 151) 
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où k1 =J. 0 est une constante. Le côté gauche de l'équation (6.151) permet de trou­

ver p- l /K-p (rD) = k1 e-tjJ. En intégrant cette relation par rapport à rD, on trouve une 

expression pour la pression : 

K,=J.1 
(6.152) 

où k2 est une constante d 'intégration. Le côté droit de l'équation (6.151) implique 

tHr1) = -K,- l k1A-l+1/K- À(r1), d'où on obtient 

(6.153) 

où k3 est la constante d'intégration. 

On fait d'abord l'hypothèse K, =J. 1. Comme e-tjJpl/K- = k11p(rD), on peut remplacer 

dans l'équation (6.143) J;o e-tjJ(f.)p(f,)l/K-df, par ptO) et y insérer (6.152) et (6.152) de 

manière à obtenir 

De manière équivalent, on peut écrire 

Après une dérivation par rapport à rD et une simplification du facteur commun e-tjJ(rO) , 
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on trouve 

On dérive cette dernière expression par rapport à rO et on obtient la relation 

où le côté droit est constant. En considérant la première équation de (6.152), cela 

implique que la pression p(rO) est constante, ce qui est une contradiction et qui montre 

qu'aucune solution n'existe dans ce cas. 

On fait maintenant l'hypothèse", = l. Sous cette hypothèse ainsi qu'avec (6.153) 

et la deuxième équation de (6.152), la dernière équation de (6.143) devient alors 

{ S,' [k,exp (kl L' e -.;«) dÇ) r' -A (r') } k, e -.;{"') = e -.;("') 

. { (g3 - CO)S1 k11 [k2exp (k1 for
O 

e-rfJ(ç) dt; ) 1 + for
O 

e-rfJ(Ç)dt; - k1A(r1) + k3 - 91 } . 

On peut aussi écrire, de manière équivalentk1k22S12exp (-2k1 J;o e-rfJ(ç)dt;) = (g3 -

co)S1k2k11exp (k1 J;o e-rfJ(ç)dt;) + J;o e-rfJ(Ç)dt; + k3 - g1. 

En dérivant cette expression par rapport à rO et en simplifiant, on trouve-2kfk2
2 

S12 exp (-2k1 J;o e-rfJ(Ç)dt;) = (g3 - CO)S1k2exP (k1 J;o e-rfJ(ç)dt;) + J;o e-rfJ(Ç) dt; + l. 

En dérivant une autre fois par rapport à rO, on obtient l'équation exp [-3k1 J;o e-rfJ(ç) dt; ] = 

(g3 - co)Srk~(4kn-1, où le côté droit est constant. En dérivant une dernière fois, 

toujours par rapport à rO, on découvre cette fois exp (-3k1 J;o e-rfJ(Ç) dt;) (-3k1) 

e-rfJ(rO) = 0, ce qui implique que k1 = o. Il s'agit d 'une contradiction avec l'hypo-
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thèse p(rO) =1= 0, il n'y a donc pas de solution dans ce cas. 

À partir de maintenant, on opère sous l'hypothèse que les fonctions S(r l
) = SI et 

Tl (rI) = Tl sont constantes. La première et la troisième équation de (6.143) impliquent 

donc que les fonctions a et T sont uniquement fonction de ra. De plus, (6.150) implique 

que (a) p(rO) = 0 ou (b) A(rl ) = 0, traitons donc ces possibilités séparément. 

Penchons nous sur les conditions (6.5). La deuxième équation doit être respectée. 

En y substituant la valeur de ,V donnée par (6.128), on remarque que les équations 

(6.14) et (6.15) sont aussi valides pour le cas actuel. En utilisant (6.128), on note que 

gr~ = B(rl)n = ii. X Xl, ou, de manière équivalente, 

(6.154) 

On exprime le vecteur Â(r l
) en terme de la base vectorielle (c, n, c x o.) en posant 

Â(rl ) = Al(rl)c+ A2 (r l )n + A3(rl )(cx o.). En substituant cette expression dans 

(6 .15) et (6.154), on obtient les conditions 

(a) Si p(rO) = 0, alors la pression P = Po est constante. En remplaçant p(rO) , S(rl ) et 

Tl(r l ) par leur valeur constante dans la dernière équation de (6.143), on trouve 

(6.156) 

dériver (6.156) permet d'obtenir 0 = [(93 - CO)SlP~/K + 1] e-4>(rO). On remarque im­

médiatement qu 'on doit avoir [(93 - CO)SlP~/K + 1] = 0, d'où, avec (6.156), on doit 

avoir Tl - 91 = O. La troisième équation de (6.143) implique alors T = 91. En substi­

tuant SI = -(93 - eo)-lpOl/K dans les deux premières équations de (6.143), on obtient 

a = -93 et j3 = -92(93 - eo) - l J;o e-4>(f,)dE, + B(rl
). Par la quatrième équation de 

(6.143), on remarque alors p = p~/K A(rl)-l/K et, comme A est une fonction arbitraire 
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de rI, on peut simplement noter p = p(rl ). 

Considérons maintenant les équations (6. 155). La deuxième de ces équations nous 

permet d'obtenir l'expression 

x(rO, rI) = - (acO) - l [A(r l ) + aAl + (3 A2 + TA3] 

=(g3 - ,,<»-1 { [-9'(93 - ,,<»-1 /," e-';«Idl; + B(r1) 1 A,(r1) 

+ A(r1) - g3Al(r1) + 9I A3(r1)}. 

Les invariants de Riemann sont donnés par les équations (6.7). En vertu de ces équa­

tions , on peut donc remplacer J;o etP(Ç) dE, par cot + c· x + Cl. En substituant l'expres­

sion résultante pour J;o x(E" rI )etP(Ç)dE, dans (6.7), on trouve les équations (6.130). Les 

conditions (6.155) requièrent soit A2 = 0 ou B(r l
) = BI' 

En comparant toutes nos conclusions précédentes, on remarque que la solution 

(p,p, il) a la forme (6.129). Les vecteurs 10 et I l sont linéairement indépendants pourvu 

que p(r l
) i= 0 et que §. n i= O. La condition ,\01\,\1 i= 0 est respectée à condition que 

A2 i= 0, A3 i= 0 ou A i= cOAl . 

(b) On fait maintenant l'hypothèse que A(rl ) = O. En posant S(rl) = SI, A(rl ) = 

A et Tl(r l ) = Tl dans (6.143), on observe que a = a(rO), (3 = (3(rO,rl ), T = T(rO) 

et p = perO). Ainsi, pour qu'on ait la superposition d 'une onde simple sur un état 

simple, on impose 8(3/ 8r l = Ë(r l
) i= O. La première équation de (6 .155) force alors 
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A2 = O. En susbstituant dans la deuxième équation de (6.155) les expressions pour a 

et T données par (6.143) et en réarrangeant les termes, on obtient 

x(rO,r1) = - (a+co)-l [A(r1) +aA1 +TA3] 

= - A1(r1) - [A(r1) - A1(r1)cO + A3(r1)T1] Slp(rO)l j
" 

- A3(rO)(g3 - co)S;p(rO)l j " 

·for
O 

e<p(Ç)p(Ç)dç _ A3(r1 )Slp(rO)l j " forO e4>(Ç)dç. 

En remarquant que J;o e4>(ç)p(ç)l j " (1J e4>(s) p(s)l j "ds) dç = 2-1 (1;0 e4>(ç) p(ç)l j "dç)
2 

, 

on peut déduire 

En posant J;O e4>(Ç)dç = Cot + c· x + Cl et A(r1) = A1(r1)c+ A3(r1)cx s1 puis en 

remplaçant 'ljJ(r1) par 'ljJ (r 1) - A1(r1)c1' on obtient par l'entremise de l'équation (6.7) 

les invariants de Riemann tels que définis par l'équation (6.133). 

La forme (6.131) de la solution (p, p, il) suit des équations (6.143) . La condition 

d'indépendance linéaire entre 1'0 et 1'1 est satisfaite si p(rO) =1 0 et Ë(r1) =1 O. La 

condition À ° 1\ À 1 est quant à elle satisfaite si A3 =1 0 ou A =1 cOA1. 

Les fonctions arbitraires de rO, p et cp, sont mises en relation par la dernière condi­

tion de (6.16). On remarque que cette condition est uniquement en termes de l'inva­

riant de Riemann ra. En la multipliant par e4>(rO) et en dérivant le résultat par rapport 
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à rO, on obtient l'équation 

[(93 - CO)Slpl /1I: + 1] e-2</>(rO) =p-l/lI:p(rO) [ 1 _ Al/II:] + [ 1 - Al/II:] 
",S;p1+l/11: ",S;p1+l/11: 

. [d~O (p-1 / ",p(rO)) + p- l /lI:p(rO)~(rO)] , 

qui peut être réécrite sous la forme d 'une équation différentielle ordinaire d 'ordre 1 

pour cp : 

~(rO) = e-2</>g(rO) + f(rO) , 

g(ro) = [(93 - CO)Slpl /1I: + 1] [p(rO) - l/lI:p(rO) (,,,S;:1+l/11: - Al/II:) ] , 

° p(rO)l /1I: d ( p(rO ) 
f(r ) = - p(rO) dro p(r0 )1/11: 

(6.157) 

En faisant le changement de variable u = e2</>, on obtient l'équation linéaire du/ dro -

2fu = 2gdontlasolutionestu = exp [2J;0 f(Ç)dç] {2J;0 g(ç)exp [2JJ f(s)ds] dç+ C} , 
où C est une constante arbitraire. La solution à (6.157) est donc 

où 

{ 

( '" ) pl- l/II: 
F(p) = '" - 1 

-lnp 

(6.158) 

En évaluant la dernière équation de (6.143) à rO = 0, on remarque p(O) - l/lI:p(O) [II:Sip(~)l +l /K 

Al/II: ] = e- </>(O)(TI - gl). La valeur cp(O) est quant à elle donnée par (6.158). Cela im­

plique C+ (T171
)2 + (g3 -co) [Sip(~)l /K + SlAl /lI:p(O)] + (2Sî)-lp(0)-2 /II:+ F(p(0)). On 
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conclut donc que la relation entre la pression P et cp est telle que décrite dans (6.132) . 

(ii) Faisons l'hypothèse que ê x ° = O. On a donc 1ë1 = 101 = 1, ce qui implique 

ê = ElO , où El = ±1. (a) Faisons la deuxième hypothèse § x ° =1= O. On peut alors 

employer la base vectorielle de]R3 (§, O,§x 0). On pose donc v(rO, rI) = a(rO ,rl )§+ 

jJ(rO,rl)O + T(rO ,rl)(§ x 0). Les équations (6.138) impliquent 5:° = Ele4>O et fJ = 

e4> [co + El(a§ x ° + 13)]. On a aussi § - 0 x V = (1 - T)§ + (§. OT)O + a(§ x 0) , 
(§ - 0 x v) .5:° = El e4>§ · ° et p = p(rO)l /K A(rl )- l/K. En substituant ces quantités dans 

(6.128), on observe 

ov oa .... 013.... oT.... .... 
oro = oro 9 + oro n + oro (g x n) 

e- 4> .... .... .... K;pl - l/KAI /K 
= .... [(1 - T)§ . nTn + a(§ x n)] + .... 

[co + El (a§ · n + 13)] e4> [CO + El (a§ . n + 13)] 

Ele4>§· ° 
En comparant les coefficients ainsi qu'en étudiant l'équation (6.128), on obtient 

On résout le système (6.159) en faisant l'hypothèse que § . ° = O. Dans ce cas, le 

système (6.159) se réduit à 

013 
oro = 0, 

::0 = -Ele-4>a(co + El jJ)- l. 
(6.160) 

On remarque immédiatement que la pression p = Po est constante et que la densité p 
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et la fonction ,B dépendent uniquement de rI. La deuxième et la quatrième équation 

de (6.160) ont, tel que démontré dans le chapitre 4, comme solution 

a = al(rl ) cos {[co + EI,B(rl)r
l fora e-I/>(Ç)dE, + bl(rl)} 

T = al(rl ) sin {[co + EI,B(rl)r
l fora e-I/>(Ç)dE, + bl(rl)} + l, 

(6.161) 

où al et bl sont des fonctions arbitraire de rI. 

Une inspection du Chapitre 4 (pour le cas ë x 0 = 0) révèle que les calculs de ce 

chapitre sont aussi valables pour le cas présent. Plus particulièrement, ils prouvent 

qu'il n'y a une superposition que lorsque /3(r l ) = O. On conclut aussi dans ce chapitre 

que oa/orl et oT/orl sont tous deux nuls ou non-nuls et que les équations 

oa oT 
Alor l + A3 or l = 0, 

(6.162) 
A(rl ) = -x(rO, rl)(co + EIBo) _191 2 (aAI + TA3) - BoA2 

doivent être satisfaites. Tel qu'indiqué dans le Chapitre 4, la situation oa / orl , oT / orl 
-=1= 

o requière Al, A3 = O. En ce qui concerne le cas oa/orl , oT/orl = 0, Al et 

A3 peuvent rester arbitraires. La deuxième équation de (6.162) révèle x(rO, rI) 

-(co + EIBo)-1 [A(r l ) 191 2 (aAI + TA3) + BoA2] . En utilisant la deuxième et la qua­

trième équation de (6.160), on calcule 

(6.163) 

Les invariants de Riemann peuvent maintenant être calculés par l'entremise de (6.7). 

D'abord, on substitue (6.163) dans la deuxième équation de (6.7). Par vertu de la 

première équation de (6.7), on remplace J;o e-I/>(Ç)dE, par cot + EIO . X + Cl, puis on 

réarrange les termes et, avec l'aide de (6.161), on trouve finalement (6.135). 
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La solution (p ,p, if) est donc donnée par (6.134). L'indépendance linéaire entre les 

vecteurs rO et r1 est garantie si al =1= 0 et p(r1) =1= 0 ou al =1= O. La condition À ° 1\ ,V 

est quant à elle respectée pourvu que A2 =1= 0, A3 =1= 0 ou A =1= A1Co· 

(b) Finalement , on fait l'hypothèse que c x fi = 0, § x fi = O. Comme on peut 

choisir fi = (0, 0,1), on choisit la base standard orthonormale pour ]R3 (el , ë2, e3). 

On pose if(rO ,r1) = L:7=lV1(rO , r1)ei' On note de plus c= E1e3 , §= E21§le3 , où El , 

E2 = ±1. On a aussi Xo = E1 e4>e3' On peut ainsi calculer §-fixif = E21§1 ë3+V2e1-V1e2 , 

(§ - fi x if) . Xo = E1E21§1 e4> et c5 = e4>(co + E1V3). En substituant ces quantités ainsi 

que p = p1 /"- A-1/"- dans (6.128a), on trouve 

Une comparaison des coefficients révèle 

aV1 -4> -1 
orO = e V2 (co + El V3) , 

aV3 E21§1 e-4> (co + E1V3) 

aV2 _ -4> - 1 
aro --e V1(ea+ E1V3) , 

dp -E1E21§1 e- 4>",p (6.164) 

orO dro (CO + E1V3)2 - ",p1 - 1/"-A1 /"- ' 

La première et la deuxième équation de (6.164) impliquent V1 ~avo = e-:vl v2 = -V2~avO ' 
r co El V3 r 

ce qui, après intégration, nous donne la relation vi + V~ = f(r 1)2 , où f(r 1 ) est une 

fonction d 'intégration. Ainsi, la première équation de (6.164) peut être reformulée 

comme [J(r1? - vir1
/

2 ~ = ±e-4>(rO)p(rO)1/"-S(r1)- 1 puis intégrée par rapport à rO 

de manière à donner 

(6.165) 

où al et b1 sont des fonctions arbitraires de r1. Toujours en utilisant la première 
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équation de (6.164), on peut maintenant calculer 

(6.166) 

Ces résultats nous permettent de noter la quatrième équation de (6.164) comme 

1;0 = -tlt21§1 e-<P K,p [S(r l )2p- 2/K - K,pl - l/KA(rl)l /Kr
l

, ou, de manière équivalente, 

(6.167) 

En dérivant (6.167) par rapport à rI, on obtient [25(r1 )5(r' )p(rO)- 1- 1/' - A(r' ) 

A(r' )-1+1/,] p(rO)- 1/'p(rO) ~ 0, ce qui implique que 

(6.168) 

étant donné que la quatrième équation de (6.164) exige P -=1= O. Si S(r l
) -=1= 0, alors les 

variables rD et rI peuvent être séparées dans (6.168) de manière à obtenir p(rO) - l- l/K = 

A(rl )- 1+l/K.A(r l ) [2S(r l )S(rl)rl
. Or, cela implique que la pression p est constante 

ce qui contredit la condition P -=1= O. Ainsi, on doit avoir S = 0 ce qui implique que la 

fonction S = So est constante et , de (6.168) , que la fonction A est constante. 

La condition (6.167) détaille maintenant une relation entre les fonctions p(rO) et 

cjJ (rO) 

qu'on peut employer pour reformuler (6.165) et (6.166) de manière à ce que 

VI = al(rl ) sin {tl t2 1§I - l [Sop(rO) - l/K + SOl Al/Kp(rO)] + bl(rl )} , 

V2 = al (rI) cos {tl t2 1§I - l [Sop(rO) - l/K + SOl A l/Kp(rO)] + bl (rI) } . 

(6.169) 

(6.170) 
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On note aussi V3 = El [sop(rO)-l /1t - co] et p = A -l/ltp(rO)l/lt. Autrement dit, V3 et p 

sont uniquement fonction de rO. 

Comme pour (i) , les conditions (6.14) et (6.15) doivent être satisfaites. De toute 

, ·d av - ~l ~ .... _.... \1 E t A .... ( 1) - ~3 .... t eVl ence, on a ar1 - L...-i=l ar1 ei - a x /\. n posan r - L...-i=3 Viei e en se 

rappelant que c = Elë3 et iJ = 2:~=1 Vi~, (6.14) et (6.15) donnent 

oiJ \1 '" OVi .... (0 1) [ (0 1) .... ~ A ( l) .... ] o = !) 1 . /\ = L-- !llei . f-t r ,r X r ,r Ele3 + L-- i r ei 
ur i=l ur i=l 

( 
OVI OV2) 

= f-t Al orl + A2 orl ' 
(6.171) 

A(rl ) = -x(rO, rl)(co + ElV3) - VIAl - V2A2 - V3A3· 

Comme les fonctions V3 et cp dépendent uniquement de rO , les deux premières équations 

de (6.164) démontrent que ovJ/orl = 0 si et seulement si OV2/orl = O. Si ovJ/orl = 0, 

alors VI est uniquement fonction de ra. Ainsi, de V2 = e4> (co + EIV3)ovJ/orl , il est 

évident que V2 est uniquement dépendant de rO. Autrement dit, on a ovd orl . L'inverse 

est prouvé de manière semblable. Ainsi, les deux grandeurs ovJ/ orl et ovd orl sont 

toutes deux nulles ou non nulles. Cependant, lorsque ces deux grandeurs sont nulles, 

il n 'y a pas de superposition et donc pas de solutions de rang 2. On a donc comme 

condition ovJ/orl , OV2/orl 1=- o. 

Ainsi, puisque la première équation de (6.171) est satisfaite avec ovJ/orl , OV2/orl 1=-

0, nous considérons les deux possibilités Al, Al = 0 et Al, A2 1=- O. Faisons d'abord 

l'hypothèse Al, A2 1=- o. La première équation de (6.143) nous permet alors d 'écrire 

~ (~) -1 = _~. On remarque que le côté droit de cette équation est uniquement 

fonction de rI. En dérivant par rapport à rO, en changeant l'ordre de dérivation puis 

en employant les deux premières équations de (6.164), on obtient (~)2 + (~)2 = 0, 

ce qui nous indique qu'il n'y a pas de solution dans ce cas. 

Si on fait maintenant l'hypothèse Al, A2 0, alors l'équation (6.171) est ré-
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duite à A(rl ) = -x(rO, rI) (Co + El V3) - V3A3, d'où on tire une expression pour 

x(rO, rI) : x(rO, rI) = - [Co + ElV3(rO)r l [A(r l ) + v3(rO)A3(rl )]. Les équations (6.169) 

et (6.170) se pairent maintenant de manière à donner J;o e-!/>(Ç)df;, = ElE2!§!-1 [(A -

ElCoA3) (Sop- l/" + SÜlp-2/" + Al/" F(p)] ainsi que 

(6.172) 

où 

{ 

( -"" ) pl-II" "" =1=- 1 
F(p) = "" - 1 . 

lnp "" = 1 

On calcule les invariants de Riemann par l'entremise des équations (6.7). Avec les 

grandeurs c= Ele3 et Â(rl ) = A3(rl )ê3, on peut substituer (6.172) dans la deuxième 

équation de (6.7), utiliser la première équation de (6.7) pour remplacer J;o e-!/>(Ç)df;, 

par Cot + El ê3 · X, remplacer 'Ij; (rl) par 'Ij; (rl) [A(r l ) - ElcoA3(r l )] et on obtient (6.137). 

Les équations (6.170) indiquent que la solution (p ,p,71) a la forme (6.136). Pour 

que les vecteur 10 et I l soient linéairement indépendants, on exige jJ(rO) =1=- 0 , al =1=- 0 

et al =1=- 0 ou bl =1=- o. La condition ).01\).1 est quant à elle respectée à condition que 

o 

La solution (6.129) représente un écoulement incompressible avec vorticité et dont 

l'entropie n 'est pas constante. La solution (6.134) représente l'écoulement d 'un fluide 

incompressible exhibant une vorticité et dont l'entropie est constante si et seulement 

si la densité est constante. Les solutions (6.131) et (6.136) représentent l'écoulement 

de fluides compressibles avec vorticité et entropie constante. 
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Théorème 6 .5.2. Si les éléments hydrodynamiques simples non-homogènes (3 .9) 

et les éléments entropiques simples homogènes (3.11) dans l'équation (5.1) satisfont 

l'équation (5.3) et les conditions de compatibilité (5.5) avec Œ1 =J. 0, la solution du 

système non-homogène (3.1) a une des formes suivantes .' 

(i) Le cas Xo x n =J. 0, Xo . n = 0 

La solution est donnée par 

= ( p(rO
) ) 1/ "-

P A(r1) , p = p(rO) , 

(6.173) 

v= [( 1 ) 1/"- -f(r1)] h(r1) + [g.ns(r1) r
O 

e-<f>(r,r1 )p(r)1/"-
p(rO)S(r1) Jo 

+ V,(r 1 )dr] !1 + { (9' (h(r1
) x !1) - 1(r1

)) 8(r1
) 10"" e-.c',"lp(r) 1/'dr 

+ 10" e- '*,"ldr + V3 (r1
) } (h(r1

) x !1) 

Cette dernière existe pourvu que les fonctions p(rO), f(r 1), h(r1), A(r1), S(r1), V3(r 1) 

et T(rO) puissent simultanément satisfaire les conditions 

{ (',I~I 9 h + j) [ ~ + (j + ',I~I 9 h)8p1
/ ' ] 

+ ',Ihl [9 ~ + ',I~I (p~' -1)] }e-' ~ 

1

:"'1 p { 25 Ji ( 1 A1/"- ) 
E2 h p1 /"- Kp1 + 1/(K)S3 + KA1-1 /"- - KS2p1+1 /"--

. [~ + (j + ',I~I 9 h)8p1
/ ' ] } , 

(6.174) 

(6 .175) 
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où 

e-q\(rO ,r
l
) = exp [p(rO)l /~ jr

l 
(E2Ih(q)lg· h(q) + j(q))S(q)dq] 

. {p(r
O
) j e

l 
E2Ih(q)l· S(q) (,,,s(q)ptrO)1+1/~ - A(q)l/~) (6.176) 

. exp [ - p(rO)l/~ j q (E2Ih(u)1 g. h(u) + j(U))S(U)dU] dq + T(rO)}. 

Les invariants de Riemann sont définis par 

o 
cjJ(r1) + for e-q\(r,rl)dr = f(r 1)t + h(r1) . x, 

~(r1) - E2Ih(r1)1 S(r
1
) [S(r1 )2p~rO)1+1/~ + A(r

1 )l /~p(rO) ] + [E2Ih(r1) 1 9 (6.177) 

. h(r1) + j(r1)]S(r1) forO e- q\ (r ,rl)p(r)l /~dr = j(r1)t + h(r1) . x, 

où p(rO) > 0, T(rO), f(r 1), h(r1) = Xo / Ixol, A(r1) > 0 S(r1) =1- 0, V2(r 1), V3 (r1) sont 

des fonctions arbitraires telles que h· 0 = 0 et j(r1) =1- 0 ou h(r1) =1- 0 . 

Une solution n'existe seulement que lorsque 9 x 0 =1- 0 et g. O. Elle est donnée par 

p =Po, 
(6.178) 

(6 .179) 

où p(r1) > 0, A1(r1) =1- 0 B1(r1), f(r 1), et cjJ(r1) sont des fonctions arbitraires telles 

que j(r1) =1- 0 et p(r1) =1- 0 ou Al =1- o. Les paramètres Po > 0 et Vo sont des constantes 
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arbitraires. 

Preuve: On résout (6.128) en faisant l'hypothèse que les conditions (5.5) sont 

valides avec Œl =1 O. Comme précédemment, on a immédiatement p = p(rO) et p = 

p(rO)l /K A(rl )-l/K, où A(rl ) est une fonction arbitraire. Les conditions (6.26) doivent 

être respectées. En substituant la valeur de À ° donnée par (6.128b) dans la première 

équation de (6.26), on obtient 

On étudie les cas (i) h x 0 =1 0 et (ii) h x 0 = O. 

(i) On fait d'abord l'hypothèse que h x 0 =1 O. Alors, l'ensemble de vecteurs 

(h ,O, h x 0) forme une base pour.lR3 et on peut poser 71= vl(rO ,rl )h+v2(rO ,r l )0+ 

V3(rO , rl)(h x 0) ainsi que 9 = 91 (rl)h + 92(r l )0 + 93(r l )(h x 0) . En substituant ces 

expressions dans (6.128a), on trouve le système d'équations 

dp = -",pe-rj! [ (91 - V3) + ... (9:+ V3 0 . h)O . h l , 
drO (f + VI + V20 . h)2 - ",pl-l /KAI /K 

OVI e- r/! [(91 - V3)(! + VI + V20 . 9)2 + ",pl - l/KAl /K(92 + V30 . h)O . h] 

oro (f + VI + V20 . 9) [(f + VI + V20 . 9)2 - ",pl-l/ K Al/K] 

OV2 _ _rj! (rO ,r1) 92 + V3 0 . h 
orO - e ! + VI + V20 .9' 

On fait l'hypothèse que O· h = 0 et on obtient 

Notons que 0 . h = 0 implique que 92 = 9' 0 est une constante. 

(6.181) 
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Les équations (6.181) peuvent être résolues similairement aux équations (6.142) et 

donnent comme solutions 

VI =p(rO) - I/KS(r I)-1 - f(r I), V2 = g2 S (r I) for
O 

e-<p(ç ,rl)p(~)I /Kd~ + V2(r I), 

V3 = [g3(r I) - f(r I)] S(r I) for
O 

e-<p(ç ,rl)p(~)I /Kd~ + for
O 

e-<p(ç ,rl)d~ + 1;3(rI), 

p =p(rO)I /KA(r I)-I/K [p(r
I
)- I- I/K _ A(rI)I/K] p(rO)- I/KjJ(rO) 

K,S(rI)2 (6.182) 

~e - oC," ,,' 1 [(93 (rI) - f(r1 ) )5(r1 ) /,'" e -oC",' Ip( 1;) 1/, dl; 

+ /,'" e-W,"ldÇ + (V3(r1) - 91(r1))] , 

La deuxième équation de (6.26) doit maintenant être satisfaite. De paire, l'équation 

(6.128b) et la deuxième équation de (6.26) indiquent que les conditions (6.42) et (6.43) 

doivent être respectées dans le cas présent. Comme h . 0 = 0 et Ihl = 1, on obtient 

h(r I
) = E2Ih(rI) 1 (h x 0) , où E2 = ±1. La condition (6.43) devient quant à elle 

E2Ih(rI) 1 V3 + j(r I
) 

VI + f 

Ensemble, la deuxième équation de (6.42) et (6.128a) donnent 

(6.183) 

(6.184) 
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De la troisième et cinquième équation de (6.182), on obtient la relation V3 = (p-~;t; -
Al/K) p- l/Kp(rO) eif> + 91, qui, une fois substituée avec la première équation de (6.182) 

dans (6.183) et (6.184) permet de trouver 

et 

(6.186) 

En multipliant (6.185) par e-,p, on obtient l'équation différentielle linéaire â~l e-,p + 
Fl(rO , r l )e-,p +F2(rO,rl ) = 0, où FI = - [E2Ih(rl)19l+j(rl)]pl /KS et F2 = -E2 

Ih(rl)lp(rO)S CS2
p

i +l / 1< - Al/K ). La solution de l'équation différentielle a la forme 

(6.176). De paire, les équations (6.185) et (6.186) nous donnent la condition (6.175). 

De plus, la cinquième équation de (6.182) est équivalente à la condition (6.174). 

Ainsi, on a trois expressions en terme de e-,p soient (6.174), (6.175) et (6.176). En 

substituant (6.176) dans (6.174) et (6.175), on trouve deux équations en terme des 

fonction p(rO), T(rO) , A(rl ), S(rl ), f(r l ), h(rl ) et V3(rl). Comme démontré pour la 

cinquième équation de (6.143), il est possible de séparer les variables. Les expressions 

résultantes seraient alors (6.174), (6.175) et (6.176). 

Les équations (6.182) indiquent que la solution (p ,p, il) est donnée par (6.173) 

et est sujette aux conditions (6.174) , (6.175) et (6.176). Les invariants de Riemann 

(6.177) sont calculés par l'entremise des équations (6.28) et de (6.185). La condition 

5:° 1\ 5> =1- 0 est respectée pourvu que j(rl ) =1- 0 ou h(rl ) =1- O. 

(ii) Faisons maintenant l'hypothèse h x n = 0, Ihl = Inl 1. On doit alors 
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avoir h ElD, El = ±1. (a) Faisons l'hypothèse supplémentaire que 9 x D -=1 0, 

alors l'ensemble de vecteurs (g, D, 9 x D) forme une base vectorielle pour ]R3. On pose 

if = VI (ra, rl)g +V2(rO, rl)D + V3(rO, rI) (g x D). Écrire les équations (6.128a) et (6.180) 

en terme de notre base vectorielle mène à 

Sujet à l'hypothèse g. D = 0, ce système devient 

op 
oro = 0, 

OV2 = 0 
oro ' 

OVI _</> -1 
orO = e (1 - V3) [J + El v2l , 

OV3 e-</>Vl 

orO [J + El V2l" 

(6.187) 

On remarque sans peine que la pression p = Po est constante et que la fonction V2 est 

uniquement dépendante de rI. Il s'ensuit que la densité p(rl ) est uniquement fonction 

de rI. La deuxième et la quatrième équation de (6.187) ont pour solution 

VI = Al(rl ) sin {[f(r l ) + ElV2(r
l)r l 

for
O 

e-</>(ç,r1)dç + Bl(rl )} , 

V2 = Al(rl ) cos { [f(r l ) + ElV2(r l)r l 
for

O 

e-</>(ç,rl)dç + Bl(rl )} + 1, 
(6.188) 

où Al (rI) et BI (rI) sont des fonctions d 'intégration. On remarque que les calculs 

actuels sont analogues à ceux du cas h x n = 0 du théorème 6.3.2. En particulier, les 

équations (6.99) demeurent valides et la fonction V2 = Va est encore une constante. 

Comme if· EID = El V2 = El Va , la deuxième équation de (6.99) donne la condition 
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âc/Y/ âr l = -(f + El VO)-l j(r l ) qui, une fois intégrée, produit 

(6.189) 

où c/Yo(rO) est une fonction d 'intégration. 

Les invariants de Riemann (6.179) peuvent maintenant être calculés à partir des 

équations (6.28), (6.189) et h = ElO. De paire, les équations (6.188) et (6.189) mènent 

aux équations (6.178). Les vecteur '/'0 et '/'1 sont linéairement indépendants pourvu 

que Al =1 0 et p(rl ) =1 0 ou Àl (rI) =1 O. La condition >.01\>.1 =1 0 est quant à elle 

respectée si j(r l ) =1 O. 

(b) Faisons maintenant l'hypothèse h x 0 = 0 et fi x 0 = O. On choisit la base 

orthogonale standard de ]R3 (el, e2, ë3) ainsi que 0 = ë3. On pose v = 2:=r=l Vi (rO , rI) ëi. 

On a finalement h = Ele3 et fi = E31fil e3, où El, E3 = ±l. Substituer ces quantités dans 

les équations (6.128a) et (6.180) révèle le système d'équations différentielles partielles 

(6.190) 

On note que le côté droit de la première équation de (6.190) n 'est jamais nul, ce qui 

indique dp/dro =1 O. La première et la quatrième équations de (6.190) impliquent 

(6.191) 

où S(r l ) est une fonction d 'intégration. 

Les conditions (6.42) et (6.43) doivent toujours être satisfaites. La deuxième équa­

tion de (6.42) prend alors la forme Xl = /-LEI g~ ë3. L'équation (6.128a) implique 

O - âv \1 - ~3 âv · - â<jJ - - ~2.!t D l l d't' \1...J. 0 . - âT1 . 1\ - L.,i=l 8rt ei . /-LEI âT1 e3 - /-LEI âT1 âT1 . e p us , a con I Ion 1\ r Im-
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pose fJc/>/fJr1 =f=. 0, on conclut donc fJv3/fJr1 = O. De (6.191), on obtient la condition 

(6.192) 

Comme h = fIes et h(r1
) = 0, la condition ,\0 1\ ,\1 =f=. 0 est respectée pourvu que 

j(r1
) =f=. O. Par conséquent, on doit imposer la condition S(r 1

) =f=. O. Les variables rO et 

rI peuvent alors être séparées dans (6.192) révélant ainsi que la pression p(rO) - l /'" = 

~~~:~ = K est constante. Comme c'est une contradiction avec p(rO) =f=. 0, on conclut 

qu'il n'y a pas de solution dans ce cas. D 

L'écoulement de fluide décrit par la solution (6.173) est à entropie constante et le 

fluide est compressible pourvu que p(rO) =f=. 0 ou h(r1) =f=. 0 et [g. (h x n) - flSp1 /'" + 1 =f=. 

O. La solution (6.178) représente quant à elle l'écoulement d 'une fluide incompressible 

exhibant une vorticité. L'entropie y est constante précisément lorsque la densité pest 

constante. 

Solutions explicite 

Afin de rendre explicite la solution (6.131), faisons les hypothèses suivantes. Soit 

le vecteur ê = (1 , 0,0), le vecteur de gravitation 9 = (0,0, g) et le vecteur de vitesse 

angulaire n = (0,0 , 1). Pour exprimer les invariants de Riemann de manière explicite, 

on choisit les constantes Co = l, ao = 0, h = l, l2 = 9 - l , SI = 1 et A = 1 ainsi 

que les fonctions arbitraires Yo(r1) = rI, YI (rI) = 3r1, Y2(r1) = # , Y3(r1) = 0, 

'ljJ (r1) = # , p(rO) = (rO)'" et 

À titre d 'illustration, pour tracer les graphiques des solutions, on choisit le coefficient 
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polytropique ri, = 1,4 et le bump algébrique en terme de l'invariant de Riemann rI 

Sous ces hypothèses, on trouve les solutions explicites de rang 2 de type kink 

( ) 
_ tan ( J9=l (t + x)) 2 ( ) _ (tan ( J9=l (t + x)) 2 ) K, 

pt, x - -----'--'-------'----'-'-, pt, x -
g-1 g-1 

__ ( ) [( 9 -1 )] __ tan(J9=l(t+x))( __ n) v t,x = c+ ex H 
tan (J9=l(t + x)) J9=l 

(6.193) 

+ - + y'2g(t + x) H [1 9604(t+X)4 ln 
2401(t + X)4 - 4(6J2 - l1)(x - 1)4 

où les invariants de Riemann sont donnés par 

O( ) _ tan (J9=l(t + X))2 
r t ,x - , 

g-1 

1 (x - 1)2 [-11 + 6J2] 
r (t , x) = - ()2 . 

49 t + x 
(6.194) 

Les solutions (6.193) représentent un écoulement compressible pour lequel la densité 

présente une forme périodique. 

Un structure de singularité en terme de t et x est observée pour l'invariant de Rie­

mann rI (t, x) lorsque le dénominateur de l'invariant de Riemann rI donnée à l'équation 

(6.194) est nul, c'est-à-dire le long de la droite t = -x. 

Les Figures 6.9 et 6.10 représentent respectivement la densité p(t, x) et la pression 

p( t , x). La pression et la densité présentent la même structure de singularité que 

l'invariant de Riemann r I (t, x). 

Les Figures 6.11 , 6.12 et 6.13 représentent respectivement le champ de vitesse 

iJ(t, x) dans le plan engendré par le vecteur de vitesse angulaire n, cet ex n. La 

composante du champ de vitesse iJ(t, x) dans le plan généré par le vecteur cprésente 
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une structure de singularité en termes de t et x sur les droites 

n7f 
t = - x + -;=::::;;=:;== 

J-1+g 
nEZ. 

La composante du champ de vitesse iJ(t, x) dans le plan généré par le vecteur de 

vitesse angulaire ri présente une structure de singularité en termes de t et x lorsque 

le dénominateur de la fonction V;(t, x) est nul , soit sur les droites t = ±':((6V2-

1l)1/4(X - 1) - x. 

FIGURE 6.9 - Représentation gra­
phique de la densité p(t, x) 

FIGURE 6.10 - Représentation gra­
phique de la pression p( t, x) 
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FIGURE 6.11 
Représentation gra­
phique du champ de 
vitesse iJ( t, x) dans le 
plan engendré par e 

FIGURE 6.12 - Repré­
sentation graphique du 
champ de vitesse iJ(t , x) 
dans le plan engendré par 
le vecteur de vitesse an­
gulaire fi 

FIGURE 6 .13 - Repré­
sentation graphique du 
champ de vitesse iJ(t , x) 
dans le plan engendré par 
ex fi 

6.6 Onde acoustique simple sur état hydrodyna­

mique simple HO AE 

En substituant les éléments hydrodynamiques simples non-homogènes HO (3 .9) et 

les éléments acoustiques simples homogènes Ae (3.13) dans l'équation (5.3), on trouve 
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le système d'équations différentielles partielles 

(6.195a) 

où les vecteurs d'ondes sont donnés par 

(6.195b) 

Les équations (6.195) montrent que ).0 peut satisfaire la condition d'intégrabilité 

a).o jar l = al ).l pour les cas al = 0 ou al =1= O. Les résultats obtenus pour cha­

cun des cas sont présentés dans les théorèmes suivants. 

Théorème 6.6.1. Si les éléments hydrodynamiques simples non-homogènes HO (3.9) 

et les éléments acoustiques simples homogènes A€ (3 .13) dans l 'équation (5 .1 ) satis­

faisont l'équation (5.3) et les conditions de compatibilité (5.5) avec al = 0, alors la 

solution au système non-homogène (3.1) aura une des formes suivantes. 

(i) Le cas Xo x n =1= 0, ).0. n = 0 (a) Sous l 'hypothèse aiJj ar l . n = 0 et aiJjar l . 

(XO x n) = 0, une solution existe lorsque g. n = 0, K, = 3 et aiJjar l . Xo =1= O. Elle est 

donnée par 

(6.196) 



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fl uides 135 

où la fonction a(rO, rI) est donnée par l'équation quadratique 

(6.197) 

Les invariants de Riemann sont implicitement donnés par 

(6. 198) 

Ici, Cl, A(> 0), BI, Tl et SI sont des constantes arbitraires, ë' = ;0 j 1;°1 est un 

vecteur constant tel que ë'. n = 0, E4 = ±1, cfy(rO) , S(r1)(i= 0), 'ljJ(r1) et a(rO,r1) sont 

des fonctions satisfaisant (6.197) et S(r1) i= 0, 8ar1j8r1 i= 0, et -f- ri) > O. 
o+g· ex 

(b) Sous l'hypothèse 871j8r1 . n i= 0 et 871j8r1 . (;0 x n) = o. 

(1) Si 9' [(;0 j 1;°1) x n] - Co i= 0 ou 871j8r1 . ;0 = 0, alors une solution n'existe 

que lorsque 9' n = 0, K, = 1 et d~O (71 · ;0) i= o. Cette solution a la forme 

S(r1 
) 

p = p = Ap, 
a(rO) + co' 

71 = a(rO)ë' - {E4EA1/21n[S(r1)] + SI} n (6.199) 

+ { [9' (ë' x n) - co] foT
O 

a~ç~</J:) Co dç + foT
O 

e-</J(E,)dç + Tf } (ë' x n), 
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où les fonctions a et cp sont reliées par 

e-.('O) ~ Tl!' { ~ [,,(0) + Co]' - ~ [,,(rO) + Co]' + A ln [,,(rO) + Co] 

+ [g. (ë x 0) - col ["(0) - «(rO) + a(ro~ + Col + ~ (g ë - Tf)' r!' (6.200) 

. ([a(rO) + co] - A [a(rO) + corI} :~ - AIn [a(O) + Co]. 

Les invariant de Riemann sont donnés par 

rO 
cot + ê · X + Cl = Jo e-I/>(f,)df" 

(6.201) 

{E4EA1 / 2 [InS(r1
) + 1] + SI} t + O· X = 'ljJ(r 1

). 

Ici, Co (# -a, # g. [ê x 0]) , Cl, A(> 0) , Tf et SI sont des constantes arbitraires. 

ê= >.° /1 >.°1 est un vecteur constant satisfaisant ê· 0 = 0 et E4 = ±l. De plus, a(rO), 

S(r 1
) (# 0) et 'ljJ(r 1

) sont des fonctions arbitraires satisfaisant (6.200) et da/dro # 0, 

S(r 1
) # 0 et S(a + CO)-l > O. 

(II) Si av/ar1 
. fo # 0, alors une solution de la form e 

(6.202) 

existe pourvu qu 'une fon ction a puisse être choisie de sorte que les conditions 

(6 .203) 
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où 

(K - 1 ) [a + § . (e x fi) r-1 

ln [ S(r
1

) _] 

a+§ · (ex 0) 

et 

[ ( 
oa ) 2 ( 0(3 ) 2]1 / 2 _ _ 1/2 [ 8 ] (11:-1) / 2 
~ 1 + ~ 1 - c4 c (KA) _ _ -
ur ur a+g . (cxO) 

{
s(r

1
) [ _]-10a } . -8- - a + §. (ex 0) or1 

(6.204) 

soient satisfaites. De plus, l'expression 

. 1 ( 0(3 ) -1 
T(r) or1 + (3, (6.205) 

, (3 - n rrD e-q,W de B( 1) d 't' t d' d d 1 D ou = g. H JO (C 1) _ (_ r\) '" + r, oz umquemen epen re e r. ans ce cas, 
Q ." ,r +9' ex" 

les invariants de Riemann sont donnés par 

(6.206) 

Ici, Cl, A(> 0) et Tl sont des constantes arbitraires, e = ;°/1;°1 est un vecteur 

constant tel que e· fi = 0 et C4 = ±1. a(rO,r1), q;(rO), 8(r1) (# 0), B(r1), T(r 1) et 

'ljJ (r1) sont des fonctions arbitraires satisfaisant (6.203) - (6.205) ainsi que oa/or1 # 0, 

o(3/or1 # 0 et ~(~~) ri) > O. 
0+9' ex 

(c) Si oil/or1 = 0 et oil/or1 . (;0 x fi) # 0, alors il n'existe une solution que 
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lorsque g. 0 = 0 et av / ar1 
. Xo =1= O. La solution aura alors la forme 

8(r1 
) 

p = p = ApK, 
a(rO,r1)+eo' 

v= a(rO,r1 )ë+ BIO (6.207) 

pourvu qu'on puisse choisir une fonction a telle que, 

(6.208) 

(6.209) 

[ ( 
aa ) 2 ( aT ) 2]1/2 1 2 ( 8 ) (K-l)/2 - + - = - c4c(K:A) / 
ar1 ar1 a + Co 

[
s(r1

) laa] . -- - (a+ co) - -
8 ar1 

(6.210) 

et que la quantité 

(6.211) 

où 
- lorD -1>(ç) lorD 

T = [g. (ë x D)] ( e 1) d';+ e-1>(Ç) d';+T1(r 1
) , ° aç,r +CO ° 

soit uniquement fonction de rI. Les invariants de Riemann sont 

(6.212) 
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Ici, Co (=1= -a), Cl, A (> 0) et BI sont des constantes arbitraires, ê= xo/ixoi est un 

vecteur constant tel que ê· n = 0 et E4 = ±l. De plus, O'.(rO, rI), cp(rO), Tl (rI), S(r l ) 

(=1= 0), T(r l ) et 7j;(r l
) sont des fonctions respectant les conditions (6.208) - (6.211) 

ainsi que 8O'./8rl =1= 0, 8T/8rl =1= 0, (a + CO)-IS > 0 et S(rl ) =1= 0 ou 

80'. 8T 80'. 8T -.1. 0 
-----Î 
8ro 8r l 8r l 8ro . 

(d) Si 8iJ/8rl =1= 0 et 8iJ/8rl . (XO x n) =1= 0, une solution n'existe que lorsque 

8iJ /8r l 
. Xo =1= o. 

(I) Si g. n = 0, la solution aura la forme 

(6.213) 

où a doit satisfaire 

(6.214) 

et 

(6.215) 

où F(rO, rI) est défini comme (6.209). Les invariants de Riemann sont implicitement 
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définis par 

rO 

cot + 2 · X + Cl = Jo e-4>(f,,) dt;, , 

rO 

e-4>(ç) oa(t;" rI) dt;, _ [T(r l ) + BË(rl ) + TITI (rI)] t 
Jo or l 

(6.216) 

+ Ë(rl)fi. X + TI(r l )(2x fi) . x = 'Ij;(r l ). 

Ici, Co (=1= -a) et A (> 0) sont des constantes arbitraires, 2 = Xo / Ixoi est un vecteur 

constant tel que 2· fi = 0 et E4 = ±1. De plus, a(rO , rI), <jJ(rO) , S(rl ) (=1= 0), B(rl ), 

Tl (rI), T(rl) et 'Ij;(r l ) sont des fonctions satisfaisant les conditions (6 .214), (6.215), 

Ë(rl ) =1= 0, TI(r l ) =1= 0, oa/orl =1= 0 et (a + co)-lS(r1
) > o. 

(II) Si g. fi =1= 0, la solution aura la forme 

(6.217) 

pourvu que la fonction a soit satisfasse la condition 

{ ( 
oa ) 2 [( g. fi ) 2 1 (OT ) 2 } 1/ 2 

or1 + g. (2 x fi) _ Co + 1 or1 

(6.218) 
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et que l'expression 

(6.219) 

où T = [go (ex n) - co] J;o e4>(Ç) [a(Ç", rI) +co]-ldÇ" + J;o e4>(Ç)dÇ" + Tl (rI), soit uniquement 

fonction de rI. Les invariants de Riemann sont alors 

(6 .220) 

Ici, Co (#- g. [e x n], #- - a), Cl, A (> 0) et To sont des constante arbitraires, e = 

;°/1;°1 est une vecteur constant tel que e· fi = 0 et E4 = ±1. De plus, a(rO,rl ), 

cjJ(rO), Tl (rI), S(rl ) (#- 0), T(r l ) et 'IjJ(r l ) sont des fonctions satisfaisant les conditions 

(6.208)-(6.209), (6.218)-(6.219) ainsi que oa/orl #- 0, oj3/orl #- 0, oT/orl #- 0 et 

(a + Co)-lS(rl ) > o. 

(ii) Le cas ;0 = El 1;°1 n, El = ±1 (a) 9 x n #- 0, g. n = 0 

Il n'y a aucun solution pour ce cas. 
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(1) Si ov/orl . el, ov/orl . e2 = D, une solution n'existe que lorsque ri, = 3 et est 

donnée par 

P = p(rO,rl ), p = A p3, v~ E [ s(r
l
) C 1 e~ = 1 p(rO, rI) - ° 3, (6.221) 

où la densité p satisfait l'équation quadratique 

Les invariants de Riemann sont 

(6.223) 

où CO, Cl, A(> 0) et SI sont des constantes arbitraires, El, E4 , E = ±1 et p (> 0), cjJ(rO), 

S(r l ) (=1 0) et 'ljJ(r l ) sont des fonctions arbitraires satisfaisant (6.222) et S(rl) =1 D, 

op/ori =1 D, i = 0, 1. 

(II) Si ov /or l . el =1 0 et ov /or l . ë2 = 0, une solution existe et est donnée par 

p = p( rO , rI), p = Ap',\ 

v = al(rl ) sin [S(~l) for
O 

e-.p(ç) p(Ç" , rI )dÇ" + bl (rI) 1 el 

+ al(rl ) cos [S(~l) for
O 

e-.p(Ç) p(Ç", rI )dÇ" + bl(rl ) 1 e2 
(6.224) 

+ El [p~~~:l) - col ~, 
où la densité p doit satisfaire les équations 

(6.225) 
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où 

{ 

pK-l 
-- 1'\,=1=1 

F(p) = 1'\, - 1 , 

Inp 1'\, = 1 

(6.226) 

et 

(6 .227) 

Les invariants de Riemann sont 

(6 .228) 

Ici, co, Cl , A (> 0) et ao sont des constantes arbitraires, El , E2 , E4 , E = ±1 et p (> 0) , 

<Jy(rO) , S(rl ) (=1= 0) , al(rl ), bl(rl ) et 1jJ(rl ) sont des fon ctions arbitraires satisfaisant 

les conditions (6.225)-(6.227), o'(rl ) =1= 0 et opjorl =1= o. 

(III) Si ovjorl . el = 0 et ovjorl. ë2 =1= 0, la solution est alors donnée par (6.224) 

pourvu que la densité p satisfasse les conditions (6.225), 

(6.229) 
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et 

(6.230) 

Les invariants de Riemann sont 

(6.231) 

Ici, co, Cl, A (> 0) et ao sont des constantes arbitraires, El , E2 , E4 , E = ±1 et p (> 0), 

1J(rO), S(rl ) (# 0) , al(rl ), bl(rl ) et 'ljJ (r l ) sont des fonctions arbitraires satisfaisant 

les conditions (6.229) -(6.230), à(rl) # 0 et 8pj8rl # o. 

(IV) Si 8iJj8rl . el, 8iJj8rl . e2 # 0, la solution (p,p,iJ) a la forme (6.224) et la 

densité p devra satisfaire 

(6.232) 

et 

(6.233) 
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Les invariants de Riemann sont 

(6.234) 

où e(rO,rl ) = S(rl)-l gO e-</> p(f"rl)df, + bl(rl ). Ici, co, Cl, A (> 0) et ao sont des 

constantes arbitraires, CI,C2,C4,c = ±1 etp (> 0), <jY(rO), S(rl ) (=1= 0), al(rl ), bl(rl ) et 

'!jJ(r l ) sont des fonctions arbitraires satisfaisant les conditions (6.232)-(6.233) , a(r l ) =1= 

o et op/orl =1= O. 

Preuve: On résout le système (6.195) sujet aux conditions (5 .5) avec al = O. 

Une brève étude de (6.195a) révèle op/ori = (",p/ p)op/ori (i = 0, 1) , d'où on conclut 

p = Apll:, où A est une constante d'intégration. Comme pour le Théorème 6.5.1, on a 

(6.235) 

et on considère les cas (i) ex n =1= 0 et (ii) ex n = 0 séparément. 

(i) Si ex n =1= 0, on pose il = a(rO,rl)e+ ,B(rO,rl)n + T(rO ,rl)(ex n) et § = 

gle + g2n + g3(ex n), où gi , i = 1,2,3 sont des constantes. Les équations (6.139) sont 

toujours valides pour le cas présent alors que "'p/ p = ",Apll:-l. De (6.195a), on obtient 

op = -pe-</> { (gl - T) + [g.: + T(n . C)]n . e} , 
oro (co + a + ,Bn . C)2 - ",Apll:-l 

oa _ _ </>(gl - T)(co + a +,Bn. C)2 + ",Apll:-l[g2 + T(n . C)]n. e 
oro - e (co + a +,Bn . C) [(co + a +,Bn . C)2 - ",Apll:-l] , 

o,B _ -</> [ g2 + Tn . e 1 oT - e-</> [ g3 + a 1 
orO - e (co + a + ,Bn . C)' orO - (co + a + ,Bn . C) 
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Sous l'hypothèse c· n = 0, le système (6.235) devient 

op -4> { (91 - T) } 
oro = -pe (CO + a)2 - KApK-1 ' 

oa -4> { (91 - T)(co + a) } 
oro = -pe (CO + a)2 _ KApK- 1 ' (6.236) 

0{3 = e-4> [ 92 ] oT = e-4> [ 93 - Co + 1] 
oro (CO + a)' oro (Co + a) . 

La première et la deuxième équation de (6.236) impliquent -~i!o = Q~CQ %:0, ainsi 

p(rO ,r1) = S(r1)[a(rO ,r1) +CO] - l , où S(r1) est une fonction d'intégration. Substituer 

cette expression de la densité dans la deuxième équation de (6.236) nous permet de 

trouver e-4> (91 - T) = [a + Co - KA ~r:~~:] %:0. Après avoir intégré la troisième et 

quatrième équation de (6.236), on obtient 

(6.237) 

où B(r1) et Tl (rI) sont des fonctions d'intégration. Si on revient aux équations 

(6.195a) , on observe la relation 

(6.238) 

qui, en vertu de (6.195b) et de la deuxième équation de (6.200) doit satisfaire les 
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conditions 

1/ 2 Xl 
E[K:Ap"-l] -V·

IXII 
= p,(ro, rI) [x(rO,rl)co + A(rl )] , 

-1 

I~'I ~ [X(TO, T')e + A(T
1
)]. 

Ensemble, les équations (6.238) et (6.239) donnent 

p,(ro,rl)A(rl ) = 

E (K:Ap"-l) 1/ 2 - p,(ro, rI )x(rO, rI) (V· ê + co) - p,(rO, rl)il. A(rl ), 

p,(rO , rI )x(rO, rl)ê + p,(rO, rI )A(rl ) 

= -E(K:A)-1/2 ( op) -1 p(1-,,) / 2+l [oa ê + ofJ ri + oT (ê x ri)]. 
orl orl orl orl 
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(6.239) 

(6.240) 

En posant A(rl ) = Al(rl )ê+A2(rl )ri+A3(rl )(êxri) et en comparant les composantes 

de la deuxième équation de (6.240), on trouve 

alors que la première équation de (6.240) nous donne 
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On trouve alors le système simplifié 

( ° 1) [ (0 1) ] oa (0 1) 0(3 p, r ,r X r ,r + Al = or1' p, r ,r A2 = or1' ° 1 oT p,(r ,r )A3 = or1' 

A(r1) = -KAp,,-2 :~ p,(rO, rI rI - x(rO, r1)( a + co) (6.242a) 

- (aA1 + (3A3 + TA3). 

Comme X1/ IX11 est un vecteur unitaire, (6.238) impose, 

[( 
oa)2 (0(3 ) 2 (OT) 2] 1/

2 
= _ (A)1 /2 (,,-1) /2-1 op 

or1 + or1 + or1 E4
E 

K P or1 ' 

où E4 = ±l. 

On remarque immédiatement que A30(3 / or1 = A20T / or1. Le problème se divise 

donc en deux cas. (a) On fait d'abord l'hypothèse (0(3/or1), oT/or1 = O. Si 92 i- 0 ou 

93 - Co i- 0, alors il n'y a pas de solution. En dérivant la quatrième équation de (6.237) 

par rapport à rI, on trouve l'équation 88~ = 92 J;o [ (Ee~~(O J2 8a~~() dE" + É(r1) = 0, 
r a ,r +co r 

. f . d' . , t' ° d { _ e -c/>(ro ) } 8a(rO ,r
I
) - 0 S' -J. 0 qm, une OIS envee par rappor a r onne -92 [a(rO ,rI )+coJ2 8rI -. 1 92 f , 

cela implique oa/ or1 = O. Si 93 - Co i- 0, on arrive a la même conclusion en dérivant 

ot/or1 = 0 par rapport à ra. Clairement, oil/or1 = 0 et, de (6.195a), il n'y a pas de 

superpositions et donc pas de solution de rang 2. 

Considérons donc à partir de maintenant que 92, (93 - Co) = 0 et oa/or1 i- O. 

La quatrième et la cinquième équation de (6.237) donnent immédiatement (3 = BI 

et T = J;o e-q,(~)dç + Tl , où Tl et BI sont des constantes. La troisième équation de 

(6.237) devient quant à elle 

(6.243) 
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On définit 
_ 1_ [S(r

l
) ]11:-1 K =1= 1 

K-1 a+co 

-ln [ S(r
l

) ] K = 1 
a+ Co 

(6.244) 

de manière à pouvoir réécrire (6.243) comme â~O (Q+2co )2 +KAâ~oF(rO, rI) = e-tjJ (r
O
) [gl­

Tl - J;o e -tjJ(ç) dç']. En intégrant cette dernière équation par rapport à rO, on obtient 

où T(r l ) est une fonction d'intégration. De plus, on remarque 

L'équation (6.242a) implique A2' A3 = 0 et fL(rO, rI )-1 = [x(rO, rI) + Al] (g0) - 1 . 

Substituer ces quantités dans la quatrième équation de (6.242a) puis utiliser la pre­

mière équation de (6.237) et (6.245) nous permet de trouver 

(6.246) 

Dans ce cas, A(rl ) est arbitraire et A(rl ) = Al(rl)ê. La condition ,\01\,\1 =1= 0 

est satisfaite lorsque A =1= cOAl . On remarque qu'une solution n'existe que lorsque 

T(rl) =1= 0 puisque - T(r l )x(rO, rI) = [A(r l ) - Al (rI )eo] g0 + Al (rI )T(rl ), A -cOAl =1= 0 

et oa/orl =1= O. 
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En substituant la première équation de (6.237) dans la cinquième de (6.242a), on 

trouve la condition [a + Co - c4c(K:A)1/2 C~co)("'- 1) /2] %0 = -c4c(K:A)1/2 Cl:~co)("'-3) /2 

S(r1
). dériver (6.245) par rapport à rI puis utiliser la cinquième équation de (6.242a) 

révèle la condition 

De paire, ces deux équations donnent 

( )
1/2 S(r1

) 
(a + C )(,..-3)/2 = -c C K:As,..-3 -.-- . 

a 4 T(r1 ) 
(6.247) 

Pour K: i= 3, a est uniquement fonction de rI. Cependant, en dérivant (6.247) par 

rapport à ra , on remarque alors la contradiction 0 = e-rj> [91 - Tl - J;o e-rj>(ç) dE,] . 

Ainsi , l'existence d'une solution requière K: = 3. Dans ce cas, l'équation (6.247) nous 

donne 

(6.248) 

où SI est une constante d'intégration et on impose S(r1
) i= O. 

En posant K: = 3 et Co = 93 = § . (ë x 0), il est évident que la solution (p, p, il) est 

(6.196), où la fonction a est donnée par l'équation quadratique (6.197). Les vecteurs l a 

et Il sont linéairement indépendant puisque oalor1 i= O. Les invariants de Riemann 

(6.198) sont calculés via (6.7) , (6.246) et (6.248). 

(b) Faisons maintenant l'hypothèse 0(31 or1 i= 0, oT lorI = O. (1) Si 93 - Co i= 
O 1 âT - ( ) rro e- (P(O âa(ç,r1)dc T' ( 1) - 0 .. l' , a ors on a âr1 - 93 - Co JO (a(ç,r l )+cO)2 âr1 .." + 1 r - ,ce qUl 1mp 1que 

oalor1 = 0 lorsque Tl (rI) = O. Ainsi , Tl (rI) = Tf est une constante et les fonctions 

a et T ne dépendent que de ra. En dérivant la troisième équation de (6.237) par 
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. 1 da 
('" - l)S(r ) dro = o. (6.249) 

Les trois premières équations de (6.242a) impliquent A2 -=1= 0, A3 = 0 et 

(6.250) 

Autrement dit, les fonctions X et J-L ne dépendent que de rI. 

Si da / dro = 0 alors, en vertu de la première équation de (6.237), la densité p 

est uniquement fonction de rI. Comme A2 -=1= 0 et A3 = 0, la quatrième équation de 

(6.242a) implique que f3 est uniquement fonction de rI. De plus, la troisième équation 

de (6.237) impose que la fonction T(rO) = 91 soit constante. On conclut qu'il n'y a 

pas de superposition (puisque (p, p, il) sont uniquement fonctions de rI) et donc qu'il 

n'y a pas de solution de rang 2. 

Si da/ dro -=1= 0 et", -=1= l, alors par (6.249) on a S(r l ) = O. Autrement dit, la fonction 

S est une constante et la densité p ne dépend que de ra. Les équations (6.195a) révèlent 

alors que les fonctions p, p et il ne dépendent que de rO, il n'y a donc pas de solution 

de rang 2. 

On fait maintenant l'hypothèse", = 1. En vertu de (6.250), la quatrième équation 

de (6.242a) devient 

(6.251) 

En dérivant (6.251) par rapport à rO, on trouve -Pro = a(r6l+coccf>(rO) 0, ce qui 
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implique 92 = 0 et f3 = B(r1
). En substituant cette dernière grandeur dans (6.251), 

on obtient une expression pour A(r1). 

En posant K, = 1 et f3 = B(r1
), la première équation de (6.237) et la cinquième de 

(6.242a) donnent Ë(r1) = -f.4f.A1/2p-1~ = _f.4f.A1/2S(;1) , d'où 

(6.252) 

où Sl est une constante d'intégration. 

La solution (p,p, il) a donc la forme (6.199). L'indépendance linéaire de 'Yo et 'Y1 

est assurée par les conditions dajdrO =1= 0 et S(r 1) =1= o. La condition ).01\).1 =1= 0 

est aussi garantie d'être respectée puisque A2 =1= o. Les invariants de Riemann (6.201) 

sont calculés via (6.7), (6.250), (6.251) et (6.252). 

Dans ce cas, la troisième équation de (6.237) devient une équation uniquement en 

terme de rO : 

En la multipliant par etjJ puis en dérivant par rapport à rO, on obtient 

~(rO) = f(rO) + e-2tjJ(r
O

) 9(rO), 

1(rO) ~ - [ (a +co - a: Co) :;, r d~O [ (a + Co - a: Co) 1 ' (6.253) 

9(rO)=_(1+93-CO) [(a+co - A )] -1 
a+co a+co 

En substituant les expressions de f et 9 de (6.253) dans (6.158), on trouve (6.200). 

Si 93 - Co = 0 et oajor1 = 0, la solution est un cas particulier de (6.199) - (6.201). 

Continuons avec l'hypothèse 93 - Co = 0 et oaj or1 
=1= o. 
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(II) Si g3 - Co = 0, alors la fonction T ne dépend que de r O et elle est définie telle 

que T = J;o e-(f>(Ç·)dç + Tl, où Tl est une constante d 'intégration. Comme pour le cas 

(a) , l'intégration de la troisième équation de (6.237) par rapport à rO révèle que la 

condition (6.245) doit être satisfaite. La première et la deuxième équation de (6.242a) 

produisent 

o 1 ( Ba) (Bf3 ) - l x(r ,r ) = A2 Brl Brl - Al, 
o 1 1 Bf3 

p,(r ,r ) = A
2 

Brl ' (6.254) 

alors que la troisième révèle 

(6.255) 

Substituer ces quantités dans la quatrième équation de (6.242a) donne 

( 1) {[ 1<:-2
Bp ( )Ba] (B f3 ) - l } A r = - A2 K:Ap Brl + a + Co Brl Brl + f3 + AlCo 

[
. 1 (Bf3 ) -1 1 = - A2 T(r) Brl + f3 + AlCo , 

(6.256) 

où la deuxième égalité est obtenue en dérivant (6.245) par rapport à rI. Par consé­

quent , T(rl)(B f3/ Brl)-l doit uniquement dépendre de rI, ce qui impose une restriction 

sur a via la quatrième équation de (6.237). De plus, substituer la première équation 

de (6.237) dans la cinquième de (6.242a) donne lieu à la condition (6.204). 

Ainsi, la solution (p ,p, il) prend la forme (6.202) pourvu que les conditions (6.203), 

(6.204) et (6.205) soient respectées. En employant la première équation de (6 .254), 

(6.255) et (6.256), les invariants de Riemann (6.206) sont calculés via (6.7). L'indé­

pendance linéaire entre 10 et I l est garantie par Ba/Brl #- O. La condition >.o!\ >.1 est 

quant à elle assurée par la condition A2 #- O. 

Avant de considérer les cas (c) et (d) , prenons quelques faits en considération. 

Pour BT/Brl #- 0, une solution n'existe que si Ba/Brl #- O. Émettons l'hypothèse 
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que oT / orl =J. 0 et que oO'./orl = O. En dérivant la troisième équation de (6.237) par 

rapport à rI, on obtient 

(6.257) 

Comme T(r l ) =J. 0, on remarque immédiatement que K-l =J. 0, S(r l ) =J. 0 et 00'./ oro =J. 

O. Ainsi, il n'y a pas de solution pour K = 1. 

Si K =J. 1, une séparation des variables dans (6.257) révèle -(:(~~~LA :;:0 ecfJ(rO) = 
. 1 

s(r~;:~(~S{rl) = kl , où kl est une constante arbitraire. Le côté gauche de cette équation 

peut être réécrit comme -K(K -l)A(O'. + co)-"'dO'./dro = kle -cfJ(rO). Si on intègre cette 

nouvelle relation par rapport à rO, on trouve 

(6.258) 

où k2 est une constante d 'intégration. En réécrivant le côté droit comme Tl (rI) 

-kIS(r l )"'- 2S(r l ) puis en intégrant par rapport à rI , on obtient 

(6.259) 

où k3 est une constante d 'intégration. 

Remplacer la grandeur -KA(O'. + co)-"'dO'./dro par kl(K - 1)-le- cfJ (rO) et utiliser 

(6.258) de paire avec (6.259) transforme la troisième équation de (6.237) en 
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En simplifiant le facteur commun, e-<!>(rO) , puis en dérivant par rapport à rO, on 

trouve 

Si on répète le processus, on obtient la relation 

(6.260) 

d'où on remarque que k1 -=1 0 puisque la grandeur a + Co n'est pas constante. Consi­

dérant (6.258) , l'équation (6.260) implique que la grandeur a + Co est constante, ce 

qui entre en contradiction avec la condition dal dro -=1 O. On conclut donc qu'il n 'y a 

pas de solutions pour oT lorI -=1 0 et oalor1 = O. 

(c) Considérons maintenant le cas 0(31 or1 = 0, oT lorI -=1 O. Si 92 -=1 0, alors la 

dérivation de 0(31 or1 par rapport à rO implique que oalor1 = 0, il n'y a donc pas de 

solution de rang 2 dans ce cas. 

Considérons donc le cas 92 = 0, oalor1 -=1 O. Sous ces hypothèses , la troisième 

équation de (6.237) indique que la fonction (3 = BI est constante. Si on réécrit le 

côté droit de la troisième équation de (6.237) comme e-<!> (rO) [91 - T(rO , rI)], on peut 

intégrer l'équation résultante de manière à obtenir 

(6.261) 

où la fonction F(rO, rI) est donnée par (6.244) et T(r1) est une fonction d 'intégration. 

La première et la troisième équation de (6.242a) impliquent 

° 1 oa (OT)-l 
x(r ,r ) = A3 or1 or1 - Al , 

° IloT 
p,(r ,r)= A3 0r1 ' (6.262) 
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alors que la troisième révèle A2 = 0 et 

(6.263) 

En substituant ces quantités dans la quatrième équation de (6.242a) , on trouve 

( 1) {[ K:-20P ( )oa] (OT) -l } A r = - A3 K,Ap or1 + a + Co or1 or1 + T + A 1Co 

~ - A3 {[-t e-.(o iJT~~() dl; + T(r1
)] (~~ ) - 1 + T} + A , Co, 

(6.264) 

où la relation K,ApK:-2~+(a+c)) Bo = - rro e-</>(Ç)BT(ç,r
1
)dc+i(r1 ) provient de la dé-Br1 Br1 JO Br1 '" 

rivation de (6.261) par rapport à rI. Par conséquent, la relation [- J;o e-</>(ç) BT~;() dç+ 

i(r1 )] (BT~:()) - l + T(rO, rI) doit uniquement dépendre de rI. De plus, en substi­

tuant la première équation de (6.237) dans la cinquième de (6 .242a), on découvre la 

condition (6.210). 

Les invariants de Riemann (6.212) sont calculés avec l'aide de la première équation 

de (6.262), (6.263) , (6.264) et (6.7). De plus, on remarque sans peine que la solution 

(p ,p, if) est donnée par (6.207) et qu 'elle est sujette aux conditions (6.210) et (6.211). 

La condition )...01\)...1 #- 0 est garantie par la condition A3 #- o. De plus, l'indépendance 

linéaire entre rO et r I est garantie pourvu que S(r1
) #- 0 ou que %;0 %~ - %0 %~ #- o. 

(cl) Finalement, traitons le cas of3 / or!, oT / or1 #- O. De la deuxième et troisième 

équation de (6.242a), on conclut que A2' A3 #- 0 et %~ (%~) -1 = ~ . Notons que le 
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côté droit de cette relation ne dépend que de r l . dériver par rapport à rD produit 

Comme montré précédemment, une solution n'existe que lorsque oa/or l -/= 0, on a 

donc par conséquent 

(6.265) 

Étudions les cas (1) g2 = 0 et (II) g2 -/= 0 individuellement. 

(1) Si g2 = 0, alors on a (3 = B(rl
) avec 0(3/ orl = B(rl ) -/= O. L'équation (6.265) 

implique quant à elle (g3 - Co) = 0 et T = J;o e-</J(ç) dé, +Tl (r l ). La troisième équation 

de (6.237) a alors la forme 

Si on intègre cette relation par rapport à rD, on trouve 

(6.266) 

où 
1 

r;,-/= 1 { PK_l 
-- r;,-/=1 

_ r;,-1 

r;, = 1 ln P r;, = 1 

et T(r l ) est une fonction d 'intégration. La substitution de la première équation de 

(6.237) dans la cinquième de (6.242a) résulte en la condition (6.215). 
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La première et la deuxième équation de (6.242a) indiquent J-l(rO , rI) = A2l B(r l ) et 

A3 = A2'1\(rl )B(rl )-1 alors qu 'une comparaison des deux dernières révèle x(rO,r l ) = 

B1;1) g~ - Al. En substituant ces quantités dans la quatrième équation de (6.242a) , 

on obtient 

dériver (6.266) par rapport à rI produit (o+co) = cOAl (rI )+f);Apl<-2~+ '1\ (rI) J;O e-</>(f.)dç = 

T(rl). On a donc A(rl ) = cOAl (rI) - i(~l? [T(r l ) + B(rl )B(rl ) + Tl (rI )tHrl )]. On 

note aussi A(rl ) = Al (rl)c + A2(r l )D + A2(rl ) ~(~:? (c x D). 

Les invariants de Riemann (6.216) peuvent maintenant être calculés à l'aide de 

(6.7). Il est évident que la solution (p,p, il) a la forme (6.213) , où a doit satisfaire 

(6.214) et (6.215). L'indépendance linéaire entre 10 et I l est assurée pourvu que 

B(r l ) =J 0 et la condition >.0 1\ >.1 =J 0 est respectée lorsque A2 =J o. 

(II) Faisons maintenant l'hypothèse 92 =J O. On remarque que 92 =J 0 si et seule­

ment si (93 - Co) =J O. En effet, si (93 - co) = 0 et 92 =J 0, alors (6.265) implique 

Tl (rI) = 0 ce qui, à son tour, implique que la fonction T = J;o e-(P(f,)dç + Tl est uni­

quement fonction de rO. Or, cela entre en contradiction avec la condition 8T / 8rl =J O. 

On doit donc avoir (93 - co) =J O. L'inverse est prouvé similairement. 

Comme pour la section (c) , la troisième équation de (6.237) donne lieu à l'équation 

(6.261). L'équation (6.265) peut être intégrée par rapport à rI de manière à obtenir 

B(rl ) = 93~CO [Tl (rI) + To], où To est une constante d'intégration et la fonction f3 peut 
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être écrite comme 

(6.267) 

On calcule sans problème ÊP..aa 1 = (~) aa~, d'où on calcule alors de la deuxième et 
r g3 -CQ r 

troisième équation de (6.242a) 

(6.268) 

La première et la troisième équation de (6.242a) impliquent donc 

o 1 00. oT 
( )

- 1 

x(r ,r ) = A3 or1 or1 - Al, 
o 1) 1 oT 

f-t(r ,r = A3 or1 . 
(6.269) 

En substituant (6.269), (6.267) et la première équation de (6.268) dans la quatrième 

de (6.242a), on trouve 

(6.270) 

La dernière égalité dans (6.270) provient de la dérivation de (6.261) par rapport à rI. 

L'expression 
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est uniquement fonction de rI par conséquence de (6.270). De plus, en substituant 

(6.270) et la première équation de (6.237) dans la cinquième de (6.242a), on obtient 

la condition (6.218). 

Les invariants de Riemann (6.220) sont calculés par l'entremise de (6.7) et l'uti­

lisation de la deuxième équation de (6.268) , la première de (6.269) et (6.270). La 

solution (p, p, il) est donnée par (6.217) et est sujette aux conditions (6 .208), (6.218) 

et (6.219). L'indépendance linéaire des vecteurs rO et r I est garantie par la condition 

8o.j8rl =1 O. Quant à elle, la condition ).01\).1 =1 0 est garantie par A3 =1 O. 

(ii) Si ex n = 0, alors on a e = Eln, où El = ±1. (a) Pour 9 x n =1 0, l'en­

semble de vecteur (9, n, 9 x n) forme une base pour ]R3 et on pose il = o.(rO, rl)9 + 
,B(rO, rl)n + T(rO, rl)(9 x n). En substituant ces expressions dans (6.235) et (6.195a) 

puis en comparant les composantes vectorielles, on obtient 

(6.271) 

Avec l'hypothèse 9· n = 0, le système (6.271) se réduit à 

8p 
8rO = 0, 

8,B 
8rO = 0, 

Le cas ex n = 0 du Théorème 6.4.1 montre que ces calculs demeurent valides dans le 

cas présent, il n'y a donc pas de solutions possible. 
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e3 = (0,0,1). Utilisons (el, e2, e3) comme base pour ]R3. On pose v= I:r=l vi(rO,r1)ëi. 

En insérant ces grandeurs dans (6.235) et (6.195a), on trouve 

%:0 = -c1c21§1 pe-<I> [(co + C1V3? - ,.,;Apl\;- lr
1 

, 

OV1 -<1> -1 OV2 -<1> ( -1 
oro = e V2 (Co + Cl V3), oro = e V1 Co + Cl V3) , (6.272) 

~~~ = c21§1 e-<I>(co + C1V3) [(Co + C1V3) - ,.,;Apl\;-lr
1 

Le système (6.272) est semblable au système (6.164) et est résolu de manière analogue. 

La deuxième et la troisième équation de (6.272) produisent vf + v~ = al (r 1)2 alors 

que la première et la quatrième donnent Co + Cl V3 = S(r1 )p- 1, où al (r 1) et S(r1 ) sont 

des fonctions arbitraires. De plus, la deuxième équation de (6.272) peut être réécrite 

comme [al (r 1
) - Vfr1/2 ~ = ±e-<I> s(;-:r) puis intégrée par rapport à rD de manière à 

obtenir V1. La fonction V2 peut quant à elle être obtenue par la deuxième équation de 

(6.272). La solution au système (6.272) est donc 

où b1 (r 1
) est une fonctions arbitraire. La première équation de (6.270) est équivalente 

à l'expression [S~; )2 - ,.,;Apl\;-2] i!o = -Cl c21§1 e-<I>, qui, une fois intégrée par rapport 

à rD, résulte en 

(6.274) 

où T(r1
) est une fonction d'intégration. 
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doit satisfaire la deuxième équation de (6.239) et la première de (6 .240). On définit 

- [ 1/2 8 ] - 1 A(rl) = E t=lA(rl) ei et jL(rO,r l ) = -E (r;;Ap"-l) F!r f.L(rO, rI). En substituant 

ces quantités dans la deuxième équation de (6.239) et la première de (6.240) puis en 

comparant les coefficients , on trouve 

( 0 1) [ (0 1) ] 8V3 f.L r ,r X r ,r El + A3 = 8rl ' 

( ° 1 8Vl ° 1 8V2 
f.L r ,r )Al = 8rl ' f.L(r , r )A2 = 8rl ' 

A(rl ) = -r;;Ap,,-2 :~ f.L( rO, rI )-1 - x(rO, rl)( Co + El V3) (6.275) 

- (vIAl + V2A2 + V3A3), 

Considérons maintenant les cas suivants : (1) ~, ~ = 0, (II) ~ # 0, ~ = 0, 

(III) ~ = 0 ~ --1- 0 et (IV) ~ ~ --1- o. 8r1 , 8r1 Î 8r1' 8r1 Î 

(1) On fait d 'abord l'hypothèse que ~, ~ = O. Alors , la première équation de 

(6.272) peut être écrite sous la forme e<Pvi l ~ = (co + El V3)-1, où le côté gauche de 

l'équation ne dépend que de rO. On conclut ainsi que V3 est uniquement fonction de 

rO, ce qui produit la contradiction 8i] / 8rl = O. Ainsi, on impose V2 = 0 et, par la 

deuxième équation de (6.272) , VI = O. 

Les équations (6.275) démontrent que Al, A2 = 0 et 

, bl· If · A lI· (0 1) -~dA(rl)-A3qCol8v A L eta Issant par e aIt meme a re atlOn X r , r = T(r 1 ) Frf - El 3. a 

fonction A(rl ) demeure arbitraire alors que A(rl ) = A3ë3. La condition ).0 1\ ).1 = 0 

est respectée pourvu que A # ElCoA3 . On impose T(r l
) # 0 pour qu'une solution 
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existe étant donné que T(r l
) = 0 implique A = ElCoA3 . En substituant VI = V2 = 0 

et la troisième équation de (6.277) dans la cinquième donne l'expression 8~1 (~) = 

-ElE4E (K:ApK-l)1 /2 ~ qui est équivalente à [~- ElE5 (K:A pK-l/ /2] ~ = S(rl ). dériver 

(6.274) par rapport à rI permet alors de trouver 

ce qui implique 
S(r l

) 

P(3-K) /2 = -E E E(K:A)1/ 2-.--. 
1 4 T(r l ) 

(6.276) 

Si K: =1- 3, alors la densité p est uniquement fonction de rI. Cependant, comme il = 

El(P- lS - co)es, on doit avoir 8p/8ro =1- 0 et S(rl ) =1- 0 pour que 10 et Il soient 

linéairement indépendants. Ainsi, une solution de rang 2 n'existe que lorsque K: = 3 

et l'équation (6.276) implique alors 

(6.277) 

En posant K: = 3, les équations (6.273), (6.274) et (6.277) indiquent que la solution 

(p,p , il) est donnée par (6.221) et est sujette aux conditions (6.222). Les invariants de 

Riemann (6.223) sont quant à eux calculés par (6 .7) avec l'aide de (6.277) et de la 

relation cot + Eles . x + Cl = J;o e1>(Ç)dç. 

(II) Si on fait maintenant l'hypothèse 8vd8rl =1- 0, 8V2/8vl = 0, l'équation (6.275) 

implique Al =1- 0, A2 = O. Des deux premières équations de (6.275) , on obtient 

( 
0 1) 8V3 ( 8Vl)-1 

X r , r = ElAl 8rl 8rl - ElA3, 
(6.278) 

A(r l
) = Alel + A3e3· 
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Lorsqu'on substitue les deux premières équations de (6.278) et A2 = 0 dans la qua­

trième équation de (6.275), on trouve 

où la deuxième égalité est une conséquence de (6.274). Conséquemment, la grandeur 

T(rl)(ovdorl)-l ne doit dépendre que de ri, on la renomme donc comme g(rl ). 

Comme vf + vi = al (rl )2, on calcule sans problème 

(6.279) 

Ainsi, pour ovdorl = 0, on a g(rl)~ = T(r l ) + Vl~ = T(r l ) + al(rl)al(rl ). Si 

g(r l ) #- 0, alors ovd orl est uniquement fonction de ri. La deuxième équation de 

(6.272) permet de trouver 0 = Ô~l (~) = a~l (~) = - e-4>Elv2(CO + E1V3)-2~, c'est 

à dire que V2~ = O. Si V2 = 0, alors la troisième équation de (6.272) implique la 

contradiction Vi = O. Si OV3/orl = 0, alors la troisième équation de (6.272) implique 

cette fois que la fonction Vi ne dépend que de rO ce qui est une contradiction. 

Par conséquent, la condition g(r l
) = 0 est nécessaire pour assurer l'existence d'une 

solution. Dans ce cas, on a T(r l ) = -alal (ri) et A(rl ) = E1CoA3. On calcule alors 

sans problème T(r l ) = -al (r l )2 /2 + ao, où ao est une constante d 'intégration. En 

substituant cette grandeur, la première et la troisième équation de (6.278) dans (6.7), 

il est possible de trouver 

(6.280) 

dériver la deuxième équation de (6.273) par rapport à ri permet de trouver la condition 
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OV2/or1 = 0, équivalente à la condition (6.227). dériver la première équation de (6.273) 

par rapport à rI permet, avec (6.227) d'établir la relation 

OV1 _. 1 . 1 r - (P(t;) 1 1 

{ [ 

0 1 }-1 or1-a1(r) sm S(r1) fo e p(ç ,r)dç+b1(r) (6.281 ) 

On fait l'hypothèse que la grandeur ovIfor1 est non nulle, donc que à1(r1) i= O. En 

substituant (6.281) et la troisième équation de (6.273) dans la cinquième de (6.247), 

on trouve la condition (6.226). Si on substitue plutôt la troisième équation de (6.273) 

et (6.281) dans (6.280), on obtient les invariants de Riemann (6.228). 

La solution (p ,p, if) est donnée par (6.224) et la densité p doit satisfaire (6.225) , 

(6.226) et (6.227). L'indépendance linéaire entre les vecteurs 'Yo et 'YI est assurée 

pourvu que à1(r 1 ) i= O. La condition >.01\ >.1 i= 0 est aussi respectée puisque Al i= O. 

(III) Étudions maintenant l'hypothèse ovIf or1 = 0, OV2/or1 i= O. Le cas est ana­

logue au cas (II). Les seules différences sont que les fonctions Al et VI sont remplacées 

par A2 et V2 et les fonctions sinus et cosinus sont inter-changées. En suivant la même 

démarche, on trouve les invariants de Riemann (6.231) et les conditions (6.229) et 

(6.230). 

(IV) Faisons maintenant l'hypothèse ovIfor1, OV2/or1 i= O. Les équations (6.275) 

indiquent que la première et la deuxième équation de (6.278) sont encore valides pour 

le cas présent et que 

(6.282) 
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La substitution de ces quantités dans la quatrième équation de (6.275) produit 

Par conséquent, les deux quantités 

(6.283) 

sont uniquement fonction de rI. Si on renomme la deuxième quantité de (6.283) comme 

G(r l ) et qu'on applique (6.279) , on trouve 

(6.284) 

Si G(r l
) -=1= 0, alors (6.284) et la première équation de (6.283) impliquent que les 

grandeurs fJvdfJr l et fJv2/fJrl ne dépendent que de rI. De (6.272), on obtient 0 = 

â~O (~) = ±e-<P (co + ElV3) - 2 [~(co + ElV3) - VjEl~], i,j E [1 , 2], i -=1= j ou, de 

., , . 1 t 1 ~ ( ) -l~ mamere eqmva en e :v: âri = El Co + El V3 âri , 
J 

j = 1, 2. Ainsi, on a la relation 

-.L~âVI = -.L~âVI qui , une fois intégrée par rapport à rI nous donne VI = V2Z(rO), où 
VI r V2 r 

Z(rO) est une fonction d'intégration. Comme al (rI? = vi + V~ = v~(Z(rO)2 + 1) , on 

peut écrire V2 = al (rI )g2(rO) et VI = al (rI )gl (rO), où gl (rO) = g2(rO)Z(rO) et g2(rO) = 

i = 1,2 

est uniquement dépendante de rI, on déduit donc que les fonctions gi(rO ) = ki sont 

constantes et que les fonctions Vi = kial (rI) dépendent uniquement de rI. Cependant, 

la relation fJvdfJro = 0 (i = 1,2) de paire avec (6.272) produit la contradiction 

VI = V2 = O. 

On émet donc l'hypothèse que la fonction G(r l ) = 0 est nulle. Dans ce cas, on a 

A(rl ) = ElCoA3, T(r l ) = -alal (rI) et T(rl) = -al (r l )2 / 2+ao, où ao est une constante 
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arbitraire. L'équation (6.282) implique quant à elle A(r1
) = A1e1 + Al ~ (~) -1 ë2 + 

A3e3. Substituer ces grandeurs ainsi que la première équation de (6.278) dans (6.7) 

permet de trouver 

Les invariants de Riemann (6.234) sont calculés à partir de (6.273). La condition 

(6.233) est obtenue en calculant la condition a~o [~ (~) -1] = 0 avec l'aide de 

(6.273). Si on applique les équations (6.273) puis la condition (6.233), on obtient 

Si on substitue maintenant cette grandeur et la troisième équation de (6.273) dans la 

cinquième, on découvre la condition (6.232). 

La solution (p,p,iJ) a donc la forme (6.224). La densité p doit satisfaire (6.274) 

avec T = -aî/2 + ao ainsi que (6.232) et (6.233). L'indépendance linéaire entre 10 

et Il est garantie si à1(r 1
) =1 O. La condition ,\01\,\1 =1 0 est respectée pourvu que 

D 

Toutes les solutions du Théorème 6.6.1 représentent des écoulements compres­

sibles à l'entropie constante. La solution (6 .221) représente un écoulement potentiel 

au contraire des autres solutions exhibant toutes une vorticité. 

Théorème 6.6.2. Si les éléments hydrodynamiques simples non-homogènes (3.9) et 

les éléments acoustiques simples homogènes (3.13) dans l 'équation (5.1) satkisfont 

l 'équation (5.3) et les conditions de compatibilités (5.5) avec Œ1 =1 0, alors la solution 

au système non-homogène (3.1) aura une des formes suivantes. 
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(i) Le cas Xo x 0 i= 0, Xo . 0 = O. Dans ce cas, les solutions n'existent que lorsque 

d ,\0 8 1-+01 
dr1 1,\01 i= 0 et 8r1 À i= o. 

(1) Sous l'hypothèse g. 0 i= 0, une solution de la forme 

S(r1 
) 

p = p = Apl\; , 
VI (rO , rI) + f(r 1 ) , 

V =vl(rO,r1)h(r1) + [g.o for
O 

e-<I>O(ç)dç +V2] 0 (6.285) 

+ {for
o 

e-<I>o(ç) [vl(ç , r 1) + g. (h(r1) x 0)] dç + 1;3 (rI) } (h(r 1
) x 0) 

existe pourvu que la fonction VI soit satisfaisante aux conditions 

(6.286) 

(6.287) 

[( ~~~ _ ',I~(rl)H' + ( ~~: + ',I~(rl)H T' -
E4E [K;ASI\;- l(Vl + f) (-1\;- 1)f /

2 ~~~ (6.289) 

_ '4' [I<AS<- l(Vl + W<-l(' (S~') _ ~(~j ) 
où V3 = J;o e-<I>o(Ç) [Vl(ç,r1) + g. (h(r1) x 0)] dç + 1;3(r1). 



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 169 

Les invariants de Riemann sont 

f(r 1)t + h(r1)t . x =<l>(r1 ) = forO e-<t>o(ç) [VI (Ç-, rI) + f(r 1 )] dÇ-, 

j(r1)t + h(r1 ) . x =~(rl) + j(r1 ) r O 
e-I/Jo(Ç)dÇ- + r O 

e_I/J0(ç)â
v
l(ç-,r

1
) dÇ-, 

Jo Jo âr1 

(6.290) 

où A (> 0) et 112 sont des constantes arbitraires, E2, E4 = ±1 et VI (rO, rI) (# - f(r 1
)) , 

<po(rO), f(r 1
), h(r1

) = Xo / IXol ' S(r1
) (# 0), V3(r 1

) et <l>(r1
) sont des fonctions satis­

faisant (6.286) - (6.289) avec h· n = 0, h(r1
) # 0, âp/âr1 # ° et S(VI + j) - 1 > O. 

(II) Si 9' n = 0, une solution de la form e 

(6.291 ) 

existe pourvu que la fonction VI soit satisfaisante à l'équation (6.289) ainsi qu 'aux 

conditions 

[ 
S II:-l 1 â VI _ - I/J -- --

VI + f - KA (VI + j) II: âro - e (g . h - V3), (6 .292) 

et 

:~ ( ~~~ +E2Ih(r
1
)lvl ) =E2Ih(r

1
)1 ( ~~~ -E2Ih(rl)lv3) ' (6.293) 

où V3 = [9' (h(r 1
) x n) - f(r 1

)] J;o vl(~~r~~~:;~rl)dÇ- + J;o e-I/J(ç,r1)dç- + l;3(r1
). Les inva-
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riants de Riemann sont 

o 

f(r 1)t + h(r1). x = <l>(r1) + for e-<I>(Ç,r1)dç, 

j(r1)t+h(r1) .x= ~(rl) _ r O 

e-<I>(ç ,r1 )8<jJ(Ç,r
l
)dç, 

Jo 8r l 

où A (> 0) et 112 sont des constantes arbitraires, C2,C4 = ±1 et vI(rO,rl ) (i:- - f(r l )), 

<jJ(rO,rl ), f(r l ), h(rl ) = ;"°/1;"°1, S(rl ) (i:- 0), \t3(r l
) ainsi que <l>(r l

) sont des fonc­

tions satisfaisant (6.289) et (6.292)-(6.293) avec h· 0 = 0, h(rl ) i:- 0, 8vd8ro i:- 0, 

S(VI + 1) > 0 et V3 i:- c2Ih(rl)I - I [S(;ll(VI + 1) - j(r l )] . 

où 

(a) Si § . 0 = 0, la solution est donnée par 

p =p(rl ), p = ApK, 

v=Alsin ( for
o 

e- <I>o(Ç)dç +BI ) §+ [po - c4c(r;;A)I /2F(p(rl))] 0 

+ [1 - Al cos (for
o 

e- <I>o(Ç)dç + BI ) 1 (§ x 0), 

{ 

_2_p(K-I) /2 
F(p) = r;; - 1 

Inp 

Les invariants de Riemann sont 

(6.294) 

(6.295) 

Ici, Po, A (> 0), Al (i:- 0), BI et V2 (i:- 0) sont des constantes arbitraires, Cl, c4, C = ±1 
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et cpO(rO), p(r1
) (> 0) et cp(r1

) sont des fonctions arbitraires avec p(r1
) > O. 

(b) Si ff = E31ffl e3, n = e3, une solution de la forme 

(6.296) 

existe pourvu que la densité p satisfasse les conditions 

(6.297) 

[
s (K_l)1/2] op . 1 . 1 P - EIE4 E K,Ap or1 + f(r )p - S(r ) = O. (6.298) 

Les invariants de Riemann sont 

(6.299) 

où 

{ 

p K-l , (K, -1= 1) 
F(p) = K, - 1 . 

ln p , (K, = 1) 

Ici, A (> 0) est une constante arbitraire, El,E3,E4,E = ±1 et p(rO,r1
) (> 0), S(r1

) 

(-1= 0), f(r 1
) ainsi que cp(r1

) sont des fonctions satisfaisant (6.297) et (6.298) avec 

j(r1
) -1= 0 et op/oro -1= O. 
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Preuve : On résout le système (6.195) sujet aux conditions (5.5) avec al -=1= o. 
Comme précédemment, la pression est donnée par p = Ap", où A est une constante 

arbitraire. Comme pour le Théorème 6.5.2, on a 

(6.300) 

On traite séparément les cas (i) h x n -=1= 0 et (ii) h x n = o. 

(i) Si on fait l'hypothèse h x n -=1= 0, on peut alors poser il = vI(rO,rl)h+ 

v2(rO,r l )n + v3(rO,rl )(h x n), et § = gl(rl)h + g2(rl )n + g3(h x n). Les équations 

(6.195a) et (6.300) donnent alors le système 

ÔV2 _ -cjJ g2 + V3n . h 
ôro - e f + VI + V2n . h' 

ÔV3 _ -cjJ g3 + VI 

ôrO - e f + VI + V2n· h· 

Sous l'hypothèse n· h = 0, ce système devient 

où la fonction g2 = § . n est une constante. 

(6.301) 
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On résout le système (6.301) de manière similaire au système (6.236) et on trouve 

(6.302) 

où S(r l
) (# 0), V2 (r l

) et \i3(rl
) sont des fonctions d'intégration. 

Comme h· ri = 0 et que Ihl = 1, on obtient le même résultat qu'au Chapitre 4, 

soit h(r l
) = E2Ih(rl) 1 (h x ri), E2 = ±1. Les équations (6.195a) indiquent alors 

(6.303) 

En substituant (6.195b) dans la deuxième équation de (6.26), on remarque que la 

grandeur XI / IXI I doit satisfaire les conditions 
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(6.304) 

Ensemble, ces deux conditions produisent E (K:ApK-1)1 /2 t - [E2Ih(r1)1 V3 + j(r1)] 

~(V1 + 1). Comme l'équation (6.303) et la deuxième de (6.304) sont égales, on définit 

-1/2 (a )-1 il = -E (K:A pK-3) P fJ, =J o. En comparant les coefficients des vecteurs de base, 

on trouve alors 

(6.305) 

En considérant la quatrième équation de (6.302) , la deuxième condition de (6.305) 

d · ° rrD a [ e-q,(ç, r
1

) ] de T·T ( 1) U f· d ' · , , ° eVlent = g2 JO ar1 Vl(ç ,r 1)+ f(r1) ." + V2 r . ne OlS envee par rapport a r , 

cette relation implique 1i;(r1) = ° et g2 a~l (v:--:f) = O. Si g2 = 0, alors V2 = V2 est une 

constante. Si g2 =J 0, alors on a 

(6.306) 

où cpo(rO) est une fonction arbitraire. 

. . 
Comme Xl =J 0, il existe trois possibilités: (a) h(r1

) = 0, g~ =J 0; (b) h(r1
) =J 0, 

g~ = ° et (c) h(r1
) =J 0, ~ =J O. 
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(a) Si h(r1) = 0 et &cjJ/&r1 =1= 0, les équations (6.305) se réduisent à 

&cjJ &Vl &Vi 
p, &r1 = &r1 =1= 0, &r1 = 0, i = 2,3 , 

11:-2 &p 1 &cjJ ( ).( 1) K:Ap !'l1- + !:) 1 VI + f + f r = 0, 
ur p, ur 

&Vl (11:-3) 1/2 & p 
&r1 = -t4t K:Ap &r1 . 
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(6.307) 

Notons que les fonctions 91 = g. h et 93 = g. (h x s1) sont constantes dans ce cas. La 

dérivation de la cinquième équation de (6.302) par rapport à rI puis l'application de 

la deuxième équation de (6.307) démontre que la fonction Vs est constante et que 

e-q,(rO,r1) = e-1/Io(rO)Vl(rO, rI) + f(r 1
) 

Vl(rO,r 1 )+93 ' 

où 'l/Jo (rO) est un fonction arbitraire. 

(6.308) 

Si 92 =1= 0, alors l'équation (6.306) est valide, on peut alors la comparer à (6.308) 

et trouver VI (rO, rI) + 93 = eq,0(rO)e-1/Io(rO). Autrement dit, la fonction VI ne dépend que 

de rO. Cependant , cela entre directement en contradiction avec la première équation 

de (6.307) et implique par conséquent qu'il n'y a pas de solution dans ce cas. 

On fait donc l'hypothèse 92 = O. La fonction V2 = VS est alors constante et 

l'équation (6.308), de paire avec la cinquième de (6.302), produit la relation V3 = 

J;o e-1/Io(Ç)dç + Vs, où V3 est une constante. En vertu de l'équation (6.308), la troisième 

condition de (6.302) est équivalente à l'équation 

U ne fois intégrée par rapport à rO , cette relation révèle 

(6.309) 
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où T(r 1
) est une fonction d'intégration et 

F= 

Avec la première équation de (6.302) , la quatrième condition de (6.307) prend la forme 

(6.310) 

qu'on peut réécrire comme 

(6.311) 

La première et la quatrième équation de (6.307) donnent t = %~ (~) - 1 = -E4E( K, 

Ap"-3) - 1/ 2 (~) - 1 %~. L'équation (6.308) permet quant à elle de trouver %~ = 

- vI~f (j(r 1
) + ~) + VI!93~' La substitution de ces équations dans la troisième de 

(6.307) résulte en la relation E E (K,Ap"-I)I /2 [_1_ (j(r 1 ) + ~) __ 1_~] _..91.=l..~ = 
4 VI + f Br i VI + g3 Br i VI +93 Br i 

O. Si on remplace p par S( VI + 1)- 1, l'expression se simplifie à 

(6.312) 

Comme Ft = 0, la condition ÀO 1\ .V =J. 0 nécessite qu'on ait j(r1
) =J. 0, ce qui implique 

qu'on doit avoir f - 93 =J. O. 

Une étude de (6.311) et (6.312) révèle VI [S~I) - ~~;n . Comme on a c5 = e<P (j + 

VI) =J. 0, alors la fonction VI =J. O. Ainsi, on doit avoir la relation S(r1 )/S = j(r1 )/ (j-

93)' Une fois intégrée par rapport à rI, cette dernière nous donne S = fI (j - 93) , où 

fI est une constante arbitraire. 

De cette expression et de (6.310), on dérive (6.309) par rapport à rI de manière à 
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trouver 

ce qui implique que la grandeur (~~~+A'!?:I ne dépend que de rI. En dérivant par rapport 

à rD, on obtient 0 = (VI :f~~!3) /2 [2( VI + f) - (VI + 93) (~;l + 1)] ~. Cependant, si 

ôvd ôrD = 0, alors de l'équation (6.302) on peut déduire que la solution (p , p, il) ne 

dépend que de rI, il n'y a donc pas de superposition et de pas de solution de rang 2. 

Si on pose 2(VI + f) - (VI + 93)[(K: - 1)/2 + 1] = 0, cela implique que (K: - 3)VI = 

4f - (K: + 1)93. Si K: =1= 3, alors cela contredit la condition que VI ne dépende que de 

rI. Si au contraire K: = 3, on trouve alors la contradiction que la fonction f = 93 est 

constante. Il n'y a donc pas de solutions pour le cas h(r l ) = O. 

(b) Si h(r l
) =1= 0 et ôc/Y/ôr l = 0, les équations (6.305) se simplifient à 

(6.313) 

Si 92 =1= 0, alors l'équation (6.306) est valide et démontre que ~ = - vI~f (~ + j(r l
)) = 

O. Cette relation implique ôvd ôr l = - j(r l
) ce qui, une fois substitué avec la première 

équation de (6.313) dans la quatrième produit la contradiction K:Ap~-2~~ = O. On 

conclut donc qu'il n'y a pas de solution pour 92 =1= O. 
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Dorénavant, opérons sous l'hypothèse que 92 = O. Ensemble, la troisième et la cin­

quième équation de (6.313) impliquent la relation J..l = -E4 E2E (r,;ApK-3)1/2Ih(rl)l-l ~ 
qui, une fois substituée dans la quatrième équation de (6.313) , produit à son tour 

V3 = E4E (r,;ApK-l )1 /2 - E21{(r1)1. Avec la première équation de (6.313) et en posant 
h(r1 ) 

p = -Sj(Vl + j), on trouve 

(6.314) 

La dérivée de V3 par rapport à rI est obtenue en appliquant deux fois l'équation 

(6.314) : 

(6.315) 

Avec la première équation de (6.302) et de (6.314), on calcule 

(6.316) 

L'insertion des équations (6.315) et (6.316) dans la cinquième équation de (6.313) 
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produit la condition 

(6.317) 

On remarque que ovd oro i= 0, sinon l'équation (6.302) permettrait de conclure qu'il 

n'y a pas de superposition et donc pas de solution de rang 2. dériver (6.317) par 

rapport à ra permet de trouver 

Multipliée par (VI + j)(K.+l) /2 puis dérivée par rapport à rI, cette relation révèle _,..;2(,..;+ 

1)2- 1 A [SK.-1l (VI + j)-(K.+3) /2 + (VI + j)(K.-l)/2 = 0, d'où il s'ensuit que (VI + j)K.+l = 

2-1 ,..;2 (,..; + 1 )ASK.+l. Autrement dit, la fonction VI ne dépend que de rI ce qui entre 

directement en contradiction avec ovd oro i= O. On conclut donc qu'il n'y a pas de 

solution dans le cas présent. 

(c) Traitons finalement l'hypothèse h(r1
) i= 0 et ocp/or1 i= O. Après l'élimination 

du facteur p" les équations (6.305) deviennent 

(6.318) 

On traite séparément les cas (1) g2 i= 0 et (II) g2 = O. 

(1) Faisons d'abord l'hypothèse que g2 i= O. L'équation (6 .306) est alors valide et 
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indique que g~ = - vl~f (~ + j(r l
)) . En substituant cette grandeur ainsi que la 

condition (6.287) dans (6.318) , on trouve 

(6.319) 

Le remplacement de la densité p par S/(Vl + f) dans la cinquième équation de (6.305) 

et dans (6.319) nous permet d'obtenir les conditions (6.288) et (6.289). 

Poser e-I/J = e-I/Jo(rO) (VI + f) dans (6.302) permet d 'établir V2 = 92 J;o e-I/Jo(Ç) dE, + V2 

et V3 = J;o e-I/Jo(ç) [VI (E" rI) + 93(r l )] dE, + V3(r l ), où V2 est une constante, puis de 

réduire la troisième condition de (6.302) à la forme (6.286). 

La solution (p , p, il) est alors donnée par (6.285) et est sujette aux conditions 

(6.286) - (6.289). De paire, (6.28) et (6.306) donnent les invariants de Riemann (6.290). 

Les vecteurs / 0 et / 1 sont linéairement indépendants pourvu que op / orl =1= o. La 

condition À ° 1\ À 1 est garantie puisque h(rl
) =1= o. 

(II) On fait l'hypothèse hxn = 0, alors h = Eln, où El = ±1. (a) Avec l'hypothèse 

supplémentaire §x n =1= 0, on peut poser il = VI (rO , rI )§+V2(rO, rI )n+V3(rO, rI) (§x n). 
Réécrire (6.195a) et (6.300) en terme des vecteurs de base (§, n, (§ x n)) mène au 

système 

op pe-I/J§· n OVI pe-I/J(1 - V3) 

oro = -El [1 + El(Vl§. n + V2)t - f>:Ap,, - l ' orO [1 + El(Vl§· n + V2)] , 

OV2 e-I/J§· n { f>:Ap,,-l } 
o ° [ ....] 2 V3 + [ ....] 2 , r 1 + El(Vl§ · il + V2) 1 + El(Vl§· il + V2) - f>:Ap,, - l 

OV3 pe- I/Jvl 

oro [1+El(Vl§.n+V2)]· 
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Sous l'hypothèse §. n = 0, ce système devient 

8p 8Vl pe-4>(l - V3) 
8ro = 0, 8ro [j + EIV2] 

, 

8V
2 = 0 8V3 pe- 4>v l 

8ro ' 8ro [j + EIV2]· 

(6.320) 

On remarque que la densité p et la fonction V2 ne dépendent que de rI et que la 

deuxième et la quatrième équation de (6.320) ont comme solution 

(6.321) 

La substitution de (6.195b) et de li = Eln dans la deuxième équation de (6.221) 

produit les conditions 

1\;-1 1/ 2 ~ À 8<fy· 1 ~1 [ 1 E(I1:Ap ) -V·I»I =p, 8rl +f(r) , (6.322) 

On note que Xl/ IXII = E4n et p,-1 = EIE48<fy/8rl =1 0, où E4 = ±l. Ainsi, la première 

équation de (6.322) devient 

(6.323) 

L'équation (6.195a) indique 

(6.324) 
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Poser r1/ Ir11 et comparer les coefficients dans (6.324) permet de trouver 

(6.325) 

On impose â71/âro =1= 0, on a donc VI =1= 0 et V3 =1= 1. La quatrième équation de 

(6.320) peut alors être écrite sous la forme v3(rO)vl1 = e- cP(r
O

,r
1
) U(r1) + E1v2(r1)r1 . 

En notant le côté gauche comme e-cPo(r
O

), on peut alors reformuler comme ecP(r
O

,r
1
) = 

ecPo(r
O

) (f(r1) + E V (r 1))-1 d'où on trouve .Ê!t = J(r
1
)+El v2(r

1
). En substituant cette 

1 2, Br1 f+€1 V 2 

relation dans (6.323) puis en utilisant la deuxième équation de (6.325), on remarque 

que J(r;~l v2(r
1
) = - p(r

1
). Autrement dit, on note que f + El V2 = (V2p) - 1 , où 112 est 

€1 V 2 p 

une constante d'intégration. Il s'ensuit que 

(6.326) 

L'intégration de la deuxième équation de (6.325) par rapport à rI mène à la relation 

V2 = - E4 E (/'i;A) 1/ 2 F (p) + Po, où Po est une constante d'intégration et 

{
~P(K_1)/2 

F(p) = /'i; - 1 

lnp 

Par conséquent, on a 
1 1/2 

f = T:T + E1 E4 E (/'i;A) - E1PO· 
V2P 

(6.327) 

De plus, en posant e cP = e cPo /U + E1V2) dans l'équation (6.321) et en se rappelant la 

première équation de (6.325), on remarque que les fonctions Al et BI doivent être 

constantes. 

La précédente discussion établit sans équivoque que la solution (p , p, 71) est donnée 

par (6.294). Les invariants de Riemann (6.295) sont obtenus via (6.28) avec l'aide des 

équations (6.326) et (6.327) ainsi que de la relation h = E1n. L'indépendance linéaire 

entre les vecteurs r O et r I est respectée pourvu que Al =1= 0 et que p(r1
) =1= O. La 
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condition >.01\>.1 =1= 0 est aussi respectée lorsque perl) =1= o. 

(b) Faisons maintenant l'hypothèse h x n = 0, § x n = o. On choisit n = e3 

et on pose if = Ef=l vi(rO, rl)ëi. On doit donc avoir h = Elë3 et § = E31§1 ë3, où 

El, E3 = ±l. En substituant ces quantités dans les équations (6.195a) et (6.300), on 

trouve le système 

(6.328) 

La résolution du système (6.328) se déroule de manière similaire à celle du système 

(6.272) et résulte en 

(6.329) 

où S(rl) est une fonction d'intégration non-nulle. 

La substitution de (6.195b) et de h = Elë3 dans la deuxième équation de (6.26) 

mène aux conditions 

(6.330) 

On remarque sans peine que )..1/1)..11 = E4e3 et f-L - l = ElE4âcjJ/ârl =1= 0, où E4 = ±1. La 

première équation de (6.330) devient 

(6.331) 
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Les équations (6.195a) exigent 

av 3 aVi _ (K-3) 1/ 2 a p Xl 
~ 1 = L ~ 1 ei = -E /'i,Ap ~ 1 -1-1· ur i=l ur ur ,v (6.332) 

Remplacer X1/ 1 XII 

d'obtenir 

E4ê3 puis comparer les coefficients dans (6.332) nous permet 

(6.333) 

De la deuxième et de la troisième équation de (6.328), on remarque que les fonctions 

VI et V2 sont soit nulles toutes les deux, soient non-nulles. Étudions chacune de ces 

possibilités séparément. 

Faisons d'abord l'hypothèse VI, V2 =1= O. La deuxième équation de (6.328) peut alors 
A ,. vl(rO) e -4>(rO ,r

l
) S· lA' h <j) (rO) etre ecnte comme -( 0) = f( 1)+ (1) . 1 on note ecote gauc e comme e- ° , on V2 r r El V3 r 

bt · t <j)(rO,r l ) - e 4>o(rO) t .0t - 1 [1·( 1) . (1)] E b· Olen e - f(r l )+€1 V3(r l ) e or l - -f(rl )+€1V3(rl ) r +E1V3 r . n su stl-

tuant ces grandeurs dans (6.331) et en employant la deuxième équation de (6.333), on 

trouve la relation f+~lV3 (i(r1) + E1v3(r1)) = -~~ qui, une fois intégrée par rapport 

à rI produit 1 + El V3 = V3(;0)P ' où V3(r
1

) est une fonction d'intégration. La première 

équation de (6.329) nous donne cependant 1 + E1V3 = S(r1)/p, ce qui implique que 

S(r1
) = l/V3(rO) et que les fonctions S et 113 sont constantes. On en conclut que 

e<j)(rO,r
l

) = pcpo(rO)/5. De paire avec la deuxième équation de (6.329), cette relation 

permet d' 0 btenir 

(6.334) 

L'intégration de cette relation par rapport à rO révèle 

(6.335) 

où T(r 1
) est une fonction d'intégration. 
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En considérant la première équation de (6.329), la deuxième condition de (6.333) 

devient €l~~+€lj(rl) = €4€ (K:ApK.-3)~. Ainsi, la dérivation de (6.335) par rapport 

à rI résulte en 

Comme h = €l ë3 est constant, on remarque que la condition>. ° 1\ >.1 =J. 0 est respectée 

si et seulement si j(rl ) =J. O. Il s'ensuit que p(K.+l )/2 = €1€4€ (K:A) - 1/2 [~~~~~ - 5] , 

autrement dit, la densité ne dépend que de rI. Or, l'équation (6.334) produit alors la 

contradiction €1€31§1 e-4>o(rO) = O. On conclut donc qu'il n'y a pas de solution lorsque 

Faisons finalement 1 'hypothèse VI, V2 = O. La première équation de (6.329) dé­

montre que il = €l (~ - f) ë3. De paire avec cette équation, la deuxième de (6.333) 

mène à l'équation différentielle pour p : 

[
5 (K._l)1 /2 ]OP . 1 . 1 P - €1€4€ K:Ap orl = - f(r )p + 5(r ). (6.336) 

La deuxième équation de (6.329) impose op/oro =J. O. Comme le vecteur h = €1ë3 est 

constant, on remarque que la condition >.01\ >.1 =J. 0 lorsque j(rl ) =J. O. Ainsi, les deux 

côtés de l'équation (6.336) doivent être non-nuls. L'équation (6.336) peut alors être 
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utilisée pour calculer 

(6.337) 

La deuxième équation de (6.329) peut quant à elle être réécrite comme étant cp = 

ln( -EIE31§1) - ln (;~ - KApK-2) -ln (?ra) puis dérivée par rapport à rI de manière 

à donner , avec l'aide des équations (6.336) et (6.337) 

(6.338) 

En substituant (6.338) et la première équation de (6.329) dans (6.331), on obtient la 

relation implicite (6.297) pour p. 

La deuxième équation de (6.329) nous donne une expression pour e- tP , d'où on 

déduit 

for
O 

e-tP(f"r1)dE, = EI E31§I - I [:;2 + KAF(P)] + T(r I
) , 

où T(r I
) est une fonction d'intégration et 

(6.339) 
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dériver (6.339) par rapport à rI puis utiliser la relation (6.336) nous permet de trouver 

(6.340) 

Les invariants de Riemann (6.299) sont obtenus via les équations (6.28), (6.339) et 

(6.340) ainsi que le remplacement de la fonction arbitraire cp par cp - T. 

La solution (p,p, if) a la forme (6.296) et la densité p doit satisfaire les conditions 

(6.297) et (6.298). L'indépendance linéaire entre 10 et 11 est assurée si op/oro =1= ° et 

soit S(r1) =1= ° ou j(r1) =1= O. La condition >.0 1\>.1 est quant à elle respectée pourvu 

D 

Les écoulements décrits par les solutions (6.285), (6.291), (6.294) et (6.296) sont 

compressibles et ont tous une entropie constante. La solution (6.296) est un écoulement 

potentiel alors que tous les autres écoulements exhibent une vorticité. 

Solution explicite 

Afin de rendre la solution (6.294) explicite, faisons les hypothèses suivantes. Soit 

le vecteur de gravitation 9 = (0,0,9) et le vecteur vitesse angulaire n = (1,0,0). Si 

on choisit les constantes Po = 1, A = 1, Al = 1, BI = 0, V2 = 1 et K, = 2 ainsi que les 

branches E = El = E2 = E3 = E4 = 1, on peut alors exprimer l'invariant de Riemann rI 

de manière explicite en choisissant les fonctions arbitraires comme étant cpo(rO) = 0, 

p(r1 ) = (rl)2 et cp(r l ) = O. 
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Sous ces hypothèses, on trouve les solutions explicites de rang 2 

( ) 
_ (J2t - J2X)2 () _ (J2t - J2X)4 

p t, x - 36t2 ' P t, x - 36t4 ' 

iJ(t x) = sin (t _ (J2t - J2X)3) .... + (1 _ J2 J2t - J2x) n 
, (108J2t2) 9 3 t (6.341) 

[ ( 
(J2t-J2X)3 .... )] + 1 - cos t - J2 (g x n) 

108 2t2 

où les invariants de Riemann sont donnés par 

rO(t x) = t _ (J2t - J2X)3 
, 108J2t2 ' 

1 ( ) _ J2t - J2x r t,x - . 
6t 

(6.342) 

Les solutions (6.341) représentent un écoulement compressible pour lequel la première 

et la troisième composante du champ de vitesse présentent une forme périodique. De 

plus, certaines solutions présentent un comportement asymptotique lorsque t -+ 00 

1. 1 
t~~p(t,x) = 18' t~~p(t,x) = 324' 

.... 1 
lim iJ(t, x) . n = -. 
t-tOO 3 

Les invariants de Riemann rO(t,x) et r1(t,x) présentent une singularité lorsque le 

dénominateur des équations (6.342) est nul, c'est-à-dire au temps t = o. Il s'agit de 

la seule singularité pour ce cas et elle est observable dans les Figures 6.14, 6.15, 6.16, 

6.17 et 6.18. 

Les Figures 6.14 et 6.15 représentent respectivement la densité p(t, x) et la pression 

p(t,x). 

Les Figures 6.16, 6.17 et 6.18 représentent respectivement le champ de vitesse 

iJ(t, x) dans le plan engendré par le vecteur de gravitation g, le vecteur de vitesse 

angulaire n et (g x n). 
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FIGURE 6.14 - Représentation gra­
phique de la densité p( t, x) 

FIGURE 6.15 - Représentation gra­
phiq ue de la pression p ( t , x) 

FIGURE 6.16 - Repré­
sentation graphique du 
champ de vitesse iJ(t ,x) 
sur le plan engendré par 
le vecteur 9 

FIGURE 6.17 - Représen­
tation graphique compo­
sante du champ de vitesse 
iJ(t, x) sur le plan engen­
dré par le vecteur n 

FIGURE 6.18 - Repré­
sentation graphique du 
champ de vitesse iJ(t , x) 
sur le plan engendré par 
le vecteur (9 x n) 





Chapitre 7 

Conclusion 

La dynamique des fluides trouve des applications notamment dans l'analyse des 

vagues sur un étang, l'instabilité de l'écoulement d 'un fluide dans un tuyau, l'inter­

action entre deux anneaux de fumée ou encore l'écoulement de lave volcanique [16]. 

En génie, on peut trouver des applications en transport de fluides (acheminement 

d'eau potable à des domiciles), en génération d 'énergie (énergie éolienne), en contrôle 

environnemental (système d'air climatisé) et en transport (aviation) [17]. Plus spé­

cifiquement, les résultats obtenus dans ce mémoire sont d'intérêt particulier dans le 

domaine de la dynamique des fluides géophysiques, notamment en météorologie où le 

mouvement des fluides considéré est le mouvement des gaz dans l'atmosphère. 

7.1 Résumé des résultats 

Les résultats du Chapitre 4, les états simples, sont résumés à la Table A. Cette 

table indique les conditions sous lesquelles les états simples distincts ont lieu. Plus 

spécifiquement, on obtient pour l'état entropique simple EO une solution décrivant 
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l'écoulement d'une fluide incompressible pouvant, sous une certaine condition, être 

isentropique. Pour l'état acoustique simple A~, on trouve deux solutions représen­

tant chacune l'écoulement d'un fluide incompressible avec vorticité et une entropie 

constante. En ce qui concerne l'état hydrodynamique HO, on trouve trois solutions. 

La première décrit l'écoulement avec vorticité d 'un fluide incompressible avec entropie 

constante. La deuxième solution représente l'écoulement d 'un fluide incompressible à 

entropie constante. La dernière représente l'écoulement d 'un fluide à entropie et den­

sité constantes avec une vorticité non-constante. 

7.2 Perspectives de recherche 

Les méthodes employées dans ce mémoire et les résultats présentés sont fonda­

mentaux à de futures recherches dans ce sujet. Les éléments intégraIs simples calculés 

dans le Chapitre 3 et les solutions obtenues dans le Chapitre 6 sont les éléments de 

base pour les études suivantes. 

Les solutions données ici pourraient dans le cadre de futures recherches trouver 

dans application pour les modes inertiels de rotation et les ondes de Rossby. 

Il serait aussi possible possible de mener une démarche similaire à celle de ce 

mémoire pour obtenir des solutions au système d 'équation de la dynamique des fluides 

incluant cette fois la force centrifuge, ou excluant la force gravitationnelle par exemple. 

Finalement, il serait par exemple possible de s'en servir pour calculer des solutions 

de rang 3, soit la superposition de deux ondes simples sur un état simple. 

Le problème de Cauchy pour le cas de la superposition d 'une onde simple sur 

un état simple a été discuté dans le Chapitre 2 pour un système général (2.1). Ces 
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résultats peuvent être appliqués pour résoudre le problème de Cauchy associé au 

système d 'équations de la dynamique des fluides (3.1) . 

La superposition non-linéaire de plusieurs ondes sur un état simple du système 

non-homogène (3.1) peut aussi être étudiée. Dans ce cas, on fait l'hypothèse que l'ap­

plication tangentielle du(x) est la somme d'un élément non-homogène et de plusieurs 

éléments homogènes : 

k 

du(x) = L:eld ® Àd+ço, o ® Ào, k::; 2 
r = l 

'" SJ.L~j ,d - 0 ~aj ' YdÂJ.L - , 
J.L ,j J.L ,j 

ÇO = l , 

où 1 ::; s ::; m et 1 ::; d ::; k. Les solutions de cette forme existent et peuvent 

être écrites en termes des invariants de Riemann pourvu que les commutateurs de 

tous les champs vectoriels l a et 1 (3 soient des combinaisons linéaires de ces champs, 

autrement dit: ba, 1(3 ] E Span{ l a, ,(3}, où a , (3 E {O, l , ... , k}. Dans ce cas, les vecteurs 

' 0, "'Ik peuvent être normalisés de manière à obtenir ba, 1(3] = 0, a, (3 E 0, l, ... , k. 

Par conséquent, les vecteurs '0, Il, ... , Ik forment un système holonome et la surface 

qui leur est tangente peut être paramétrisée par 

u = f(r) , ( ° 1 k) r= r,r, ... ,r , 

de sorte que 
af 
ara (r) = la (r ) , a E (0, l , ... , k). 

Comme les vecteurs '0 , "' I k sont présumés linéairement indépendants et qu'on a la 

condition 

d a = ~ arad J.L 
r ~ a x , 

J.L=O xJ.L 
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on obtient le système sous forme Pfaff 

C =1- 0, Œ E {a, 1, ... , k}, 

dont une solution existe si les conditions suivantes sont satisfaites [4] 

où 0::0-, f3~ et (~ sont des fonctions données de r. Les cas distincts O::d =1- ° et O::d = ° 
(1 :s: d :s: k) sont étudiés de manière similaire à celle employée dans le Chapitre 2 

pour k = 1. Les éléments intégraIs simples du Chapitre 3 peuvent être employés pour 

déterminer les solutions des équations de la dynamique des fluides (3.1). Ces solutions 

impliquent la superposition de plusieurs ondes simples sur un état simple. 
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Annexe A 

Tables récapitulatives 

Nous introduisons la notation suivante: une solution existante est notée + et une 

solution inexistante est notée - . Les ondes simples entropiques, acoustiques et hydro­

dynamiques sont respectivement notées par E, A€ et H . Les états simples entropiques, 

acoustiques et hydrodynamiques sont quant à eux respectivement notés par EO, A~ 

et HO. 

§ .o.*o + 
EO 

§ ·o.=o + 

,Ln*o -
ixo.*o 

i·o.=o + 
AO 

t: g·o.*o -
ixo.=o 

§·o.=o + 

ixo.*o X·o.=o + 

HO §.o.=o + 
Xxo.=o 

gxo.=o + 

TABLE A .1 - États simples existants 
(solutions de rang 1). 

E At: H 

EO + + -
AO + - -t: 

HO + + -

TABLE A .2 - Superpositions existantes 
(solutions de rang 2). 
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o·n*o -
al = 0 

o·n=o + 

EOE §xn*o + 
o·n.*o 

§xn=o al * 0 + 

§·n=o -

TABLE A.3 - Superposition d'une onde entropique simple E sur un état entropique 
simple EO 

§.n*o -
al = 0 K*l -

EOA §.n=o 
E' 

K=l + 

al * 0 -

TABLE A.4 - Superposition d'une onde acoustique simple AE sur un état entropique 
simple EO 

,tO . n * 0 -
,to x n * 0 

,to . n = 0 -
al = 0 

0·0.*0 -
,t°xn=o 

0·0.=0 + 

AOE ,to .0.* 0 -E' 

,to x 0. * 0 o·n. = o -
,to . n = 0 

§.n.*0 al * 0 + 

§.0.*0 -
XOxn. = O 

§·0.=0 + 

TABLE A.5 - Superposition d 'une onde entropique simple E sur un état acoustique 
simple A~ 
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§.n = o -
Xo x n * 0 p=o 

§.n*o 
Xo. n= ° + 

al = 0 p*O + 

HOE §·n=o + 
iOxn=o 

§xn=o + 

§xfl*O 
+ 

al * ° iOxn=o §.n*o 
§xn = o -

TABLE A.6 - Superposition d'une onde entropique simple E sur un état hydrodyna­
mique simple HO 


