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Résumé

L’objectif de ce mémoire est de trouver des classes de solutions des équations de la
dynamique des fluides par la méthode de Riemann des caractéristiques généralisées.
Ces équations décrivent le mouvement en 3+1 dimensions d’un fluide idéal (non-
visqueux) en présence de la force gravitationnelle et de Coriolis dans un systeme de
coordonnées non-inertiel. Le systéme d’équations initial est un systéme hyperbolique
qu’on met sous forme algébrique en utilisant les éléments intégrals simples homogenes
et non-homogenes. Une fois ceux-ci sont calculés, on trouve les solutions de rang 1
en termes des invariants de Riemann du systeme homogeéne et non-homogene de la
dynamique des fluides qu’on nomme respectivement ondes simples et états simples.
On trouve les ondes simples et les états simples entropiques, acoustiques et hydro-
dynamiques qu’on dénote respectivement par : E, A, H, E° A% et H°. L’approche
est ensuite généralisée de maniere & obtenir des solutions de rang 2 représentant la
propagation d’une onde simple sur un état simple. Parmi les solutions de rang 2, on
retrouve les classes suivantes : E°E, E°A,, AYF, AYA,., H'F et HY A.. Nous obtenons,
pour chacun des cas, des solutions analytiques admettant des fonctions arbitraires
d’une variable. En particulier, la spécification de ces fonctions nous permet de trouver
des solutions de rang 2 de type solitonique (kink, bump) qui représentent un intérét
particulier en physique. Les résultats sont résumés dans les Tables A.1, A.2, A.3, A4,

Abet AG.

William Gauthier Michel Grundland
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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce mémoire est de trouver des solutions analytiques exactes en termes
des invariants de Riemann des équations de la dynamique des fluides non-homogenes
en 3+1 dimensions pour ’écoulement d’un fluide idéal (non-visqueux) en présence de
la, force gravitationnelle pg et de la force de Coriolis p(Q x 7). Ces équations forment
un systéme hyperbolique non-homogeéne quasi-linéaire du premier ordre. La méthode
employée sera basée sur la généralisation de la méthode des invariants de Riemann
établie dans les articles [1],[2],[3],[4],[5]. Plus spécifiquement, on trouve d’abord les
solutions au systeme homogene (solutions de rang 1) qu’on dénote ondes simples. Ces
solutions décrivent réellement une onde. On calcule ensuite les solutions du systéme
non-homogeéne qu’on dénote états simples. Ces solutions sont d’un intérét particulier
étant donné qu’elles sont la base pour construire des solutions d’ordre supérieur (rang
2 et plus) et qu’elles existent pour tous systemes d’équations aux dérivées partielles
hyperboliques. Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéressons aux solutions de
rang 2, soit la superposition d'une onde simple sur un état simple. Physiquement, ce

type de solution représente une onde et le milieu dans lequel elle se meut.

Dans le Chapitre 2, nous considérons, selon les articles [4] et [5], les expressions



déterminant les éléments intégrals simples homogenes et non-homogenes permettant
de déterminer les solutions de rang 1 d’un systéme d’équations quasi-linéaire du pre-
mier ordre. On définit ensuite les ondes simples de Riemann (solutions du systéme
homogéne) et les états simples de Riemann (solutions du systéme non-homogene) du
systéeme d’équations. On y traite aussi la notion de leur superposition non-linéaire et
leurs propriétés. On vérifie I'hypothese que les conditions de compatibilité sont res-
pectées de maniere & garantir 'existence de solutions de rang 2. Il y est démontré que
de telles solutions existent, que la propagation d’une onde simple sur un état simple
survient et que ces solutions de rang 2 peuvent étre écrites en terme des invariants de
Riemann. On y présente aussi plusieurs théorémes qui, selon larticle [5], donnent une
solution en terme des invariants de Riemann sous forme implicite pour un systéme

d’équations aux dérivées partielles.

Dans le Chapitre 3, la méthode des invariants de Riemann est appliquée aux
équations non-homogenes classiques de la dynamique des fluides
o . I
p a%—(v-V)v +Vp=p(g—Qx10),
dp

ZF i) — 11
8t+v (pv) =0, (1.1)

d(p . p
5 (5) oo (%)

ou k est le coefficient adiabatique, p est la densité, p la pression et v la vitesse d’un
fluide idéal se déplacant sous l'influence de la force gravitationnelle pg et de Coriolis
p(ﬁ % ¥') dans un systeme de coordonnées non-inertiel. On détermine alors les éléments

intégrals simples homogenes et non-homogenes du systeme (1.1).

Dans le Chapitre 4, les solutions du systéme non-homogéne (1.1), qu’on appelle
états simples, sont calculées en termes des invariants de Riemann et interprétées d’un
point de vue physique. Les solutions trouvées sont 1’état entropique simple E°, acous-

tique simple AY et hydrodynamique simple H°. Ces types de solutions se distingue
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physiquement par leur vitesse. Les ondes entropiques sont les ondes qui ont une vitesse
équivalente a celle de leur écoulement, les ondes acoustiques sont les ondes qui ont se
déplacent a la vitesse du son et les ondes hydrodynamiques sont, tout simplement, les

autres ondes.

Dans le Chapitre 5, on étudie la propagation d’une, deux et plusieurs ondes simples
sur un état simple d’un systéme d’équations non-homogéne quasi-linéaire hyperbolique
du premier ordre. On se concentre sur I'importance physique des solutions de rang 2
ou plus. On remarque notamment la conservation du nombre et du type des ondes en

superposition élastique.

Dans le Chapitre 6, on étudie les solutions de rang 2 de la dynamique des fluides,
soit la propagation d’une onde simple de Riemann sur un état simple (la superposition
d’une onde simple sur un état simple). On y observe six types de solutions de rang 2 :
'onde entropique simple sur I’état entropique simple E°E, ’onde acoustique simple
sur 1’état entropique simple £°A., 'onde entropique simple sur I’état acoustique simple
A°E | I'onde acoustique simple sur 1'état acoustique simple A%A,, l'onde entropique
simple sur ’état hydrodynamique simple H°E et Ionde acoustique simple sur ’état
hydrodynamique simple H°A,. Les solutions trouvées a cette étape admettent des
fonctions et des parametres arbitraires. Comme le systeme admet un certain degré
de liberté au niveau des fonctions arbitraires, il est possible de trouver des solutions
solitoniques (rang 1) ou multi-solitoniques (rang 2) en spécifiant ces fonctions. Pour
chaque type de superposition, une solution de rang 2 implicite est rendue explicite
en appliquant le théoréme des fonctions implicites et inverses. On y présente une
interprétation physique de chacun des résultats obtenus. On utilise le logiciel de calcul
symbolique Mathematica [6] pour générer les graphiques a I'aide de la commande

Plot3D. 11 est de plus utilisé pour vérifier ’exactitude des solutions trouvées.

La conclusion dans le Chapitre 7 contient un résumé des résultats ainsi que des

indications pour les recherches futures.



Il est & noté que les Chapitre 3, 4 et 6 représentent des contributions originales.



Chapitre 2

Introduction a la méthode des

invariants de Riemann

Ce chapitre introduit la théorie des invariants de Riemann nécessaires aux Cha-

pitres 3, 4 et 6. La présentation consiste en un résumé des articles [4] et [5].

2.1 Concepts Fondamentaux

Nous considérons dans la présente section un systéme quasi-linéaire d’équations
différentielles partielles non-elliptiques et non-homogeénes du premier ordre de forme
" ou? ()
1 ! ] ! \
ZZ&;“(U TS o =b*(u',..u) ou 1<s<m, (2.1)

#.:l ]:1

ol u/(z!,...z") sont les variables dépendantes, z* les variables indépendantes et a'j“
et b° sont des coefficients fonctions des variables dépendantes seulement. L’espace

des variables indépendantes est un espace euclidien [E = R™ et 'espace des variables



dépendantes est H € R’ On fait ’hypothése que les conditions initiales ug(z) sont
lisses, soit que ug(z) € C(R™1). Plus généralement, on fait 'hypothese que toutes les
variétés et applications sont aussi lisses que nécessaire. Nous nous intéresserons aux
solutions de (2.1) décrivant la propagation et les superpositions non-linéaires d’ondes

ayant lieu au sein de notre systeme.

2.1.1 Ondes simples

Considérons 1’équation linéaire homogene

1

CLS/‘L(”LL ,.-.,UZ)U:‘)].I/J. - 0,

(2.2)

Dans le cas linéarisé, lorsque les arguments de a>"(u) sont fixés & une valeur quelconque

- oW
w(z) = @ + eve 0 (@) agﬁ =0, (2.3)

ol € est un petit parametre, on peut chercher une solution de type onde plane. Dans ce

cas, en négligeant les termes d’ordre supérieur en ¢, 'équation (2.3) dans (2.2) donne
Q@ 8y A = 0,

ce qui exige que la relation d’onde

a(at, .., @)y N, =0 (2.4)

soit respectée.

On note I'espace des variables dépendantes par H C R’ (i € H). L’espace des

variables indépendantes est noté par £ C R™ (z € E). On remarque que 7, le vecteur
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de polarisation, est un élément de H. A\ est un covecteur caractéristique ou
vecteur d’onde qui est élément de ’espace dual des 1-formes linéaires E*. La condition
nécessaire a ’existence d’une solution non-nulle & 1’équation (2.4) pour un vecteur «
est que

rang ‘aj“/\#‘ <, (2.5)

ou [ est le nombre de variables dépendantes.

L’ensemble de tous les covecteurs caractéristiques A satisfaisant (2.4) pour les
valeurs fixes de u (u = 1) est nommé cone caractéristique. La relation (2.4) est
appelée relation d’onde. La relation (2.5) est quant & elle appelée relation de

dispersion. Cette relation de dispersion implique que v = y(u) et A = A(u).

Si le nombre d’équations est égal au nombre de variables dépendantes, alors I’équa-

tion (2.5) est remplacée par

det (a;“(u)/\#) =0, m=L

Comme a3 dépend de u (les variables dépendantes), les covecteurs A(u) qui satis-

font (2.5) dépendent aussi de u. Autrement dit, on a

Il a été montré [1] que méme si les relations d’ondes ont été formellement obtenues
en linéarisant (2.2) & un point u = 1, des solutions exactes des équations non-linéaires
peuvent &tre obtenues. Ces solutions de (2.2) sont nommeées ondes et sont basées sur
v(u) et A(u) peut étre obtenu. Ceci découle de I'intégration de 'ensemble d’équations

différentielles ordinaires
du®

dr = 7%(u).



Soit une certaine courbe de 'espace H tangente en tout point au vecteur de pola-

risation 7y(u). Définissons cette courbe comme suit :
u= f(r), r € [a,b] C R.
Si on prend une fonction différentielle arbitraire
¢ R [a,b],

alors la paire

w=f(r)  r=¢((u)a") (2.6)

peut &tre considéré comme une relation implicite définissant une certaine fonction
u = u(z). Par substitution, on peut vérifier qu'une fonction ainsi définie est une
solution au systéme (2.2). Les solutions appartenant a ces classes sont appelées ondes
simples de Riemann.

Définition 2.1.1 (Catastrophe du gradient). Les solutions décrivant le compor-
tement de l’onde simple données par la relation implicite (2.6) peuvent étre dérivées

de maniére a ce que

o P\ j— d¢
Ozr 1 — '%I“’ N d()\#:c#)'

De ces relations suit que [’hypersurface M définie par

r= ,@()‘M(T)z#)>

- dA
1 =¢p—Fta*
¢ dr
correspond auz points ou le gradient de r devient infini. Ce phénomene est nommé ca-
tastrophe du gradient [7]. Une solution peut perdre son sens sur l’hypersurface M.

Autrement dit, on pourra observer dans le cas de certaines solutions des discontinuités

sur cette surface, par exemple des ondes de choc peuvent apparaitre [7].
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Considérons le systéme (2.1) sous une forme algébrique. On définit un élément

intégral comme étant la matrice L{L satisfaisant

Ak [ ‘aj [T
J

a un point arbitraire au temps fixé ty uo(x,to) € H. Il s’agit de la matrice des appli-

cations tangentes

. . n J
du(z) : E — T,H, SaH — v, oul =) ,aiéa:“.
oo Oxv

La matrice L est un élément de I'espace linéaire L(E,T,H) = T,H ® E*, ou E* est
I'espace dual des 1-formes linéaires A : E — R. Chaque élément de 'espace T,H @ E*

est une somme finie de tenseurs simples y® A ou A € E* et v € T,,H.

L’élément intégral LZL est définit comme un élément simple si son rang est 1,
autrement dit si le tenseur correspondant est simple. Dans un tel cas, la matrice se

décompose en un produit entre un vecteur v € T, H et un covecteur A € Ex satisfaisant

n

dd aH(w)y A =b ot 1<s<m (2.7)
p=1j=1

Les éléments simples existent lorsque le systéeme (2.7) est non-homogene et a une

solution non-triviale « si et seulement si rang ( e 05 A, bs) = rang (Zzzl aj“/\u) :

Dans le cas d’un systéme homogene, la condition est alors rang (Zﬂzl a‘;“(u)/\u) <L

On construira les solutions de (2.1) a partir d’éléments intégrals simples. Une
solution u : D C E +— H du systéme (2.1) pour laquelle ’application tangentielle du(z)
est un élément intégrable simple Vo € D est définie comme une onde simple (solution
d'un systéme homogeéne) ou un état simple (solution d’un systéme non-homogene). Le
théoréme des rangs [8] implique que u(D) € H est une sous-variété unidimensionnelle,

soit une courbe I'. Sir +— f(r) € H est une paramétrisation de I', alors u(z) = f(r(z))
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ou 7(x) est une fonction scalaire appelée invariant de Riemann.

2.2 Etats Simples

Dans le cas du systéme non-homogene (2.1), on introduit la notion d’état simple
de maniére analogue & l'introduction de la notion d’onde simple. Une fonction u(x)
est considérée comme un état simple si

ou”

S =N, i) = b w.

Les conditions de compatibilité exigent que

d
iy PV Ul
dr0

En choisissant une longueur appropriée pour A\°, on peut obtenir

d
— 0 =0 2.
dr0 0 (2.8)

Autrement dit, le vecteur A° est constant. Ainsi, on peut représenter la solution de
(2.1) par la forme
u= f(r, r0 = /\256“. (2.9)

Ces solutions sont appelées états simples du systéme (2.1). Les solutions du systéme
homogene (2.1), les ondes simples, correspondent réellement a des ondes dans le sens
physique tel que défini (par exemple) par Rieutord [9]. En ce qui concerne les solutions
au systéme non-homogene, les états simples, le covecteur A\° est analogue & un vecteur
d’onde (w, /?) déterminant le vitesse et la direction d’une onde simple. Les conditions
de compatibilité détaillées plus tot indiquent que \° ne dépend pas de %, A\° a plutot
une direction constante dans I’espace physique. La solution peut s’écrire sous la forme

0 _ 4

u=u(r?), our e ;\216“ = A0t 4+ X- 7. L’état simple se propage en direction de .
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On peut ainsi déduire que les états simples sont des solutions unidimensionnelles dans
I’espace physique [E = R® qui sont constantes sur la famille de plans paralléles XZ=0
et se propagent & vitesse de phase constante \° = /\0/|X| perpendiculairement a ces
derniers. Ces solutions de classe C! décrivent I’écoulement laminaire. Si (et seulement
si) la vitesse de phase A° et la vitesse de groupe & ne sont pas égales, alors on observera

de la dispersion [10].






Chapitre 3

Equations de la dynamique des

fluides

Considérons les équations non-homogenes décrivant I’écoulement d’un fluide non
visqueux soumis a la force de Coriolis p(2 x v) et la force gravitationnelle pg. L’écou-
lement sera décrit par un systeme d’équations dans un systéme de coordonnées non-

inertiel donné par [9]

ov -
p(é%—(ﬁ-V)U)%—szp(ﬁ—Qxﬁ)

dp

op 5 — 3.1
S+ V() =0 (3.1)

() ew(z)-

Dans ce cas, ]’espace physique E € R* sera ’espace-temps dont les points ont la forme
(t,7). L’espace des fonctions inconnues H € R® a les coordonnées (p, p, v) ot p est la
densité, p la pression et v les trois composantes du champs de vitesse. La quantité
k, le coeflicient adiabatique, est une constante non nulle et positive. Notons que O

est le double de la fréquence de rotation f et que, sous le bon choix de systéme de
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coordonnées, il est possible d’avoir O = (0,0,1) et donc |}| = 1. Finalement, une
connaissance approfondie de la dynamique des fluides permet de remarquer qu’on
néglige ici la force centrifuge. Il s’agit tout simplement d’un choix : négliger les termes

d’ordres supérieurs en 2.

Calculons les éléments simples homogeénes et non-homogene pour 1’équation (3.1).
Les éléments de I'espace dual E* sont notés A = (Aq, X), oU A€ Ret Ae R3 Les
éléments de I'espace tangentiel T,H sont notés v = (7,, %, 7), ou ¥ = (v',7%,7%). On

algébrise de maniére a ce que les dérivées se décomposent de maniére suivante

% = 7,M0, g 2=k
% = YpAo, gj; = TpAi
25, =5,
On définit finalement
§=Xo+7-\ (3.2)

Physiquement, ¢ décrit la vitesse de la propagation d’une perturbation relative au

fluide. Finalement, lorsque le systéeme est algébrisé, on obtient

pO7 + Yo = p(G — 2 x 1)

0% +p7- A =0 (3.3)

Kp
pé (% o ~/,,) =0.

Les solutions au systeme d’équations v € T,H, A € E*, déterminent les éléments

simples du systeme d’équations (3.1).
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3.1 Eléments simples non-homogénes

On consideére (3.3) comme un systeme d’équations algébriques non-homogénes avec
5 inconnus (V,, ¥, 7, 7%, ¥*). On écrit (3.3) sous forme de matrice de maniére a calculer
le rang de la matrice et de la matrice augmentée. Ainsi, par le théoreme de Kronecker-
Cappela on sait que si le rang de la matrice est égal au rang de la matrice augmentée,

il y aura une solution. Dans notre cas, cette condition se résume en trois équations

5E0 = 0, p 7é 0, (34&)
KD\ v v =
bao =6 [—|A, A (§-Qx7)=0, =1, (3.4b)
p
Syo # 0 % ¢ f‘pfm. (3.4c)

L’équation (3.4a) détermine les éléments simples non-homogénes entropiques corres-

pondant & I'état entropique simple £°. En appliquant cette équation & (3.3), on obtient

WA=p(G~0xD), P A=0,  Ag=-7-X (3.5)

La résolution du systéme (3.5) donne les éléments simples non-homogenes entropiques

EO

Y=Y pd x (§— Q2 x 1)), A= (-7 g, —Qx0), (3.6)
ou & est un vecteur inconnu et 7,, une fonction inconnue. Les états simples entro-
piques sont obtenus en résolvant (3.6) en soumettant le systéme aux conditions de

compatibilité.

L’équation (3.4b) détermine les éléments simples non-homogenes acoustiques, AY.
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Si on applique 1’équation & (3.3), on obtient

(3.8)

ou 7, est une fonction arbitraire. Encore une fois, la solution de (3.8) soumise aux

conditions de compatibilités donne I’état simple acoustique AY.

Répétons une derniere fois le processus, cette fois avec (3.4c) qu’on insére dans

(3.3) de maniere & trouver les éléments simples non-homogénes hydrodynamiques H° :

G-Qxv)-X (G-0x)-X -1| . =~ _ (G—QxT) X
o= — ,[{ — sy T e _QX’U +K/ —
) (p PRI p R R p(g ) + wp=—

= (5=T-X, N, 5¢o¢e,/%|i|.

(3.9)

Finalement, si on soumet (3.9) aux conditions de compatibilités, on trouve les états

simples non-homogeénes hydrodynamiques H°.

Par définition de (3.2), la vitesse de I’état entropique EV relative au fluide est nulle,
donc I’état se meut avec le fluide. La vitesse de I’état acoustique A? relative au fluide
est égale a la vitesse du son, soit €, /EpE|X| La vitesse de I’état hydrodynamique H° se

meut & n’'importe quelle vitesse autre que dgo ou 0 0.
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3.2 Eléments Simples Homogénes

Considérons maintenant le systéme homogene associé & (3.3). La condition d’exis-

X|2/p> = 0. On peut

tence d’une solution non triviale v est donnée par p*s* (52 — Kp

aussi exprimer ces conditions comme

55 =0, da :.51/’;7’;X|, ot €= +1. (3.10)

Si on applique la premiere équation de (3.10) & (3.3), on trouve le systéme

—

A =0, Py X =0, N = —T- A,
dont les solutions déterminant les éléments simples homogeénes entropiques £ sont
Y=(%,0,axX), A= (=X, V), (3.11)

ou a est un vecteur arbitraire. Ces solutions correspondent & des ondes entropiques
simples E. Si on refait le méme processus mais avec la deuxieme équation de (3.10),

on trouve le systeme
Kp = - P s
pey T AT T A =0, ey =PI, 07 - A=0,

pey | —| Al (A/p——yp) =0, Mo =€ —|A =7 A
p p V o

La solution acoustique A, au systéme (3.12) est

KD Fup’ypx = I
Y= 1> — Vo, € — |, A=Al =v-X, A). 3.13
(p G ,/MW) (1A ) (3.13)

Cette solution correspond aux éléments acoustiques simples homogenes correspondant

(3.12)

a des ondes acoustiques simples A..






Chapitre 4

Etats simples (solutions de rang 1)

4.1 Etat entropique simple E° (§ = 0)

Théoreme 4.1.1. Si les conditions (2.9) et (2.8) sont respectées par le systeme (3.6),

alors la solution au systéme (3.1) aura une des formes suivantes :

(i) Lorsque G - O # 0, alors la solution aura la forme

(o, p, ¥)=(p(r), p(r), v), (4.1)

ot T(t,T) = =Ty - Gt + (§— QU x o) - &, Uy est un vecteur arbitraire tel que § # Q x ¥

et p(r) est une fonction arbitraire satisfaisant p(r) > 0.

(ii) Lorsque G- =0, alors on aura

(p,p, 8 =), p(r), v(r)Q+A), (4.2)

ot 7(t,7) = —A - Gt + (G—Q x A)- T, A est un vecteur constant arbitraire tel que
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AQ=0cet g # Q x A alors que v et p sont des fonctions arbitraires positives de r

telles que p(r) > 0. Ces solutions sont les états entropiques simples.

Preuve : Exiger que les conditions de compatibilités pour (3.6) donne le systeme

d’équations

ap _ dp _

dr_%’ dr_p’

v . . —i-g ¢o (4.3)
— =a x (§— Q2 x ), A= . =

dr G- (S x ) g

ou ¢ est un vecteur constant et ¢y est une constante. La premiere et la deuxieme

équation de (4.3) donnent immédiatement p = p(r) et p = p(r). Si on dérive la

quatriéme équation de (4.3), on trouve
dv

—.g=0 0
dr §=0

dv

w _y 4.4
*dr . (44

De la deuxiéme équation de (4.4), on conclut que le champ de vitesse ¥ a la forme
7= v(r)Q+ A, (4.5)

ol v est une fonction arbitraire de r et A est un vecteur constant tel que A-Q=o0.

En substituant (4.5) dans la premiére équation de (4.4), on trouve (r){ - § = 0, on

doit donc considérer les cas (i) - # 0 et (ii) Q-G =0.

(i) Si - g # 0, alors &(r) = 0, le champ de vitesse est donc un vecteur constant

Up. De r(t, &) = cot + - T et de la quatrieéme équation de (4.3), on trouve (4.1).

(ii) Lorsque §-Q # 0, la substitution de (4.5) dans la quatrieme équation de (4.3)
nous donne ¢g = —A-Get &= §— 1 x A La troisitme équation de (4.3) est alors

équivalente & dv/dr - (§— (1 x T), ce qui est satisfaisant a (4.5). On obtient donc (4.2).
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Un écoulement est dit incompressible si dp/dt = dp/dt + (V- V)p = 0. Ainsi, le
systéme (3.1) est incompressible si et seulement si V - ¥ = 0. De plus, un écoulement
est dit potentiel lorsque V x v = 0. Si on exprime ¢ en terme d’invariant de Riemann,

d i

on trouve V -7 = X - d—f et VX T = AX 2. Finalement, on dit qu'un fluide est

isentropique lorsque p/p” est constant.

Ainsi, (4.2) décrit un écoulement incompressible d'un fluide. La condition pour

qu’il soit isentropique est

p=(kir 4+ k)" lorsque Kk #1

T

p = ko™ lorsque k=1,

ou k; et ko sont des constantes arbitraires.

4.2 Etat acoustique simple AV

Théoréme 4.2.1. Si les conditions (2.9) et (2.8) sont satisfaites par le systéme (3.8),

alors la solution du systéme (3.1) prendra une des formes suivantes :

(i) Si A\ x O # 0, un solution existe lorsque X-Q =0 et est donnée par

P = Po, P = Do,
(4.6)

—

1/2
F(S) =G (0 x &F+ 5.96(@> S+by| G+g-aEx ),

Po

ot linvariant de Riemann est donné par S(t, ) = [e(/-:po/po)l/‘2 —g- (6 x Z)] t+c-
0

alors que pg > 0, pg > 0 et ¢ = X/ W sont des constantes arbitraires telles que g0 =
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et g- Q0.
(ii) Si X=¢ W Q, alors la solution sera donnée par

P =po, P = Po,
p —-1/2
e( Po) r+ By
Po
e\ T1/2
+ —Alsin E( pO) T+Bl
Po

ot l'tnvariant de Riemann est donné par r(t,Z) alors que py > 0, po > 0, Ay # 0,

2t

v(r) =A; cos g+e

1/2
€| — — Cp
Po

+1}<§xﬁ>,

By et ¢y sont des constantes arbitraires. On a finalement €),¢ = £1 et g - Q =0. Ces

solutions sont les états acoustiques simples.

Preuve : La condition de compatibilité est satisfaite par (3.8) si :

dp dp  kp

ar P dr ? le:

di KD vz L= KD ¢
= |ep M p(g — I x V) — —pAl,

dr

p p
ou, (4.8)
N e(2) " \[-5X) [ e
by &/

ol ¢g, et ¢; sont constants.

En substituant de la premiére équation de (4.8) dans la deuxiéme puis en intégrant
la relation résultante, on obtient p = Ap~, o A est la constante d’intégration. En

posant ¢y = co1/|C1|, €= &1/ |c1| et p = Ap” dans la quatrieme équation de (4.8), on
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trouve

On peut donc obtenir deux expressions pour la grandeur dv/dr - ¢. La premiére est

obtenue en dérivant la premiére équation de (4.9) par rapport a r alors que la deuxieme

est obtenue par I'entremise des troisiemes équations de (4.8) et de (4.9) :

W (k)2 (“__1> Sn=8)/23P
2

dp
— (kA2 yr=3)/22
(kA)"p o
L’équation (4.10) impose dp/dr = 0, la densité doit donc étre une constante pqg.
Comme la pression est donnée par p = Apg, elle est aussi constante. Considérons
maintenant les cas (i) @x Q # 0 et (i) &x Q = 0.

(i) Si éx Q # 0, I'ensemble de vecteurs (Z, Q,&x Q) constitue un base pour R3. On
pose donc 7 = a(r)Z+ B(r)Q + 7(r)(Ex Q), ol a, B et T sont des fonctions de r. La
troisieme équation de (4.9) implique 7 ‘ Q‘ =7 (€x Q) =g ¢ La fonction 7 = 7
doit donc étre constante. On définit &g = 79(C X (2) ce qui, en accord & la troisieme

équation de (4.9), implique (7 — € x &) - ¢= 0.

En écrivant la troisieme équation de (4.8) en terme de notre base vectorielle, on

trouve

da dﬁ

Pt = [e(rA) 25D |6y NG afi x @— G x &), (4.11)

- ~ =2
Le produit vectoriel entre (4.11) et 2 x ¢ implique que la fonction o = ‘Q X ﬂ (g —
Q x G) - (€ x &) est constante. Le produit vectoriel entre (4.11) et @ nous méne a la
condition (dB/dr)Q-¢=10.Si Q-+ 0, alors dB/dr = 0 et le champ de vitesse 7 = o,

est un constante qui, selon la troisieme équation de (4.8), doit satisfaire § = O x
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La solution du systeéme (3.1) serait alors triviale : (p, p, ¥) = (po, Po, ¥o)-

Considérons plutdt - @ = 0. L’intégration du produit vectoriel entre (4.11) et Q
résulte en la relation 8 = €|é| ™ (kA)"V2F - Qpll*r + by, o by est la constante
d’intégration. On a donc § — 0 x Wog = g — ToC, il en suit que 19 = ¢ - ¢ et que
a=4gq- (ﬁ x ). Notons de plus que la premiére équation de (4.9) est équivalente a
co = e(kA)2p{ V2 _ . L’invariant de Riemann est donné par r(¢, &) = cort+¢i - & =
|¢1| (cot + €' ©). Pour simplifier, on définit S(¢,¥) = r(t,Z)/ |c1| et on obtient (4.6).

(ii) Si @x € = 0, alors on doit avoir &= ;) (e = +1) et, comme conséquence
de la troisieme équation de (4.9), g- () = 0. Ainsi, ensemble de vecteurs (g, Q, g X Q)
forme une base vectorielle pour R®. On pose 7 = a(r)§ + B(r)Q + 7(r)(§ x ) on
a, § et 7 sont des fonctions de r. En substituant cette nouvelle définition ainsi
que ¢ = 1 dans la premitre équation de (4.9), on remarque que la fonction g =
€1 [E(KA)I/Q,OBK_I)/Q — co] = [y est constante. Substituant encore une fois notre défi-
nition du champ de vitesse mais dans la troisieme équation de (4.8), on trouve cette
fois la condition

do . dr

P dr

o (7% Q) =

autrement dit,

Dériver la premiere équation de (4.12) par rapport a r permet, par 'entremise de la
deuxiéme équation de (4.12), de trouver I'équation différentielle ordinaire de deuxiéme

—2
ordre d’a/dr? + {e|€1| (mpo/po)l/ﬂ « = 0. La solution & cette équation est bien

-1
r+ By, ou By et A sont

, - 1/
connue et est donnée par a = A; cos {e || (%;ﬂ)
des constantes arbitraires. La premiére équation de (4.12) permet alors de trouver

une expression pour 7. L’invariant de Riemann est encore une fois donné par r(¢,7) =
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cort + ¢ - & = || (cot + €+ Z). Pour simplifier, on définit S(¢,Z) = r(t,Z)/ |c1] et on
obtient (4.7). O

4.3 Etat hydrodynamique simple H°

Théoréme 4.3.1. Si le systéme (3.9) est satisfaisant auz conditions (2.9) et (2.8),

alors sa solution a une des formes suivantes :

Cas]:XxQ#O,X-QzO

. 1 . L o= S -
7(8) = (alp(s) - Co) &+ (9 : Qal/o p(§)d¢ +b1> Q (4.13)

ou invariant de Riemann est donné par S(t,z) = cot + ¢ - T et la densité p(S) > 0

est donnée sous forme implicite par

So aip® 7
11
.{(Tl_g.g)fz_ai%(?_p_%) — F(p) (4.14)
= — ~ K K 1 1 e
oy ex ) [ (12| o
ot po = p(0),
KA w—1
L . . 2<K_1>(P —po) KF I
arlg- (@x 9) — ) 2ATn (ﬁ) o= 1
Po

Ici, A>0,a, #0, by, T1, ¢p et C = X/ W sont des constantes arbitraires telles que
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- Q=0 etg-Q#O oup#—{al {§-<5x§3>—co}}_l.
CasQ:X:el‘;\‘Q,gj-Q:O

P =po, P =po
W(S) =Aj cos [(co + €1Bo) 'S + Bi] § + Bol (4.15)

+ {1 — Ajsin [(co +€,By) 1S + Bl]} (g x Q)

ou S(t,f) = ot +61Q - .’f, €1 = £1 et pg > O, Po > O, Co, BO # —€1C, Al # 0 et B1

sont des constantes arbitraires.

Cas 3:X:61‘X‘Q,§262|§|Q

. . €1€2 ke, B o
U(S) =A; cos [K@ (Ap + 5 ) +B1] € (4.16)

€16 K? K
—Alsin[ 12 (Ap“+—) +B1] & (——c0> &5
g p p
ou S(t, %) = cot + €163 - T et ot la densité p(S) est donnée par la relation implicite

A K2
e [(K )p""1+—]+po K # 1

g_ ) lal [\s—1 20 (4.17)
€169 K? ' '

—
—

A >0, Ay, By, K #0, ¢y et py sont des constantes arbitraires et €1, = £1, () = é3.

Ces solutions sont nommées états hydrodynamiques simples.

Preuve : En appliquant les conditions de compatibilités a (3.9), on trouve le
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systeme d’équations différentielles

d G—QxT)- X
ET%:_[)(!JQ_M QQ (4.18a)
P

dp (g—ﬁxﬁ)-x

= —hp P X\Q (4.18D)
dv 1, ~ B 3 _‘—Q’XT)‘ -5\‘_,
d—;zg(g_ﬂxv)+;§(952_@ S?Q A (4.18¢)

U L B L (4.18d)

A 51

et cg) et ¢y sont constants. Les équations (4.18a) et (4.18b) donnent immédiatement
p = Ap", ou A est une constante arbitraire. L'équation (4.18d) donne § = ¢o; + ¥ - ¢1.

On définit encore ¢'= ¢,/ |¢)] et co = co1/ |C1].

Considérons pour commencer le cas ou ¢ X O # 0. On peut alors poser 7 =
a(re + B(r0Q + 7(r0) <5>< (2) et §= g1+ g0 + g3 (Ex Q) ol g1, g» et g3 sont
des constantes. Si on exprime ¢ a l'aide de ces nouvelles définitions, on trouve § =

81| (co + (1) + B(r°) - &). De méme fagon, on trouve
G- Gx5=(g —7(")E+ (g2 + 7(r*)2- L + (g5 + a(r?)) (€ x F) .

Si on substitue ces quantités ainsi que X = |é | dans 'équation (4.18¢) et qu’on

compare les coeflicients, on obtient

da(r®) (g = 7(r*)(co+ a(r®) + B(r°)2- 8 + kAp(r®) o + 7(r)Q - 0 - &
}

dr® @] (co+ a(r®) + B &) [(co + a(r®) + B(rO)2 - &) — wAp(ro)=-1]
dj(r®) _  ga+7(r")0-¢ dr(r’) _ g3 + a(r%)
dre 18] (co + a(r) + BR- &)’ dro & (e + a(r®) + B - 0)
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et I'’équation (4.18a) devient

[(91 —7(r%)) + (g2 + T(r0)S3 - )G - 5]
|c3 {(Co +a(r®) + B 62 ~ /iAp(rO)“—l] '

P e

On obtient une solution au systéme (4.19) sous la condition {3 - ¢ = 0. Dans ce cas, le

systeme (4.19) se simplifie a

da(r®) _ (g1 = 7(r%))(co + (%))

= 4.2
dr? 1&1] [(co + )2 — kApr=1]’ (4.202)
d 3(7"0) . a2 (4.20D)
dr® e (co + a(r?))’ '
dr(r°) 93 +a(r’) -1{ 93— o
= = | 41 4.20
i = w1 e T (4:20)
d 0 .0\’ o 0
p(/’; ) = p(T /(gl T(T )) . ' (420d)
dr 1G] [(co + a(r9))? — k Ap(r0)=1]
Les équations (4.20a) et (4.20d) impliquent
1 da(r®) 1 dp(r?)
afr®) 4 ¢y drd  p(r®) drd

d’olt on calcule o + ¢y = (a;p(r°))~!, oll a; est une constante d’intégration. Sub-
stituant cette quantité dans (4.20b) et (4.20c) puis en intégrant, on trouve 3(r°) =
9201 |G |71 77 pl€)dE + by et T(r®) = (g5 — co)ar |& |7 3 pl€)dE + |G| 0 + Ty, ot by
et T} sont des constantes d’intégration. La fonction de I'invariant de Riemann 7° est
donné par I'expression r°(¢, Z) = |C1| (cot + ¢+ T) qui, apres le changement de variable
S(t,7) = |&| " rO(t, ) devient S(t,Z) = (cot + ¢~ ). Cette expression correspond &

celle attendue, soit la solution H° (4.13).

Comme les états simples correspondent aux solutions du systeme d’équations non-
homogéne, on a par conséquent la condition g— Qxv # 0. En ce sens, on remarque de
Péquation (4.20a) et (4.20c) que (7(r%) —g,) = 0 si et seulement si a(r®) + g3 = 0. Par

conséquent, la condition tout juste mentionnée est équivalente & g, # 0 ou v + g3 =
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(a1p(r®)) ™" + (g3 + o) # 0.

Utilisant les expressions susmentionnées pour a(r®) et 7(r%), I'équation (4.20a)

devient

(m - KAP(S)"_Q) %5) = (g3 — co)m /OS p(E)dE+ S+ Ty — g (4.21)

Lorsqu’on dérive I’équation (4.21) par rapport & S, on trouve une équation différen-

tielle de deuxieme ordre pour la densité :

ddpé;g) 1) (%@) +9(p) =0, (4.22)
f(p) _ _3a1— P(S)—4 + f{(,‘i — 2)ap(S)n—3 g(p) _ (g3 B Co)alp(S) 1

ar?p(S) 3 — kAp(S)+-2 a4 2p(S)73 — kAP(S)pr?

Si on pose Q(p) = dp(S)/dS dans I'équation (4.22), on se retrouve alors avec une
équation de Bernouilli en termes de Q(p). Cette nouvelle équation devient & son tour
une équation linéaire lorsqu’on applique la transformation U(p) = Q(p)?. La résolution

de cette équation donne

dp(S) — 4 [ f)dg [_2 /pg(g)exp (2 /é f(Q)dQ> d§ + Cte}

" (% - /iAp(S)"_Q) _ (4.23)
‘ [_293 — Cop 1

1/2
a10(0)  a2p(0)2 2(g3 — co)Aarp(5)" — 2k AL (p) + Po]

ou

ik —1) k#1
F(p){p [(k=1) x#
In p k=1
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et po est une constante. Les équations (4.23) et (4.21) impliquent

dp(S)
ds

T — g
a;?p(0) 3 — kAp(0)=-2

S5=0

]‘ K—2 o
- (a%p<o>3 ~ #Apl0) )

| [_2(530?050) - a?pl(O)Q — 2(gs — o) Aarp(0)" — 25 AF (p(p(0)) + po

1/2

d’ou on conclut

g2 — Cp 1 -
2g2 — cn)A 0)~
ap(0) T aZpor (g3 — co) Aar p(0)" + —

po=(Ty —q1)* +2

En séparant les variables p et S dans (4.23) et en intégrant chaque c6té de 0 a S, on

trouve (4.14).

Traitons maintenant du cas ¢ x {3 = 0. Cette condition implique ¢ = elﬁ, ou

¢; = 1. Ce cas se divise en deux sous cas, soit lorsque g x 0 # 0 et lorsque g x Q=0

Commencons par traiter le sous-cas g x O # 0. On peut alors utiliser comme base
vectorielle I'ensemble de vecteurs (g, Q2,7 x ). On pose alors 7 = a(r%)§ + 8(r°) +
7(r%) (g X ﬁ) . Par conséquence de cette formulation, on trouve § = |¢] {co+61(a(r'0)§-
G+B8(r%)], -7 = (1=7(r"))g+7(r°)g- 2+ () (gx G) et X = 6| F = e |&1] ©.

Si on substitue ces quantités dans (4.18c) et qu’on compare les coefficients, on trouve

da(r®) _ 1—7(r°)
a0 161 [ + en(a(r0)g - S+ BN
dp(r’) _ 0-g _
dr? &1 [Co + e (a(rf)g- Q2+ 5(7"0))]
T(TO) + Hi{p(ro)r_l
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dr(r®) _ a(r?)
a0 g [eo + er(@(r0)g - G+ B(r0))]

alors que (4.18a) se transforme en

dp(r?) —e1§ x Gp(r°)

dr® |c1| [co +e(a(r)g- O+ ,3(7‘0)]2 + kAp(r0)r-1 .

On résout le systéme (4.24) sous I’hypothese que g - Q3 = 0. Sous cette hypothése, le
systéme (4.24) devient

da(r9) B dB(r% _
o =0, =0 (4.25a)
dr(r®) a(r9) dp
dro & (co + e B)’ dro (4.:25)

On remarque que p et [ sont constants, on les note donc py et By, respectivement. De
plus, la pression est aussi constante p = pg. Du fait que 8 est constant, les équations
(4.25a) et (4.25b) sont résolues comme dans la section précédente. Comme & = €,
la fonction de linvariant de Riemann r° prend la forme r°(¢, ) = |@| (cot + .4 - 7).

En posant S(t, %) = |&| ™" 7°(¢, Z), on trouve la solution H° (4.15).

Traitons finalement le cas & x € = 0, g x Q) = 0. On utilise la base orthonormée
standard (€}, €, €3) pour R3. Comme on peut choisir Q= (0,0,1), on a clairement
Q= €3, C = €1€3 et § = €383, ou €1,¢3 = £1. De plus, on a X = |1 € = €1 |1 €5. Si
on pose 7 = v;(r%)&; + va(r%)&; + v3(r?)es, on trouve alors § = |G1| (co + e1v3(r0)) et

7— O x T =0y(r0)& — v1(1°)& + €3 | 7] €;. Si on écrit (4.18¢) en termes de ces vecteur

de base, on trouve

d'l71 Vo

— = 4.26

dr® |G| (co + 103) (4.262)

d'l71 —U1

— = 4.26b

dr® |&| (co + €1v3) ( )
d173 - —€1€2 |§‘p (4 26C)

drd & ((co + €1vs)? — kAP~
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et I’équation (4.18a) devient

do_ —aelglet®)
dr® & ((co + €1v3)? — kAp<—1)

(4.26d)

De (4.26¢) et (4.26d), on obtient

dvs(r?) 1 dp(r?)
-1 3 o
(co+ervg) e o _p(TO) 70

= co + vz (r?) = Kp(r®) 7!,

ou K est une constante d’intégration. En insérant ce résultat dans (4.26d), on trouve

’équation différentielle séparable

dolr®) _ crcalglp(r®)’
dr0 6] (] = rAptly’

Apres avoir posé S = |&| " °, la solution & cette équation correspond & (4.17). Les
équations (4.26a) et (4.26b) impliquent v,(r%)dv,/dr® = —voduy/dr®, ol k est une

constante d’intégration. Ainsi, la fonction v1(r?) doit satisfaire

dn (%) _  pr)( — )V
dTO N |51| K ’

d’ou on conclut

dvy _ dvy(r°) (dp(ro)>_l _ LKA KO (R —w (O

dp dr® dr® Kees|g|

Si on sépare les variables vy (r%) et p(r%) dans (4.27) et qu’on intégre, on trouve

v1(r®) = A cos {;(IT% (Ap(r®) + K2p(r ' + By |,

ou A; et B, sont des constantes arbitraires. Finalement, on trouve 'UQ(’I"O) par I’équation

(4.26a).

On conclut que la solution est donnée par les équations (4.16) avec 7°(t,7) =
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G| (cot + 10 - T) et S(¢,T) = |&| " rP. -

La solution (4.13) représente ’écoulement avec vorticité d’un fluide a I'entropie
constante et qui est compressible (supposant que p(r’) ne soit pas constant). La
solution (4.15) représente ’écoulement avec vorticité d’un fluide a ’entropie constante
et qui est incompressible . La solution (4.16) représente ’écoulement d’un fluide a
I’entropie constante et qui est incompressible. L’écoulement présente de la vorticité si

A1 #0.Si Ay =0, alors 7 = (Kp(S) ™" — o)) et I'écoulement est potentiel.






Chapitre 5

Superposition non-linéaire d’onde
simple sur état simple (solutions de

rang 2)

5.1 Superposition d’onde simple sur état simple

pour le systéeme quasi-linéaire d’ordre 1

Les ondes simples associées au systéme (2.2) ne sont pas des solution du systéme
non-homogene (2.1). On peut cependant chercher des classes de solution plus générales
correspondant a la superposition d’une onde simple sur un état simple. Ces solutions

plus générales donc meilleures ont la forme

l n

du(z) = £y @ A + 70 ® X, > > g (unA, =0,

=1 p=1

l n
YD T aF(wRAL =0 (u) ot 1<s<m, £#0,

j:l p=1

(5.1)
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ou [V, vs] désigne le commutateur des champs vectoriels v, et v5. Autrement dit,

[/You ’Yﬂ] = (’)’a) A/,B)u + 70‘»)&3 /\,ojwﬁ - ’\’/ﬂ’xﬁu/\fwra'

Par (Va,7vs),, on entend

L0 L0
(’Yoza/)/ﬂ)u = %%’Yﬂhﬂ:m - ’Yﬂa—ui/)/ch\“:cLe-

Comme dans le cas de I’état simple (2.9), I’existence de solutions au systéme (5.1)

nécessite les conditions suivantes

[71)70] € span {/YOa ’71} )

d/\l 0 1 0

(5.2)

Si (5.2) est satisfait, il est alors possible de normaliser vy et y; de maniére a ce que
leur commutateur soit nul. Par conséquent, la surface tangente aux champs yq et v,

admet la paramétrisation u = f(r%,r!) de sorte que

Les équations (5.1) et (5.3) donnent donc le systéme

AA A £0, dr® = Xo(r0 1y, drt = Y0, rh). (5.4)

n

Les champs de covecteurs A\* sont fonction de r selon la relation A*(r% r!) = 2p=1

A (f(r% rh))dzt € E*. La condition nécessaire et suffisante & I'existence d’une solution
au systéme (5.4) est l'existence de coefficients oy et 8, (s = 0, 1) fonction de r de
sorte que
N0 N0 . oA
= ——=aA, =0+ /AN 5.5
orl ' oro 70 b (5:5)
11 a été prouvé [1] que si les conditions (5.2) sont satisfaites, alors les solutions du

systéme (2.1) décrivent une certaine superposition non-linéaire d'une onde simple sur



Chapitre 5. Superposition non-linéaire d’onde simple sur état simple (solutions de rang 2)37
un état simple.

Considérons deux cas, oy = 0 et oy # 0.

5.1.1 Cas a1 #0

La deuxiéme équation de (5.5) permet de trouver une expression pour A! menant
a la conclusion que la troisiéme équation de (5.5) est une conséquence de la premiére

et la deuxiéme équation de (5.5) :

N1 09 1awox
or0 80 ort  af o0 Or!

_ 1 0aoX? ey ( L %) It (ao ~ L%) AL
1

oy Orl oy Or9 oy ort

Soit ¢ la solution a I’équation 9¢/dr° = ag. Si on insére ¢ dans la premiére relation

de (5.5), on obtient

)\0(’/“0, 7nl) — T(Tl)e(j)(r)

90 8¢ (5.6)
1,0 1 1 1
A(r ,r)ocﬁoc (ﬁr(r )+ 7(r )),
ol 7 est une fonction arbitraire de r!. Ainsi, le systéme (5.4) peut se réécrire
dr® = 1(r!)e
O (r0 (5.7)
dTl :§ (%T(Tl) —f—T(T‘l)) ,
r

ot 7(r') A 7(r!) # 0. On remarque sans probléme qu’on satisfait les conditions d’in-
tégrabilité (5.5).

Théoréeme 5.1.1. Toutes solutions du systéme (5.7) peuvent éire obtenues en résol-
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vant le systéme

] =

0
T#(TI)I” = ¢(r!) +/ e ¢ gy
l 0

kS
Il

e ase 5.3
)t = o) - [ 20T

o 0 dr,
0 T

M

pn=1

ot ¢ est une fonction de R arbitraire de classe C'.

5.1.2 Cas a; =0

La deuxiéme équation de (5.5) implique que A° est une fonction de r° uniquement,
la premiére montre par conséquent que og est uniquement fonction de 7°. Définissons
encore une fois @, mais cette fois comme fonction différentiable satisfaisant d¢/dr® =
ap. L'intégration de la premiére équation de (5.5) donne A°(r%, ') = Ce?"”) ou
C € E*. Soit ¢ et x deux fonctions arbitraires de r° et r!. De la troisieme équation
de (5.5), on trouve OA' /010 = ByCe® + B A}, d’ott on obtient finalement

8 . 0 oo\
ﬁ(/\le d—XC): <ﬂ06¢ —a—ig)C—f— (ﬂl—ﬁ)e /\l.

On choisit o et x comme solutions au systeme

oo ox

7 = A $—0o

d’ou on conclut

)\1(7’0,7'1)6’”“0”'1) = x(r°, rNC + A(r!), (5.9)

ot A € CY(H,E*). En définissant x(r®) = [I* ¢~#")dr le systeme (5.4) devient

dx(r) = C, drt = ¢ [X(ro,rl)C’ + A(rl)] : (5.10)

On peut solutionner (5.10) par le théoréeme suivant.
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Théoréme 5.1.2. L’intégration générale du systéme non-homogene (5.10) a la forme

implicite

Z cuzt +co = (r%,
pu=1
0

’ (5.11)
/ x(r, e M dr +
0

Nap = p(rt),

i M:

ou 1) est une fonction arbitraire et différentiable de rl, ¢ € R et x(r°) = fOTO e~ dr.

Le probleme de Cauchy pour la superposition d’'une onde simple et d'un état simple

du systeme (2.1) est résout de la maniére suivante.

En considérant le cas ol ag # 0, on présume que 7|r = (r°|r, 7!|) est donné pour
une courbe quelconque ou r°|r et r!|r sont inversibles. L’invariant de Riemann r° ou
r! peut étre choisi comme parameétre pour I', on peut donc avoir une des forme suivant
D= [(a] 2 = (), RonP(®) = (r°,(1(r*)] ou T = [z] = = g(r"), Ron!(r) =
(¢°(r),r1)]. Notons que les fonctions r° — ¢*(r°) et 7' — ¢°(r!) sont l'inverse 'une

de 'autre. La solution (5.8) prend maintenant la forme

in‘ — gb(rl) + /04%1) e—¢('r,rl)d7~’
=
#z::l ) = o) 4 /Oc%l) %e“ﬂ”l)dr (5.12)
Comme 7' (1) = 70(¢O(r1)) et 7' (r1) = 70(r°)¢O(r1), (5.12) devient
3 7 (G (O ()0 1 (519
=

Ainsi, le long de la courbe initiale I', seule une fonction (disons 7|r) est arbitraire, la
deuxiéme est donnée par (5.13).

Théoréme 5.1.3. Soit 0 évalué le long d’'une courbe I' : r°|p. Supposons que

1. 0| est monotone ;
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2. la valeur 1!

= rl|p peut étre déterminée de facon unique le long de la courbe
I' par Uéquation A°(r° 1) o °(r%) = 1 ou 2 = n°(r®) est U’équation de T

paramétrisée par r0|r ;

3. les valeurs r°|r et rl|p déterminées de cette facon sont satisfaisantes d la condi-

tion de transversalité applicable d la forme N (r|p).

Alors, le probléeme non-homogéne de Cauchy a exactement une solution dans le voisi-

nage de I".

Traitons maintenant le cas a; = 0 en supposant que la courbe I' = (z|z = h(t)),
la valeur 7!|p déterminée par (!(t) et la valeur r°(h(r{)) = ¢J sont données. En
supposant que r!|r est monotone, on peut le choisir comme parameétre pour la courbe

rl(h(r!)) = rl. L’équation (5.11) donne alors

r0 = rO(h(r!)) = =(Ch(r') + ¢§ — Ch(rd))

1
R
[T e e+ A

et une solution existe a condition que :

Théoréme 5.1.4. Présumons qu’on connaisse la fonction monotone rl|r le long d’une
courbe I € E. Si, pour la valeur r°|r, le vecteur tangent & I' n’appartient pas d l'annihi-

lateur de forme A(r°, r!)|r, alors le probléme non-homogéne de Cauchy a exactement

une solution dans le voisinage de I'.

Les résultats de la superposition d’une onde simple sur un état simple peuvent
étre classifiés mathématiquement selon la définition suivante [11] :
Définition 5.1.1. Le systéme 5.1 est dit
— (a) Exceptionnel (E) s'il existe une valeur i € [0,1] telle que OX*/Ort = 0.
— (b) Complétement Fxceptionnel (CE) si pour toutes valeurs ¢ € [0,1] on a
AN /ort = 0.
— (c¢) Linéaire (L) si pour toute valeuri,j € [0,1] telles quei # j on a ON'/Or? =
0.
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— (d) Non-Linéaire (NL) si pour une valeur i,j € [0,1] telles que i # j on a
ON'[Or? £ 0.
(e) Strictement Non-Linéaire (SNL) si pour toutes valeurs i,j € [0, 1] telles
que i # j on a ON*/Or? # 0.

La superposition de 1'état simple avec I'onde simple dans le cas (c) est linéaire
dans le sens physique du terme étant donné que le vecteur d’onde A! ne change pas
la direction de propagation, déterminée par A°, de I’état simple et inversement. Dans
ce cas, le systéme (2.1) peut &tre linéarisé, autrement dit un systéme de coordonnées
curvilignes dans lequel (2.1) est un systéme linéaire peut étre trouvé. On se rappelle

que les covecteurs A° et A! sont donnés par les expressions

‘ ¢ .
0 _ 0N ¢7,.0 .1 1
B e, A | S )
lorsque «; # 0 et par
A0 = et A~ [X(TO,TI)C + /Zl(rl)}

lorsque c; = 0. Déterminer les valeurs de A\° et de A! & partir des résultats du Chapitre

6 mene a la classification des solutions présentée a la Table A.7.

5.2 Systeme d’évolution décrivant la superposition

de deux ondes simples sur 1’état simple

Considérons un systéme quasi-linéaire d’équations différentielles partielles non-

homogenes en deux variables dépendantes, soient le temps ¢ et la position dans I’espace
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(5.14)
= (t,x) €ECR’ w(@) = (u!(D),..,v'(F) e HC R,

ol A = AJ(u) est une matrice de dimension | x [ et B(u) = (BY(u),..., B'(u)) est
un vecteur de [ composantes. Les éléments simples pour les équations homogenes et

non-homogenes (5.14) sont déterminés par des équations algébriques telles que :

(Tvs — A)vs =0, X = (vs,—1)

(XN + Ay =B, X=01), s=1,.. k<l

Définition 5.2.1. Une onde simple est du i°™ type si v = df /dr est le i°™¢ vecteur

propre de la matrice A.

Considérons maintenant la propagation de deux ondes simples sur un état simple.
Avec une normalisation appropriée de la longueur des vecteurs g, v1, et 2, on peut

faire disparaitre les commutateurs. On peut alors choisir la paramétrisation de surface
— o

u = f(r%r',r?), tangente aux champs g, 71, et 72 de la maniére suivante : v, = £

(0 =0,1,2). Ainsi, on note du = 2 _; u,,» dr®. En supposant 7y, 71, et 7o linéairement
indépendant, on a

dré =€X°, s=1,2, dr®= )" (5.15)

Pour un tel cas, le systéme d’équations (5.15) peut étre écrit en terme de nouvelles
variables dépendantes (seulement trois maintenant). En éliminant les variables £* dans

les équations (5.15), on obtient

s 0,1 ..2\.s
T e=ve (). =0, s=1,2

r0, = /\?(TO,TI,TQ), (5.16a)

0= X0t r?). (5.16b)
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Montrons que le systéme (5.16) décrit 'interaction d’ondes et justifions le nom «
ondes simples sur un état simple ». Il a été prouvé [12],[13] que si les données ini-
tiales sont suffisamment petites, alors il existe une intervalle de temps [to, T tel que
la catastrophe du gradient ne survient pas pour la solution au systeme (5.16) r7(t, x),
o = 0,1,2. Chacune des fonctions r*(¢,x), s = 1,2 est constante le long des caracté-
ristiques appropriées C®) : dz/dt = v, du systéme (5.16) en choisissant dans 'espace
¢ des données initiales telles que les dérivées r°,, aient des supports compacts et sans

intersections

Supp TS»S (tO) I) C [a’57 bé‘] H

/\ supp 7., (to, z) Nsupp r°,; (to, z) = 0, (5.17)

a-s;bsETl
s=1,2

ou A est le produit extérieur [14]. Alors pour un temps ¢ arbitraire tg < t < T,
supp 7i(t,x) est contenu dans la bande entre les caractéristiques appropriées des

familles C®) passant dans les extrémités de I'intervalle [as, bs].

Il a aussi été prouvé [15] que si les données initiales sont suffisamment petites,

alors on peut satisfaire la condition

A\ \V vi(t,x) —w(t,z) > C >0 (5.18)
c>0 (t,x),(t,x")€[to,T) xR
dans I'intervalle [as, bs]. Autrement dit, chaque caractéristique de la famille C®) 4 une
tangente avec inclinaison (mesurée par rapport a la direction positive de I'axe des )
plus petite que toutes caractéristiques de la famille C®. 1] est évident dans un tel cas
que les bandes contenant supp r°,, (¢, z) divisent la partie restante de ’espace & en

quatre régions disjointes, voir la Figure 5.1.
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c()
.
C(Z) C(1)
W Wi
(2
\Y
S
N0
I "@“ i g
S " S
My Iy A A _.
1 I Wy
S
to
aj b1 a by >x
M (ty, x) = r' (x) P (ty, x) = 2 (x)

FIGURE 5.1 — Le cas de la propagation des deux ondes simples (W7, W) sur I'état
simple (.5). Si les caractéristiques d’une famille se joignent en un point, on choisit un
temps particulier T' de maniere a exclure la possibilité de la catastrophe du gradient.

Dans la région G := &/(supp r',; (¢,.) Usupp r2. (¢,.)), la solution r°(¢,z) du
systéme (5.16) est décrite par 1'état simple. Dans cette région, . = 0 et la solution
r(t, z) satisfait les équations (5.16a) et (5.16b) avec r° = r§ = cte. De la condition de
compatibilité de cette équation, on obtient A%,,0 AA? = 0. Autrement dit, la direction
de X% ne dépend pas de la variable 7°, elle est donc constante sur G. En choisissant la

paramétrisation de la courbe u = f(r° r},72) de maniére & ce que le covecteur A\° ne
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0

dépende pas du parameétre r°, on peut exprimer la solution sur G dans la forme de

I’état simple, c’est a dire

. . . df? : :
w = f1(r% ry,r3), ou 20 = V0, re,r8)), F=1,..1,
0 =N + A, A% = vecteur constant.

Soit t;,t, les temps auxquels supp 7, (¢,z) et supp 7', (t,z) ont un seul point
commun. Pour tout temps t € (to,#;), on a supp 7', (¢,z) Nsupp 72, (t,z) = 0, donc
la solution r*(¢, z) peut étre interprétée comme la propagation de deux ondes simples
séparées (sans interaction) sur I’état simple. Pour les temps t € [ty, 2], les caractéris-
tiques des familles C™M et C® contenant supp 7°., (t,2) se croisent. Autrement dit,
on a supp 7, (t,7) Nsupp 72, (t,z) # 0. On interpréte ce phénomene comme étant
une interaction entre deux ondes simples sur I’état simple. Pour les temps ¢ > s,
en vertu des conditions (5.17) et (5.18), les bandes contenant les supports des ondes
simples se séparent a nouveau, on a donc supp 7', (t,z) N supp 7%, (t,z) = 0, ou
7%= &N, s = 1,2. Les solutions 77 (¢, x) se décomposent donc exactement en deux

ondes simples se propageant sur un état simple.

On remarque que, sous toutes les hypotheses établies, dans le cas d’une superpo-
sition de deux ondes simples sur 1’état simple pouvant étre décrites en termes d’inva-
riants de Riemann, la solution se décompose de maniére exacte en deux ondes simples

du méme type qu’au moment initial.

Dans ce cas, on a la conservation du nombre et du type d’ondes simples se propa-
geant sur 1’état simple, on peut donc parler d’une interaction élastique d’ondes simples

sur I’état simple.

L’interprétation du cas de la propagation de plus de deux ondes simples (k > 2)

est analogue mais plus compliquée. En effet, la région D est divisée par les supports
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des fonctions 7!, ..., ¥ dans les 2* sous-ensembles.

Dans Particle [15], il a été prouvé que dans le cas de l'interaction de nombreuses
ondes simples décrites en termes d’invariant de Riemann, le nombre et le type des
ondes sont aussi conservés. Il a aussi été prouvé que pour de telles solutions, résultant
de l'interaction de plusieurs ondes simples sur I’état simple, les ondes simples en inter-
action se décomposent exactement comme les ondes simples entrant dans l'interaction

sur I’état simple.

5.3 Notions de base et définitions décrivant la su-

perposition des ondes simples sur I’état simple

Introduisons maintenant quelques notions concernant les interactions entre plu-
sieurs ondes simples sur un état simple. Faisons I’hypothese que le systeme d’équa-
tions (5.14) possede une solution décrivant la propagation d’un certain nombre d’ondes
simples sur un état simple !. Pour simplifier, supposons que le covecteur X0 soit 1-forme
constant \° = dt (donc 9 = B). Ainsi, la solution au systéme Pfaff (5.1) peut, en

utilisant les formules

A s € span {/\i,/\s}, ou SEN(I)“, Z’EN{‘, 1 # 8,
A0+ € span {/\1}

étre exprimée localement sous la forme suivante :

W = fI(r't), ou
(5.19)

, ) t )
R = ¢;(w; — z), wi(rt) = /0 v(r", 8)ds.

1. Il se peut qu’a certains points I'onde simple ait des dérivées infinies. Nos considérations ne
concernent que Uintervalle de temps [tg, 7] dans laquelle la catastrophe du gradient n’a pas lieu.
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La propagation de chaque onde simple sur un état simple satisfait les conditions (5.2).
Par conséquent, on obtient Nienk [v:, B] = 0. Faisons aussi ’hypothése qu’a un certain
temps t il y ait p ondes simples de différents types (ot p < k) se propageant sur 1'état
simple dans le systéme physique décrit par les équations (5.14). On s’intéresse aux
solutions u pour lesquelles application tangentielle du(Z) peut étre exprimée par la

somme des éléments intégrals simples homogenes et non-homogenes :

14
du(Z) =) v @ N + B®dt, (5.20)

r=l
ol Z := (t,z). On présume que de telles solutions existent et qu’a la condition initiale
t = to, le nombre de variables dépendantes & qui sont non nulles est égale & p (on
les note &*(to, ), ..., £P(to, z) # 0). Supposons aussi que les supports de ces fonctions

soient disjoints et localisés :

/\  supp &(to, )N supp &(to,z) =0
i,jeNPt1
i#j
\/  supp &(to,x) C [a;,bi.
ai,biERl
En vertu de I'équation (5.20), au moment ¢ = ¢, I'image de la donnée initiale u =
u(to, z) est composée de p ondes simples u ,(to, z) + €' (to, z)n + ... + €P(to, )y, = 0.

Considérons ’ensemble

0= J supp &(t,z)() supp &(t,x).
i,jENF
1]
Définition 5.3.1. On dit que la solution (5.19) du systéme (5.14) décrit l’interac-
tion de p ondes simples sur [’état simple si [’ensemble 6 n’est pas vide. L’ensemble 0
représente la région d’interactions entre p ondes simples sur [’état simple. Les sous-
ensembles simplement connexes 6° de l'ensemble 6 = \U?_, 0% sont appelés régions

d’interactions élémentaires de p ondes simples sur [’état simple.

Définition 5.3.2. Pour tout nombre s € N{, des moments m° et k° qui sont respecti-
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vement la limite inférieure et supérieure par rapport d la variable de temps de la région
d’interaction élémentaire 8° seront définis comme le moment ou la superposition des

ondes sur ['état simple dans les ensembles 0° débute et termine. Autrement dit

7 = max(ty, inf (1)),
(t,x)ebs

ou

k= nf (t), si k® € (tg, +00).
(t,x)eos

Dans les intervalles [to, 7], [°*, 7°], s € N{, la solution se présente sous la forme
d’une propagation de p ondes simples disjointes sur I’état simple?. Dans les sous-
intervalles disjoints restants [7%, k°], s € NY, les interactions prennent place de maniére
a ce que les ondes se propageant sur 'état® s’imposent (ou se superposent) les unes
sur les autres (c’est-a-dire qu’elles interagissent). Cependant, si k° = 400 pour une
certaine valeur s € Ny, alors on dit que I'interaction a une durée infinie.

Définition 5.3.3. Le minimum (mazimum) du moment initial (final) défini par la
Définition 5.8.2 est appelé moment initial (final) d’interaction de p ondes simples sur

I’état simple dans l’ensemble 8, ¢’est-a-dire

T = min (7%), K= ma(x®), si /\ K € (to,+00).
seEN] seNY seN]
S’il existe une valeur s € Ny telle que k* = +o00, alors on présume kK = +0o, ¢’est-a-

dire que l'interaction dure infiniment longtemps.

On fait & présent face au probleme de la description du comportement et du résultat
d’interaction entre plusieurs ondes simples sur I’état simple. Le processus d’interaction
peut étre treés complexe. 1l arrive parfois au cours de 'interaction entre ondes simples

sur I’état simple qu’une nouvelle? onde soit générée. Supposons qu’on ait un cas ou de

2. Par connexion, on entend une connexion par arc.
3. Dans le cas ol 7° < k°~1, Dintervalle [x°71,7%] = 0 est exclue de nos considérations.
4. Par nouvelle onde, on entend un onde d’un type (appartenant & une autre famille) différent a
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nouvelles ondes simples sont générées sur 1’état simple dans la région d’interaction 6.
S’il existe au moins un temps ¢, > 7 et un ensemble de nombre s € N;’;Ll de sorte que
les variables £° de la solution a I’équation (5.20) sont non-nulles et que leur supports

sont contenus dans 'ensemble 6 :

\V \V supp &°(tg, ) C 0,

tg2m  sENK . €540
ce qui signifie qu’a partir d’un certain moment t,, de nouveaux éléments simples (dif-
férents de ceux donnés au moment initial) correspondant & de nouvelles ondes simples
apparaissent dans I'équation (5.20). Le simple critére déterminant la génération de
nouvelles ondes dans la région d’interaction donnée 6" est un saut de rang de la dérivé
du(z) dans cette région®. Notons que la Définition ?? ne concerne que la région d’in-
teraction. Si ces hypotheses sont satisfaites, cela n’implique pas forcément qu’apres le
processus d’interaction on ait & traiter des ondes différentes de celles données dans les
conditions initiales. Pour éomprendre comment c’est possible, on peut formuler une
définition de la disparition d’ondes simples sur un état simple.
Définition 5.3.4. Si, dans un certain intervalle de temps (t4,t.) (on t, € R} ) toute
variable £° (s € N;f“) prend la valeur non-nulle dans la solution de ’équation (5.20)
et, qu’en dehors de cette intervalle, les variables £° disparaissent identiquement, on

parle alors de la disparition d’'une onde simple sur un état simple. Autrement dit

=0, pour m <t <ty

V A E&€Wtz)=<+£0 pour ty <t <ty

) k B
5€Np+1 TCR

=0, pourt, <t

celui des ondes entrant dans I’interaction.
5. Ici, Pordre de Papplication du au point p € £ est déterminé de la maniére suivante

k

> &)Y ()X (u(p)) + B (u(p))d}

r=1

rang ||d,u? (p)|| = rang pour p € [tg, +oo)zR*
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Il a précédemment été établit que la disparition d’ondes simples sur un état
simple ne survient pas pour les équations hyperboliques. Un tel phénomeéne est ob-
servé pour d’autres types d’équations dont notamment les équations mixtes de type
hyperboliques-elliptiques. D’un point de vue physique, il est pertinent de faire la dis-

tinction entre deux situations indépendantes :

1. dans le cas ol ¢, est un nombre réel, on parle de 'effet non-permanent (virtuel)

de la génération d’ondes simple sur I'état simple ;

2. dans le cas ou il n’existe aucun temps t, tel que t > t,, z € R £(t,z) = 0,
5 € N,;“H, alors on dit que l'effet de la génération d’ondes simples sur 1’état

simple est permanent.

D’un point de vue physique, les résultats observés en dehors de la région d’interac-
tion sont particuliérement intéressants. Leur définition introduit une nouvelle notion :
une décroissance asymptotique exacte d’une solution.

Définition 5.3.5. On dit d’une solution de (5.20) qu’elle décroit d la maniére d’ondes
simples se propageant sur un état simple s’il existe un temps k7 tel que pour tout temps

t > x? la condition

AN\ supp E(t,x)N supp &(t,z) =0
i,jENKiz]

est respectée.

Le temps «7 sera nommé le temps de décroissance pour la solution u = u(t,x).
Définition 5.3.6. On dit que la solution u = u(t,x) décroit asymptotiquement en
k ondes simples sur l'état simple dans la norme |.|"* si pour tout ¢ > 0 il existe
une fonction uc(t,x) approrimant la solution et un temps t, tels que les conditions

sutvantes sont respectées :
1. du(z) =55 €9, 2\ + B®dt,

2. la fonction u. décroit exactement a la maniére des ondes simples sur [’état

simple en accord avec la Définition 5.3.5 alors que k7 < t,,
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to

3. |ult,x) — ul™, €@t z) — &(t, )

Définition 5.3.7. On dit d’une interaction entres ondes simples sur l'état simple
qu’elle est élastique si la solution v = wu(t,z) décroit asymptotiquement en ondes
simples se propageant sur l’état simple en méme nombre et en méme type que les

ondes entrant dans l'interaction (données dans les conditions initiales).

L’élasticité d'une interaction n’exclut pas la génération de nouvelles ondes dans
le processus d’interaction. Cependant, ces ondes doivent disparaitre ou étre sujettes
A une décroissance asymptotique® dans le sens d’une convergence uniforme vers zéro

pour les fonction £°(t, z), x € Nj,, lorsque ¢ — co, c’est-a-dire

ANV N N gzl <e (5.21)

>0 TerF t>t geR!

Si les fonctions £°(t, x), s € Nfl ne disparaissent pas et ne satisfont pas la condition
(5.21) (c’est-a-dire que I'effet de la génération est permanent), on dit de I'interaction

qu’elle est non-élastique.

6. Cette approche différe de celle présentée antérieurement.Cette derniére limitait les interactions
élastiques au cas décrit par les invariants de Riemann et la génération des ondes simples dans la
région d’interaction était exclue.






Chapitre 6

Solutions de rang 2 de la

dynamique des fluides

Il existe six cas distincts de superposition d’'une onde simple (rang 1) sur un
état simple (rang 2) de Riemann, soient E°E, E°A,, AYE, A%A., H°F et HOA..
Pour chaque cas, en utilisant les éléments intégrals simples déduits précédemment,
on cherche une solution & la forme paramétrique u = (p, p,v) = f(r% r!) satisfaisant
I'équation (5.3) avec vs = (Vp., Yp., 7s) €t les conditions d’intégrabilité (5.5) avec A* =
(/\S,XS), s = 0,1. Pour chacun des six cas, nous étudions les possibilités a; = 0 et
oy # 0 étant donné qu’elles imposent chacune différentes restrictions sur A! (donc sur

p, p et U) et ménent a des solutions différentes. Les résultats sont présentés dans les

théoremes suivant.

Pour chaque type de solution, une solution explicite sera présentée et portée en

graphique grace au logiciel de calcul Mathematica.
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6.1 Onde entropique simple sur un état entropique

simple E'E

Si on substitue les éléments entropiques simples non-homogenes E° (3.6) et les
éléments entropiques simples homogenes £ (3.11) dans ’équation (5.4), on trouve le

systeme d’équations différentielles partielles

O0p dp
o T g e
p Op
2 — P By = 03
or? orl
o . o= ov . -
ﬁ:Q()X(g—QX’U,) 8—TI—ZCY0X/\1,
sujet aux contraintes
7 d —g- M
20— 70 N = | (6.2)
G- Qx v X

Les conditions d’intégrabilité (5.5) requierent OA°/dr! = oy A'. Pour les équations (6.1)
et (6.2), cette nécessité est équivalente & —(87/9r!)-§ = —ayv- M et —Qx (87/0r) =
ale. Les deux théoremes suivants étudient respectivement les cas a; = 0 et a; # 0.
Théoréme 6.1.1. Si l’équation (5.3) et les conditions de compatibilités (5.5) avec
ay = 0 sont satisfaites par les éléments entropiques simples non-homogénes (3.6)
et les éléments entropiques simples homogénes (3.11) dans ’équation (5.1), alors la

solution au systéme non-homogéne (3.1) a la forme

- . (6.3a)
7= —e®|g] 7% cog + va(r®, 7 1) — [e? |g] 7% (1] — )V* — 1] (7 x )
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avec les invariants de Riemann

_ =2 (1= /2, I -
e r = ot g (19172~ c)) G F—coldl PG x D) E+

-0

w(ry = e [* e e+ {et [+ (197 - )" As + codi] - Al e (630)

+AG- T+ A(Gx Q) -7,
ou ¢y, co et ¢y sont des constantes arbitraires et p(r°) > 0, va(r0, r1), x(r°,r1), A1 (r?),
As(rt) et ¢(r!) sont des fonctions arbitraires satisfaisant p > 0, dvy/Or' # 0 et
(191" = ef)As # —codr.

Preuve : Onrésout (6.1) et (6.2) en supposant que (5.5) est satisfait avec a; = 0.
On remarque immédiatement que p = p(r%) et p = p(r°). Comme il a été montré
dans le Chapitre 2, pour que les conditions d’intégrabilité (5.5) avec a; = 0 soient

respectées, on doit avoir
M%) = Ce?™) M (% ) = a(r°, rh) {X(ro,rl)é + A(rl)] , (6.4)

ol fi est un facteur de proportionnalité dépendant des invariants de Riemann 70 et
rl C est un vecteur constant, ® est une fonction arbitraire de 7%, la fonction scalaire
(10, 71) et la fonction & valeur vectorielle A(r!) doivent étre déterminées par (6.1)
et (6.2). On définit C' = (cor, &1)7 et A(r!) = {A(rl) : /T(TI)]T, ou ¢o; et ¢ sont
des constantes arbitraires et A(r!) et A(r!) sont des fonctions arbitraires de r!. Pour
simplifier les calculs, on pose ¢ = ¢/ |a|, co = co1/|G1], #(r°) = ®(r°) + In|c|,

x(r, ) = (% rY) |c| et a(r®, rt) = u(r® rh) ‘Xl‘ L’équation (6.4) devient alors

N=e (e, 97, |a=1 (6.5)
Al c Alr!
S = () | x (0, ) 0 + q( ) . (6.5b)
A ¢)  \AwY

Comme il a été démontré dans le Chapitre 2, les invariants de Riemann sont donnés
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sous forme implicite par

0 0

Civar= [ e [ xere O + Ay 7 = uir), (66)

ou ¢y est une constante arbitraire et ¥ est une fonction arbitraire de l'invariant de
Riemann r!. En posant ¢; = cy/|c)| et en utilisant les définitions précédentes, les

équations (6.6) prennent la forme
4]

ot +E T+ = / e~ de,
0 o (6.7)

[ xte e O + AP+ AP -5 = wir),
0
En substituant I'expression pour A\° donné par (6.2) dans (6.5a), on trouve
7§ =€’ G—Qxv=¢ (6.8)

En dérivant (6.8) par rapport & U'invariant de Riemann r!) il est possible d’obtenir

.
— . G=0, (0 x — =0. (6.9)

rl

<l

De (6.9), on remarque que 85/9r! = v(r%, 71)Q, ot v(r°, 1) est une fonction arbitraire
des deux invariants de Riemann. Si on applique cette forme a la premiére équation
de (6.9), on trouve 87/9r' - § = v(r®,r1)Q - § = 0. Si v(r°,r!) = 0, alors 87/dr! = 0,
ce qui implique que ¥, p et p sont uniquement fonction de I'invariant de Riemann
70 Comme un tel résultat implique qu’il n’y a pas de superposition et donc pas de

solutions de rang 2 en terme des invariants de Riemann, on conclut - § = 0.

Comme Q - g =0, ’ensemble de vecteur (7, Q, g x Q) forme une base orthogonale
pour R3. En posant ¥ = v;§ + UQQ+U3(§>< Q) et €= kig+ ko) + k3(g x ﬁ), ou v; sont

des fonctions des deux invariants de Riemann et k; sont des constantes (¢ = 1,2,3),



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides o7

les équations (6.8) prennent la forme
—v; |g)? = €®co, (1—v3)g+v1(Fx D) = € [k + kol + k(3 x )] . (6.10)
Si on compare les coefficients dans (6.10), on trouve

V1 = €¢/€3, kQ = 0, V3 = —€¢k1 + 1, (611&)

ks = —i—oz) (6.11b)
9]

ou (6.11b) est une conséquence de (6.10) et (6.11a).
On se rappelle aussi que |¢] = (k2 + k2)V/2|g] = 1, d’ou

b=l )" = 217 (17 - )

La condition 0v/9r® = @ x (§— 2 x ¥) pour une fonction a valeur vectorielle @ (r?, r!)

arbitraire est équivalente a

ov

Par (6.11), on trouve
ov  Ovy_. OJvg= Ovs, . = : . Ovy = . L o=
505 = 7,00 3,00 5 0(3 %X D) = (kg + 570~ () k(7 x ). (6.13)

En substituant § — (Q x 7) = e? [k;1§+ k3(§ x ﬁ)] et (6.13) dans (6.12), on remarque

que (6.12) est satisfait pour toute fonction ¢(r°) et toutes constantes k; et ks.

En substituant Vexpression pour A! donnée par (6.2) dans (6.5), on trouve les

conditions

—v- A= pu(r® ) [X(TO,TI)CO + A(Tl)} , X = () [X(ro,rl)5+ /?(Tl)} (6.14)
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En combinant les deux équations de (6.14), on remarque
A(r') = =x (%) (o + 7 &) — - A(r). (6.15)

On se rappelle que & = k1§ + k3(§ x Q) et on pose A(r!) = A;(r))§ + Ax(r))Q +

As(r)(g x Q) dans la deuxiéme équation de (6.14) de maniére a obtenir

—

A= p(r°, ) HX(TO,Tl)kl + Al] g+ Ao+ [X(TO,TI)/% + A3} (g Q)} . (6.16)

Pour une fonction & valeur vectorielle arbitraire @,(r% r!), la condition 9v/0r! =
- vl ) e N
a1 X A est équivalente a

— . X =0 (6.17)

Clairement, on a 87/0r! = dv,/9r1Q. En substituant cette valeur ainsi que (6.16) dans
(6.17) on trouve la condition A,dve/0r! = 0. Si duvy/Or! = 0, alors 7/0r! = 0 ce
qui implique que le champ de vitesse ne serait fonction que de l'invariant de Riemann
70. Comme la densité p et la pression p sont uniquement fonction de I'invariant de
Riemann 7°, il n’y aurait pas de superposition, donc pas de solution de rang 2 en terme

des invariants de Riemann. On rejette donc cette possibilité et on choisit A; = 0.

En notant les vecteurs ¢, ¥ et A en termes de notre base (g, Q,j X Q), I’équation

(6.15) devient
A(rY) = —x (%, 7V (co + viky |G + vsks |§)7) — v1 A1 [ — v3As|g)”. (6.18)

En substituant les valeurs de vy, v3 et ¢y données par (6.11) dans (6.18), on trouve la

condition

A |32 + As = €2 (ka1 As — ky Ay). (6.19)

Comme le coefficient de x (70, 7!) est nul dans (6.18), la fonction demeure arbitraire. En
substituant ¢y = — |§|2 ks, € = k1g—+ks(gx Q) et A= A1g+As(gx Q) dans les équations
(6.5), on remarque que A\° A \! # 0 précisément lorsque k; Az — k3 A; # 0. Comme la
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condition k; Az — k3 A1 # 0 est nécessaire & l’existence d’une solution, les invariants de
Riemann 70 et 7! peuvent étre séparés dans (6.19) de maniére & trouver e? = (A |g) >~
A3)(k1Az — k3 A;)7!. On remarque de cette égalité que le coté gauche de 1’équation
est uniquement fonction de linvariant de Riemann r° alors que le coté droit est uni-
quement fonction de l'invariant de Riemann r!. De ce fait, on conclut que chaque
coté doit étre égal a une constante. Par conséquent, ¢ = ¢, est une constante. En
vertu de (6.11), on remarque que & = |§| ° [i(m? — )25 — co(F Q)] et A(r!) =
{ed’o [i(|§|2 — )2 A+ coAI] — Az |§|2} . Lorsqu’on substitue ces grandeurs ainsi
que A, (r') = A5+ As(§ x Q) dans (6.7), on trouve les invariants de Riemann (6.3b).
Les équations (6.11) indiquent également que la solution (p, p, ¥) est donnée par (6.3a).
La condition duvy/dr! # 0 assure que vy et v, sont linéairement indépendant, ou les

vecteurs 7y; sont définis par

([ 0p Op OV .
7i_(87"“87"“8ﬂ) (£=0.1).

Pour les états simples, on détermine si les écoulements de fluide sont compressibles

et ont une vorticité en calculant respectivement div v et V x v. Une dérivation des

Z : a9 8% aroy _ V1 : 4
équations (6.9) donne (%) e E) = p A . Pour un champ de vitesse donné en terme

des invariants de Riemann r° et r!, on trouve

N S
divU:/\O-a—;;nLul/\l Y

-, = ov o
'ﬁ, VX’U:/\OXEE—*—,Ml/\lX

o
orl’

ou p, est le facteur de proportionnalité.

De cette maniere, on conclut que la solution (6.3a) est incompressible et qu’elle a

une vorticité. L’entropie est constante dans le fluide précisément lorsque

(Byr® + k) /7D (k£ 1)
p(r%) = . : (6.20)
KQGKIT , (l{ = 1)
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ou K et K, sont des constantes arbitraires.

Théoreme 6.1.2. Si les éléments simples entropiques non-homogénes (3.6) et les élé-
ments simples entropiques homogénes (3.11) dans [’équation (5.1) satisfont [’équation
(5.3) et les conditions de compatibilité (5.5) avec a; # 0, alors la solution au systéme

non-homogéne (3.1) a une des formes suivantes.

Les solutions existent si et seulement si g x 2 # 0 et se classent en deux cas.

CasI:gij#O

p=p(r’), p=p(r°)
() = vs(r')(g x Q) + vi(r')7
—1g° e . 6.21
+ { =%y (O - (e + t(Ou(©)de (6:21)
o " [ (©)us() — w1 (©6n(6)] de + c}ﬁ

Les invariants de Riemann sont donnés par la forme implicite

1

p(r') +1° = { |§|2 /OT [01(1 — v3) + Va0 dE + (G- Q)Q /OT [01v3 — v103] dE

—

— o |gl* —e(g- Q)}t + (1~ v3)§ + vs(§- DA+ w1 (gx D) - 7 (6.22)

$(r') = (- )’ —gl (o (rMws(r') — v (r)es(r)]E
+ [—i3(r)g + 0s(r')(G - D)+ 01 (r')(F x Q)] - &,
ot ¢ est une constante arbitraire, p(r°) > 0, v1(r!), vs(r') et ¢(r!) sont des fonctions

arbitraires telles que p(r®) > 0 et v1(r') # 0 ou v3(r') # 0.
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Ca32:5262|§|ﬁ

1 (6.23)
o(r!) = vi(rh)ey + vo(rh)ey + {_%/0 [01(r)va(r) — v1(r)02(7)]dr + co} €3
Les invariants de Riemann sont donnés par
o(r) 70 = { [ oY) = Y — el |
- - o = 24
+ o) — i (r')es + elgles] - 7 (624)

QB(TI) = [01(rDva(r) — vy (P oo (r))]t + [a(rh)ey + 0y (r1)és] - 7,

ol ¢ est une constante arbitraire, €, = £1, p(r®) > 0, vi(r!), va(r!) et ¢(r!) sont des

fonctions arbitraires telles que p(r®) > 0 et v;(r') # 0 ou vy(r') # 0.

Preuve : On résout (6.1) et (6.2) en faisant ’hypothése que (5.4) est valide avec

a; # 0. Les équations (6.1) donnent immédiatement p = p(r°) et p = p(r?).

En appliquant les conditions d’intégrabilité (5.5) avec a; # 0, on trouve les condi-

tions

)\O(TO,T'I) — T(Tl)ei(roy.rl)’ )\I(TO,TI) — ,LNL(TO,TIO (%T(Tl) +7"(T1)> ’ (625)
T

ou f est un facteur de proportionnalité dépendant des deux invariants de Riemann 7°

et 7 et ot 7(r!) et ¢(r°,71) sont déterminés par (6.2). On pose

H(rt)
H(Tl)

r(r!) =

b

ol f1 et h(r!) sont des fonctions arbitraires de I'invariant de Riemann r!. Pour sim-

=1 B, g0, = (0, ) +

plifier les calculs futurs, on définit h = le/ ‘h:
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—

In ‘El(rl)‘ et p(r® rt) = a(ro rl) ‘hl(rl)‘. Avec ces définitions, (6.25) devient

\h(rl)\ =1, (6.26a)

. ¢ fi(rh) g(r?)
m = u(r®,r’) o ( (rl)) + (E(rl)) : (6.26b)

Comme expliqué dans le théoreme 5.1.1, les invariants de Riemann sont donnés sous

forme implicite par

70
Somlr)ar =g + [ e,

. N 5] 7 a¢(€>'r'1) —(&,rh)
S aurar = gh) — [ FE e g,

(6.27)

olt ¢(r!) est une fonction C? arbitraire de 7!, En posant ®(r!) = ¢(r1)/ Vzl(rl)}. les

équations (6.27) prennent la forme

FONE+ R T = +/
_ o B (6.28)
. o )
ft+ Ry -7 =) — [ S5 (6 e ag,
o oOrt
En substituant Pexpression pour A° donnée par (6.2) dans (6.26a), on obtient
—7- G =T, Q x 7= 0O DR(rY. (6.29)

e (=g Q. (6.30)

On remarque que le c¢6té droit de I’équation (6.30) est constant, par conséquent on

doit considérer les cas (i) g- Q2 # 0 et (ii) - = 0.

(i) Soit §- Q = 0. L’équation (6.30) implique alors h(r!) - Q # 0. Ainsi, ’équation
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(6.30) peut étre reformulée de maniere a ce que ¢(r°,7!) = In [(g Q) (h(r?) - Q)}—l.
En remplacant respectivement e®™) f(r1), e®h(rl) et p(r!) par F(r!), H(r') et

e (r0 1), Péquation (6.26) devient

)\O(ro,rl) = =

ml
~~
=
N>

-

En dérivant la premiére équation de (6.31) par rapport & l'invariant de Riemann 7°

)

on calcule

%-g:o, Qx%zo. (6.32)
La deuxiéme équation de (6.32) implique 87/8r° = v(r® 1), ot v(r0 r!) est une
fonction arbitraire. En calculant le produit scalaire avec ¢, étant donné la premiere
équation de (6.32), on trouve V(ro,rl)ﬁ - g = 0. Comme Q- g # 0, alors clairement
v =0et 0U/0r° = 0, ce qui implique que 7 est uniquement fonction de I'invariant de

Riemann 7.

Si on revient & (6.31), on remarque

—

X = () @), N = G Y H ) = () (S xD). (6.33)

En substituant la deuxiéme équation de (6.33) dans la premiére, on observe la condi-
tion

) - (G- Q xv) =0. (6.34)

On note que la condition 07/9r° = @y x (§— X U) pour un vecteur dy arbitraire est
satisfaite par 7 = ¥(r!). De plus, la condition 07/9r! = & x A\, ol &; est une fonction
arbitraire, est automatiquement satisfaite par A\! en vertu de la deuxiéme équation de

(6.33).

Déterminons maintenant les valeurs du champ de vitesse ¥ satisfaisant la condition

(6.34). On doit considérer les cas (a) g x QO #0et (b) §x =0 séparément.
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(a) Sigx ) # 0, alors Uensemble de vecteurs (g, §3, §x Q) forme une base de R®. On
exprime alors le champ de vitesse dans cette base de maniere & ce que v(r!) = vy (1) g+
01 (P G+ 3 () (G x ). On caleule alors F— X7 = (1—v3(r!)) G+ 02 (Q-§) Q401 (< D).
En substituant ces expressions dans (6.34) et en faisant le produit, scalaire avec ¥, on
trouve 01 (1) (1—v3) |G +91 (1)) vs (- )2 402 (r) (GR) +05(r vy 712 — 03(r )1 (G-0)2 =
0, ou Dexpression équivalente a(r!) = —|§* (7 )7 [on (r) (1 — vs)v5(r 1] — (G -

Q) [01(r)vs — v3(rV)v] . Ainsi, on peut exprimer v, en terme des fonctions vy et vs -
TG D[ O - w(€)in(©n ()]
-9 [

ol c¢ est une constante d’intégration. En combinant les résultats précédents, on trouve

(6.35)

Vy = —
1

0
[01(&)vs(§) — D3(E)v1(€)dE] + ¢,

que la solution (p,p,¥) a la forme (6.21).

On applique maintenant les équations (6.28) pour décrire les invariants de Riemann
de maniére implicite. Comme ¢ est une fonction arbitraire dépendant uniquement de
Pinvariant de Riemann 7!, si on multiplie chaque c6té de ’équation (6.28) par e?(")

et qu'on remplace ®(r1) par e ¢ )®(r!), on obtient
F(rt+ H(rY) -2 = ¢(r)) +7°, FOOt+ HE) 7= ¢(rh), (6.36)

ou la premiere équation de (6.36) est utilisée pour déduire la deuxieme. L’équation

(6.31) avec 'expression @(r!) = vy (1) + v (1) + v3(r')(F x Q) donne
(6.37)

En combinant (6.35) et (6.37) et en substituant les équations résultantes dans (6.36),

on obtient les invariants de Riemann sous la forme implicite (6.22). La condition
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U1(r!) # 0 ou v3(r!) # 0 garantie que 7o et y; sont linéairement indépendants et que

AOA AL £ 0.

(b) Sigx 0= 0, alors le vecteur gravitationnel peut étre décrit comme ¢ = € |g] Q,
ol e = 1. On choisit la base orthonormale standard pour R3 (€}, €5, ;). On pose
T = v(r)é + vp(r!)é + vs(r1)és et § = &. On peut alors calculer § — € x 7 =
va(r))& — v1(r1)é + €5 || €5. En substituant la grandeur § — Q x ¥ dans (6.34), on

trouve 01 (r vy (r') — o (rt) vy (r!) + €203 |g] = 0. En intégrant, on trouve une expression

pour la fonction vs(r?) :

1

w(r) = = |77 [ Br(€)a(©) — (i )] d +c (6:3)

On peut alors écrire la solution (p, p, ¥') comme (6.23).

Les invariants de Riemann sont calculés comme dans (a). Dans le cas présent, on

obtient

FrYy =7 = —e|glvs,  F(r') = —o(r) §= —ea|g|v3(r1),

H(r') =g —Q x ¥ = 061 — n1é) + 6|3 &, (6.39)

Aprés avoir combiné (6.38) et (6.39) et substitué le résultat dans (6.36), on obtient
(6.24). La condition o1(r) # 0 ou ©o(r') # 0 est nécessaire et suffisante pour assurer

que Yo et y; sont linéairement indépendants et que A\° A X! # 0.

(ii) Si g alors (6.30) implique que A(r!) - © = 0. De plus, I'ensemble de

— —

vecteurs (g, 2, §x Q) forme une base orthogonale pour R3. On peut alors poser h(r!) =

B (1) G+ ha () Q4 ha () (G % ) et T(rY) = vy (r0, 7)) G4v2 (10, P+ v3 (70, r1) (G x Q).
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En insérant ces expressions dans les équations (6.29), on trouve

—u (%, 9" = O’Tl)f(f’l),

) 3 (6.40)
[1—wa(r® )] G+ va(F x 9) = e [ ()5 + ha(r') (G x D)

En comparant les coefficients, on trouve [1 — vs(r%, r1)| = e?0° ™R (1) et vy (r®,r!) =

e h(r1). En vertu de (6.40) et de ’hypotheése 1 = ‘E‘ = (h?+h2)Y%|g|, on obtient

vy (%, 1) =T pa(rh), v3 (0, r!) = —ed’(ro’rl)h(rl) +1

o (6.41)
FOY) == a7 ha(r),  ha(r?) = £[1g17 = ha(r!)]

En substituant Pexpression pour A! donnée par (6.2) dans (6.26b), on trouve les

conditions

— - A = p(?rh) [% (r') + f(rl)l R (a [%h(rl) + E(rl)l , (6.42)

qu’on peut combiner de maniere & trouver

PR ) 1 fro
_ [ﬁv it dhr >] = 20 p) + f). (6.43)

En calculant le produit scalaire entre la deuxiéme équation de (6.29) et ¥ et en utilisant
la premiére de (6.29), on trouve I’égalité h ¥ = —f(r1). En appliquant cette égalité
a (6.43), on trouve

7R = —f(rh). (6.44)

L’équation (6.41) implique alors 7 = e®hsg + va) + (1 — e®hy)(F x Q) et f(r!) =
—1§* ha(r)). En substituant ces expressions dans (6.44) avec i;z(rl) = hy(r))g +
hs(r)( x ), on trouve

hshi(r!) — hyhs(r?) = 0. (6.45)

Si hy # +|§|™", alors (6.41) donne hy(r!) = £1 (|§'|_2 — h%)w [—thhg('f'l)] . Lors-

qu'on substitue cette égalité dans (6.45) avec hy = =+(|g| > — h2)“2, on trouve
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ha(r!) = 0. Ainsi, peu importe si b3 = =+ |g|™" ou non, ks est une constante. Il
suit de (6.41) que f et b = hy+ hs(g x ) sont constants alors que (6.26) indique que
A® ~ Al Cependant, cela contredit hypothése A\° A A! # 0 et démontre qu’aucune

solution de rang 2 n’existe dans ce cas. U

La compressibilité et la vorticité de I’écoulement d’un fluide sont déterminées en
évaluant div 7 et V x v, respectivement, tel qu’expliqué précédemment. En dérivant
les équations (5.8) implicitement et en utilisant (5.6), on trouve

or® or® or0 - - ort ort ort -
A ) a1 o :Ao_i_ Al et A ' a o = Ala
(81‘ 8y’ bz = or' By 9z ) M
ou p; et po sont des facteurs de proportion. Ainsi, pour un champ de vitesse ¥ donné

comme fonction des invariants de Riemann r° et r!, on peut simplement calculer

av oV - .
ar O‘i‘,UQA m et Vxu= A Xa

ov - OU
0+p1/\ X —

oro

ov

+ﬂ2/\1 ar ol

div 7 = X0 %-1—#1/\

Avec ces calculs, on montre que les solutions (6.21) et (6.23) sont incompressibles et
ont une vorticité. Dans les deux cas, I’entropie est constante dans le fluide précisément

lorsque la, pression p est donnée par (6.20).
Solution explicite

La solution explicite solitonique (type kink pour la deuxiéme composante du champ
de vitesse et de type bump algébrique pour la pression) pour la solution implicite (6.3a)

est donnée par :

1
p(t,y, 2) = sech? <t+ J1— 2+ Q) , p(t,y,z) = tanh (t+ 1 - )
g g
1 4 1
77(7573/72):(__)1_ y —g — ].——)
g 1—2(r0(t,y, 2)rl(t,y, 2))° Vg
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Les invariants sont donnés par

/ 1 1
To(tyy)z):t+ 1_?Z+§ya

- (t+g2—1) [4gt -y + 2v/g7 = 1) = ¢
4% + [4(gt —y+2/g> —1)2 - 92} (1-g2t+t/g7 —1)

(6.46)

ri(t,y,z) =

Les Figures 6.1, 6.2 et 6.3 représentent respectivement des coupes en ¢ = 0 sur le plan

(y,z) de p(0,y,z), p(0,y, z) et de la deuxiéme composante de ¥(0,y, z).

FIGURE 6.1 — Repré- )
FI1GURE 6.3 — Représen-

sentation graphique FIGURE 6.2 — Représen- . .

.y ) , : tation graphique de la
de la densité tation graphique deuxiéme composante du
p(0,y,2). de la pression p(0,y, z). euxieme P

vecteur (0, y, z).

La densité et la deuxiéme composante du champ de vitesse, respectivement repré-
sentées aux Figures 6.1 et 6.3, ont la forme d’un bump algébrique alors que la pression,
Figure 6.2, a la forme d’un kink. Ces formes d’onde sont intéressantes puisqu’elles sont

vues et détectées en pratique mais sont difficiles a simuler numériquement.

Les hypotheses suivantes ont été effectuées pour trouver les solutions explicites a
ce cas entropique E°F : ¢o =0, co=1,a0=0,¢e =1, 5 = (0,0,9) et 7 = (1,0,0).
YY) =71l Ay =71t Az = (r1)?, p = tanh(r®) + 1 et

4
5,0,0] .

1 1,2 4 - 1
X(TO,T)Z(T) {1—7], u(ro,r): l—m

1 — 4(r0)2

1

Les invariants ¥ et r! sont explicitement donnés par les équations (6.46).
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6.2 Onde acoustique simple sur un état entropique

simple EA,

En substituant I’élément entropique simple non-homogene (3.6) et I’élément acous-
tique simple homogene (3.13) dans ’équation (5.3), on obtient le systéme d’équations

différentielles partielles :

Op op
5ro = g1 =T
op Op _ kp
o0~ P orl I (6.47a)
ov ~ ov Kp 1z Yo AL
— =ax(§—-Ox7v — = —€|— e
5o~ & <g U> ’ or! ¢ ( p ) p ‘/\1
ou
N1/2 )= -
_U q € Kp 1 _ 7 1
/\0 — B Q g E /\1 — < P ) ‘/—\'1 ‘ (647b)
§—Oxv
Dans ce cas, la condition A°/0r! = oy A prend la forme
oy kp\2 o L o N
ot 9T [(J SRR B Tt

L’équation (6.47) montre que 87/8r} = £(r° r))XL, ot £(r°, r}) est une fonction sca-
laire des deux invariants de Riemann. Ainsi, a; X! - A} = — [ﬁ X {(TO,Tl)Xl} AN =0
et, comme ‘Xl} # 0, on conclut que oy = 0. Les solutions de (6.47) satisfaisant la
condition de compatibilité (5.5) avec oy = 0 sont données dans le théoréme suivant.

Théoréme 6.2.1. Si l’équation (5.3) et les conditions de compatibilité (5.5) avec oy =
0 sont satisfaites par ’élément entropique simple non-homogéne (3.6) et l’élément

acoustique simple homogéne (3.13) dans ’équation (5.1), alors la solution du systéme
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non-homogéne (3.1) existe lorsque Kk =1 et g - Q =0 et est donnée par

o= eTO/A-FB(Tl), p = Ap('r‘o),
, coe?") 1/2 (01 3
5=~ - [e1cA2B (1Y) + By 3 (6.48a)

—

(%) . .
+{fgwpam2—£f”+1<gxﬂx

ot les 1nvariants de Riemann sont

r 2 2\1/2 ‘ B
[ e =+ W g g @G d) 7,

° 4] I (6.48b)
(rt) = [ereAV2(B(r) + 1) + Bo| t + - &

Les constantes arbitraire sont A > 0, By, cg et c1, les fonctions arbitraires sont ¢(r°),

B(r') et (r!) et ces paramétres sont tels que B(r') # 0, NI /|| = &,€.

Preuve : On résout (6.47) en faisant I'hypothése que les conditions (5.5) sont

satisfaites avec a; = 0. De
Op _ kp Op
orlt  p orv’

on conclut que la pression est donnée par p = A(r%)p* ot A(r%) est une fonction

d’intégration. De Op/dr?, on obtient

dp

o5 = [kAG0)] " o[- A0 (6.49)

Les équations (6.8) et (6.9) sont aussi valides dans ce cas et, encore une fois, on a
8v/0rt = v(r®, r)Q, ot v(r®, Q- 7 = 0. Si v(r®,r!) = 0, alors 87/9r! = 0, ce qui
implique que (6.47a) devient vy, = 0 et que les grandeurs p, p et ¥ sont seulement

O et qu'il n’y a pas de superposition. Ainsi, on conclut § - Q=0 et

fonctions de r
on emploie la base orthogonale pour R® (7,Q,7 x Q). En posant 7 = vy (%, r!)§ +
Ua(r0, PR+ v3(r0, 7)) G X Q et & = kG + koQ + k3G x 0, on trouve (6.11) et on observe

que la condition (6.12) est satisfaite.
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De Péquation (6.11), il est évident que 87/8r! = duy/0r' (L et de (6.47a) on trouve

- -1
Al Kp 2 Op 0vy =
= = |— — —_— —0 .
X {%p) oort| o (6:50)
)

d’olt la condition 55 = v, # 0. Comme X/ ‘Xl‘ et ) sont tous deux des vecteurs

unitaires, on peut noter X!/ ‘Xl‘ = e, avec ¢, = +1. Ainsi, (6.50) implique

() Loe ] v
¢ P por! gt~ 4

ce qui donne, en insérant I'expression p = A(r%)p*

802

2 0p
orl

= —¢€p€ [K,A(rl)p"_'g} 51

(6.51)

En substituant 1'expression pour A\!' donnée dans (6.47b) dans I’équation (6.5b), on

obtient les expressions

: Xl‘
(6.52)
Al o
Eq=m2~NMﬁﬂw+Aw»,
qu’on peut combiner de maniere a trouver
p\ 12 .
€ (f) p(r® ) = x (% ) (o + - &) + T A(rt) + A(rY). (6.53)

En posant A(r!) = Ay (r})g+ Ay (r)) 4+ As(r)g x € et en substituant cette grandeur
ainsi que &= k1§ + kag x (L et \!/ ‘Xl‘ = ¢, dans (6.52), on découvre

p(r®, ) [e(r®, Yk + Ar ()] G+ Aa(rh) G+ (%, 7 ks + As(r1)] G x O = e
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Par conséquent, on obtient

p(r®,r) Ao (rt) = e, x(r® ki + Ai(r') =0, i=1,3 (6.54)

Comme ¢ — ¥ X Q= e?(k1G + kag x Q) # 0, au moins une variable entre k; et k3
doit étre non-nulle. L’équation (6.54) montre aussi que x est uniquement fonction
de l'invariant de Riemann r!. En employant (6.54), I'équation (6.53) peut prendre la

forme

N1/2
(e (2] = xr) [+ (s, + 0,k 0]+ 4G

+ (0 (%, ) A () + ua(r%, ) Ag (1)) |17 + v, 1) Ao(r)
= x(r')eo + va(r®, 1) Ag (1) + A(r),

d’ou on conclut

Vg — €1€ {RA(TO)p“_lr/Q = —Ay(r')™? {A(TO) + X(T'l)co] (6.55)
ainsi que
ov 0 o 111/2
E'% = € GI{.I/Q—O [A(TO) 1:‘ (656)

Pour « # 1, (6.51) prend la forme

Ovs ! k—1\"! O 1/2
e /2 v - o 0y x—1
ot~ ( 2 ) arr (A0 ]
En dérivant (6.56) par rapport a r! et (6.12) par rapport & r° puis en soustrayant les ré-
sultats, on trouve ¢,ex'/? ("—“) 63; [A(r%)p*1)"* = 0. Comme x > 0, on doit avoir
6—r?2r0 [A(r®)pr 1]1/2 =0,0u0 = a_ [A(ro)p("_l)/2 + (K — l)A(rO)p("_f’)/Qa%%J .En em-

ployant (6.49), on trouve 0 = 2 [ (1 —x71) p= =072 L o= TA(r0) pln 1)/2] ce qui, en dé-

rivant par rapport a I'invariant de Riemann 7!, donne la condition [A(To)p”_l —(k — 1)] Op/ort =

0. Ainsi, on doit avoir soit Ap/r' = 0 ou A(r%)p* 1 = (k—1). Comme x # 1, A(7%) # 0
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. B y p 1/(k—1 .
et A(r%)p"~! = k — 1, la densité p = [(K — 1)A_1(r0)} M1 st uniquement fonction

de l'invariant de Riemann r°. Dans tous les cas, 9p/dr! = 0 ce qui implique qu'il n’y
a pas de solution de rang 2.

Si k =1, alors (6.56) et (6.51) deviennent

Ovy €€

_ ~1/2 4,0
50 5 A (r*) (6.57a)
Ovy _ 1/2 -1 dp 0 1/2
ﬁ = €1€A P ﬁ = —616% (A In p) ) (657b)
alors que (6.49) prend la forme
L [1- A2 (6.58)
Oro ' '

En dérivant (6.57a) par rapport & r! et (6.57b) par rapport a 7%, on peut égaliser les

résultats et appliquer (6.58) de maniére a trouver

o0 Il . B .
(AY21np) = i §A*1/2A(r0)lnp+A V21 — A(r)|,

d’ott on conclut que Adp/dr! = 0 ou que A est une constante.
[’équation (6.58) donne p~19p/dr® = A7 et
_ _r9/A+B(FY
p=e : (6.59)

ott B(r!) est une fonction d’intégration. L’équation (6.57a) indique que dv,/0r® = 0,

donc v, est uniquement fonction de r!. Les équations (6.57b) et (6.59) impliquent

9 .
N N 1/2 [ 4-1,.0 1 _ 1/2 1
Ba(r!) = —ere 5 {AV2 A7+ B(r)|} = —ec A2 B(r). (6.60)

En intégrant (6.60) par rapport & I'invariant de Riemann 7!, on trouve vy = (—¢;eA/2

B(r') — By), ou By est une constante arbitraire. En combinant ces résultats avec
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(6.11), on obtient (6.48a). La condition que 7, et 7, soient linéairement indépendants
est respectée pourvu que B(r!) # 0. La condition A° A Al # 0 est quant & elle remplie

lorsque ¢’ # 0.

Les invariants de Riemann sont calculés via (6.7). De (6.54) et (6.55), on trouve
A; = —x(rY)k;pouri =1,3et A = — A, (vg - 61€A1/2> —x(rYey = A2{515A1/2 {B(r1)+
1} + BO} — x(r')cy. En substituant ces expressions dans (6.7) ainsi qu’en remplagant
f(')ro e ?Ed¢ par cot + k1§ - T+ ks(g x ﬁ) - T + ¢; et la fonction arbitraire ¥ (r!) par
Agp(r!) + x(r!)e; ot Ay # 0, on trouve la deuxieéme équation de (6.48b). La premiére
équation de (6.48b) est obtenue par (6.7) et (6.11). O

L’écoulement de fluide décrit par la solution (6.48a) est compressible et a une

entropie constante. Il a une vorticité lorsque ¢(r°) # 0.
Solution explicite

Soit le vecteur de gravitation g = (0,0, g) et le vecteur de vitesse angulaire Q=
(1,0,0). Si on choisit constantes A = 1, By = 0, ¢g = 1 et ¢; = 0 ainsi que les
branches ¢ = ¢; = ¢; = 1, on peut alors exprimer les invariants de Riemann de
maniere explicites en choisissant les fonctions arbitraires comme étant ¢(7°) = — In7r°

ainsi que le bump algébrique en terme de I'invariant de Riemann r!

4

W) =1y

A titre d'illustration, pour tracer les graphiques, on choisit le bump algébrique en

terme de ’invariant de Riemann 7!
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Sous ces hypotheéses, on trouve les solutions explicites de rang 2

p(t,z,y, z) =exp

1
t+§(x—1+\/4t2+4t(x—3)+(1+x)2

7

+2\/§Jgt~y+\/§§—*1z)
g

p(t,z,y,2) =p(t, 2,9, 2), (6.61)

. 1 g _

u(t,x,y,2) =

t,2.9,2) ﬂgQ\/t~y+\/—1+g§zg
1 -
( 14+ 26+ 2+ (/482 + 4t(—3 + z) + (1+x)>Q

( Fﬁt y+¢T+7z >( )

ou les invariants de Riemann sont

t—y+/"11 g

(6.62)

X 12— 2t+ /42 + 4¢(=3+ ) + (1 + z)?
r(t,x) ==
2 (-1+4x)

Les solutions (6.61) représentent un écoulement compressible.

L’invariant de Riemann 7°(¢,y, z) est réel sous la condition t < . Pour

y—v/ —14+g%z
g
Iinvariant de Riemann r!(¢,z), il y a une singularité en terme de z lorsque le dé-
nominateur de l'invariant de Riemann r' donné a (6.62) est nul, c’est-a-dire & la
coordonnée x = 1. De plus, 'invariant de Riemann n’est réel que sous les conditions

2t < 2442 + 4t(=3 + 2) + (1+ )% ou 4¢(3 — z) < 42 + (1 + z)*.

Les Figures 6.4, 6.5 et 6.6 représentent la densité p(t,z,y, z) au temps t = 0 sur

les plans (v, z), (z, z) et (z,y), respectivement.
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FIGURE 6.4
Représentation gra-
phique de la densité
p(0,0,y,2z) sur le

plan (y, z)

FIGURE 6.5 — Représen-
tation graphique de la
densité p(0,z,0,z) sur le
plan (z, z)

FIGURE 6.6 — Représen-
tation graphique de la
densité p(0,z,y,0) sur le
plan (z,y)

6.3 Onde entropique simple sur état acoustique

simple A’E

En substituant I’élément acoustique simple non-homogene (3.8) et I’élément en-

tropique homogene (3.11) dans I’équation (5.3), on trouve le systéme d’équations

différentielles partielles

dp

oo =
Op _ e
87‘0 p PO

% _ oo ()| [ - 2y
_— = — )] — v
8TO Ep p pg p PO )

Op

a1 e

op 0

ort (6.63a)
@ — & X Y1

orl ’
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sujet aux contraintes

1/2 N -, v
€ =E N — 7\ —v - Al - -
A0 — () u Al = | X @9 x ) =0. (6.63b)
A A

Une étude de (6.63) révéle rapidement que A° peut satisfaire la condition d’intégrabi-
lité OX°/Or! = oy Al pour a; = 0 et oy # 0. Les solutions obtenues pour chaque cas
sont présentées dans les théorémes suivants.

Théoréme 6.3.1. Si [’élément acoustique simple non-homogeéne (3.8) et ’élément
entropique simple homogéne (3.11) dans [’équation (5.1) sont satisfaisants da (5.3)
et auzr conditions de compatibilité (5.5) avec oy = 0, une solution au systéme non-

homogene (3.1) existe d condition que X° = € ‘XO‘ Q et - Q =0. Elle aura la forme

suivante :
P = po, P = Do,
- 1 po \/2 —$(r) | = 3
U= (7" )COS I:E (K,’]"O) /0 € dr + b] (T )} g+ B()Q (664&)
) 0o 1/2 ;70 . . .
+ <a(r)sin |€ (—) / e Odr + by (r)| + 15 (7 x Q),
KTo 0

ou les invariants de Riemann sont
0

., ep\ /2
/ e *Mdr = |e <ﬂ> — 618y
0 P

po >0, po >0, By ainsi que ¢; sont des constantes arbitraires et ay(r') # 0, by(r?),

t+€1ﬁ : f—f—C], ’(p(’l"l) = Bot — Q - T (664b)

(%) et ¥(r!) sont des fonctions arbitraires. La fonction arbitraire ai(r!) est sujette

a la condition a,(r') # 0.
Preuve : On résout (6.63) en faisant I’hypothése que les conditions (5.5) sont
valides avec a; = 0. On remarque immédiatement que p = p(r°) et que p(r%, ') =

p(rO)/= A(r1)=1/%,

Les conditions (5.9) et (5.10), qui sont équivalentes aux conditions (6.5), doivent
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étre respectées. En substituant l’expression pour A’ donnée par (6.63b) ainsi que

’expression pour p dans (6.5a), on trouve

X = ez, =1, (6.65a)
e [rp(r®) A Y] 5 e = e, (6.65b)
g (G—Qxv)=0. (6.65¢)

En dérivant (6.65b) par rapport a I'invariant de Riemann r°, on trouve
ov 1o (=1 . 5 dp
g < /2 v *(h+1)/2A1/(2n)_. 666
gro © ¢ ( 2K ) P dr? (6.66)

Les équations (6.63), (6.65a) et (6.65¢) donnent

v Kp i Y0 B kP Y0 w1\ "Y2 1y AP
50 €= ||~ ‘/\‘ - Yoo A - €= —€ (mp ) A i (6.67)

En égalant (6.66) et (6.67), on remarque

k+1dp dp

o 40 g

Ainsi, la pression est une constante p = py et la densité est uniquement fonction de

I'invariant de Riemann r!. Il en suit que le champ de vitesse est donné par

ov

or0

e\ M2 -1 B 1/2 B
e|[X°] ( pp) ] (7O x v) = ee ¥ (ﬂ%o) (g —Q xv).

Traitons les cas (i) @x € # 0 et (ii) ¢ x € = 0 individuellement.

(i) Siéx €+ 0, alors (2, €, &x 1) est une base pour R3. On pose 7 = a(r?, 1)+

B0 P10 + T(r°, r1)(¢ x ). L’équation (6.65¢) est alors équivalente & Pexpression
2
, ce qui

constante v - (¢'x ) = ¢+ g. On remarque aussi que v - (¢’ x Q) =T ‘Ex Q
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implique que T est une constante qu’on notera Ty. Définissons le vecteur constant
7o = To(¢ x ), de sorte qu’on ait maintenant #(r%,r!) = a(r, r)é+ B(r°, 1) + T,
En insérant cette nouvelle définition du champ de vitesse ¥ dans (6.65¢), on trouve

c- (57—@ X Up) = 0. En écrivant le champ de vitesse ¥ en termes de notre base vectorielle

dans (6.67), on trouve maintenant

8 88 = 1z , ,
a—:€+ a—ﬁﬂ = €€_¢('r0) (I::;O) [g— Q(Q X 170) - x 7.70} . (668)

En calculant le produit scalaire entre (6.68) et ¢, on remarque

% + %Q &=0. (6.69)
Si on calcule plutdt le produit scalaire entre (6.68) et le vecteur (€ x &), on obtient
0= [g—a(ﬁxé’)—ﬁxﬁo]-(Qxé’),oua'ﬁxcf: (g—ﬁxﬁo)-(ﬁxé’),cequi
implique que « est constant. Par conséquent, (6.69) devient (8/3/07’0)6 ¢ =0, ce
qui laisse présager deux possibilités, soit 8/0m° = 0 ou Q-¢=0. Cependant, si
9B/0r° = 0, alors la densité est uniquement fonction de 'invariant de Riemann 7! et

il n’y a pas de superposition.

On fait donc 'hypothése que § - &= 0. L'équation (6.65b) donne alors AY(2%) =
. (p(l—n)/rc 1/2

K

(co+ ). A(r!) est donc une constante qu’on notera A. Par conséquent,

sz 1 1/k .
la densité p = pO/KA /% est aussi une constante qu’on notera py. Dans ce cas, on a

v = (567.% S gfi) = (0 0, B%ZQ) , 1 =20,1. On conclut donc que 7, et y; sont

linéairement dépendant et qu’aucune solution de rang 2 n’existe.

(i) Si x € = 0, on doit avoir & = €161, ol ¢ = +1 puisque | = 1. En remplacant
¢ par Q dans (6.65¢), on remarque que g - Q= 0. On peut alors choisir (g, Q,g X Q)
comme base de R®. On pose alors 7 = a(r%, 7)) + B(r°, r)Q + T, ) (§ x Q). En

substituant cette expression dans (6.65b) ainsi que ¢ = 1§, on trouve

B=e {e [&péal/ﬁA(rl)l/"}l/Q — Co} : (6.70)
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De (6.70), on remarque que 3 est uniquement fonction de 'invariant de Riemann r!.

e—¢(ro) (—4

. — Q x ¥). En écrivant le champ de vitesse ' en terme
cgterf

Il en découle que 8r0 =

de la base vectorielle établie et en comparant les coefficients, on trouve

0o _ ooy 12T 0T g0 @ (6.71)
or co+ €10 oro co+eaf

Comme ada/0r® = (1 — T)0T/0r°, il est clair que o + (1 — T)* = f(r)?, ou f(r!)

est une fonction d’intégration (générée lorsqu’on intégre une dérivée partielle). La

— ~r'o
deuxidme équation de (6.71) peut ainsi &tre réécrite comme 2% = +< 2 [ f(y1)2 — (T —

or0 cote 8 L

T(To,rl)—l}
f)

+ [co + e18(rH)] fOTO e~ ?&dég(r'), ot g(r!) est une fonction d’intégration. Cette équa-
tion est équivalente & T'(r%,71) = a;(r!) sin {[Co + elﬁ(rl)]_l f(;”o e~ & de 4 bl(rl)} 11,

Apres séparation des variables T' et 70, on intégre et on trouve arcsin {

ou ap et b; sont des fonctions arbitraires de 'invariant de Riemann r!. La valeur de «

peut maintenant étre déterminée avec (6.71) : a(r® 7') = a,(r!) cos {[co +a ) [ et ©dg + by (rl)}

L’équation (6.63) donne 8‘?’“1 = ar19+ﬁ( DO+ l(gx Q) = @x A!. Comme les valeurs

de A dans (6.2) et (6.63b) sont égales, les équations (6.14) et (6.15) sont aussi valides

dans cette section et les conditions suivantes doivent étre respectées :

_817 *1_8"7 0 .1 0 .1\ A1
0—%'/\ —W'M(T;T)[Elx(Tﬁ)Q*‘A(T )]>

(6.72)

—~
=
Ql
'Ql

En posant A(r!) = A;(r})d + Ay(r)Q + As(r? ) dans I’équation (6.72), on

trouve

A2 g+ B [ax(r”,r1) + Ad] + Ay T =
(6.73)

ArY) = =x(r° mM)(co + e18) — 1g]° (wAy + T'A3) — 3As.

Nous étudierons maintenant les possibilités A(r') # 0 et f(r!) =

Commencons en faisant '’hypotheése que B(Tl) # 0. Dans ce cas, (6.73) donne deux

1)2)]"2.
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expressions pour x(r% r!) :

o -1 Oa oT
X(”’O;"“]) = —€] |9|2 [5(71)} (Alﬁ + Asﬁ) — €1 Ay

= —(co+ e ) [A(r!) + |1 (@A) + TAs) + BAs .

(6.74)

En dérivant (6.74) par rapport a 7% et en utilisant (6.71), on trouve

ax _ —elgle
oro 3(7’1)(00 + €15)?
oT

orl orl
= — |7 e (o + e18) 2 [A1(1 = T) + Asq],

——(co +e1f)A1 — (1 —T)BA; + —a(co +e18)As — 6]Q5A3j|

ce qui nous permet de noter

: Oa oT
261(r") [Ai(1 = T) + Aso] = (co +e1B) |Aso 7 — Ao - (6.75)
or or
En dérivant (6.75) par rapport a r° et en employant (6.71), on trouve
: O oT
3a.8(r) [A1(1 = T) + Aza] = (co + €15) [Alﬁ + Agﬁ] : (6.76)
En dérivant cette fois (6.76) par rapport a 7° et en utilisant (6.71), on obtient
: Ja or
46]6(7"1) [Al(l - T) + Ag@] = (CO + 616) [AS% - 1ﬁ‘| . (677)
Comme S(r!) # 0, en combinant (6.75) avec (6.77) on remarque la relation
Aza+ A (1-T)=0. (6.78)

En dérivant par rapport a r% et en utilisant (6.71), on déduit

—Aye+ A3(1 = T) =0. (6.79)



82

On impose X' # 0, autrement dit A; # 0, As # 0 ou e1x(r%, r1) + Ay # 0. L’équation
(6.73) implique que €;x(r°% r!) + Ay = 0, ce qui implique donc que A; # 0 ou Az # 0.
Ainsi, A; ou Ajz doit étre non-nulle. En résolvant (6.78) et (6.79), on obtient @ = 0 et
T = 1. Il en suit que le champ de vitesse ¥ est uniquement dépendant de l'invariant

1

de Riemann 7* et donc qu’il n’y a pas de superposition puisque c’est aussi le cas de

la densité p(r') et que la pression pg est constante.

On étudie maintenant I'hypothese B(r°) = 0. Dans ce cas, [ est une constante
qu’on notera . L’équation (6.70) implique que A(7!) est aussi une constante qu’on
notera A. Conséquemment, la densité p = py est une constante. On émet I'hypothese
que da/dr' = 0 si et seulement si 9T/9r' = 0. Pour le prouver, on commence par
faire I'hypothese que da/Or! = 0. En utilisant (6.71), on montre que 0 = 22 (%) =
% (g%o) = —e (o + elBO)‘lgTJI, d’ol on conclut que 9T/8r' = 0. L’inverse se
prouve de maniére similaire. Ainsi, on ne consideére que les cas (O« /d7!), (8T /or!) = 0

et (Ba/or'), (8T /Ort) # 0. Or, si (da/Or!), (0T /Or') = 0, alors le champ de vitesse

¥ ne dépend que de r°, il n’y a donc pas de superposition.

On fait donc I’hypothése que (Oa/dr!), (0T /Or!) # 0. De I’équation (6.73), on
trouve

0

on doit donc considérer les cas A;, A3 = 0 et Ay, A3 # 0. Si A, A3 # 0, alors (6.80)

da

NIRRT : aT
meéne a l’équation (5,—1) (—

-1
arl) = —%11 dont le c6té droit n’est fonction que de r'. En
2
dérivant cette expression par rapport  7° et en employant (6.71), on trouve (%) +
2

(%) =0, il n’y a donc pas de solution de rang 2 dans ce cas.

Si on fait I'hypothése que A}, A3 = 0, alors (6.73) donne x(r° r!) = —(co +
€1B0) " [A(rY) 4+ ByAs(rh)] . En notant que A(r)—Ax(r!) et que cg = —e(kpo/po) /2~

¢1By, on applique les équations (6.7) pour calculer les invariants de Riemann (6.64b).

L’indépendance linéaire de vy, et v, est garantie si a,(r!) # 0. La condition A’ AX! #£ 0
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est satisfaite si A(r!) # e;coAs(r!). Ainsi, en calculant les invariants de Riemann, on

peut diviser par A — €;¢9A,. La solution (p, p, ¥) est donc donnée par (6.64a). [

La solution (6.64a) décrit I’écoulement d’un fluide incompressible a l'entropie
constante avec vorticité.
Théoréme 6.3.2. Si [’élément acoustique non-homogéne simple (3.8) et l’élément
entropique homogéne simple dans 'équation (5.1) sont satisfaisants a U'équation (5.3)
et auz conditions de compatibilité (5.5) avec ay # 0, alors la solution au systéme

non-homogéne (3.1) a une des formes suivantes :

(i) Le cas N x € = 0. Une solution existe seulement si g Q = 0 et elle est donnée

par

7=g-[0 x h(r"h(r") + (e Ry /0 e~ %0 dr 4 Vz(rl)) Q (6.81)

et les invariants de Riemann sont donnés par

0 kpy 12 o
o(r') + W/O e Mgy = {e [T]:l)} —g-[Qx h(Tl)]}t

1 (') ” —¢o(r € ( Kpo 1/2- N = (& Pl
by - 20 e¢<>dr:{—5(p(fl)3) p(r)—g-[ﬂxh(rn}t

ot p(rt) > 0, h(rY), ¢o(r?), Bi(r?), Va(r!) et ¢(r!) sont des fonctions arbitraires
alors que py > 0 et Vy sont des constantes arbitraires. La densité p(r') est telle que

p(r1) #0.
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(i) Le cas N0 = e ‘XO‘ Q). Une solution eriste seulement si G- =0 et est donnée

par

p=p(rt), P = po,

U= Al(rl)sin (m/{)
+ {—Al(rl)cos[

70

6‘¢0(T)d7" + Bl (7"1)> §+ Voﬁ (683)

0

/r e~ ar 4 Bl(rl)] + 1} (7% Q)
0

€
(vao)l/Q

et les invariants de Riemann sont donnés par

1 0 Kp 12
¢(Tl) + W/O € dol )dT = |:€ (p(rg))> - ElVO

_ o1 0 1/2
p(r') — % /0 e 90 dr = —% <—pl(€£0)3> p(rht.

t—{—E]Q'f,

(6.84)

p(rt) > 0, ¢o(r®), Ai(rt) # 0, Bi(r') et ¢p(r') sont et fonctions arbitraires alors que

po > 0 et Vg sont des constantes arbitraires. La densité p(r') est telle que p(r') # 0.

Preuve : On résout (6.63) en faisant I’hypotheése que (5.5) est valide avec «y # 0.

Clairement, on a alors p = p(r%) et p = A(r')p~.

Les conditions (5.6), équivalentes aux équations (6.26), doivent étre respectées. En

substituant P’expression pour A\° donnée par (6.63b) dans (6.26a), on trouve
S0 = IR, R =1,

(6.85)

1/2 o

€ {/@p(ro)l"l/”A(rl)l/”} 7-h(rt) = f(r), h- (g— Q x 17) :

Comme pour le Théoréme 6.3.1, on obtient deux expressions pour 97/9r° - h. La

premiére est obtenue en dérivant (6.85) par rapport a 7° et la deuxiéme est obtenue



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 85

par I’entremise de (6.63a) et (6.85) :

= . 1\1/k 1/2
@.h(rl):f(l‘g 1) K A(T ) ,
970 9 p(r0)I+1/x

/e 12
= —¢ (14(7)> ]5(7"0).

kp(r0)1+1/x

(6.86)

On note que la pression p = py est constante, la densité p = p(r!) est uniquement

fonction de r! et

- 1 1/2 .
o _, (M) e (G — Q x D). (6.87)

% KDo

—

On étudie les cas (i) b x € # 0 et (ii) h x € = 0.

(i) On fait I'hypothése h x Q) # 0. L’ensemble de vecteurs (h, Q, h x ) forme donc
une base vectorielle pour R®. On exprime le champ de vitesse en terme des vecteurs de
notre nouvelle base de maniére & ce que ¥ = v1 (1%, 1) b+, (r%, 71)Q+w3(r0, r1) (h x ©0).
L’équation (6.86) donne v3 ‘l_i X 5‘2 = - (h x Q) = h-§, donc vs est uniquement
fonction de r!. Pour simplifier, posons #3(r!) = vsh x Q, On peut alors écrire 7 =

01 (r®, PR+ va(r0, ) + Uy et (6.85) impose h-(G—Q x 7)) =0,

Reformuler ¢ dans (6.87) en termes de notre base vectorielle résulte en I’équation

vy - O — 1 1/2 1 = - —
e O Rt SRR L R

En calculant le produit scalaire entre (6.88) et h puis % l_i, on trouve les conditions

%+%Q.ﬁ:0, vl:(g—ﬁxﬁg)-(ﬁxQh)‘ﬁxﬁ}_Q.

6.89
oro  or0 ( )

Les équations (6.89) indiquent que vy est uniquement fonction de l'invariant de Rie-
mann r! et donc, par conséquent, que duy/8r(€ - k) = 0. Si dvp/Or® = 0, alors

Av/0r® = 0 et il n’y a pas de superposition. On conclut donc Q- h=0.
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En calculant le produit scalaire entre (6.88) et () puis en intégrant le résultat par

rapport & I'invariant de Riemann r° on trouve

o\ 5 1
vy(r% 1) = ¢ g- Q/ e T de + Vy(rh), (6.90)
KPo 0

—

olt Vo(r!) est la fonction d’intégration. Comme ‘Q X E‘ Q| ‘h‘ (Q-Rr)?Z=1,il

estclairquevl:j(ﬁxfz)etvgzﬁ-g.

En substituant expression pour A! donnée par (6.63b) dans (6.26b), on remarque
que les équations (6.42) et (6.43) sont aussi valides pour le cas présent. La dérivée du

champ de vitesse ¥ par rapport & I'invariant de Riemann r! donne

K s E a—jfzﬁ 4 g (P (s % ) + v k() + vah(rY) x 6. (6.91)

—

Les équations (6.63) requiérent 9v/0r! = @ x A! pour un vecteur & arbitraire. De

maniere équivalente, on note

o= 2 5o 2B
O¢ 08 = = 1A NN -«12(6'92)
(;wx>+m5m<MMxﬂwwwwmmuxm+mhw>)
Comme Fz( 1) x (h x Q) ( h(rt) - Q) — (E(rl) CR)Q = 0 et ‘E X ﬁ‘ = 1, il apparait
évident que h( D=¢ h( DI (h x Q) et que h( D (hx Q) =ey h(rY)], oll g5 = £1
En substituant ces grandeurs ainsi que v; = §- (Q X h) et v3 = G- k dans (6.92)

trouve la condition

0 :u{% {ﬁ (Q x h(rY)) — & |R(r )‘ﬁ H}
| (6.93)
+Hw>h<ﬁxﬁﬁvw+@gﬁwﬂ}

Or, onaﬁxg(rl) =€ /
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(6.93) est automatiquement satisfaite par des fonctions arbitraires ¢(r%, 1) et h(r1).

De (6.85), on remarque

- 1/2 L - 1/2 L.
f:€ 7 —v-h= 7 —g'QXh, (694)

ce qui, de paire avec (6.43), permet d’obtenir —g - E(rl)ﬁ(ﬁ x Q) = —7- E(rl) =
—1/2

1 Lo
29 (%@) 4 e(kpo)/22— — G- (Q x h(r')). Du paragraphe précédent, il est clair

que - (€ x h( ) = (gﬁ)ﬁ( )(ﬁx Q) et donc que

0p _ 1p(rh)
- ) 6.95
ol 2 p (6.95)
En intégrant (6.95) par rapport & r!, on obtient
1 ,
80°,11) = do(r") + 1np, (6.96)

oll ¢o(r?) est une fonction d’intégration.

Les invariants de Riemann (6.82) peuvent maintenant étre calculés avec les équa-
tions (6.28) en utilisant les équations (6.94) et (6.96). Apres avoir comparé (6.90) et
(6.96), on remarque immédiatement que la solution (p, p,v) est donnée par (6.81). La
condition A° A A! # 0 est satisfaite pourvu que p(r!) # 0 ou E(rl) # 0. Les résultats
précédents indiquent que -t { (Q X h)h +g- h(h X Q)] = 0, d’ou il suit que

o = (o, 0, #O)me*%(r”(z) ety = (p(rl) 0, V2(7-1)Q).

Ainsi, v et v, sont linéairement indépendant si p(r!) £ 0 et G- 5 0.

(ii) Si hx Q =0, alors ’Fl‘ = ‘Q’ = 1 ce qui implique que / = €, (e = £1) est

constant et que (6.86) donne -1 = 0. Ainsi, ’ensemble de vecteurs (g, 3, §x () forme
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une base orthogonale de R3. On pose alors 7 = v, (r®, 1) + va (%, 71) L+ v3 (0, 71)(F x
Q), ot les fonctions v; ( = 1,2, 3) sont arbitraires. Insérer cette expression dans (6.85)

et dans (6.63a) montre que

. . . = o1 = Bua = -1/2
est uniquement fonction de 7! ainsi que 57”0 = dug+ 8—;’%(g xQ)=¢ (5}’—0) e~ o’

{(1 —v3)g + v1(g X Q)} . Les équations

oun KDo 1/ (20 1 0vs KDo 1z (0 1
ﬁze( e (1 — ), I _ [P A

sont résolues de maniere similaire a (6.71) et donnent

K -1/2 70
vy = A(r') sin {e (ﬂ) / e=?&7)de + By ()]
p 0
- L2 1 (6.98)
vy = —A(r!) cos | ( p0> / e~ ?E)de + Bi(r)| + 1.
0
Avec (6.63) et h = €, les équations (6.42) et (6.43) meénent a
- 0o = 0o ~ 0 :
1_ = _
A= 2 (ﬁG]Q) s —%’U : ElQ = wf + f(Tl). (699)

—

La condition 97/8r! - X1 = 0 est équivalente & 0 = {g%ﬁJr B (r1)Q + 2% (g x Q)] :

g%(l = By(r') 2%. Comme X! £ 0 requiere 8¢/8r! # 0, on conclut que vo(r') = 0,

donc vy = Vj est une constante. De (6.97), on a

. KPo 1/2
f=¢|— —aV (6.100)

ce qui, de pair avec (6.99), donne 9¢/0r' = (2p)~'p(r!). En intégrant cette équation
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par rapport a 7!, on trouve la relation
) = ) p(p) /2 (6.101)

olt ¢o(r?) est une fonction d’intégration. Les invariants de Riemann (6.84) peuvent
maintenant &tre calculés par (6.28) en utilisant (6.100), (6.101) et & = &;€2. Ensemble,
(6.98) et (6.101) menent a (6.83). Les vecteurs g et y; sont linéairement indépendant
pourvu que A;(r!) # 0 et que soit p(r!) # 0 ou A;(r') # 0. On satisfait aussi la
condition A° A A! # 0 pourvu que p(r!) # 0. O

Les écoulements de fluide décrits par les solutions (6.81) et (6.83) sont incompres-

sibles et ont de la vorticité. L’entropie des deux écoulements n’est pas constante.
Solution explicite

Faisons les hypothéses suivantes pour rendre explicite la solution (6.83). Soit le
vecteur de vitesse angulaire €} = (1,0,0) et le vecteur de gravitation § = (0,0, g) . Si
on choisit les constantes py = 1/k et Vy = 0 ainsi que les branches ¢ = —1 et ¢; =1,
on peut alors exprimer les invariants de Riemann de maniere explicite en choisissant

les fonctions arbitraires ¢o(r®) = —In7%, p(r!) = (r')? et (') = (r1)2

A titre d’illustration, pour tracer le graphique des solutions, on choisit les bumps

algébriques en termes de I'invariant de Riemann 7! :

A1(7~1):1—%W, Bi(r')=1—
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Sous ces hypotheses, les solutions explicites de rang 2 sont

4z — 3

o

1+1 :
3

23
V'3

12
3 +4x

|

(§x Q)

(6.102)

Les invariants de Riemann sont donnés par

Les solutions (6.102) représentent un écoulement barotropique et compressible avec

une densité linéaire en z et un champ de vitesse ayant une forme périodique.

Pour que les invariants soient réels, la condition > 0 doit étre respectée. On note

que cette condition implique le respect de la condition p > 0.

FIGURE 6.7 — Représentation gra-
phique du champ de vitesse (¢, z)
dans le plan engendré par le vecteur
de gravitation ¢

FIGURE 6.8 — Représentation gra-
phique du champ de vitesse (¢, )
dans le plan engendré par (g x Q)
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Les Figures 6.7 et 6.8, représentent le champ de vitesse dans le plan engendré par
le vecteur de gravitation g et g x Q, respectivement. Des singularités en terme de x
sont observées lorsque les dénominateurs de I’équation du champ de vitesse donnée a

(6.102) deviennent nuls, c’est-a-dire aux coordonnées z = +3/4.

6.4 Ondes acoustiques simples sur états acoustiques

simples AYA,

En substituant les éléments acoustiques simples non-homogenes (3.8) et les élé-
ments acoustiques simples homogenes (3.13) dans I’équation (5.3), on trouve le sys-

téme d’équations différentielles partielles

dp ap
5o = v ol = e
Op dp  kp Op _ Kp
a0 art - p o orl  p Ter (6.103)
00 _Ag-0xD T or (ﬂp)“mi
- 1/2 ) - AR
0 ep (2 >/ % or! p PN
ou les vecteurs d’ondes sont donnés par
1/2 | N2 151 = 1
A0 6( ) ‘)\i_ A = 6(9) ‘)\‘-U.)\
X0 ’ Y ’

N (G-0x)=0.

Les équations (6.103) montrent que A\° peut satisfaire la condition N°/dr! = a3 \!
lorsque a; = 0 ou a; # 0. Les résultats obtenus pour chacun de ces cas sont indiqués
dans les deux théorémes suivants.

Théoréme 6.4.1. Si les éléments acoustiques simples non-homogénes (3.8) et les élé-

ments acoustiques simples homogénes (3.13) satisfont a 'équation (5.3) et les condi-
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tions de compatibilité (5.5) avec oy = 0, alors le systéme non-homogéne (3.1) n’a pas

de solution de rang 2 en terme des invariants de Riemann.

Preuve : De manieére analogue aux cas précédents, on résout (6.103) en faisant
’hypothese que (5.5) est valide avec «; = 0. Clairement, dp/0r" = (kp/p)0p/0r" (i =
0,1) et, en intégrant, on conclut que p = Ap”, ou A est une constante d’intégration.

Les équations correspondants a (6.67) sont données par

—

N0 = e¢(r°)5, e =1,

s (6.104)

e(kAp" V) =T d=c, & (F-0xT) =0
On obtient alors deux expressions pour 87/9r° - . La premiere est obtenue en dérivant

(6.104) et la deuxieme par (6.103) :

ov Ua (F =1\ (32 Op dp
P = e MV Y (s=3)2 T 1/2 (N 3)/2 27

¢ =¢(kA) ( 5 ) Ji 50 = —e(kA) 0"
On conclut alors que (" 1+ 1) 55 = 0. Ainsi, dp/Or® = 0, ce qui implique que la

densité p et donc la pression p ne sont fonctions que de 'invariant de Riemann r*.
p b

(i) Faisons d’abord I’hypothese que & x Q # 0 comme pour la superposition AYE.
On pose 7 = a(r®, r)é+ B(r°, ) Q + Ty, ot - (§— Q x Tp) = 0 et le vecteur constant

To = Tp(¢' x ). On calcule alors

o o G A1) et [ (B - G x -
oro ﬁ a—Q (“AP ) € {g —a(lx &) —Qx ’UO] , (6.105)

En procédant comme dans la section précédente, on remarque que la fonction o =
- - - ) .

(§—Qx 1) (2 x0) }Q X F{ est constante et que 93/9r'Q - ¢ = 0. Si 3/0r° = 0,

alors ¥ est uniquement fonction de 7! et il n’y a pas de superpositions. On a donc

forcément ) - ¢ =

En substituant I’expression pour le champ de vitesse dans (6.104), on trouve
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p2 = ¢(kA)"V%(co + @). Si k # 1, la densité p est alors constante, donc la
pression p aussi et, par (6.103), dv/dr! = 0, le champ de vitesse est donc uniquement

fonction de I'invariant de Riemann 7° et il n’y a pas de superposition.

On fait donc 'hypotheése que k = 1. En calculant le produit scalaire entre (6.105)
et Q, on trouve
op

g0 = AT G-
T

et donc B(r%,r1) = eAV2(G- Q) [I” e=#©Odg + B(rl), ot B(r!) est une fonction d’in-
tégration. Clairement, 83/0r! = 83/0r'Q = B(r))Q et I'équation (6.103) permet de
‘_1 = —B(r)p(r')e [Al/Qp(rl)}_lﬁ. Dans ce cas, les conditions (6.5)

trouver \! ‘)\1

deviennent,

eAY? —§. W = u(r®,rh) [X(r ,m o + A(rl)] ;
o (6.106)
W = u(r®, ) [X(TO,T1)5+ E(Tl)]
Lorsqu’elles sont comparées, les équations (6.106) ménent aux relations
#‘(T07T1)A(T1) = 6A1/2 _M(T())TI)X(TOaTl)(fU'E—{_ CO) _:u(roarl)ﬁ' A‘(TI)7 ( )
6.107

p(r2, X0, e+ 0, ) A = —B(r)a(rt)e [4V250)] T G

En posant A(r!) = A, (r})é+ Ay (r)) Q4 A (r1)(Ex ) et en comparant les coefficients,

on trouve

X% ) = =Ay(rt),  As(r') =0,

. _ (6.108)
p(r®, ) As(r') = =B(r)p(rh)e [AV25(r")]

L’équation (6.107) prend alors la forme

p(r® P A(Y) = €AV 4 u(r®, P Ay (rt)eo — p(r%, ) Ao (P)B(F%, Y. (6.109)
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Si Ay # 0, alors (6.108) implique que u est uniquement fonction de 7. Conséquem-

! ce qui méne & une absence de

ment, (6.109) requiére que S ne dépende que de r
superposition. Si Ay = 0, (6.108) donne B(r!) = 0, ce qui donne lieu & la contradic-
tion p(r)Al/ ‘)\1‘ = 0. On note que p(r') ne peut pas &tre nul puisque si ¢’était le cas,
il n’y aurait pas de superposition.

(ii) On fait maintenant 1'’hypothése que ¢ x Q= 0, autrement dit, que ¢ = EIQ
(e = £1). L’équation (6.104) implique que g - =0, on pose donc 7 = a(r® r)g +
B0 rQ + T(r°, ) (G x Q). La premiére équation de (6.104) prend alors la forme
B =€ [e (fiAp"“l)l/2 - co] , ce qui montre que la fonction 8 est uniquement fonction
de I'invariant de Riemann r!. Comme ¢ (pr)I/Q = e(kAp1)"* on obtient 2 =

1/2 -1 = &
€ {( ) / ‘)\0” (G- x7v) = ¢ e (g — Q x ) # 0. En écrivant cette équation

co+e1 8

en termes de notre base vectorielle puis en comparant les coefficients, on trouve les

relations

0o _ —gey 1=T 0T _ _gp) & (6.110)

or0 co+ B’ oro co+ €13
Clairement, ada/0r® = (1 — T) et on trouve donc a® + (1 — T)% = f(r!)?, ou f(r})
est une fonction d’intégration. On note qu’on doit forcément avoir ada/dr® # 0 ou

T /or® # 0. De retour a I’équation (6.103) on peut en déduire

X P v pov _ 3 -1 | da ~ 0T .
- = s " k—3)/2 el 1 oL
x| - (,ip) Vo —e [kAp"TI2p(r)] {aﬂg + BN+ 2= (G x Q)

Notons que le cas ol p(r') = 0 n’a pas a &tre considéré étant donné qu’il n'y aurait
alors pas de superposition. Pour ce cas, les conditions devant étre satisfaites prennent

la forme

Nl u(r® ) (0, e + A (6.111a)
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€ (nAp"‘l) — - ‘— = u(r®rh) {X(ro,rl)co + A(Tl)] : (6.111b)

Aprés un comparaison entre (6.111a) et (6.111b), on obtient

L 1\1/2 -
u(ro,rl)A(rl) =€ (K,Ap 1) — u(ro,rl))x(ro,rl)(co + et - Q)
- M(Toarl)g' A‘(Tl)’
e u(r, (0, 1) (0, ) AGr) = —e [(rA) ()] o2

'[804# ; q+a—Tg”><Q)}.

-1
Afin de simplifier ces équations, on définit p(r° r!) = —¢ [(K/A)I/Z[)(Tl)} p~ 32070 1)

et on obtient alors

156" - - 0T -
c")l g+ B(r )Q+é‘)7( g x )

A(rt) = =k Ap(r)p 2 a(r®, 1) Tt = x (7 ) (eo + @7 Q) — 7 A(rY).

En posant A(r!) = A, (r)§ + Ax(r)Q + As(F x ), on peut trouver
. da or
Aalr?, ) Ay(rt) = o’ Alr®,r) As(rt) = 1

a(r? [elx(ro,rl) + Ag(rl)} = ,B(rl),
A(rt) = =k Ap(r) o2 a(r®, 1) T = x (10, ) (co + @1B) — |GI° (e Ay + T'As) — BA,,

d’on on trouve

oT O
151 =A3w- (6.112)

On doit exiger le critére suivant : « est fonction de r° si et seulement si 7' est
seulement fonction de r°. Peu importe le cas, S est une constante 3. La preuve
de ce critére va comme suit. Si « est uniquement fonction de %, ’équation (6.110)
peut &tre écrite sous la forme e?da/dr® = [co + e B(rY)] 7 [1 — T(r r)]. En dé-
rivant cette égalité par rapport & r° et en utilisant (6.110), on obtient =% (e‘ﬁ(ro) d:‘) =

_ -1
—ae~*) [co + 8(r))] 7 ou, de maniére équivalente [co + 6, 8(r?)] * = — (aﬁ:“ﬁ(r )>
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_d_

50 (ed’(ro)jﬁ). Comme le c6té droit de 1’équation ne dépend que de l'invariant de

Riemann 7! alors que le coté gauche n’est fonction que de I'invariant de Riemann 7P,
chacun des cotés doit étre constant. On conclut alors que 8 = f; est une constante
et que (6.110) implique que T est uniquement fonction de r% L’inverse est prouvé

similairement.

Par conséquence du dernier paragraphe et de [’équation (6.112), il n’est nécessaire
de considérer que les cas da/Or!, OT/Or' = 0 et da/Ort, OT/Or' # 0 . Si da/Or!,

-1
OT/dr! # 0, alors I'équation (6.112) peut étre réécrite sous la forme g% (g%) =
%. En dérivant cette équation par rapport a % et en changeant I'ordre de dériva-

tion, on obtient I’équation

oT 0 [ O« da 0 (0T
ar Byt (a—) " oo (a_) =0 (6.113)

(38)"+ (&) ] tor+ ) -

e B(rY (co+e18) 1 f(r1) f(r!). dériver par rapport & 70 et changer I'ordre de dérivation

da 0 [ Oa or o0 (0T
o ot (a') T origa (a) =0 (6.114)

On peut alors utiliser les équations (6.110) pour obtenir

meéne &

Les équations (6.113) et (6.114) impliquent

0 (oo o (0T

— | =— | =0, — | =— | =0 6.115

orl (87‘0) or! (87"0) ( )
En substituant (6.110) dans (6.115), on trouve 12a — e18(rY)(co + 18)71. On re-
marque de cette expression que le c6té droit de ’équation est uniquement fonction

de Pinvariant de Riemann r!. En dérivant par rapport a 7° et en utilisant (6.115), on

trouve

Oa Oa oo

oo 07 g0 =0

Alors, (6.110) implique 7"=1 et a = 0, ce qui est une contradiction.
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Si fa/0rt, OT/Or' = 0, il a été démontré que § = S, est constant. Evidemment,
on a alors 9v/0r! = 0 ce qui, par (6.103), implique que p(r!) = 0, il n’y a donc pas
de superposition et donc pas de solution de rang 2. U
Théoréme 6.4.2. Si les éléments acoustiques simples non-homogénes (3.8) et les
éléments acoustiques simples homogénes (3.13) sont satisfaisants d [’équation (5.3)
et auzr conditions de compatibilité (5.5) avec a; # 0, alors le systéme non-homogéne

(3.1) n’a pas de solution.

Preuve : On résout le systeme (6.103) sujet aux conditions (5.5) avec a; # 0.
On obtient immédiatement p = Ap”, ou A est une constante d’intégration. On a donc
le systéeme

X0 = ed’("o’rl)ﬁ(rl), ’h(rl)‘ =1,
(6.116)

—

e(kAp*!) = h=f(r"), h-(F-Qxv)=0

En dérivant la deuxiéme équation de (6.116) par rapport a ¥ et en employant (6.103),

on obtient

ov -, k—1 w_3\1/2 Op w_3\1/2 Op
%h(r)———c?( 5 )(K/A,O ) ’—:—E<I€A,O ) ﬁ,
ce qui implique que dp/dr® = 0. Ainsi, la densité p et la pression p sont uniquement
fonction de l'invariant de Riemann r!.

(i) On fait d’abord Phypothése que i x € # 0. On pose alors 7 = v; (r% r)h +

ua(r0, 7)) + T3, ot U3 = v3(h x Q). Il en découle naturellement

ov 82}1 - a’Ug = 1) —1/2 o0y [ = = 7 = iR
ﬁ:ﬁh—i_ﬁQ:E(ﬁAP ) € {g—’Ul(QXh)—QXUg].
En procédant de maniére analogue a la derniere section, on trouve que la grandeur

- = olx -2
v = (§—Q xU3) - (2% h) ’.Q X h‘ est uniquement fonction de r!, tout comme la

densité p et la pression p, il n’y a donc pas de superposition. Conséquemment, on a
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Q-ﬁzOetilestclairquevl:§-(Q><ﬁ)etquevg,=ﬁ-§.

La dérivée du champ de vitesse ' par rapport & r! est donnée par (6.91) qui, aprés

y avoir inséré nos expressions pour v; et vs, devient
O s roane Vel L r oy By e (6 FNE (]
— =G - (X h(r')h+z=Q+h(r") §ghx Q)+ g (22 x h)h(r)
or! ort
+

(o))

—

() x )

=

(6.117)

De retour a (6.103), on remarque que v doit satisfaire

ov o\ 1/2 A
o1 = € (fiAp” 3) plr)=. (6.118)

L’équation (6.26) doit étre respectée. L’équation (6.26b) montre que

0 () + i ] | (6.119)

=7 = () [W (r') + h(r")

En substituant (6.117) et (6.119) dans (6.118), on trouve la condition

WV 5 ees\Y2 oy oo o1y [0 s

WQ = —¢ (H,Ap ) prp(r®, ) E7h+h(r ) - (6.120)
En calculant le produit scalaire entre (6.120) et Q, on remarque que 0Vo/0r! = 0 et
que le champ de vitesse ¥ n’a pas de dépendance & r!. L’équation (6.118) implique
quant & elle que p(r') = 0 et donc qu’il n’y a pas de superposition, donc pas de

solution de rang 2.

(ii) On fait maintenant ’hypotheése que hx ) = 0 ou, de maniére équivalente, h=

€19 (¢; = +1). L’équation (6.116) implique - € = 0, on pose donc ¥ = v (r%, g +
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(10,716 4+ w3 (r®, 71)( x Q). La deuxiéme équation de (6.116) prend alors la forme

1/2
Uy = € [e (f{Ap"‘_l) — f(rl)} : (6.121)
_ . . 1 lai a7 Kp 12170 -
d’ou on note que v est uniquement fonction de 7. Il est clair que £ = € ( P ) ‘/\ ‘
(§—Ox7) = e (kAp==1) "% e=9C*) En écrivant cette équation en terme des vecteurs

de notre base vectorielle et en comparant les coefficients, on trouve

a'Ul

0 = € (f{Ap"‘l)

Cb(r0 Ov- w1\ "1/2 40,
e (1~ vs), 8—73 =€ (FLAP 1) e "y, (6.122)

~1/2

En substituant la valeur de A\! donnée par (6.103) dans (6.26), on obtient

_ ! o :
€ (IiApKﬁl) 2 -7 m = ,U'(TO)TI) (5:‘31][ + f('rl)) )
- 6.123
v o (6.123)

Ainsi, on a Xl/‘Xl‘ = 3 et p(r® 1) = €e162(0¢/0r") L. La condition X! # 0 implique
que 9¢/0r' # 0. Ensemble, les équations (6.123) et (6.121) donnent

/ 9o\ [0 1172
€ (fﬁApK‘l)l 2 — €2Vp =€1€9 (a—;bl> {a—,:bl {E (:“LAp 1) — 61'U2:|

N {e (:‘i; 1) (5Ap,<,_3)1/2 p(rl) _ 611')2(7“1)} }

ou, de maniére équivalente,

e 09 (12— 1) =€ (%) (f;Ap"_3)1/2 p(rh) —ervo(rt).  (6.124)

€ (chp"_l) 1
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De retour & (6.103), on remarque que le champ de vitesse v doit satisfaire I’équation

o v = Ouvz_ = (ﬁp)l/glap M

— = —g+ )+ —=(Gx Q) =—¢ ——— =

orl orl g 2( ) orl ( ) P D orl ‘)\1‘ (6125)

w3\ "1/2 . =
= —¢ (KAp 3) plr')es
En comparant les coefficients dans (6.125), on trouve

o = 1,3 (') = —ege (rAp3) " p(r) (6.126)
51 = O i=1,3, 01(r’) = —exe (KAp ) p(r). :

Ainsi, v, et vz sont uniquement fonctions de 7°. Si v; et v sont constants, alors ¥
est uniquement fonction de r! tout comme p et p ce qui implique une absence de

superposition. Ainsi, v; et v3 ne peuvent pas étre constants. Plus particuliérement on

av; #0etuvg# 1.

I équation (6.122) peut &tre écrite sous la forme € (kA)" % v (r0) i (r?) = ¢t
p(r)~==1/2 Autrement dit, on a ¢(r% 1) = ¢o(r®) — 27 (k — 1) In p(r!) et il en dé-

coule que

%:_<“;1>p—lp<rl). (6.127)

En substituant (6.126) et (6.127) dans (6.124) et en simplifiant I’équation résultante,

on obtient

f€—1+l‘€—1
2 2

anN1/2
0=c¢ (chp“ 3) p(rh) {6162 + (€160 — 1)

n—3\1/2 . k+1
= €166 (KAp 3) p(rh) 5

ce qui implique que la densité est uniquement fonction de l'invariant de Riemann 7°.

Or, dans ce cas, il n’y a pas de superposition et donc pas de solution de rang 2 en

terme des invariants de Riemann. |
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6.5 Onde entropique simple sur états hydrodyna-

miques simples H°F

En substituant les éléments hydrodynamiques simples non-homogénes H° (3.9) et
les éléments entropiques simples homogenes £ (3.11) dans I’équation (5.3), on trouve

le systeme d’équations diftérentielles partielles

O __ (G- 0x7) X 9 _
gro ~ ° 52 _ Kp XO‘Q ’ ort v
p
p (GG xi)- X P _,
o~ e w XO‘Q ’ arr (6.128a)
p
87 1 - (F—QxT)- X0, 87 -
—=—|p(d—OQx7T , A ——=ax
ord  pé olg X 0) + rp 52 _ K ‘Xor orl @
p
ou les vecteurs d’ondes sont donnés par
. §— 7N . —7- X!
A= - ) A= . : (6.128b)
A0 A

Une étude de (6.128) révele que A° peut satisfaire la condition d’intégrabilité X /Or! =
a1 Al pour les possibilités a; = 0 ou @ # 0. Les solutions obtenues pour chacun des
cas sont présentées dans les théoremes suivants.

Théoréme 6.5.1. Si les éléments hydrodynamiques simples non-homogénes (3.9) et
les éléments entropiques simples homogénes (3.11) dans ’équation (5.1) sont satisfai-
sants d ’équation (5.3) et auzx conditions de compatibilité (5.5) avec oy = 0, la solution

du systéme non-homogéne (3.1) a une des formes suivantes :

(i) Le cas NOx (1 # 0, X0-G = 0 (@) Pour p(r®) = 0, une solution existe seulement
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lorsque g - Q # 0 et elle est donnée par

p=p(r"), P = po,
= A 0
T=—g (Ex D)+ AR / e~ dr + B(rh)| (6.129)
G- (Cx Q) —co o
+(7-Ex ),
ot les invariants de Riemann sont donnés par
70
/ e dr = —cot + - 7 + ao,
0
y(rt) = 2LEE LT
g-(@x Q) —c
: [Ao(rl) — G- (@x DA () + B(rY Ay (r) + G- 5,43(71)} (6.130)

Cot+5'f+a0 :
g-(ex9Q) -
+ [A (r)E+ Ay (P + As(r)(Ex Q)] - 7.

- 3@ Dl | + Aol

Les fonctions p(r') > 0, ¢(r?), w(r!), A(rY) (i = 0,1,2,3) ainsi que B(r') et les
constantes arbitraires pg > 0, ag cg # G- (¢ X Q) et ¢ = XO/‘XO‘ sont telles que

B(r')A; =0, p(r') #0, Ay # 0 ou Az # 0 el Ag # coAr.

(b) Pour p(r°) # 0, la solution est




Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 103

ot la relation entre ¢ et p est définie par

R N R 0 PN C R PRI A | DL B !
NG [2( 1= g6 —[§- (% Q) — co S\ p(ro)Ve — p(0)V/x
1 1 1
Al//{ 0y |
+ .5 LD(T ) p(OJ]} 2,52 |:p(7~0)2/h p(o)2/n]
~1/2 10 ,
1 p(r?) (6.132)
_ 0 — AlV/x
Flp(r”)] + FLD(O)]] [KSQP(TO)1+1/K ] p(ro)1/s
(2 L
ou F(p)=<¢ "7~
—Inp k=1
et ou les invariants de Riemann sont donnés par
,,.O
/ e — (ot + E- T+ ¢y,
0
Y(r') = —[A(r') = Ai(r') + As(r)T1] S
TO TO T
/ €~¢(T)p(r)1/ndr_AS(TJ)S]/ =) p(r)1/" (/ e—¢(5)ds> dr  (6.133)
Jo 0 0

- LA ex D -l (

F[AY) = oA (Pt + As(r)(Ex Q) - Z.

2
e~¢(r)p(r)l/”dr>

Les fonctions A(r'), A;(r') (1 = 1,3),%(rY), B(r'), p(r°) > 0 et les constantes A > 0,
Sy # 0, Ty, ¢y, ¢1, C = XO/\XO‘ sont des parameétres arbitraires tels que C - Q= 0,

p(r0) #0, B(r') #0, A3 #0 ou A # coA;.

(i) Le cas X0 = ¢ ‘XOI Q (a) Lorsque G- =0, la solution est

1 70 —
~ 1 —d’("')d B “lag+ B Q
7= ay(r')cos LO e B /0 e T+ Bi(r )] g+ bo (6.134)

70

+ {CLl(’f’l) sin lé /Or e~y + Bl(’f’l)l + 1} (g x Q),

co + €1 Bg
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ou les invariants de Riemann sont donnés par

0

/ e dr = cot + 6,8 T+ aq,
0

e1Ao(r) — coAa(r!)
o+ 61Bo

Wl):{ }(Bot—ﬁ-f)—M(cotnLelﬁ-f)

co + 1B

cot+61§-f+cl

—2 1 1 .
- Ai(rH)aq(r) sin
31 A () sim |

+ by (r') (6.135)

cot+elﬁ-f+cl

2 1 1
+ A *) cos
g 3(r Jai(r) ‘o + €1 B4

+ bl(rl)]

+ A4 (NG T+ As(r) (@ % Q) - 7.

Les fonctions ¢(r°), p(r!) > 0, a1(r*) # 0, by(r)), ¥(rY), Ai(r!) (i =0,1,2,3) et les
constantes py > 0, By, cg # €1By, ag sont des parameétres arbitraires tels que p(r!) # 0

ou ay (1) #£ 0, Ay # 0 ou Ag # 0, Ay # e1coAs. Si ar(rl) # 0 ou by(r') # 0, alors

(b) Lorsque § = €5 |4 Q la solution est donnée par

p= (p(:l)>, p=np(r’),

1/x 0
U= a;(r')sin [6162 (p( 50 + APl )> + bl(Tl)} €1

(8 . (6.136)
+ a3 (r") cos | 2 5o n AYep(rf) PN P '
|§| p(r())l/r; SO 1
So .
+€6 W — o | e3
ou les invariants de Riemann sont donnés par
€1€2 SE » . o
3T \gppoyie = A0 | = eot +rd - E 4 ao,
(6.137)

S AYrp(r®)
)=t — 6152 ( 0 + )
v =t=aa oy T TS,
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et ou

k—1

( K )pl—l/n kA 1
F(p) = :
Inp K=1
Les fonctions p(r°) > 0, ay(r!) # 0, by(r!), ¥(r!) et les constantes A > 0, So # 0, co,

ag sont des paramétres arbitraires tels que ay(r) # 0 ou by(r!) # 0, €5 = Q et p # 0.

Preuve : On résout (6.128) en faisant ’hypothése que les conditions (5.5) sont
valides avec a; = 0. Il est évident que p = p(r°) et que (9p/9r°) = kpp~1(dp/drP),
ce qui, aprés une intégration, implique que p = p(r®)Y/*A(r)~1* ou A;(r!) est une

fonction d’intégration.

Les conditions (6.5) doivent étre respectées. En substituant la valeur de A\° donnée
par (6.128b) dans (6.5), on trouve § — 7 - X0 = ¢#¢q et X0 = )@ De ces deux

expressions, on obtient

20 = ) =1, § =) (co + - ). (6.138)

On considére les cas (i) & x § # 0 et (ii) &x O = 0 individuellement.

(i) Faisons d’abord I'hypotheése que ¢ x Q) # 0. On peut alors utiliser le trio
de vecteurs (Z,€1, & x ) comme base de R®. On pose & = a(r®, r1)é + A%, r1) +
T, )T x Q) et §= gic+ 20+ g3(Ex Q), out g;, 1 = 1,2,3 sont des constantes.

En insérant ces deux expressions dans (6.138), on trouve

§ = ) [a -+ a(r®, ) + A(r%, 1) -
G-OxT=|g =T ] é+ [go + T, P02 O

o =T ] Lo | 13
+ [gs + a(r® 7] (€ x Q),

(§— O xT)- X0 = ) {[91 — T(TO,TI)] + {92 +T(r°, P - 5] Q- 5} :

Avec p = p(r®)V/*A(r!)"V/= on obtient 6% — kpp~? ‘XO‘ = ¥+ a+ Q-3 —
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kp(rO) Ve A(r1)/5e2 . De ces résultats et de (6.128a), on calcule

0 O 0p =~ 0T =
- 7 _Q R - Q
or? 8T00+8T0 +8r0( x )
1. = §— O x0)- X0
LG IR N
0 po 52 _ e /\0‘
0
_ ol =D+ (g2 + T2 DA + (g5 + )€ x D)
co+a+psl-c

K’pl—l/rcAl/i{etZ) [(91 —T)é+ (g, + T - E’)Q . C_] ebc

+ = =
e?(co + a + B e [(co + o+ BE- )2 —~ kplH/m AV

- ( T) N /{pl_l/”Al/'{‘ [<g1 . T) + (92 + TQ ] 5)@ 5] (6.140)
- |V (co+a+ BQ - o) — kpl—1l/kAV/r
e sMesmiag ctera g
(co+a+80-8) (co+a+pR-0) (co+a+ Q-0
[(91 —T)(co + o + BQ- 02 + rp' VR AVR(gy + TQ - )L E} .
= e C

(Co + o+ gc- ﬁ) {(CO +a+ 6 Q)Q _ fipl_l/"Al/K}

e (g, + TQ - &) G+ e %(g3 + )

= L (Ex Q)
(co+a+ B82-¢) (co +a+ Q-0
et
dp (§— Q2 xv) X\ | @ -TN+(@+T0-00-¢
Wz—mp ~ 2 T TKpe = 2 . :
r 52_5;)2‘/\0‘ (CO+Q+BQ'C) — kpl-1/R AL/

Aprés une comparaison des composantes de vecteur dans (6.140), on obtient le systéme

d’équations suivant

(g —T)+ (g2 + T Q-
(co+a+B6- 5)2 — kpl-1/m AL
ooe _y [(91 —T)(co + o+ B &2 + kpt=Vr AV (g + TG - )6 5]
oo (co+a+p2-G) [(co+a+35.ﬁ)2_K‘pl;l/ﬁAl/n}
0 _ 4 9+TQ-C or

dp ¢
F = —KRpE

bl

(6.141)

)

9P O _ ¢ G3ta
or0 co+a+pBQ-¢ or0 co+a+pQ-é
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Afin de faciliter la résolution de ce systéme d’équations différentielles partielles, on

fait Phypothese - &= 0. Sous cette hypothese, les équations (6.141) deviennent,

jfo = —kpe” (g1 = T) [(Co + a)? — ,{pl—l/mAl/xrl ,

% =e (g1 —T)(co+ ) [(Co +a)? — Kpl—l/KAl/r{} o

95 (6.142)
% - e tgu(ey + )

o, L }

g0 ¢ gt a)lcota) = (95— co)(co + )" +1].

Les deux derniéres équations de (6.142) peuvent étre directement intégrées et donnent

respectlvementB =02 fo e~ O (&, 1Y) + o) B(r) et T = (g5— co)fo e ‘“){ (&)

+co} ¢ + [y Pe4O d¢ + Ty(r'), ou B(r') et Ty(r!) sont des fonctions d’intégra-

tion. En comparant maintenant les deux premieres équations de (6.142), on trouve
-1

_%p:Tp =(a+c) ' % =g~ T) [(co + a)? - fgpl‘l/"Al/"} . Intégrer cette ex-

pression nous permet alors de découvrir les relations [ e=© [a(¢, 1) + co] ' d€ =

S(r )fo e~ *Op(&)V/xd¢ et d—dr% = —kpe (g — T) {]9_2/"5—2 — /ﬂpl‘l/"Al/“}_l. Cette

derniére équation peut &tre réécrite sous la forme équivalente [KS(T)lpm — A(rhY "}
p(r)"Vrp(r®) = e (T — g1).

Ensemble, les résultats du dernier paragraphe permettent d’obtenir

.,.0
a=p(r)) RS = o, B = 925’(7‘1)/0 e *©Op(&)/rde + B(r'),
70 70
T = (g3 — c0)S(r") /0 e " Op(e)"/ dg + /0 e *0de + Ty (1),
p = p(r®) /" A(rt) TV, (6.143)
1 \1/k 0N—1/K,-7,.0
{W—A(T‘) }P(T‘) p(rY) =

Montrons que la derniére équation de (6.143) a seulement une solution lorsque S(r?!)

et T1(r!) sont constants. Faisons d’abord ’hypothése que la fonction S(r!) n’est pas
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constante. Si la pression p = py est constante, alors (6.143) donne la relation 0 =

[(93 — co)py/"S(rh) + 1} 7% e #Ode+Ty(r') —gy. En dérivant cette égalité par rapport

ar?, on trouve 0 = [(gg — co)pe " S () + 1} e 9™ ce qui implique que S(r!) = —(g3—
co) 'py /", Cette derniére équation est une contradiction & I'hypothése S(r1) # 0. On

doit donc exiger p(r%) # 0.

En dérivant la derniére équation de (6.143) par rapport a r! puis en divisant le

résultat par S(r1)p~*p(r?), on remarque

2

nees L gaeer A (g3 —co) [~ _ , 7))
o e Y Iy R VL _ / $(&) kge .
Kp K S(rl) p'l/"p(ro)e¢ Jo € P(f) f S(Tl)p—l/mp(TO)ezzﬁ

dériver ce résultat par rapport a r! permet de trouver

K S(rh)

%p_l_l/nw d {_lAl/n—lL“)} _d {7;((:))}<p_1/mp(ro)e¢)_1.

i T g )

En dérivant une derniére fois par rapport a 7%, on obtient

Comme S(r!) # 0 et p(r®) # 0, le c6té droit de I'équation (6.144) doit aussi étre
non-nul. Plus particulierement, cela implique que la situation S(rl) £ 0, Tl(rl) =0

n’est pas possible. Comme nous avons maintenant des variables séparables, on obtient

p2t1/s g e I I o A Tl(rl) *1_
p(ro)ﬁ(p I p(r)e?) __E< - )5 5“%@(5(7.1))} = Ky,

ou K est une constante non-nulle. L’intégration de -% (p~'/*p(r°)e?)~! par rapport

0

a r” mene a la relation

K R =
¢ = [_Kl (K — 1> p Y+ Kz} pep(r0), (6.145)

ott K, est une constante d’intégration. Intégrer —6572S745(r!) = K, L (T1(r!)/S(r"))
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produit le résultat 2k~ %(k + 1)S73S(r!) = K Ti(r!) — K1c,S(r') qu’on peut encore

intégrer de maniere & trouver

K+1
2

T = K ( ) S 4 S + s (6.146)

ol ¢y et c3 sont des constantes d’intégration.

En définissant k; = K = 1k*(x + 1)~ puis en substituant (6.145) et (6.146) dans

la derniére équation de (6.143), on remarque

o\l —1-1/k T 1k k 1k
[(e8?)1p Ve — AV pp(r) = [—Kpliw_ + KQ] P 5p(r)

k
: [(93 — c0)S(kap™" + Kop) + fll/,,i + Ky F(p) = ki 'S? + S + 3 — 1|,

2p
ou
( K1>pH/K oA
F(p)=4q "~
—Inp k=1

De maniere équivalente, on a

— AR = —%5*2 + (—ﬁp‘l*”" + f@)
3 K
' . (6.147)

' {S [(93 — o) (kip™V" + Kap) + 0‘2} + EIP_Q/K + KoF(p) + 3 — 91} :

dériver ce résultat par rapport & r! nous permet de séparer les variables :
1 d Koy . ki 1ok
— o (AYF) —27557% — Kooy = ——L(gs — co)p
S(rl)dr k1 K (6.148)

kico 1 /. 1\ —1/x
+K§(93—Co)p—%2p PR 4 by Ko (g3 — co) (1—’€ I)P e

Y

Clairement, chaque coté de (6.148) a une valeur constante. Comme la pression p n’est
pas constante, I’ensemble de fonctions {l,p,p_l/",p_l_z/"} est linéairement indépen-

dant et les coefficients de ces fonctions dans (6.148) sont tous nuls. Comme k; # 0,
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cela implique que g3 — ¢ = 0 et ¢, = 0. L’équation (6.147) peut alors étre reformulée

Ky
_AVR 22
i k

k k
5—2 == [—zlp_l_l/n + Kgil [EIP_Z/K + .[(QF([)) + Cs — g1, (6149)
1

ou chaque cdté de I’équation a une valeur constante. Pour x # 1, le c6té droit de

(6.149) devient

- —1-3/k K —-1/k k -1-1/x
_(2,{) lk%p 1-3/ +K22 (m> pl 1/ _(03*91);1]) 1-1/

1
e (— _

—2/k Kolca —
5 H_l)p + Ka(es — g1),

soit une constante. Comme I’ensemble de fonctions {1,p‘z/",p_l_l/",p_l_g’/”,pl_l/"}
est linéairement indépendant lorsque la pression p n’est pas constante et x # 1, on
remarque que k; = 0, ce qui est contradictoire avec notre hypothese. Pour xk = 1 le c6té
droit de I'équation (6.149) prend la forme constante —zkIp~*+ |:%K2 — (c3 — gl)} kip~?

—k1Kop ?Inp+ K2Inp + Ka(cs — g1). En dérivant cette équation par rapport a r°

ip? -
2k, (%Kg —c3+ gl) + K2p? — k1 Ky + 2k Ky Inp qui, une fois dérivée et multipliée

et en multipliant le résultat par p? [p(r')]”", on obtient expression 0 = —dk

par p3[p(r!)]7!, permet de trouver 0 = —4k? + 2K2p* + 2k, K,p?. Cependant, comme
(1,p% p*) est un ensemble de fonctions linéairement indépendantes, cela implique que
k1 = 0 ce qui est une contradiction. Ainsi, on conclut que la cinquiéme équation de

(6.143) n’a pas de solution lorsque S(r') # 0.

A partir d’ici, on émet ’hypothése que la fonction S(r') = S; est constante. En
dérivant la derniére équation de (6.143) par rapport a r!, on trouve la condition

—p(r0) () A ) A ) = e80T (), (6.150)

K

On fait Phypothese T3 (r') # 0. Dans ce cas, A(r!) # 0 et p(r°) # 0, ce qui nous
permet de séparer les variables dans 1’équation (6.150) de maniére a obtenir
. 1 . -1
p(r0) (%) = Ty () [ A THRACD)| =k, (6.151)

K
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ou k; # 0 est une constante. Le c6té gauche de I’équation (6.151) permet de trou-

0

ver p‘l/"p(ro) = kie~®. En intégrant cette relation par rapport & r° on trouve une

expression pour la pression :

() (n )

70
kiexp (kl/ e_¢(5)d§) k=1
0

ou ky est une constante d’intégration. Le coté droit de ’équation (6.151) implique

Ty (") = =k 1k A 1HY/%A(r1), d’ot1 on obtient

0

x/ (k1)
e O de + kgﬂ k#1

p(r%) = : (6.152)

Ty(r') = =k A(r)Y" + ks, (6.153)
ou k3 est la constante d’intégration.

On fait d’abord I'hypotheése x # 1. Comme e~?p'/* = k;'p(r°), on peut remplacer
dans Péquation (6.143) fi° e=#©p()/=d¢ par @ et y insérer (6.152) et (6.152) de

1

maniere a obtenir

{(w‘frl () ()
el

70
+ / e~ Ode — by A(r)YE + kg — gl}.
0

0

—(r+1)/(k—1) .
e~ d¢ + kg)] — A(rHYR S fyemet)

0

K/ (k—1)
e~ d¢ + kgﬂ

De maniere équivalent, on peut écrire

k-1 40 —(r+1)/(k—1)
(kSH)~! {( ) (k1 /0 e ?8dg¢ + k.z) } = (g3 — o) Sik; !

) ()

\ s . . \ . . . _h(r0
Apres une dérivation par rapport & 7° et une simplification du facteur commun e=#(")

0

k/(k—1) 0
e "Od¢ + k.z) } + / e~ *Ode — ky A(rHY® + k3 — g1
0
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on trouve

o — 1 -0 —2k/{k—1)
— ki (kS7) Tk + 1) { ( ) (/ﬁ /0 e *de 4 k2> }

s (S o ]

On dérive cette derniére expression par rapport a 70 et on obtient la relation

k-1 0 T T (gs — co)wS?
k / A T _ 0/ 1
{( K )(1 o © §t ke 2(k + 1)k?

ou le c6té droit est constant. En considérant la premiére équation de (6.152), cela

0

1/(k-1)
e ?Ode + kg) } +1.

?

j| r/(2k4+1)

implique que la pression p(r?) est constante, ce qui est une contradiction et qui montre

qu’aucune solution n’existe dans ce cas.

On fait maintenant ’hypotheése x = 1. Sous cette hypothése ainsi qu’avec (6.153)

et la deuxiéme équation de (6.152), la derniére équation de (6.143) devient alors

{5;2 [kgexp (kl /O '

,,.0 ,,.0
: {(93 — co)Sik; ! [kgexp (kl/o 6_¢(§)d§>] +/o @_¢(£)d§ — ki A(r') + ks — 91} :

0

-2
e—¢(£)d§>} _ A(Tl)} kle—fﬁ(ro) — o9

On peut aussi écrire, de maniére équivalentk, ks 2S5y 2exp (~2k1 fgo c:"ﬁ’(f)af) = (g5 —

co)Sikakiexp (ky fi° e=®Ode) + [ =4O dE 4 ky — gy
0 0

En dérivant cette expression par rapport & r° et en simplifiant, on trouve—2k2k;>

S72 exp (=2k1 Ji e ¥9dg) = (g5 — co)Sikaexp (R Jg' e OdE) + Jj" e ¥Odg + 1.

En dérivant une autre fois par rapport & 7%, on obtient I’équation exp {—3/{1 foro e"‘?(f)dq =
(g3 — ¢0)S3k3(4k3)™1, ou le coté droit est constant. En dérivant une derniére fois,
toujours par rapport a 7% on découvre cette fois exp (—Skl foro e“ﬁmdf) (—3ky)

e = 0, ce qui implique que k; = 0. Il s’agit d’'une contradiction avec ['hypo-
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these p(r®) # 0, il n’y a donc pas de solution dans ce cas.

A partir de maintenant, on opere sous ’hypothése que les fonctions S(r!) = Sy et
Ty(r') = T sont constantes. La premiére et la troisieme équation de (6.143) impliquent
donc que les fonctions « et T" sont uniquement fonction de 7°. De plus, (6.150) implique

que (a) p(r°) = 0 ou (b) A(r!) =0, traitons donc ces possibilités séparément.

Penchons nous sur les conditions (6.5). La deuxiéme équation doit étre respectée.
En y substituant la valeur de A' donnée par (6.128), on remarque que les équations

(6.14) et (6.15) sont aussi valides pour le cas actuel. En utilisant (6.128), on note que

gf’l = B(r')Q = @ x A!, ou, de maniére équivalente,
0=BEHQ X =BEHYQ - u(r®,r) [X(TO,TI)E-F /T(rl)] : (6.154)

On exprime le vecteur /T(rl) en terme de la base vectorielle (5, 0,8 x Q) en posant
AP = A;(P)E + Ay(r)Q + As(r!)(E x ). En substituant cette expression dans
(6.15) et (6.154), on obtient les conditions

B(r')As(r') = 0, A(rY) = —x(°, 7)) (@ + o) — (A + BA; + T Az). (6.155)

(a) Sip(r®) = 0, alors la pression p = pg est constante. En remplacant p(r®), S(r!) et

Ty(r') par leur valeur constante dans la derniére équation de (6.143), on trouve
70 -0
0= (95— c)Sipy" [ e¥Odg+ [ e Hdg+Ti—g.  (6.156)

dériver (6.156) permet d’obtenir 0 = [(gg — co)Slpcl,/N + 1} e~9) On remarque im-
médiatement qu’on doit avoir [(93 — co)Slpcl,/K + 1} = 0, d’ou, avec (6.156), on doit
avoir T} — g1 = 0. La troisieme équation de (6.143) implique alors 7' = g;. En substi-
tuant Sy = —(g3 — co)~'py "/~ dans les deux premiéres équations de (6.143), on obtient
a=—gset B =—gy(g3 — co)”? foro e~ ®Od¢ + B(r'). Par la quatrieme équation de

-1/k

(6.143), on remarque alors p = pé/KA(rl) et, comme A est une fonction arbitraire



114
de r!, on peut simplement noter p = p(r?).

Considérons maintenant les équations (6.155). La deuxiéme de ces équations nous

permet d’obtenir I'expression

x(r%rt) = — (aco) ! [A(rl) + oAy + Ay + TAg]

=(g3 — Co)_l{ [—92(93 — o) /OT

+ A(r') — gsAy(r') + 91A3(T1)}-

0

e~ d¢ + B(rl)] As(r?)

2
En remarquant que foro e®E)de = (fOTO e¢(§)d§) /2, on peut calculer

| xte e 9 =(gs — o) [AG) — gau(r?) + B Aolr!) + 91 Ao

T 1 70 2
' / !0 dg — 592095 — co) 2 Ag(r") (/ ed)(é)df) :
0 0

Les invariants de Riemann sont donnés par les équations (6.7). En vertu de ces équa-
tions, on peut donc remplacer fOTO e? O d¢ par cot + ¢ Z + 1. En substituant expres-
sion résultante pour fOTO x(&,71)e?®d¢ dans (6.7), on trouve les équations (6.130). Les

conditions (6.155) requiérent soit A, = 0 ou B(r!) = By.

En comparant toutes nos conclusions précédentes, on remarque que la solution
(p, p, V) ala forme (6.129). Les vecteurs o et 1 sont linéairement indépendants pourvu
que p(r1) # 0 et que §- € # 0. La condition A’ A Al # 0 est respectée & condition que
Ay #0, A3 # 0 ou A # cgA,.

(b) On fait maintenant I’hypothése que A(r') = 0. En posant S(r!) = Sy, A(r!) =
A et Ty(r') = T dans (6.143), on observe que o = a(r?), 8 = 3(r%r1), T = T(r%)
et p = p(r®). Ainsi, pour qu’on ait la superposition d’une onde simple sur un état

simple, on impose 93/8r' = B(r') # 0. La premiére équation de (6.155) force alors
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A, = 0. En susbstituant dans la deuxiéme équation de (6.155) les expressions pour

et T données par (6.143) et en réarrangeant les termes, on obtient

x(r° ) = — (a4 ¢p) 7! {A(rl) + oA + TAg]
= — Ai(r') = [A() = Ai(r")eo + As(r'VT1] Sap(r©) "
— As(r°)(g3 — co)Sip(r)V"

[ e Op(e)de — Ag(r)SiplrO) e [ eH

0 0
2
En remarquant que f(')ro e?Ep(e)1/x (f(f e"’(s)p(s)l/"ds) d¢ = 271 (fg° e¢(5)p(§)1/“d§) :

on peut déduire

0

[ etxte s = - aie?) [
0

0 e de — {A(rl) — Ar(r')eo + As(Tl)Tl} St

,-0

./r e¢(5)p(§)l/”d§—A3(T1)Sl /r e¢(f)p(§)l//{
0 0

£ ) §2 /[ o 2
([ e ntoyeas) - o e 5 ([ expteince)
En posant f{° e*©d¢ = cot + - T+ c; et A(r!) = Ay (r)¢ + As(r))& x  puis en
remplagant 1 (r!) par ¥(r!) — A;(r!)c;, on obtient par I'entremise de 'équation (6.7)

les invariants de Riemann tels que définis par ’équation (6.133).

La forme (6.131) de la solution (p, p,¥) suit des équations (6.143). La condition
d’indépendance linéaire entre vy, et 1 est satisfaite si p(r®) # 0 et B(r!) # 0. La
condition A% A Al est quant & elle satisfaite si Az # 0 ou A # coA;.

Les fonctions arbitraires de 7°, p et ¢, sont mises en relation par la derniére condi-
tion de (6.16). On remarque que cette condition est uniquement en termes de l'inva-

riant de Riemann °. En la multipliant par e¢™) et en dérivant le résultat par rapport
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a 7% on obtient 1’équation

B 1/ —2¢(r%) __—1/k:/..0 1 _ Al/k # _ Al/k
{(93 co)s1p "+ 1} e =p p(r’) lezplﬂ/n A4 ] - Lg'lzplﬂ/n A4

s m1mso) 7 s500d0n)|

qui peut étre réécrite sous la forme d’une équation différentielle ordinaire d’ordre 1

pour ¢ :

$(r%) = e 2 g(r®) + f(r°

g(r) = {(93 —co)s1p" + 1 [p —Urp (W _ Al/fe)} ,
oy _pr)VE d ( r0 ) (6.157)
fr) = p(r0)  dro \ p(r0)1/x

-1
1 1/k d 1 1/x
o (,i512p1+1/,<. —A ) dr0 (Kgfplﬂ/ﬂ -4 :

En faisant le changement de variable u = €%?, on obtient I’équation linéaire du/dr® —
2fu = 2¢g dont la solution est u = exp {2 f(')ro f({)d{} {2 fgo g(&)exp [2 f0€ f(s)ds} dé + C} ;

ou C est une constante arbitraire. La solution a (6.157) est donc

¢ = / £)d¢ —i— [ '/0 0g(&)exp (2 /06 f(s)ds) dé + C}
- p(TO) 1 o 1/2
_hl{ [pl/rc. (KS%]?H_I/“)] 2 /

1/2}

F(p) = =

go — Co , 1/k
C o S’lpl/ﬁ - (g3 - CO)SIA p (6158)

—(281) 'p " — F(p)

ou
K

)pll/'{ K 7& 1
—Inp k=1
En évaluant la derniére équation de (6.143) 4 7° = 0, on remarque p(0)~/*p(0) [Wl)m/n —
1

Al/“} = e ?O(T] — g1). La valeur ¢(0) est quant & elle donnée par (6.158). Cela im-
: T —g1)? K - -2/k
plique C + B2 4 (g5 — ¢) S§p(é)1/,; + S AY*p(0)| + (282)~1p(0)~%/% + F(p(0)). On



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 117
conclut donc que la relation entre la pression p et ¢ est telle que décrite dans (6.132).

(ii) Faisons I'hypothese que & x € = 0. On a donc || = \Q‘ = 1, ce qui implique
=0, ol e = +1. (a) Faisons la deuxieme hypothese g x O # 0. On peut alors
employer la base vectorielle de R3 (7,2, § x Q). On pose donc #(r°, r1) = a(r®, 71§ +
B0, T + T(r°, r1)(F x ). Les équations (6.138) impliquent X = e1e?() et § =
e?lco+ er(af x O+ B)]. Onaaussi g — QO x 7 = (1 —T)G+ (7- AN + (7 x Q),
(F—Ox7)-A0 =eetG-Q et p = p(r°)/*A(r})~V/*. En substituant ces quantités dans
(6.128), on observe

ov  Oa 86§+8_T

5o~ gttt ge@x )
e ¢ == =
- . (1-T7)7- QTG + (g x D)] +
{Co+€1(0¢§'9+5)} [ ) }
197 Q)

. - . ’
e2® [co +e(ag- Q+ 5)} — kpl=1/r Al/ke20

Kpl—l/nAl/n
e® [co +e(ag- Q-+ 5)}

En comparant les coeflicients ainsi qu’en étudiant 1’équation (6.128), on obtient

et 1= [eo tarfog G4 )]

% _ €G- 0 Ty kpl=l/E AR

or? {co +e(af O+ 5)} {co te(ag O+ 5)}2 — kIR AL | (6.159)
% = e % [co + e (ag- O+ B)TI ,

% = —cre %kpg - Q) {[co t+ealag-Q+ 5)}2 — HPI*I/NAI/K}_1 :

On résout le systeme (6.159) en faisant I’hypothese que § - () = 0. Dans ce cas, le

systeme (6.159) se réduit a

Oa B _ 0

—Oze"’(l—T)[coJrelB]l, —izO,

g% ) . o ; (6.160)
o5 —etalw+ealeg 0+8)] 5 = —ae Yalo+ad)

On remarque immédiatement que la pression p = pg est constante et que la densité p
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et la fonction B dépendent uniquement de r!. La deuxiéme et la quatriéme équation

de (6.160) ont, tel que démontré dans le chapitre 4, comme solution

a = a)(r') cos { [co + 61,6(7“1)} - /TO e~ ?Ode + bl(rl)}
° (6.161)

0

T = a;(r') sin { [co + 61[5’(7“1)]_1 /OT e g + bl(Tl)} + 1,

oll a; et by sont des fonctions arbitraire de 7*.

Une inspection du Chapitre 4 (pour le cas ¢ x Q= 0) révele que les calculs de ce
chapitre sont aussi valables pour le cas présent. Plus particulierement, ils prouvent
qu’il n’y a une superposition que lorsque 3(7"1) = 0. On conclut aussi dans ce chapitre

que da/dr! et T /Or! sont tous deux nuls ou non-nuls et que les équations

T
Ala_a + ABa_ — 0’
or! or! (6.162)

A(Tl) = —X(TO,TI)(CO + 61BQ) - ’§|2 (QA] + TAg) — BoAQ

doivent étre satisfaites. Tel qu’indiqué dans le Chapitre 4, la situation da/9r!, 8T /9r* #
0 requitre A;, A; = 0. En ce qui concerne le cas da/drt, OT/or! = 0, A, et
As peuvent rester arbitraires. La deuxiéme équation de (6.162) révele x(r% r!) =
—(co + €1Bp) ! [A('rl) |)? (0 Ay + TAs) + BOA2:| . En utilisant la deuxiéme et la qua-

trieme équation de (6.160), on calcule

/TO X(g,rl)e—¢<5>d§ _ [A(Tl) + BOAQ(Tl)] /TO e—¢(£)d§ _ |§|2
0 Jo

T aB
G (6.163)

-2 1 -0
gl As(r’) ™ g
: [Al(rl)T — /43(7"1)04} - (|Co| n 31(30)) /0 e O de.

Les invariants de Riemann peuvent maintenant étre calculés par 'entremise de (6.7).
D’abord, on substitue (6.163) dans la deuxiéme équation de (6.7). Par vertu de la
premiére équation de (6.7), on remplace fgo e~ d¢ par cot + 6,9 - T + ¢, puis on

réarrange les termes et, avec I'aide de (6.161), on trouve finalement (6.135).
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La solution (p, p, ¥) est donc donnée par (6.134). L'indépendance linéaire entre les
vecteurs 7, et -y, est garantie si a; # 0 et p(r!) # 0 ou a; # 0. La condition A% A A!
est quant a elle respectée pourvu que As # 0, A3 # 0 ou A # Ajcp.

(b) Finalement, on fait I'hypothése que ¢ x Q=0 7x Q) = 0. Comme on peut
choisir € = (0,0,1), on choisit la base standard orthonormale pour R3 (&}, &, &).
On pose ¥(r% r') = T2 v (r°,r1)é;. On note de plus ¢ = €,&, § = € |g] &, ol e,
€5 = +1. On a aussi A = e;e%3. On peut ainsi calculer §— QX7 = €, |§] €34v261 — 1162,
(G- x 7)) X = erey]d]e? et § = e?(co + €1v3). En substituant ces quantités ainsi
que p = p'/®"A~1/* dans (6.128a), on trouve

O Qig s
ord L ort

(CO + 612)3)—1 {Uzé& — U1€2 + €9 |§| 53]

Rpl—l/nAl/n €s |g‘| ed) ed)g
e?(co + €1v3) €24(co + €103)? — Kpl- /R AL/Re28 T T

Une comparaison des coefficients révele

ov ov
ket P e %ua(co + €ug) 7t —2 = —e"%uy(co + €yv3) 7Y,
or? or? (6.164)
Ovs e gl e ®(co + €1v3) dp _ —€162 |g] e PKp '
or®  (co + €1v3)% — kpl— VAL’ dr®  (co + €1v3)? — xpl /K ALK
La premiere et la deuxiéme équation de (6.164) impliquent vla—;’l = ;—l‘g—; = —vzg%,

570

ce qui, aprés intégration, nous donne la relation vZ + v = f(r!)? ou f(r!) est une
fonction d’intégration. Ainsi, la premiére équation de (6.164) peut étre reformulée
comme [f(r1)? — v/ O = +e7¢0p(r%)1/%S(r1) =1 puis intégrée par rapport & r°

de maniére & donner

0

v; = ay(r')sin [S(rl)_l /01 e Ep(e)/rde + by (rh) ], (6.165)

ol a; et by sont des fonctions arbitraires de r!. Toujours en utilisant la premiére
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équation de (6.164), on peut maintenant calculer
70
vy = a1 (r') cos [S(rl)_l/ e~?Ep(e)M/rde + bl(rl)l : (6.166)
0

Finalement, on remarque que vs = ¢, [S(r})p(r®) =% — ¢o].

Ces résultats nous permettent de noter la quatriéme équation de (6.164) comme

-1
dii% = —e160 |G| e PKp {S(rl)Qp*Q/" — f{pl_l/KA(Tl)l/K} . ou, de maniére équivalente,

[S(rl)Qp‘l_l/" - /@A(rl)l/”} p Y p(r0) = —e164 |G rE?. (6.167)

En dérivant (6.167) par rapport & 7!, on obtient |25(r1)S(rD)p(r®)~1=1/% —A(r1)

A(r1)~HHYR | p(r0)=Vrp(49) = 0, ce qui implique que

28(rH)S(rH)p(r®) T VE = A(rh) MR A(rY) (6.168)

étant donné que la quatrieme équation de (6.164) exige p # 0. Si S(r!) # 0, alors les
variables 7° et 7! peuvent étre séparées dans (6.168) de maniére & obtenir p(r®) =1~/ =
A(r)71H1m A(r1) [QS(rl)S(rl)rl . Or, cela implique que la pression p est constante
ce qui contredit la condition p # 0. Ainsi, on doit avoir S =0 ce qui implique que la

fonction S = Sy est constante et, de (6.168), que la fonction A est constante.

La condition (6.167) détaille maintenant une relation entre les fonctions p(r°) et

¢(r°)
e =e1e0 |G {Al/" — fi_ngp_l_l/"} p V5 p(r0) (6.169)

qu’on peut employer pour reformuler (6.165) et (6.166) de maniére a ce que

v = al(Tl) sin {6162 |£7|_1 {5017(7’0)*1/N + S(;lAl/np(TO)} + bl(rl)} )

(6.170)
vy = ay(r") cos {erea 5] [Sop(r®) /% + Syt AV op(r®)| + ba(r') }
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On note aussi vz = € [sop(ro)_l/"’ — co] et p = A"V p(r0)V/= Autrement dit, vs et p

sont uniquement fonction de 7°.

Comme pour (i), les conditions (6.14) et (6.15) doivent étre satisfaites. De toute

v,z _ o~ o Y1 Tl w3
Y&, = o x A, En posant A(r') = Y;_3vi€; et en se

o 97 _ I
évidence, on a 35 = > 55

rappelant que ¢ = €€ et ¥ = Yo, v;€;, (6.14) et (6.15) donnent

0:@/_\'1 :Z%é'lu(,ro T'l) X(TO TI)G e +iA(r1)€
aTl pt (97‘1 1 ’ ’ 1€3 g |2 1
o ou (6.171)
=# (AW *Aﬁﬂ |

A('I“l) = —X(TO,TI)(CO + 611)3) — UlAl — UQAQ — ’()3A3.

Comme les fonctions v; et ¢ dépendent uniquement de 7%, les deux premiéres équations
de (6.164) démontrent que dv; /dr! = 0 si et seulement si vy /r! = 0. Si dv, /dr! = 0,
alors v; est uniquement fonction de r°. Ainsi, de vy = e®(co + €;v3)0v; /Or?, il est
évident que v, est uniquement dépendant de r°. Autrement dit, on a dv,/0r!. L’inverse
est prouvé de maniére semblable. Ainsi, les deux grandeurs dv;/0r! et dvy/dr! sont
toutes deux nulles ou non nulles. Cependant, lorsque ces deux grandeurs sont nulles,

il n’y a pas de superposition et donc pas de solutions de rang 2. On a donc comme

condition dvy/dr!, duy/Or! £ 0.

Ainsi, puisque la premiére équation de (6.171) est satisfaite avec v, /Or!, Ouy /Ort #
0, nous considérons les deux possibilités A;, A; = 0 et Ay, Ay # 0. Faisons d’abord
I’hypothése Aj, As # 0. La premiére équation de (6.143) nous permet alors d’écrire
g—:} (%)ﬁl = —%f. On remarque que le c6té droit de cette équation est uniquement
fonction de r!. En dérivant par rapport a 7%, en changeant l’ordre de dérivation puis
en employant les deux premiéres équations de (6.164), on obtient (%)2 + <%>2 =0,
ce qui nous indique qu’il n’y a pas de solution dans ce cas.

Si on fait maintenant 'hypothese A;, A; = 0, alors I’équation (6.171) est ré-
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duite & A(r!) = —x(r% ) (co + €1v3) — v3A3, d’oli on tire une expression pour
x(rr) X (r®,rh) = — [co + €us(r0)] T [A(r!) 4+ v3(r®) A3(r!)] . Les équations (6.169)
et (6.170) se pairent maintenant de maniere & donner fgo e Ode = e1e; |77 [(A -

e100/43)(Sop™ V" + Syt p " + AR F(p)] ainsi que

. N So  AY<p
/ f(f,rl)e_qxé)df = — €167 ' (A = ercods) 1?" * S
0 P ’

2—2/k
=+ 61/4370 + 51A3A1/“F(p)

(6.172)

L So | Alep
= — €1€9 |g| I(A — €1COA3) (pl—?“ + S—0>

0

- €1A3/0 e ?Ode,

ou

Fp) = <ni1)pl_w e

Inp k=1
On calcule les invariants de Riemann par Pentremise des équations (6.7). Avec les
grandeurs € = ;65 et A(r!) = As(r!)é;, on peut substituer (6.172) dans la deuxiéme
équation de (6.7), utiliser la premiére équation de (6.7) pour remplacer fOTO e~ &g

par cgt + €,€3 - T, remplacer ¥(r!) par ¥(r')[A(r!) — e;cgAs(r!)] et on obtient (6.137).

Les équations (6.170) indiquent que la solution (p,p,v) a la forme (6.136). Pour
que les vecteur 7 et 7y, soient linéairement indépendants, on exige p(r®) # 0, a; # 0
et a1 # 0 ou by # 0. La condition X\° A ! est quant & elle respectée & condition que

A ‘f'é 6100A3. L]

La solution (6.129) représente un écoulement incompressible avec vorticité et dont
I’entropie n’est pas constante. La solution (6.134) représente 1’écoulement d’un fluide
incompressible exhibant une vorticité et dont ’entropie est constante si et seulement
si la densité est constante. Les solutions (6.131) et (6.136) représentent 1’écoulement

de fluides compressibles avec vorticité et entropie constante.
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Théoréme 6.5.2. 57 les éléments hydrodynamiques simples non-homogénes (3.9)
et les €léments entropiques simples homogénes (3.11) dans ’équation (5.1) satisfont
I’équation (5.3) et les conditions de compatibilité (5.5) avec oy # 0, la solution du

systéme non-homogéne (3.1) a une des formes suivantes :
(i) Le cas N0 x 2 £ 0, X0 - (3 = 0

La solution est donnée par

o(r0) \ /¥
p= (fl((rl))> , p = p(r),

U= (;y/n_f(rl) h(r') + |§ QS(rl)/ o= ’l)p(r)l/"
p(r)5(r) 0
0 (6.173)
+ Va(r')dr |+ { (G- (h(r") x ) - f) S(rl)/o 0 () ey

0 -
+/ e~ dr 1 Vg,(rl)}(h(rl) x Q).
0

Cette derniére existe pourvu que les fonctions p(r0), f(r'), h(rY), A(rY), S(r1), Va(r)

et T(r°) puissent simultanément satisfaire les conditions

1 B T‘l 1/ LTO) _ e_qs(ro,rl)l: ~ 7 7"1 Q
LS(rl)zp(TO)Hl/n A(r?) }p(ro)l/ﬂ (7- (h(r') x Q) -

~FENSE [T et pm) e 4 [* e dr + V(e = - ()
0 0

- S
+ e |h {g.theQ h‘ (pl/,i —fﬂ }e—¢ —
_ (6.175)
= p 25 A 1 1k
— — A
ez b pl/rc{ﬁpl +1/(k)S3 + K A1-1/k (Hs2pl+1/n

-[§+(f+e2 h

|5 E)Sp”"} }
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o

T A(q)”") (6.176)

=

- p[ —p(r0) [ w7 Flw) + f'<u>>s<u>du] dq + T<r°>}

Les invariants de Riemann sont définis par

0

S(r') + /0 e dr = f(r)E + R(r) - 7,
(/1 7o 1 1 131/ 17 1] =
¢(r') — e |R(r7)| S(r") S(r1)2p(r0)1+1/x +A(r) / P(TO)} +[e2|(r)| g (6.177)

0

Bty + fISE) [ e# o p(n) ndr = frt)e + ) -3,

ot p(r®) > 0, T(r%), f(rY), h(r') = X0/ | X0, A(r}) > 0 S(r}) # 0, Va(r?), Va(r}) sont
i

des fonctions arbitraires telles que h - =0 et f(r') #0 ou h(r') #0 .
(ii) Le cas N0 = ¢ ‘/_\'0‘ Q

Une solution n’eziste seulement que lorsque g X O #0etqg- Q. Elle est donnée par

p(frl)a P = po,
A1 () sin0(r°, r)) g + Vol + {1 — Al(rl)cosﬁ('ro,rl)} (7 % ),

™
I

(6.178)

<y
Il

ot O(r% ) = fgo e dr + By(r!). Les invariants de Riemann sont donnés par

frt =o(r") + f(rl)/"o e~ gy
i o (6.179)
f(Tl)t -+ 61@ LI = ¢(T1) + (f(Tl) + Elvo)v/o 6_¢0(T)d7",

ou p(rt) > 0, A (r!) # 0 Bi(r!), f(rh), et ¢(r') sont des fonctions arbitraires telles
que f(r') # 0 et p(r!) # 0 ou Ay # 0. Les paramétres py > 0 et Vy sont des constantes
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arbitraires.

Preuve : On résout (6.128) en faisant ’hypothese que les conditions (5.5) sont
valides avec a; # 0. Comme précédemment, on a immédiatement p = p(r°) et p =
p(r)Y=A(r!)=1/% ou A(r') est une fonction arbitraire. Les conditions (6.26) doivent
étre respectées. En substituant la valeur de A° donnée par (6.128b) dans la premiere

équation de (6.26), on obtient

—

X0 = O Ry, ‘h(rl)‘ =1, d=e

1
p=N
\O
ﬁ»—4
S~
~
=
-
"
+
<y
Pl

()] . (6.180)
On étudie les cas (i) k x £ 0 et (ii) hox 1 =0.

(i) On fait d’abord I'hypothese que h x § # 0. Alors, ensemble de vecteurs
(E, Q. h x Q) forme une base pour R? et on peut poser v = vl(ro,rl)ﬁ + vz(ro,rl)ﬁ +
u3(r°, 1) (h x ) ainsi que § = g1 (r)k + ga(r})Q + gs(r?)(h x ). En substituant ces

expressions dans (6.128a), on trouve le systeme d’équations

d_p:_,{p(_.-—cb (91—U3)+(92+03§~5)Q-H
dr® (f 4 v1 + 020 - h)2 — kpl=1/r AL~ ’

ov, e~? {(91 —v3)(f +v1 + sz2 L)% 4 kp! TVEAY R (gy + USQ : H>Q : E}

’

or° (f+v+ p§) - J) {(f + v, + vy - §)? — ,{p1~1/,<A1/,1
% — e”‘ﬁ(‘ro,Tl) g2 + U3Q '_'}—7: ’ % . 6_¢(TU’T1) g3 + v _ .
o fruotwll-g or? fHuo+wl-g

On fait '’hypotheése que Q- h =0 et on obtient

dp _ —$ [ (g1 — v3) ] ’

o —Kpe (f +v1 + v2)? — kpl=1/k Al/x
6T —
Ovi _ e ?l(g1 —v3)(f +v)] 7 (6.181)
ot [(f +vr4)? — wptTH/m Al
Ovs _ g0y 92 Ovs _ gpory (93=F 1)
oro f4v +uvy’ oro f+wu

Notons que Q-h=0 implique que g, = G- () est une constante.
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Les équations (6.181) peuvent étre résolues similairement aux équations (6.142) et
donnent comme solutions

0

w =) S = (), v = g8 [ et p(e) e + (),

U3 = |:g3(7"1) - f(T‘l)] S(rl) /OT e—d?('f,'r-l)p(g)l/»cdg i /O'r e—dy(f,rl)d& . Vz})(rl),
P :p(ro)l/nA(Tl),l/,{ lp(rl)—l—l/n

A = A o))

0

(95() = FI)SEY) [ e p(e) mag

0

(6.182)

.,.0
“ f“fw&uwvw—mvwr
0
ot S(rh), Va(r!) et Va(r!) sont des fonctions d’intégration.

La deuxiéme équation de (6.26) doit maintenant &tre satisfaite. De paire, I’équation
(6.128b) et la deuxiéme équation de (6.26) indiquent que les conditions (6.42) et (6.43)
doivent étre respectées dans le cas présent. Comme -G =0et J/;} = 1, on obtient

h(r1) = &5 |h(r1)| (h x ©), ol &, = +1. La condition (6.43) devient quant & elle

o © h(r)|vs + f(r}) _
= —t | (6.183)

Ensemble, la deuxieéme équation de (6.42) et (6.128a) donnent

_817 Y1 _ ad)_‘ ;'1

O=71"2 —M(%hnLh(r))
Dor Ouys Bus. o
' [ﬁhjL ol g (X Q) uih(r7) + ush(r’) x &

a’l)l
— % — €9

o —
'M[a—ﬁh—i—@

. 8d) 81}1 = 1
=L 1:% (% — €9 h(?" )

B!

v3>ﬁ+—ﬂ+(—'+eg

v1> (h x Q)} (6.184)

B!




Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 127

De la troisieme et cinquieme équation de (6.182), on obtient la relation v = (’% -

Al/") p~/"p(r%)e? + g1, qui, une fois substituée avec la premiére équation de (6.182)
dans (6.183) et (6.184) permet de trouver

O Too1y| 00 p 1k ¢ R TN IRV
G1 = e h(rH)| p(r*)S o — A e? — |:62 h(r) g+ f(r )} p/"S (6.185)
et
0¢ [ S(r! -, ; s 25(r!
a1 [52(171/)& fr!) + ez |h(rt) 91] + ez [h(rh)| p~V/*p(r”) #
Al/n—lA(Tl) . o . 1 L 1 (6.186)
+ # €7 — €9 h(’f' )‘ [gl(T ) “+ €9 h(’f' ) (1)1/—&5’ — f)] = 0.

En multipliant (6.185) par e ®, on obtient I'’équation différentielle linéaire %e“z’ +

Fi(r% e ® + Ey(rOr)) = 0, ou Fy = — [62 E(rl) 0 +f'(r1)} pl/eS et Fy = —e,y

‘ﬁ(rl)
(6.176). De paire, les équations (6.185) et (6.186) nous donnent la condition (6.175).

p(r%)S (W{“/‘ — Al/") . La solution de I’équation différentielle a la forme
De plus, la cinquiéme équation de (6.182) est équivalente a la condition (6.174).

Ainsi, on a trois expressions en terme de e~ % soient (6.174), (6.175) et (6.176). En
substituant (6.176) dans (6.174) et (6.175), on trouve deux équations en terme des
fonction p(r®), T(r%) , A(rY), S(r)), f(r)), h(r') et V3(r!). Comme démontré pour la
cinquieme équation de (6.143), il est possible de séparer les variables. Les expressions

résultantes seraient alors (6.174), (6.175) et (6.176).

Les équations (6.182) indiquent que la solution (p,p, %) est donnée par (6.173)
et est sujette aux conditions (6.174), (6.175) et (6.176). Les invariants de Riemann
(6.177) sont calculés par Pentremise des équations (6.28) et de (6.185). La condition

X0 A XY £ 0 est respectée pourvu que f(r!) #£ 0 ou h(r!) # 0.

(ii) Faisons maintenant ’hypothese h x § = 0,

E‘ = ‘fl‘ = 1. On doit alors
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—

avoir h = (), e = +1. (a) Faisons ’hypothése supplémentaire que § x Q +0,
alors I’ensemble de vecteurs (g, Q, g % Q) forme une base vectorielle pour R3. On pose
7 = vy (r%, PG+ va (10, 1)+ v (r0, r1) (5 x Q). Ecrire les équations (6.128a) et (6.180)

en terme de notre base vectorielle meéne a

a ~ A PRRra 2 -1-1/& K -

a—rpo = —1e rpg - Q {[f +er(nng - G+ )| —rp Y -Al/‘} :

811 L= -1

8—7"3’ = e *(1 — vy) [f‘*‘fl(Ulg'Q‘i‘Uz)] ,

81)2 B e‘¢‘§. ﬁ vyt fipl_l/';Al/K'

oro =~ 3 : = 2

Or? {f + (G- Q2+ Uz)] {f +e1(v1g - 2+ vg)] — kpl—1/r Al/x
Ovs e .

= U_l[f+el(vlg G+ vy)|

Sujet a ’hypothese g - Q=0,ce systeme devient

o _ 0 Ovs =e (1 —vs) [f +eva] T,

oro 7 oro
on_ o __en (6.187)
oro 7 o [f + equy]’

On remarque sans peine que la pression p = p, est constante et que la fonction vy est
uniquement dépendante de r!. Il s’ensuit que la densité p(r!) est uniquement fonction

de r!. La deuxiéme et la quatriéme équation de (6.187) ont pour solution

vy = Ai(r!) sin { {f(rl) + elvg(rl)]_l /OTO e P ge 4+ Bl(rl)} :
., (6.188)
vy = A (r!) cos { [f(rl) + elvg(rl)rl /0 e~ ge 4 Bl(rl)} +1,

ot Ai(r!) et Bi(r') sont des fonctions d’intégration. On remarque que les calculs
actuels sont analogues a ceux du cas h x =0 du théoréme 6.3.2. En particulier, les
équations (6.99) demeurent valides et la fonction vy = V) est encore une constante.

—

Comme 7 - 6,2 = vy = €;1Vp, la deuxiéme équation de (6.99) donne la condition
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Op/0rt = —(f + e Vo)~ f(+1) qui, une fois intégrée, produit
B0ty _ 90 (%) [f(?“l) + 61%]—1, (6.189)

ol ¢o(r?) est une fonction d’intégration.

Les invariants de Riemann (6.179) peuvent maintenant étre calculés & partir des
équations (6.28), (6.189) et k = ¢;§). De paire, les équations (6.188) et (6.189) ménent
aux équations (6.178). Les vecteur 7, et v, sont linéairement indépendants pourvu
que A, # 0 et p(r!) # 0 ou A,(r') # 0. La condition A° A Al # 0 est quant & elle
respectée si f(r!) # 0.

(b) Faisons maintenant hypothése & x = 0 et § x & = 0. On choisit la base
orthogonale standard de R? (€}, &, €3) ainsi que Q= €s. On pose 7 = 32 v;(r%, r1)e;.
On a finalement / = ¢,&; et g = €3]g] €3, ot €1, €3 = £1. Substituer ces quantités dans

les équations (6.128a) et (6.180) révele le systéme d’équations différentielles partielles

dp |§| 67¢’€p 61}1 _ U2

- = —6163 , —— —¢ d)_——,

dr (f + €1v3)? — wp! =1/ AL/x oro f+eauvs (6.190)
Ovs _ o wi B _ gt/ +aw) -

Or® [+ evs’ oro 3 (f + €1v3)? — kpl- /R AL/R

On note que le c6té droit de la premiére équation de (6.190) n’est jamais nul, ce qui

indique dp/dr® # 0. La premiére et la quatriéme équations de (6.190) impliquent
v = & [S(r)p(r®)V* — f(rh)], (6.191)

ol S(r!) est une fonction d’intégration.

Les conditions (6.42) et (6.43) doivent toujours étre satisfaites. La deuxiéme équa-

tion de (6.42) prend alors la forme A= uelai’lég. L’équation (6.128a) implique
or

0= % AL =38 S%éi . p,el%é'g = uﬁ%}}%. De plus, la condition A! # 0 im-
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pose 0¢/dr! # 0, on conclut donc duz/dr! = 0. De (6.191), on obtient la condition
S )p(r0) 1 = Frt). (6.192)

Comme h = €€ et A(r!) = 0, la condition A\° A Al # 0 est respectée pourvu que
f(r') # 0. Par conséquent, on doit imposer la condition S(r!) # 0. Les variables r° et

1 peuvent alors étre séparées dans (6.192) révélant ainsi que la pression p(r®) =1/~ =

feh

3 = K est constante. Comme c’est une contradiction avec p(r®) # 0, on conclut

qu’il n’y a pas de solution dans ce cas. L

L’écoulement de fluide décrit par la solution (6.173) est & entropie constante et le
fluide est compressible pourvu que p(r%) # 0 ou E(rl) #0et[g- (FL x Q) — F1SpH+1 #
0. La solution (6.178) représente quant a elle I’écoulement d’une fluide incompressible
exhibant une vorticité. L’entropie y est constante précisément lorsque la densité p est

constante.
Solutions explicite

Afin de rendre explicite la solution (6.131), faisons les hypotheses suivantes. Soit
le vecteur ¢ = (1,0,0), le vecteur de gravitation § = (0,0, ¢g) et le vecteur de vitesse
angulaire 0= (0,0,1). Pour exprimer les invariants de Riemann de maniére explicite,
on choisit les constantes cg = 1, a9 =0, = 1,1, =g—1,5 = 1et A =1 ainsi
que les fonctions arbitraires Yg(r!) = 7!, Yi(r') = 37!, Ya(r') = V/rl, Ya(r!) = 0,
P) = VT, p(r%) = (rO)° et

1

Glp(r™) = 2[1+ (g — Dp(r0)M/<lmp(ro)e=nrx

A titre d’illustration, pour tracer les graphiques des solutions, on choisit le coefficient
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polytropique x = 1,4 et le bump algébrique en terme de 'invariant de Riemann r!

4

Va(r')y =1 — T ape

Sous ces hypothéses, on trouve les solutions explicites de rang 2 de type kink

_ tan(y/g — 1(t+x))2, Pt z) = (tan(\/g — 1(t—l—a:))2>N

t =

i _ g—1 . tan(yg—1(t+1x)),. = .
’U(t,I)— [(tan(\/ﬁ(tﬁ—x)))]c—i_ =1 (ch) (6 193)

N {1 B 9604 (t + x)*
2401(t + x)4 — 4(6+/2 — 11)(z — 1)*

+V2g(t + x)} Q

ou les invariants de Riemann sont donnés par

9tz (VT (4 2)°

x) = , it x) = —

(z - 1)2[-11+ 672
g—1 '

19(t + x)?

(6.194)

Les solutions (6.193) représentent un écoulement compressible pour lequel la densité

présente une forme périodique.

Un structure de singularité en terme de t et z est observée pour 'invariant de Rie-
mann 7! (¢, z) lorsque le dénominateur de I'invariant de Riemann r* donnée & I'équation

(6.194) est nul, c’est-a-dire le long de la droite t = —z.

Les Figures 6.9 et 6.10 représentent respectivement la densité p(t, z) et la pression
p(t,z). La pression et la densité présentent la méme structure de singularité que

I'invariant de Riemann r!(t, z).

Les Figures 6.11, 6.12 et 6.13 représentent respectivement le champ de vitesse
¥(t,z) dans le plan engendré par le vecteur de vitesse angulaire Q, et x Q. La

composante du champ de vitesse ¥(t,z) dans le plan généré par le vecteur ¢ présente
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une structure de singularité en termes de t et z sur les droites

nm
t= -0+ ——— n € 7.

VT+9

La composante du champ de vitesse #(t,z) dans le plan généré par le vecteur de
vitesse angulaire Q présente une structure de singularité en termes de t et z lorsque
le dénominateur de la fonction Vi(t, ) est nul, soit sur les droites t = i‘/7§(6f —

1) Y49z —1) — .

FIGURE 6.9 — Représentation gra- FiGURE 6.10 — Représentation gra-
phique de la densité p(t, z) phique de la pression p(t, x)
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FiGURE 6.11 -~
Représentation gra-
phique du champ de
vitesse #(t, z) dans le
plan engendré par ¢

FIGURE 6.12 — Repré-
sentation graphique du
champ de vitesse ¥(t,z)
dans le plan engendré par
le vecteur de vitesse an-
gulaire O

FIGURE 6.13 — Repré-
sentation graphique du
champ de vitesse ¥(t,x)
dans le plan engendré par
gx Q)

6.6 Onde acoustique simple sur état hydrodyna-

mique simple HYA,

En substituant les éléments hydrodynamiques simples non-homogenes H° (3.9) et

les éléments acoustiques simples homogeénes A, (3.13) dans ’équation (5.3), on trouve
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le systéme d’équations différentielles partielles

dp  (§-0xu) X dp
o~ e | ot =
p
Op (G— O x T)- A0 Op  kp
A - K ) a7 = e
oro b 52 — K ;\’0‘2 or! P%
g 2 (6.195a)
ov _ 1 (G — O x 7) v _ _ (kP T A
ord  pé P ’ or? 0 p ‘Xl‘
G X0
—|—f€p(g X 2 - /\O]’
52 52‘/\0}
p
ou les vecteurs d’ondes sont donnés par
. N1/2 = -
§—1u- A\ —e (=t A -7 X
A0 = . , A = (P) J ‘ (6.195b)
A0 Al

Les équations (6.195) montrent que A\’ peut satisfaire la condition d’intégrabilité
ON0/Ort = ayA! pour les cas a3 = 0 ou a; # 0. Les résultats obtenus pour cha-
cun des cas sont présentés dans les théoréemes suivants.

Théoréme 6.6.1. Si les éléments hydrodynamiques simples non-homogénes H° (3.9)
et les éléments acoustiques simples homogénes A, (3.13) dans 'équation (5.1) satis-
faisont l’équation (5.3) et les conditions de compatibilité (5.5) avec a; = 0, alors la

solution au systéme non-homogéne (3.1) aura une des formes suivantes.

(3) Le cas N x Q #0, X0-Q =0 (a) Sous Uhypothése 05/t - = 0 et O7/0r! -
(X0 x ) = 0, une solution eziste lorsque G- =0, k = 3 et 8/t - X0 £ 0. Elle est

donnée par

(6.196)



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 135

ou la fonction a(r® r!) est donnée par ’équation quadratique

1 - 3 S(rl 2
atg-(@x D) +5A )| 4 cie(3)25(r) + 5,
2 9 I
@ (6.197)
TO 7‘0 2 .
0 2 0
Les invariants de Riemann sont implicitement donnés par
- r0
g-(cx Q)t+5-f—{—clz/ 6~¢(€)d§,
0 (6.198)
. — -0 8
e [aysen] ! e 0% e < e
0

Ici, ¢, A(> 0), By, Ty et S) sont des constantes arbitraires, ¢ = XO/‘XO‘ est un
vecteur constant tel que ¢- 3 =0, €5 = +1, ¢(r%), S(r1) (£ 0), p(r)) et a(r® rl) sont

des fonctions satisfaisant (6.197) et S(r') # 0, dar!/Or! £0, et > 0.

atg (” Q)

(b) Sous Uhypothése 0T/0r - Q £ 0 et 87/0r - (A0 x ) = 0.

(I) Si G- [(X° /‘Xoi) x ] —co £ 0 ou 8T/0r' - X0 = 0, alors une solution n’eriste
que lorsque g - O=0k=1cet d 5 (U )\0) # 0. Cette solution a la forme
S(rh)
e U— = A
p Q(TO) + CO’ p p’
7= a(r)e = {ese A In[S(r")] + 81} O (6.199)

0 = (8) -

+{[§-(axﬁ>—co} /0 e 5+/ ¢<f>d§+TP}<€xQ),
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ot les fonctions « et ¢ sont reliées par

e ") = 2_1/2{1[a(0) +co)? — % [a’(ro) + co]2 + Aln {a(ro) + co]

2
A —~1/2
- 2 6.200
<g-c—T1°>~} (6:200

+ [g (€ x Q) — CO] {a(O) —a(r®) + m] +

| =

0 0 -1
.{[a(r)+00}—A[a(r)+CO} }ﬁ—Aln
Les invariant de Riemann sont donnés par

ot +E T4 = / e~ ¢
Jo (6.201)

{646141/2 [ln S(r!) + 1} + Sl} t+ Q- =)

Ici, cg (# —a, # §-[C % Q]), ci, A(> 0), T et Sy sont des constantes arbitraires.
=M/ ‘XO‘ est un vecteur constant satisfaisant - Q0 = 0 et ¢4 = +1. De plus, a(r?),

S(rY) (#£0) et y(r') sont des fonctions arbitraires satisfaisant (6.200) et da/dr® # 0,
S

1)
) #0 et S(a+co)™ > 0.

(II) Si 97/0r* - N0 £ 0, alors une solution de la forme

S(ri )
( q) ——=—, p=A4p",
a(r®, ) + - (€ x ©)

‘0:

]. — T
§[a+§ (EX Q)r-%-fiAF(TO,rl)—(g‘ E—Tl)/ e—¢(€)d§
J0
+ 5 (/0 €_¢(E)d§> — T(Tl) = 0)
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OI‘L 1yx—1
S(rt) et
Pty (k=1)[a+g-(Ex D) |
Frvama
In = K =1
a+g-(¢xQ)
et

_ (6.204)
S(rh) L. =010«
soient satisfaites. De plus, ’expression
op
T(r') ((% ) + 5, (6.205)

oufB=g- Qfo %d&ﬂ—B( ), doit uniquement dépendre de r'. Dans ce cas,

les invariants de Riemann sont donnés par

(o]

G- @xD)t+e7+e= /0 e~ e,

1 ™ Oa(€,rY) (OB(€,rt -t
o) = [ 2 )( = )) e g (6.206)
e >(§—5) v8|e

Ici, ¢, A(> 0) et T\ sont des constantes arbitraires, ¢ = XO/‘XO‘ est un vecteur
constant tel que &0 =0 et eg = £1. a(r%,71), ¢(r°), S(r') (# 0), B(r1), T(r!) et
Y(r!) sont des fonctions arbitraires satisfaisant (6.203) - (6.205) ainsi que da/dr! # 0,
dB/ort £ 0 et % > 0.

(c) Si 0U/drt = 0 et 8T7/0r! - (X x Q) # 0, alors il neziste une solution que
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lorsque g - Q=0 et ov/ort X0 # 0. La solution aura alors la forme

S(r!)
= = A e
= e P
7= a(r® re+ B (6.207)
o O 08 S R
+{{9'(0XQ)—CO}/O mdf*l'/o € df"'Tl(T)}(CXQ),

pourvy qu’on puisse choisir une fonction a telle que,

0

%(a +co)? + KAF(O 7 — /0 {gl —7(€, rl)} e Ode —T(r!) =0, (6.208)

S(rl)fc—l p
ENIT

Ayk—1 ?
In lS(T ) ] k=1

o+ Cg

F@Orl) = (6.209)

)+ ()

et que la quantité

1/2

(k—1)/2
(A2 (L)

o+ ¢

: [S(rl) —(a+ co)_la—a}

(6.210)

S orl

0 -1
[T(rl) —/0 e—dﬂ(é)—aT(ai’lrl)d{] [787(5*:17*1)] + 7(r%, 1), (6.211)

ou
. . Q 70 e_dj(f) d r0 —¢(E)d T 1
=5 @O [ gty T

soit uniquement fonction de r'. Les invariants de Riemann sont

0

ot +C- T+ ¢ :/0 e ¢@de.

r0 1 -1 -
Y(r!) = /0 Gal, ) [(%({,rl)] e ?Ode 4+ (Ex Q) -7 (6.212)

orl orl
-/

’ e—¢(§)M

; o d§+T(r1)) <M> R +T(7~0,7~1>} t
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Ici, co (# —a), c1, A (> 0) et By sont des constantes arbitraires, ¢ = X/ ‘X0| est un
vecteur constant tel que @- Q0 =0 et e, = +1. De plus, a(r®,r), ¢(r°), Ty(r!), S(r!)
(# 0), T(r') et ¥(r!) sont des fonctions respectant les conditions (6.208) - (6.211)
ainsi que a/Ort £ 0, O1/9r1 £ 0, (a4 ¢) 1S > 0 et S(r) # 0 ou

Ja 07 Oa 01
ordort  9r! or0

(d) Si 87/8r' # 0 et 0G/0r! - (X0 x Q) # 0, une solution n'existe que lorsque
du/ort - X0 £ 0.

(I) $i G- =0, la solution aura la forme

S(rt
p= a(rd 7("1))4— co’ =A%
’ 0 (6.213)
7=a( e+ BrH)Q + (/ e~?Ede + T(rl)) (@x Q),
0
ou « doit satisfaire
1 2 0,1
E(a—i— co)® + KAF(r®,r')
~0 1 0 2 (6.214)
- |g-e=T(M)] / e~ ?Odg + 5 (/ e—¢<€>d§) ~T(r')y=0
0 0
et
2 12 (r-1)/2
Oa + B2 + T (r")? = —eqe(rA)V? 5
or! o+ ¢y
(6.215)

| ls_(;ﬁ - (a—l—Co)'l%] !

ot F(r° ') est défini comme (6.209). Les invariants de Riemann sont implicitement
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définis par

cot+5-f+01:/0 e *E e,

/0' e Léﬁ’fl)dg —[T() + BB + TR ()| ¢ (6.216)

+ B(rYQ- T+ Ty(r )@ x Q) - & = ¢(r).

Ici, ¢y (# —a) et A (> 0) sont des constantes arbitraires, € = X0/ ‘XO‘ est un vecteur
constant tel que - Q =0 et e, = £1. De plus, a(r® r"), ¢(r%), S(r') (#0), B(rY),
Ty(rY), T(r') et ¥(r!) sont des fonctions satisfaisant les conditions (6.214), (6.215),
B(r') #0, Ty(r') # 0, 8a/Ort # 0 et (a4 co) 71 S(r!) > 0.

(IT) Si G- Q +£0, la solution aura la forme

G- (xQ)—c¢ ,
C (6.217)
7 (7 O) _ - " e 1 3
{[g(C’XQ) CO:| /0 a( ,Tl)—i—codé_i_Tl(T )+TO}Q
o 0 o o(E) © e o =
+{[g'(CXQ)_CO]/O de-F/O 6'-d§+T1(T)}(CXQ),
pourvu que la fonction a soit satisfasse la condition
2 L= 2 2 1/2
Oa g Q oT
o) T \F e —w) T o
9 0 (6.218)

S \TD2 TSl _, O
= —cue(RA)? <7) [ S (a4 ¢o) 18?
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et que l'expression

. 2

r0 T q

[_/ e Mdﬁ T( 9 9 T
0 arl C X Q) — Cp
) (6.219)
— g- 9 /TO(Q(G)dg
g-(exQ)— 0

ot T = [§-(Ex Q) —co) Ji° O [a(e, )+ o)~ de+ [ e Odg + Ty (rY), soit uniquement

fonction de . Les invariants de Riemann sont alors

.0

Ciot+5-f+61 :/ €¢(§)d§,
0

0 . -1 rf
/0 daéi,lrl) {aTéi,lrl)] 6¢(§)d§ _ { {/0 ecb(é)%r’lrl)dﬁ —l—T(rl)l

AT(r°, r1)\
o)

(6.220)

Ici, ¢ (# G- [ % Q], # —a), c1, A (> 0) et Ty sont des constante arbitraires, ¢ =
X0/ )XO} est une vecteur constant tel que -9 = 0 et e, = +£1. De plus, a(r°r?),
(), Ty(rY), S(r') (#£0), T(r') et (r') sont des fonctions satisfaisant les conditions
(6.208)-(6.209), (6.218)-(6.219) ainsi que da/Ort # 0, dB/dr* # 0, dT/Ort # 0 et
(a+ o) 1S(rt) > 0.

2O

(ii) Le cas X0 = ¢ Q,ea==%1(a) §xQ#0,§-Q=0

Il n’y a aucun solution pour ce cas.

(b)§:€2|§|ﬁ;§=53; € = %1
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(I) Si 9v/or! - &1, 0v/or! - &, = 0, une solution n'exziste que lorsque Kk = 3 et est

donnée par

, S(r! _
P = p(roarl)a p= Ap3y V=& lﬁ - CO:I €3, (6221)

ot la densité p satisfait l'équation quadratique

S Tl 2 3 . 70 B
W*’?‘W(TO,TIV—QEQ |g|/0 € ¢(5)d§+ele4e(3A)l/25(rl)+Sl =0. (6.222)

Les invariants de Riemann sont

70
cﬁ-+elé3-f4—clzi/ e~ g¢
) (6.223)

40 1 .
/0 e—d)(f)% (p?é??”%) de + ereqe(34)V28(r 1)t = w(rh),

ot ¢, c1, A(>0) et Sy sont des constantes arbitraires, €,¢e4,6e = +1 et p (> 0), ¢(r?),
S(r1) (#0) et y(r') sont des fonctions arbitraires satisfaisant (6.222) et S(r') # 0,
Op/or*#0,1=0,1.

(II) Si 9v/0r! - € # 0 et 0U/Or! - €, = 0, une solution existe et est donnée par

p=p(r%rh), p=Ap~

U= aq (7‘1) sin I:S<1rl) ./OTO e_¢(£)p(f, rl)df + b1 (7"1):| 51

1 1 e ) 1 | = (6.224)
+a1<T )COS [S(TI)A) e p(g,'l” )d€+bl(r )1 €2
S(rh) .

ot la densité p doit satisfaire les équations

S(r1)?

0
Y 1 -
W + l*’&AF[p(T’O, 7”1)] — €1€2 |g|/0 € ¢(£)d£ + éal (7"1)2 — Qg = 0, (6220)
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ou -
p Kk #£ 1
F(p) =¢r—l )
Inp k=1
_ : 1/2
1 280 S ap\’
()2 [sm (— e—ﬂf)p(f,rl)dubl)} " ( 59
{ 5/0 p por (6.226)
- ap
_ 2 (k 2—
— —ege(RA)Y2p/ 1%
et

(6.227)

Les invariants de Riemann sont

0

cot + 6153 T+ 1 = / €_¢(E)d§,
0

sy = L [ et (L[5 et 9 (500 |
"/—"(rl)_ - /0 e~ % S/O e™? p(s,rl)ds—{—bl o 1y d¢ (6.228)

ap(rl).

+é -7

Ici, ¢y, ¢1, A (> 0) et ap sont des constantes arbitraires, €, €2,e54,€ = £1 et p (> 0),
(), S(rl) (£ 0), ai(rh), bi(r!) et ¢(r') sont des fonctions arbitraires satisfaisant
les conditions (6.225)-(6.227), a(r') # 0 et dp/0r! #£ 0.

(II1) Si 9v/9r'-&, = 0 et OU/0r' - €, # 0, la solution est alors donnée par (6.224)

pourvu que la densité p satisfasse les conditions (6.225),

B _ oy 1/2
182 1o 1 St) _ S
{al(T ) [cos (E/o e d’(é)p(fﬂ" )d€ + bl)] T ( p B ;(97“1> } (6.229)

(n-1)/2-1 9P,
orl

= —eqe(kA)p
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et

('11(7"1) — _ cot (% /OTO e—¢(£)p(§,rl)d§ + bl)

“ (6.230)
" o (pl&,r!) : '
—¢(¢ ’ 1
Les invariants de Riemann sont
7.0
cot + €183 - T+ ¢p = / e_¢(5)d§,
0
P(rt) = ~1—/To e o | - /E e (s, r)ds + by (r!) (6.231)
a;(rt) Jo S(rt) Jo ’ : '
o [ S(rh L
. ﬁ [p({)rl)] dé- -+ €y - I.

Ici, ¢g, 1, A (> 0) et ag sont des constantes arbitraires, €1,€3,€4,6 = £1 et p (> 0),
&(r%), S(rt) (# 0), ay(rl), bi(r!) et (r!) sont des fonctions arbitraires satisfaisant
les conditions (6.229)-(6.230), a(r!) # 0 et 9p/0r! # 0.

(IV) Si 0v/dr! - €y, 0u/or! - & # 0, la solution (p,p,v) a la forme (6.224) et la
densité p devra satisfaire
1/2

o ? o
Q) <ty o

T

et

(6.233)
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Les invariants de Riemann sont

0

Cot + 618y F 4oy = / e~d,
0

1 0 e ¢sech(&,r!) A S(rh) .-
a1 (r?) /0 (a1(r1)/a1) tan 6(&, 1) + Q(’(fr*—{l) or! ( 1)) dcer -7 (6.234)

o
a;(rt)/a;) — tan 6(r°, ! 80(1‘01,1'1
{ (ar(r1)/ar) — tan O(r°, r1) 245 }:W),

(a1(r1) /a1 (r1)) tan (r0, r1) 4 220

ot O(r°,rt) = S(rl)_lforo e ®p(&,m)dE + by (r'). Ici, co, ¢1, A (> 0) et ag sont des
constantes arbitraires, €1, €z,€4,€ = £1 et p (> 0), $(r°), S(r!) (#0), ar1(rt), by(r!) et
Y(rl) sont des fonctions arbitraires satisfaisant les conditions (6.232)-(6.233), a(r!) #
0 et Op/drt # 0.

Preuve : On résout le systéme (6.195) sujet aux conditions (5.5) avec oy = 0.
Une bréve étude de (6.195a) révele dp/drt = (kp/p)0p/Or* (i = 0,1), d’ott on conclut
p = Ap®, ou A est une constante d’intégration. Comme pour le Théoréme 6.5.1, on a

N = etz

)

d =1, §=e?" ey + 7 E) (6.235)

et on considére les cas (i) &@x Q # 0 et (ii) &x Q = 0 séparément.

(i) Si @x @ # 0, on pose 7 = a(r®,r))é+ B0 ) + T(r% r1)(Ex Q) et § =
916+ g2Q + g3(Ex ), ol g, 7 = 1,2, 3 sont des constantes. Les équations (6.139) sont

toujours valides pour le cas présent alors que xkp/p = kAp* 1. De (6.195a), on obtient

9 _ —pe? (1 —T)+[g2 + T(Q-A)Q- &
87'0 (CO + o+ ,BQ . 5)2 — K,Ap“_l ’

oa - (g1 — T)(co+ o+ BQ- A2+ kAp g+ TG - ¢

or° (c0+a+[j’ﬁ.5){(604_&4_5@.5)2_,{/1;),:71}

%_(f(b gz—i—TQ-E B_T_e_d,[ g3+« }
- (eota+8i-)  Or° (co+a+pQ-2)

?

oro
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Sous I'hypotheése ¢+ = 0, le systéme (6.235) devient

@:_pe—qs{( (91 —T) _},

or? co+a)? — kAp!
Ocr _ (g1 —T)(co + )
O 4 6.236
oro pe {(co +a)? — kApr1 |7 ( )
a_B:e‘#‘J g2 ’ a_T:e—¢ 93_00_{_1.
or0 (co + @) or? (co+ )

La premiére et la deuxiéme équation de (6.236) impliquent —%gr% = ajco%, ainsi

p(r® rt) = S(rH)[a(r® ) + ¢o] 1, ot S(r!) est une fonction d’intégration. Substituer

cette expression de la densité dans la deuxieme équation de (6.236) nous permet de

trouver e %(g, — T) = [a +cyg— KA a+i;),l} . Apres avoir intégré la troisieme et

quatrieme équation de (6.236), on obtient

1
LT) p:Ap"",

p= a(r, ) + ¢o’
0 S(rty1 Do
{[Q(T ) [a(TO,T1>+CO]"} Hr0

-0 70 o—@(8)
= 90" [gl Ty (r )—/0 e~ ?9de — (g5 *Co)/o m%] ,  (6.237)

! +Co}—l<;A

e
5—92/0 mf+ (),

T'O 6 fPJ)(E)
o —4(€) 1
T = (g3 co)./0 s >+00d§+/ dé + Ty (rh),

ot B(r!') et Ty(r') sont des fonctions d’intégration. Si on revient aux équations

(6.195a), on observe la relation

X[ () o] v
‘Xl‘— ¢ p port|  orl

el Op\ T Ooa _, 0B o -
_ /2 XK (r=1)/241 | Y& - UF
€(rA) (87’1> p (87‘16 * orl + orl ( Q>>

(6.238)

qui, en vertu de (6.195b) et de la deuxiéme équation de (6.200) doit satisfaire les
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conditions

2 _
e[| = e = ) e A7)
5 (6.239)
AT 0 . IN= 1 Al
|X1‘ [X(r T )C+ Alr )l

Ensemble, les équations (6.238) et (6.239) donnent
p(r®,rhA(rt) =
e (kg )" = B0 P (@ 4 o) = )T AL,
(6.240)

Ar®, rx(r®, e+ e, rh Al

(BN da . 08~ T . =
= '—E(I'{A) 1/2 (%) p(l )/2+1 [%C+ %Q -+ W(C X Q):| .

En posant A(r!) = A;(r!)c+ As(r))Q+ As(r1)(cx ) et en comparant les composantes

de la deuxiéme équation de (6.240), on trouve

N _ dp o da
0 .1 0,1 _ 1/2 (1—x)/24+1
a(r,r )[X(T 7 )+A1} = —¢(kA) (_arl) p " 51

O\ (12 OB

A(r0 rH) Ay = —e(kA) M2 (5?1— il

. _ op - or
0 1 _ . 1/2 1—k /2 1
lu’( 17‘ )A3 - e(h/A) (87'1) p( ) * 87'1 J

alors que la premiére équation de (6.240) nous donne

1/2 _

A(rt) =€ (I{Ap'“’l) A0 = (% DY) (a4 o) — (@A) 4 BA; + TAs).

Afin de simplifier (6.241), on définit fi(r® r!) = —e(kA)~1/2 (56%)41 p~(FmD/2HL (0 1y,

T
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On trouve alors le systéme simplifié

oo 0B oT
0,1 0 .1 _ 0 . 0 .

,U“(T ,’T’)[X('r ,l")"*“Al}—ﬁ, ,LL(’T’ ,’T’l)Az_ﬁ, u(/r ’Tl)A?’—ﬁ’

A(rt) = —&Ap“”%u(ro,frl)—l —x(r°, P (a + ) (6.242a)
- (Q’Al —+ BA?, + TAg)
Comme X!/ ]Xll est un vecteur unitaire, (6.238) impose,
1/2

oo\ [88\* [T\ Ve o ap

el = z - _ (e=1)/2-1 71

[(07*1) * (87“1) * (8r1> eae (kA) 7 p orl’

ou €4 = +1.

On remarque immédiatement que A308/dr' = A,0T/0r!. Le probleme se divise
donc en deux cas. (a) On fait d’abord I'hypothese (93/0r!), 8T /dr' = 0. Si go # 0 ou

g3 —co # 0, alors il n’y a pas de solution. En dérivant la quatrieme équation de (6.237)

a8

', on trouve I’équation 5 = g, fbro [a(?;;;(:c),o]z Méf.lrl)df + B(r') =0,

par rapport a r

(a0 , )
qui, une fois dérivée par rapport a r® donne —gs {[a(:grl)(+;]2} &’gf; D _0.Si go £ 0,
cela implique da/dr! = 0. Si g3 — ¢y # 0, on arrive a la méme conclusion en dérivant
Ot/Or! = 0 par rapport a r°. Clairement, 87/0r! = 0 et, de (6.195a), il n’y a pas de

superpositions et donc pas de solution de rang 2.

Considérons donc a partir de maintenant que go, (g3 — o) = 0 et da/Or! # 0.
La quatrieme et la cinquieme équation de (6.237) donnent immédiatement 3 = B)
et T = [7" e *©d¢ + Ty, ou Ty et By sont des constantes. La troisiéme équation de
(6.237) devient quant a elle

, S(rt) 1 0a G
o+ Ccy — KAW:I % =€ g1 — T] — /0 € d§ . (6243)
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On définit 1
1 K=
L
F(ro )= et (6.244)
o5l
—In k=1
o+ ¢

de maniére & pouvoir réécrire (6.243) comme % (O‘ZCO)‘ +rAZF(r0 ) = e o) [gl —

T — foro e_d’(f)dﬂ. En intégrant cette derniére équation par rapport a 7°, on obtient

(a+ co)? 0.1 s L e i 1
- +RrAF(r,r') = (gl—Tl)/ e d§—§ / e d¢ | +T(r"), (6.245)
0 0

ou T'(r') est une fonction d’intégration. De plus, on remarque

/Oro ) /OE e_d’(s)dsdg _ /Oro [/05 e_d)(s)ds} d%‘ l/of e—f/)(s)ds} d¢ = % [/Or

L’équation (6.242a) implique As, Az = 0 et u(r® r)™! = [x(r% ) + A] (%)

0 2

e—rb(é)dg}

-1

Substituer ces quantités dans la quatrieme équation de (6.242a) puis utiliser la pre-

miere équation de (6.237) et (6.245) nous permet de trouver

p [(da\ "
ot oot RAPT ST (a—) ]

w0 Op [ Oc -
ot wAp a_<a_) H

Oa (6.246)
ort

+ &AiF(ro,rl)] } : l(a + +Co)a_a + EAM} H

-1

x(r?r!) =~

- {A(rl) + A ()

== {(A(Tl) - Al(rl)co)% + Ay(r') [(Oﬂ + ¢o)
ort orl
- oo

_ 1 1y, 1y-1 1

== [AC) = A T o5 — A,
Dans ce cas, A(r!) est arbitraire et A(r') = A;(r!)é La condition A2 A Al # 0
est satisfaite lorsque A # cpA;. On remarque qu’une solution n’existe que lorsque
T(r') # 0 puisque =T (r1)x (r0, ) = [A(?"l)—Al(Tl)Co]%—f—Al(TI)T(TI), A—coA, # 0
et da/Ort #£ 0.
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En substituant la premiére équation de (6.237) dans la cinquiéme de (6.242a), on

k—1)/2 k—23)/2
trouve la condition |a + co — e4e(kA)/2 (L>( )/ } Do — _gue(RA)? (L>( )/

a+cg ort atco

S(r1). dériver (6.245) par rapport & r! puis utiliser la cinquiéme équation de (6.242a)

réveéle la condition

. da S (r—1)/2
T(r') =(a + )yt {—646(1%14)1/2 (70 n CO) }

S (k—=1)/2-1 o S
[t (30)7 (252
[ cac(r) a+ ¢ ort \a+ ¢

S NV
o+ 00) ] ort

= [a + ¢g — eqe(RA)V? ( 51

De paire, ces deux équations donnent

1/2 S(r1)
T(rt)

(o4 ¢o)" 3% = —¢ue (f;AS"‘3> (6.247)

Pour x # 3, a est uniquement fonction de r!. Cependant, en dérivant (6.247) par

0 on remarque alors la contradiction 0 = e ¢ [gl ~ T, — fgo e_d’(ﬁ)dg] .

rapport a r
Ainsi, I'existence d’une solution requiére k = 3. Dans ce cas, ’équation (6.247) nous
donne

T(r') = —ee(3A4)Y2S(rt) — Sy, (6.248)

ol S) est une constante d’intégration et on impose S(r!) # 0.

En posant k = 3 et ¢ = g3 = § - (¢ x §2), il est évident que la solution (p, p, V) est
(6.196), ou la fonction «r est donnée par I’équation quadratique (6.197). Les vecteurs o
et ; sont linéairement indépendant puisque da/dr! # 0. Les invariants de Riemann

(6.198) sont calculés via (6.7), (6.246) et (6.248).

(b) Faisons maintenant 1'hypothese 98/0r! # 0, 9T/dr' = 0. (I) Si g3 — ¢o #

0, alors on a % = (g3 — co)fgo ( (('_ Y T1(r') = 0, ce qui implique

alfrl)+eg)?  or?

dar/Or' = 0 lorsque Ty (r') = 0. Ainsi, Ty (r') = T est une constante et les fonctions

a et T ne dépendent que de 7°. En dérivant la troisiéme équation de (6.237) par
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rapport & r!, on obtient [(a:i?)n(l{ — 1)5(7"1)"—25’(7"1)} 45 =0 ou

(k — 1)5’(7«1)5% = 0. (6.249)

Les trois premieres équations de (6.242a) impliquent A, # 0, A3 =0 et

1 0p 1
0 1) = — Ay (), )= an = B,
X(T T ) I(T ) 'u(T " ) AQ orl! AZ (T ) (6250)

Autrement dit, les fonctions y et p ne dépendent que de 7!,

Si da/dr® = 0 alors, en vertu de la premieére équation de (6.237), la densité p
est uniquement fonction de r*. Comme Ay # 0 et A; = 0, la quatriéme équation de
(6.242a) implique que 8 est uniquement fonction de r!. De plus, la troisiéme équation
de (6.237) impose que la fonction T(r%) = g; soit constante. On conclut qu’il n’y a
pas de superposition (puisque (p, p, ¥) sont uniquement fonctions de r!) et donc qu’il

1’y a pas de solution de rang 2.

Sida/dr® # 0et k # 1, alors par (6.249) on a S(r!) = 0. Autrement dit, la fonction
S est une constante et la densité p ne dépend que de °. Les équations (6.195a) révelent
alors que les fonctions p, p et ¥ ne dépendent que de r°, il n’y a donc pas de solution

de rang 2.

On fait maintenant ’hypothése k = 1. En vertu de (6.250), la quatriéme équation

de (6.242a) devient

A 0
" pu(ro, ) g~ XU @+ o) — ady - A,
2 1 (6.251)

S(rt) Ao(r") 1 1
A S B Ay(r) — BAy(r).

A(rt) =

0 9 g
, on trouve z5 = a0

En dérivant (6.251) par rapport a r e=?") = 0, ce qui
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implique g» = 0 et § = B(r'). En substituant cette derniére grandeur dans (6.251),

on obtient une expression pour A(r').

En posant k = 1 et 8 = B(r?'), la premiére équation de (6.237) et la cinquieéme de

(6.242a) donnent B(r') = —e,eAV2p~1 28 = —646/11/2@, d’ou
B(r') = —e4eAY?In S(rY) — Sy, (6.252)

ou 5| est une constante d’intégration.

La solution (p,p,v) a donc la forme (6.199). L’indépendance linéaire de g et v
est assurée par les conditions da/dr® # 0 et S(r!) # 0. La condition A° A A' # 0
est aussi garantie d’étre respectée puisque A, # 0. Les invariants de Riemann (6.201)

sont calculés via (6.7), (6.250), (6.251) et (6.252).

Dans ce cas, la troisiéme équation de (6.237) devient une équation uniquement en

terme de 79 :

A do 70 0 6‘47(5) 0
_ ax _/ ~8(E) de — (gn — / _€ T ge| et
(a e a+ co> dr? [gl Ty € $= =) o a(é)+co $|e

En la multipliant par e? puis en dérivant par rapport a r°, on obtient
B(r0) = F(r°) + e 2 g(r%),
)=~ [(or =22 5] s [(or 0= 25
™) =—|{a+cy— — | — co —
0~ Yoo/ drd 270 0~ Yoo/l (6.253)

_ A -1
== i) oo 0]
g(r%) < +a+00 o+ ¢ P

En substituant les expressions de f et g de (6.253) dans (6.158), on trouve (6.200).

Si g3 —co =0 et da/Or! = 0, la solution est un cas particulier de (6.199) - (6.201).

Continuons avec I’hypothése g3 — ¢y = 0 et da/Or! # 0.
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(IT) Si g3 — ¢y = 0, alors la fonction T ne dépend que de 7° et elle est définie telle
que T = fOTO e~ € d¢ + Ty, ou T est une constante d’intégration. Comme pour le cas
(a), l'intégration de la troisitme équation de (6.237) par rapport a r° révele que la

condition (6.245) doit &tre satisfaite. La premiere et la deuxieme équation de (6.242a)

produisent
B\ (08 1 88 .
0,1y _ 0,1y _
x(r',r) = Ay (ﬁ) (ﬁ) — Ay, p(re,r) = A—Zﬁv (6.254)
alors que la troisiéme révele
A(rY) = A (P)E+ A (r))E (6.255)

Substituer ces quantités dans la quatrieme équation de (6.242a) donne

A(r?) :—Ag{[ﬁApKQ%—i-(a—i-co)a—a} (%) +6} + Asco

or! orl | \or!
» (6.256)
- op
:—Ag T(’f ) w +B +A1C0,

ou la deuxiéme égalité est obtenue en dérivant (6.245) par rapport a r!. Par consé-
quent, T'(r1)(08/0r")~! doit uniquement dépendre de 7!, ce qui impose une restriction
sur « via la quatrieme équation de (6.237). De plus, substituer la premiere équation

de (6.237) dans la cinquiéme de (6.242a) donne lieu & la condition (6.204).

Ainsi, la solution (p, p, ¥) prend la forme (6.202) pourvu que les conditions (6.203),
(6.204) et (6.205) soient respectées. En employant la premiére équation de (6.254),
(6.255) et (6.256), les invariants de Riemann (6.206) sont calculés via (6.7). L’indé-
pendance linéaire entre o et v, est garantie par da/9r! # 0. La condition A% A A est

quant & elle assurée par la condition A, # 0.

Avant de considérer les cas (c) et (d), prenons quelques faits en considération.

Pour 8T /0r' # 0, une solution n’existe que si do/Or! % 0. Emettons I'hypothese
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que 9T /Or' # 0 et que a/Or! = 0. En dérivant la troisiéme équation de (6.237) par

rapport & r!, on obtient

—KkA do o : o(r
7(%00)“@(&— 1S ()< 28 (rt) — Ty (rh)e 90, (6.257)

Comme T(r!) # 0, on remarque immédiatement que x—1 # 0, S(r!) # 0 et o/ Or° #

0. Ainsi, il n'y a pas de solution pour x = 1.

Si k # 1, une séparation des variables dans (6.257) révele ﬁmﬁ%e‘wo) =

S . s , .
S(rl)"l';S)(rl) = ky, ou k; est une constante arbitraire. Le c6té gauche de cette équation

peut étre réécrit comme —k(k — 1)A(a + ¢o) "da/dr® = k1e=®C") . Si on intégre cette

0

nouvelle relation par rapport a r°, on trouve

0

, ~1/(s-1)
2 / e—¢<5>d§+k2> : (6.258)
0

OZ+C():(

ol ky est une constante d’intégration. En réécrivant le coté droit comme Ti(r!) =
— k1 S(r1)*=2S(r!) puis en intégrant par rapport & r!, on obtient
—ky

T(r') = —= S + (6.259)

ou k3 est une constante d’intégration.

Remplacer la grandeur —xA(a + co) "de/dr® par ki(k — 1)~ te ¢0") et utiliser
o

(6.258) de paire avec (6.259) transforme la troisieme équation de (6.237) en

. -1-2/(k-1) .
—1 /\,1 r —3(6) 1= ]\71 w70 ]1'1 (0 o
d k &(r?) , o(r )S Ayk—1
fi—l(/{A./o ¢ $+ ks nAe +/~c—1( (r)

70 Lk £ ‘ 1/(k-1)
91— (93 — o) / e o (—1 / e )ds + kg) dé
0 kA Jo

0

_/r e ?Eqc + jLS(Tl)K-—l — ks} Lm0
0

Kk—1
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En simplifiant le facteur commun, e ®*), puis en dérivant par rapport & r°, on

trouve

0

—2k/(k—1) . .
4O + k2> a600) _ _g=6()

] o ([

. ]C] . 1/(k—-1)
+ (¢o — gg)e_d’('r ) (_/ e ?Ode + kg) _
kA Jo

Si on répete le processus, on obtient la relation

—-1/(k—1 1/(2k+1
kl /To e_¢(5)d§ + k / ) — (93 - CO)[K’A(K’ — 1)]2 = (6 260)
kA Jo : 26(k + 1)k? ’ '

d’oul on remarque que k; # 0 puisque la grandeur « + ¢y n’est pas constante. Consi-
dérant (6.258), I'équation (6.260) implique que la grandeur o + ¢y est constante, ce
qui entre en contradiction avec la condition da/dr® # 0. On conclut donc qu’il n'y a

pas de solutions pour 87'/9r! # 0 et da/Or! = 0.

(¢) Considérons maintenant le cas 88/dr! = 0, 9T/dr' # 0. Si go # 0, alors la
dérivation de 883/0r! par rapport a r¥ implique que da/dr' = 0, il n’y a donc pas de

solution de rang 2 dans ce cas.

Considérons donc le cas go = 0, Oa/Or! # 0. Sous ces hypothéses, la troisieme

équation de (6.237) indique que la fonction 8 = B est constante. Si on réécrit le

coté droit de la troisiéme équation de (6.237) comme e=*0")[g; — T(r° )], on peut

intégrer ’équation résultante de maniere a obtenir

(Q( + CO)2 0 .1 0 (e 70 _ 1 1
D L RAF( ) = gl/ e O d¢ —/ e OT(E, rYde +7(r),  (6.261)
0 0

ot la fonction F(r? r!) est donnée par (6.244) et 7(r') est une fonction d’intégration.

La premiere et la troisieme équation de (6.242a) impliquent

-1
1 0T
x(rf,rt) = Ag=— %) — A, p(r®rt) = ;1_3%’ (6.262)

Oa (0T
orl
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alors que la troisieme révele A, = 0 et
A(rY) = A{(r)E+ As(r)(E x Q). (6.263)
En substituant ces quantités dans la quatrieme équation de (6.242a), on trouve
., 0p dal (OT\ "
N . K—2 ,
A(’I" ) ——A;g{[hAp w-{—(OZ—FCo)a?} (%) +T} +A100

:_ABH_ [ w026 g, )l (g)”w}%m,

ou la relation kK Ap"~ 2—3 +(ato) s = fo e~ #(6) 22 f BLErD) e 4 +(r1) provient de la dé-

(6.264)

rivation de (6.261) par rapport a r'. Par conséquent, la relation { f e % aT(f L )d§+

_ -1
7"(7"1)} (BTE;;TI)) + T(r° r!) doit uniquement dépendre de r!. De plus, en substi-

tuant la premiére équation de (6.237) dans la cinquieme de (6.242a), on découvre la

condition (6.210).

Les invariants de Riemann (6.212) sont calculés avec I’aide de la premiére équation
de (6.262), (6.263), (6.264) et (6.7). De plus, on remarque sans peine que la solution
(p,p, V) est donnée par (6.207) et qu’elle est sujette aux conditions (6.210) et (6.211).
La condition A’ A A! # 0 est garantie par la condition Az # 0. De plus, I'indépendance
linéaire entre <y, et ; est garantie pourvu que S(Tl) # (0 ou que %g—?; — %% #0.

(d) Finalement, traitons le cas 8/0r, 8T /or! ;é 0. De la deuxieme et troisieme

-1
équation de (6.242a), on conclut que A, Az # 0 et 37 (%) = A—2 Notons que le
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coté droit de cette relation ne dépend que de r!. dériver par rapport & r° produit

_oT 85 a5 o
ol oriord  9rl oroprl

B 0 —e®&  Jalé,rh) S —g2e™? Oa
"{(93‘00)/0 e Teof o KTHO )} [<a+co>2ﬁ}

r —e %0 fale,rh) : (93 — co)e™® Oa
a lgz/o (a(&,71) 4+ ¢p)2  Or! de B(Tl)] [W%]
O

0 =51 {gng(rl) — (g3 — cO)B(rl)] .

Comme montré précédemment, une solution n’existe que lorsque da/dr' # 0, on a
donc par conséquent

g (r") = (g3 — co) B(r"). (6.265)

Etudions les cas (I) g, = 0 et (II) g, # 0 individuellement.

(I) Si go = 0, alors on a 3 = B(r') avec 08/0r' = B(r') # 0. L’équation (6.265)
implique quant a elle (g3 —co) =0 et T = fgo e~ Od¢ + T, (r!). La troisiéme équation
de (6.237) a alors la forme

S 1) da _ 1y 7 b0 | e-l©
(a‘{‘CO)—HAm ﬁ_ gl—Tl(T)—/O e d€ € .

0

Si on integre cette relation par rapport a r°, on trouve

L \2
@ + Iﬁ:AF(TO,rl) —
0 1 o0 2 (6266)
[gl - Tl(Tl)]/ €'¢(£)d§ — 5 (/ €_¢(§)d§) + T(Tl),
0 0
ou
! 7£ 1 k—1
SRl R P
(0, r1) = (“‘ULELCH _ 1 k#1
’ 1
1 [S(T)} k=1 Inp k=1
o+ Co

et 7(r!) est une fonction d’intégration. La substitution de la premiere équation de

(6.237) dans la cinquieme de (6.242a) résulte en la condition (6.215).
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La premiére et la deuxiéme équation de (6.242a) indiquent u(r® r') = As'B(r!) et

Az = AyT1(r)B(r!)! alors qu'une comparaison des deux derniéres révele x(r%, r!) =

B?rll)% — A;. En substituant ces quantités dans la quatrieme équation de (6.242a),
on obtient
_ 8p A‘)_ AQ aa
1y _ K—2 2 Y _ 1
A(T‘ ) = —rA %B(rl) — (B(Tl)gﬁ — A1> (a + Co) a141 B(T‘ )AQ
7i(r!)
_ & qe + T (r1) | 4,22
(/o € § 1 (7 )) QB(TI)
AQ(TI)
=coAi(r!) + =
@)

: [(a + cO)OTQ + mAp’“_Qa—f + Ty (1) /(:O e ¥®de + B(rY)B(r!) + Tl(’rl)Tl(rl)] :

dériver (6.266) par rapport a 7! produit (a+co) = coA (r!)+xAp 225+ T (r!) it et©g¢ =
7(r'). On a donc A(r') = coA;(r!) — %{T’(rl) + B(r)B(r') + Tl(rl)Tl(rl)] On
note aussi A(r!) = Ay (r1)&+ Ay(r)) + Ay (r1) BEN (@ x ).

(1)
Les invariants de Riemann (6.216) peuvent maintenant étre calculés & I’aide de
(6.7). 1l est évident que la solution (p,p,¥) a la forme (6.213), ou « doit satisfaire
(6.214) et (6.215). L’indépendance linéaire entre 7y et 7; est assurée pourvu que

B(r') # 0 et la condition A\® A X! £ 0 est respectée lorsque Ay # 0.

(IT) Faisons maintenant ’hypothése g, # 0. On remarque que g, # 0 si et seule-
ment si (g3 — ¢p) # 0. En effet, si (g3 — co) = 0 et g» # 0, alors (6.265) implique
Ty(r') = 0 ce qui, & son tour, implique que la fonction T = foro e 29 de + Ty est uni-
quement fonction de r%. Or, cela entre en contradiction avec la condition 8T/9r! # 0.

On doit donc avoir (g3 — ¢g) # 0. L’inverse est prouvé similairement.

Comme pour la section (c), la troisieme équation de (6.237) donne lieu a I’équation

(6.261). L’équation (6.265) peut étre intégrée par rapport a r' de maniére a obtenir

B(r') = P [Ty (r?) + Tp], on Ty est une constante d’intégration et la fonction S peut
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étre écrite comme

_ (% I
,3_(%_00) (T /Oed’fdg). (6.267)

\ o8 g2 )
On calcule sans probleme o1 — <g3—co

aT

5.1, d’ou on calcule alors de la deuxieme et

troisieéme équation de (6.242a)

Ap=—E—dy, AW = Ar)e+ A.g(rl)[ - —<ax@>] (6.268)
g3 — Cp gz — Cp

La premiére et la troisieme équation de (6.242a) impliquent donc

1 )
x(r,rh) = Aga—a or — Ay, p(rl rt) = —1—8—T (6.269)
orl \ or! Az Or!

En substituant (6.269), (6.267) et la premieére équation de (6.268) dans la quatriéme
de (6.242a), on trouve

‘ T\ ! (0T \ !
A(T‘l):—KJApﬂfzﬁA (a ) - |:A aa (a ) —Al (Q’+CQ)

ari s\ 5 S50 | art

_aAl—TA3—< g2 )AS[ g2 (T—/T
g3 — Co g3 — Cp 0

; -1
[nApH@ + (o + co)a—a] <0T> +7

0

=4 or! ort| \ ort

2 0
92 )
T — d T
(5%a) (- [ eoaen)
. L OT(E,rY) or\ !
(T(T‘]) — ‘/0 e d)(f)i&rl dg o1 + A

2 70 2
B R e | el AR R (e e
g3 — Cp gs — Cp 0 g3+ ¢o

La derniére égalité dans (6.270) provient de la dérivation de (6.261) par rapport & 7.

2
( >

(6.270)

+ A]CQ

— — As

L’expression

r0 1 -1
o[ (5]

2
T_( 92 ) / GE
g3 — Co 0
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est uniquement fonction de r! par conséquence de (6.270). De plus, en substituant
(6.270) et la premiére équation de (6.237) dans la cinquieme de (6.242a), on obtient
la condition (6.218).

Les invariants de Riemann (6.220) sont calculés par I’entremise de (6.7) et I'uti-
lisation de la deuxieme équation de (6.268), la premiére de (6.269) et (6.270). La
solution (p, p, ¥) est donnée par (6.217) et est sujette aux conditions (6.208), (6.218)
et (6.219). L'indépendance linéaire des vecteurs o et v, est garantie par la condition

da/Or! # 0. Quant a elle, la condition A° A X! # 0 est garantie par As # 0.

(i) Si éx Q = 0, alors on a @ = €€, ot ¢, = £1. (a) Pour § x Q # 0, l'en-
semble de vecteur (§,€2, § x ) forme une base pour R3 et on pose 7 = a(r® r!)§+
B0, Q4+ 7(r°, 71) (G x Q). En substituant ces expressions dans (6.235) et (6.195a)

puis en comparant les composantes vectorielles, on obtient

-1

% = —alg- ﬁ)ﬂ6_¢{[60 +ei(ag- Jrﬁ)}2 —~ nAp”—l} )

% =e %1 —7) {Co SNCTE 6_1_5)}_1 ,

op e 95O kA (6.271)
ar0 co+er(ag- QL+ p) T+ [60_1_61(&5_@_1_"3)}2_HAprc—l

% =e’a [CO+€1(&+§'Q+5)]_I

Avec I’hypothese g - Q=0,le systeme (6.271) se réduit a

ap aa —é -1
w=0, a?»——e (1~—T>[Co+€1ﬁ] s
8,6 a’r _ ~1
ﬁz(), ﬁ:e ¢CY[CQ‘|‘€]CYB]

Le cas & x (3 = 0 du Théoréme 6.4.1 montre que ces calculs demeurent valides dans le

cas présent, il n’y a donc pas de solutions possible.

—

b Pour5xQ:0:ﬁxﬁ,onaE:elgget*:ez*efg,otlel,@:j:let
g g g



Chapitre 6. Solutions de rang 2 de la dynamique des fluides 161

€ = (0,0, 1). Utilisons (€}, &, €;) comme base pour R®. On pose 7 = Y°°_, v;(r0, r1)é;.

En insérant ces grandeurs dans (6.235) et (6.195a), on trouve

dp o o
50 — A« 19 pe* [(co + e1v3)? — KAp 1} 7

Jv ~ P )

7 e v,y (co + €1v3) 1 , A e %, (co + €1v3) 1 ’ (6.272)
Or? oro

(91); o _ "

8—73 = e gle?(co + ervs) {(Co + €1v3) — kAp 1]

Le systéme (6.272) est semblable au systeme (6.164) et est résolu de maniére analogue.

2 alors

La deuxieme et la troisitme équation de (6.272) produisent v2 + v2 = a;(r?)
que la premiere et la quatriéme donnent ¢y + €yvz = S(r!)p~!, o a;(r!) et S(r!) sont
des fonctions arbitraires. De plus, la deuxiéme équation de (6.272) peut étre réécrite
comme [ay(r!) — vf]_l/2 du ie"d’g(fr%) puis intégrée par rapport & 7° de maniére &
obtenir v;. La fonction v, peut quant a elle étre obtenue par la deuxiéme équation de

(6.272). La solution au systéme (6.272) est donc

0

v = al(Tl)Sin {S(]T_‘l) /OT e_d’(f)p(é",rl)dé- +b1(7’1)] ’

(6.273)

0

Ug = a1(r1)cos [5(171) /OT e—¢(5)p(€)r1)df + bl(rl)} , U3 =€) [

S(rh) —001
B ;

ou by (r!) est une fonctions arbitraire. La premiére équation de (6.270) est équivalente

a l’expression{%;)‘2 - nAp”‘“2] 587% = —€162]g] 7%, qui, une fois intégrée par rapport
a r9, résulte en
1[5 0
—[ r W + kAF(p) = e169 |§|/ e~Ede 4 T(r)
2 p 0
k—1
p et 1 (6.274)
F(p)=q%~1 ,
Inp k=1

ou T'(r!) est une fonction d’intégration.

- -1 -
Les équations (6.195a) impliquent |§;| = —¢ [(nAp"_l)l/2 gr%} 2 2ue, on A
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doit satisfaire la deuxiéme équation de (6.239) et la premieére de (6.240). On définit
- -1

A(rY) = 32 A(rhE et p(r°,rt) = [(chp“ 2 2 =6 } w(r°, 7). En substituant
ces quantités dans la deuxieme équation de (6.239) et la premiére de (6.240) puis en

comparant les coefficients, on trouve

ov
0.1 0 _ 7%3
p(r®,r) [X(T e +A3} =51
ov ov
0 1 2
p(rl,rh) Ay = e p(r®,rh) Ay = Em
0 _
A(rt) = —kAp™ 23p1/1( r) = x(r% r) (co + €1v3) (6.275)

— (UlAl + UQAQ + U3A3),

1/2

ZB: ov; 2 B (/A w3\ 1/2 Op 0
< ol = —u€ | RAP ) ﬁ, €q = .

()

fu =0, (II) 24 # 0,

g
<
I
o

Considérons maintenant les cas suivants : (I) 24,

(IIT) 24 =0, 22 £ 0 et (IV) 24, 22 3£ 0.

QP
3

(I) On fait d’abord I’hypothése que %, g} = 0. Alors, la premiére équation de

(6.272) peut étre écrite sous la forme e?v; 9% = (co + €yv3)7!, ot le coté gauche de

I’équation ne dépend que de 7°. On conclut ainsi que v5 est uniquement fonction de
70, ce qui produit la contradiction v/9r! = 0. Ainsi, on impose v, = 0 et, par la

deuxieéme équation de (6.272), v; = 0.

Les équations (6.275) démontrent que A;, A, = 0 et

A .2 0 I
pl = {x(ro,rl)el +A3] (87:1))) [nAp“ 28_%’1 +61(Co+61U3)8— + 16043

0 .
=—¢ [X('ro"rl) + ElAg} (8—:?) T(rl) + €1Co A3,

0 1 —e1 |A(r1)—Aserco Hu-
7 ) = [ T ]6_1;% — 143 La

établissant par le fait méme la relation x(r
fonction A(r') demeure arbitraire alors que A(r') = A3é;. La condition A% A Al = 0

est respectée pourvu que A # e;¢0As. On impose T'(r!) # 0 pour qu’une solution
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existe étant donné que T(rl) = 0 implique A = €1¢9As. En substituant v; = vy = 0

et la troisieme équation de (6.277) dans la cinquiéme donne l'expression 9 (§) =

arl \p
1/2 op

54 qui est équivalente & {% — €165 (f;Ap"_l)l/z} 9 — S(r1). dériver

a1

—ere4€ (KAP*Y)

(6.274) par rapport & r! permet alors de trouver

: S o (S 1\ 1/2 3\1/2 0
(" :;% (—) - {61646 (chp"_l) ] |:—61646 (fiAp" 3)1 —p]

P ort
=[5 7] (B 5 50)
ce qui implique |
pli? = -61646(%)”2-5%% (6.276)

Si k # 3, alors la densité p est uniquement fonction de 7!. Cependant, comme ¥ =
e1(p™1S — ¢p)€s, on doit avoir dp/or® # 0 et S(r!) # 0 pour que 7 et vy, soient
linéairement indépendants. Ainsi, une solution de rang 2 n’existe que lorsque x = 3

et 1'équation (6.276) implique alors
T(r') = —e1e4e(34)V25(r1) — S). (6.277)

En posant x = 3, les équations (6.273), (6.274) et (6.277) indiquent que la solution
(p,p, V) est donnée par (6.221) et est sujette aux conditions (6.222). Les invariants de
Riemann (6.223) sont quant a eux calculés par (6.7) avec l'aide de (6.277) et de la

40

relation cgt + €1€3 - T +¢; = [ e?dg.

(IT) Si on fait maintenant ’hypothése dv, /0r! # 0, dva/Gv; = 0, ’équation (6.275)
implique A; # 0, A; = 0. Des deux premiéres équations de (6.275), on obtient

dus (Ov\ " 1 vy \ !

0,1 3 1 1

xX\r-,r =6 A =— e —EA, ——=A (—) s

) =adigy (0T1> e (o) o (6.278)

A(r') = A8, + Asés.
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Lorsqu’on substitue les deux premieres équations de (6.278) et Ay = 0 dans la qua-

trieme équation de (6.275), on trouve

orl orl orl
-1
() (8”1> +

1 v\~ w2 Op Ouy
Alr') = — A RAP" " —= +€e1(co + €1v3)=— | +v1 p + €100 A3

=—- A + €100 43,

ot

ou la deuxiéme égalité est une conséquence de (6.274). Conséquemment, la grandeur
T(r')(Ovy/0r!) ! ne doit dépendre que de 7', on la renomme donc comme g(r!).

Comme vZ + v2 = a;(r')?, on calcule sans probléme

81}1 8'02 .
Ula? + UQ% = al(rl)al(rl). (6279)

Ainsi, pour vy /0r! = 0, on a g(r')2% = T(r') + vy 2% = T(r!) + ai(r)as (r!). Si

g(r') # 0, alors Juvy/Or! est uniquement fonction de r!. La deuxiéme équation de

(6.272) permet de trouver 0 = 2 (%) =2 (%) = —e %evy(co +€1v3) 22%, clest
Ov:

a dire que 1,8% = 0. Si v, = 0, alors la troisitme équation de (6.272) implique la

orl
contradiction v; = 0. Si Juz/dr! = 0, alors la troisiéme équation de (6.272) implique

cette fois que la fonction v; ne dépend que de r° ce qui est une contradiction.

Par conséquent, la condition g(r!) = 0 est nécessaire pour assurer 'existence d’une
solution. Dans ce cas, on a T'(r!) = —a1a,(r!) et A(r!) = €;¢0A43. On calcule alors
sans probléeme T'(r!) = —a1(r')?/2 + ag, ol ag est une constante d’intégration. En
substituant cette grandeur, la premiere et la troisieme équation de (6.278) dans (6.7),

il est possible de trouver

0
Cot+61t§?3 'f—i‘C] = / €7¢(§)d§,
/0
™ Oug (01}1

o B \or

. (6.280)
> (:_""@d& + €€ = 7,[)(7"1).

dériver la deuxiéme équation de (6.273) par rapport a 7! permet de trouver la condition
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duy/Or! = 0, équivalente a la condition (6.227). dériver la premiére équation de (6.273)

par rapport & ! permet, avec (6.227) d’établir la relation

% = a(r') {Sin [ﬁ /OT

On fait I'hypotheése que la grandeur Ov,/dr! est non nulle, donc que a;(r') # 0. En

4]

e~ p(e, rh)de + bl(rl)} }V . (6.281)

substituant (6.281) et la troisieme équation de (6.273) dans la cinquieme de (6.247),
on trouve la condition (6.226). Si on substitue plutdt la troisieme équation de (6.273)

et (6.281) dans (6.280), on obtient les invariants de Riemann (6.228).

La solution (p,p, ¥) est donnée par (6.224) et la densité p doit satisfaire (6.225),
(6.226) et (6.227). L’indépendance linéaire entre les vecteurs -y et 7y, est assurée

pourvu que @, (r*) # 0. La condition A\° A A\! # 0 est aussi respectée puisque A; # 0.

(I11) Etudions maintenant I’hypotheése dvy /dr! = 0, Ouy/Or! # 0. Le cas est ana-
logue au cas (II). Les seules différences sont que les fonctions A; et v sont remplacées
par A, et vy et les fonctions sinus et cosinus sont inter-changées. En suivant la méme

démarche, on trouve les invariants de Riemann (6.231) et les conditions (6.229) et

(6.230).

(IV) Faisons maintenant I’hypotheése dv; /97!, duy/Or* # 0. Les équations (6.275)
indiquent que la premiére et la deuxieme équation de (6.278) sont encore valides pour

le cas présent et que

Ay = 4,2 %_17&0 (6.282)
2T o \ o ' '
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La substitution de ces quantités dans la quatrieéme équation de (6.275) produit

5p\ L ) Ovs 0
A(r!) = — 4y {(8_21) [ AF g alatan)gs “}281}?] +Ul}

+ €1€0A3

81}1 ! . avg
<%> (T(Tl)”Qarl) Y

Par conséquent, les deux quantités

Ov; [ Ovs, ! ov; . Ovsy
it ) hihe T + + 6.283
orl (87’1> ’ (87‘1) () V251 Ui ( )

sont uniquement fonction de r!. Si on renomme la deuxiéme quantité de (6.283) comme

:_Al

+ 6100A3.

G(r!) et qu'on applique (6.279), on trouve
51TV = T(rY) + ar (rYal (). (6.284)

Si G(r') # 0, alors (6.284) et la premiére équation de (6.283) impliquent que les
grandeurs duv; /Or! et duvy/Or' ne dépendent que de r'. De (6.272), on obtient 0 =

a%o (3—':%) = +e ?%(cp + €v3) 72 [gT (co+ €1v3) — -61%%], i,7 € [1,2], 1 # j ou, de

N ’ . v, _ . . . .
maniére équivalente %a_:)% = e1(co + €103) lg—:%, 7 = 1,2. Ainsi, on a la relation
v—ll%f = v12 g;; qui, une fois intégrée par rapport & 7' nous donne v; = v,Z(r%), ou

Z(r%) est une fonction d’intégration. Comme a,(r!)? = v} + v3 = v3(Z(r°)? + 1), on
peut écrire vy = a;(r!)ga(r®) et vy = a1 (r!)g,(r?), ot g1(r°) = ga(r°) Z(r°) et go(r®) =
S = alet®),  i=12

est uniquement dépendante de 7!, on déduit donc que les fonctions g;(r°) = k; sont

+[Z(r%)? + 1)7/2. Par contre, la relation non-nulle

constantes et que les fonctions v; = k;a1(r!) dépendent uniquement de r!. Cependant,
la relation Ov;/0r® = 0 (i = 1,2) de paire avec (6.272) produit la contradiction

v1 = vy = 0.

On émet donc I’hypothese que la fonction G(r!) = 0 est nulle. Dans ce cas, on a

A(rY) = e1cAs, T(r1) = —aja1(r!) et T(r') = —a1(r')?/2+ag, ol g est une constante
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- ~1
arbitraire. [’équation (6.282) implique quant & elle A(r!) = A;¢€; +Alg% (%}) €9 +
Asés. Substituer ces grandeurs ainsi que la premiére équation de (6.278) dans (6.7)

permet de trouver

0

Cot+€1€3 ST+ C] = / €_¢(E)d§,
0

70 1 1\ ! ( -
/ 803(§,r ) (801(5-,?" )) e—¢(§)d£+€lé‘l ST+ 61% <8U1> 52'f:¢(T1)-
0

or! or! or \ ort

Les invariants de Riemann (6.234) sont calculés & partir de (6.273). La condition
4 -1
24 (22) } = 0 avec laide de

(6.273). Si on applique les équations (6.273) puis la condition (6.233), on obtient

(g%) + (%) =, (r')? + ay(r')? [/0 e—¢<f>% (pg(;j))) d¢ + bl(rl)]

. S o (p
= — alal(rl);ﬁ <§> .

5]

(6.233) est obtenue en calculant la condition 573

Si on substitue maintenant cette grandeur et la troisieme équation de (6.273) dans la

cinquieme, on découvre la condition (6.232).

La solution (p,p,v) a donc la forme (6.224). La densité p doit satisfaire (6.274)
avec T = —a?/2 + ap ainsi que (6.232) et (6.233). L’indépendance linéaire entre 7y,
et y; est garantie si a;(r!) # 0. La condition A A A! # 0 est respectée pourvu que

A, #0. 0

Toutes les solutions du Théoreme 6.6.1 représentent des écoulements compres-
sibles & ’entropie constante. La solution (6.221) représente un écoulement potentiel
au contraire des autres solutions exhibant toutes une vorticité.

Théoréme 6.6.2. Si les éléments hydrodynamiques simples non-homogénes (3.9) et
les éléments acoustiques simples homogénes (3.13) dans [’équation (5.1) satkisfont
Péquation (5.3) et les conditions de compatibilités (5.5) avec ay # 0, alors la solution

au systéme non-homogeéne (3.1) aura une des formes suivantes.



168

(i) Le cas X0 % Q) # 0, X0 Q = 0. Dans ce cas, les solutions n’existent que lorsque

) )
ar iy 70 et g X #0.

(I) Sous I’hypothése g - Q # 0, une solution de la forme

S(rt) .
= = A o
O ey P
T‘O —
7 =v; (%, P R(r) + [g- Q/ e~ ¢ + VQ} Q (6.285)
0

T {/ e [u(g,r) + g - (R(r') x )] dé + v3<r1>} (h(r') x )

0

existe pourvu que la fonction vy soit satisfaisante auxr conditions

Sﬁ'_l 81)1 —do/ = =
S S s h 9
[1 mA(vl—kf)""“] 50 = ¢ (G- h—wv3), (6.286)
81)1 : 81)3 >
0= (% + f(rl)> (%62 h(r')| vy

(6.287)

- 0 7
+ ez |h(r )| (v + f) (8—:1 — & |h(r") U3> ,
(&7 =l (55 + fe] ) =
o g1y R S ! S(rl) f(rl)
~ N 3 1 -
cue () (o ror e ) (m +f> ( S S]]

(6.288)
1/2
81)1 5 2 8U3 5 | 2
K% — €5 |h(1!) v;;) + (ﬁ + € h(rl)Im) —
se [RAS™ vy + )] % (6.289)
r—1 —r—1 1/2 S(Tl) f(f'1>
——545[;@45 (vy + f) ] ( S _U1+f )

ol vy = foro e—®0(8) {vl(@rl) +q- (E(Tl) X Q)J dé + Va(r!).
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Les invariants de Riemann sont

P+ R E =0t = [ 6@ ug(e,rt) + 1)) de,
0 (6.290)

0

Fires By 2 =00 + 70 [ eeoOag 4 [ o2 g

ou A (> 0) et Vy sont des constantes arbitraires, €3, €4 = £1 et v1(r°,71) (£ —f(r")),
do(r°), f(rY), h(r1) = X0/ {XO‘, S(r!) (#0), Va(r!) et ®(r') sont des fonctions satis-
faisant (6.286) - (6.289) avec h-Q =0, h(r!) # 0, 8p/0r £ 0 et S(vy + f)~!

(II) Si G- =0, une solution de la forme

p=Ap",

. . 70 e~ &) 6.29
={b-wvwxﬂy—ﬂﬂﬂ4 et

—

+ /OTO e #Er e 4 Vg(rl)}(ﬁ(rl) x )

existe pourvu que la fonction vy soit satisfaisante a ’équation (6.289) ainsi qu’auz

conditions
S’{*l (91)1 —b/ = -
o g g R (6292
St ow F@Y) | ovs
Sy W Rt , )
[Ul—i_f " (U]+f)nj| Tlte ﬁ(rl) or!
B Sr—l S’(rl) f(rl) o % B
&A(vl—l—f) [ S TS +u1f(r') —ea|h(r)|vsf =0
et
845 81)3 o = avl o
1 (ﬁ + e |A(r") vl) = ¢ |h(r") (ET — € |h(rh) Ug) , (6.293)

o vy = g+ ((r*) x ) = F()] J§* sy de + [3 e #€rdg + Vi) Les inva-
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riants de Riemann sont

FO)t+ R F= 0 +/ —er) ge,
Erl)a(l)(g r )

ﬂﬂﬁ+ﬂﬂyf:®w)—é e,

ou A (> 0) et Vy sont des constantes arbitraires, €z,e4 = +1 et v1(r%r?) (# —f(r")),
o(r0 ), f(r), h(r!) = /\0/‘/\0‘, Y (#0), Va(r!) ainsi que ©(r') sont des fonc-
(6.292)-(6.293) avec h - Q = 0, h(r!) # 0, dv,/Or® £ 0,

tions satisfaisant (6.289) et
1L _
| B+ ) - f0)]

S(vy+ f) >0 et vz # €2 E(rl

(ii) Le cas \° = ¢ ‘XO\ Q.
(a) Sig- Q= 0, la solution est donnée par

p=p(r'), p=Ap",
TO —
U =A; sin (/ e~ e 4 B1> g+ {Po - 646(’€A)1/2F(P(r1))} Q (6.294)
5 :
.0

+[1—Alcos</ g%
Jo

ou 5
R (k)

©de + Blﬂ (g x ),

Les invariants de Riemann sont

[le( Iy T (A2 F(p(r")) - 51,001 t+eQ- 7= ¢(r)
# v —d0(§)
N VZP(“)/O © (6.295)
-1 1/2| . o ,D(Tl) 40 o
[V?P( e T (=) ] plri)t = o(r’) — VQ,O(T'l)Q/ e ®Ege.

Ici, po, A (> 0), Ay (#0), By et Vo (# 0) sont des constantes arbitraires, ¢, €4, € = £1
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et ¢o(r?), p(r!) (> 0) et ¢(r') sont des fonctions arbitraires avec p(r!) > 0.
(b) Si g =es|g|és, Q = &, une solution de la forme

= p(r°. 7! = Ap" U=c¢€ S(Tl)— 1| é:
o= o), p= A, IL(TI) 1T )]3 (6.296)

existe pourvu que la densité p satisfasse les conditions

2 1 - 1
-2
(SS KJA r;—Z) { SE(T ) lS €1€4€ (K,A K—1>1/2:|

2 —1

+(S(r) = f(r)p) [3% + Kk — Q)Ap“_?’] } - E —ejeqe (,L-Apn—l)} (6.297)

K—1

S0l i1 S r—3\1/2 i
(S(r') = f(r)p) [E+61646< )(nAp ) ]+2f(7~):0,

{ﬁ — €1€4€ (/ﬂAp"_l)l/Z} 9 + f(rh)p = S(rY) =0. (6.298)
p r

Les invariants de Riemann sont

,’,.1 2
P+ s = () + crea gl [% " nAF(p(r%l))]
Fre =) + el S0
_ f () (6.299)
exalgl™ [ ot 4 8000)] |28 a2
S(rh) 3\ 1/2 -
[y e )]
o -
p
(n 1)
F(p)=qr~1 :

Inp ,(k=1)

Ici, A (> 0) est une constante arbitraire, ¢1, 3,64, = £1 et p(r®, ') (> 0), S(r!)

(#0), f(r!) ainsi que ¢(r') sont des fonctions satisfaisant (6.297) et (6.298) avec

f(rt) #0 et 9p/or® # 0.
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Preuve : On résout le systeme (6.195) sujet aux conditions (5.5) avec oy # 0.
Comme précédemment, la pression est donnée par p = Ap”, ol A est une constante

arbitraire. Comme pour le Théoréme 6.5.2, on a

— —

3o — e¢(r0,71)ﬁ(rl), ‘h(rl)‘ =1, § = 2% [f(?"l) 47 h(’f'l)] _ (6.300)
On traite séparément les cas (i) b x € #£ 0 et (ii) & x O = 0.

(i) Si on fait ’hypothése h x  # 0, on peut alors poser 7 = vy (0, P b +
up(r0, P + v (10, P (B x Q), et § = g1 (rV)h + go(r)) + g3(h x Q). Les équations
(6.195a) et (6.300) donnent alors le systéme

% — (91 - T’B) + (92 + U3Q . E)Q . E
Or® (f +v1 + a8 - h)2 — KAp—?

vy ¢ { (g1 — v3)(f +v1 + 1280 - h)% + kAP gy + vs§ - R)SL- ﬁ}

or’ (f +v1+ v (- E) [(f + vy + 02 - f,)z — kApr]
%_e—@b 92+U3Q'H %_e—qs g3+ U
o Ao+ wl-h or° fHuo+wl-h

Sous I'hypothése Q- -h= 0, ce systeme devient

O - 1,

Aro (f +v1)? — kApr — 1

on 4| (g —v)(f+w)

or0 = ° {Kf+mV—ﬂAw”]’ (0:300
Ova 4 o Ovs (9= [

%—e f+v1, aTO—C. f—{—y1+1 )

ou la fonction g, = g - () est une constante.
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On résout le systéme (6.301) de maniére similaire au systéme (6.236) et on trouve

S(rh)
vy (0, rt) + f(rt)’

(6.302)

r0 —¢7(57 )
 vE e

TO €—¢7(£,7‘) V 1

= dé + Vo(rh),
" 92/0 nE e T
(&)

w=lon) =100 [ sy ety ¢ e A,

ou S(rt) (# 0), Va(r') et V3(r!) sont des fonctions d’intégration.

Comme h - = 0 et que ‘h‘ = 1, on obtient le méme résultat qu'au Chapitre 4,
(!

(h x ), e, = +1. Les équations (6.195a) indiquent alors

&:_6[(@0) 1 8p}_l ov
‘Xl‘ port|  orl
:__e(gApmﬁ)_U2<§£> )

ou; OV Ovs
waﬂ’arﬂ ort

=—c (HJAPV ) v (g—p> )

)E+Q@Q+<@§+@

—(h x m+wﬁvn+w@vwxﬁﬂ (6.303)

)@xm]

En substituant (6.195b) dans la deuxiéme équation de (6.26), on remarque que la

—

A v

orl or!

grandeur X'/ ‘Xl‘ doit satisfaire les conditions
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e e
o b o (6.304)
- — — 1 o~ — — 1 — —
Ensemble, ces deux conditions produisent € (kAp*™ l)1/2 1 {62 ﬁ(r‘l) v3 + f(rl)} =

67('01 + f). Comme I’équation (6.303) et la deuxieme de (6.304) sont égales, on définit
_ -1
= —e(kAp~3) 172 (E’%%) i # 0. En comparant les coefficients des vecteurs de base,
on trouve alors
09 _ou
ot = g1 —
- Ovs
}'L(Tl) = ﬁ + €5
dp 1
K— 2_p + {

31}2

]j;( ) w>

h( o)

B

V3, 0=

L€ Uy,

kAp

: 0
arl Vst f(rl)} +tgatf)=0 (6.305)

En considérant la quatriéme équation de (6.302), la deuxiéme condition de (6.305)

devient 0 = g fo Brl {#} dé + Va(r'). Une fois dérivée par rapport a r°,
cette relation implique V(r!) = 0 et ggm (

e~
v+ f

)—0 Sigo = 0, alors vy = V5 est une

constante. Si go # 0, alors on a
e 0r0rh) — o=¢0(r?) {vl(r )+ f(r )} (6.306)

ol ¢o(r?) est une fonction arbitraire.

Comme X! # 0, il existe trois possibilités : (a) E(r ) =0, aafi 0; (b) E(Tl) # 0,
o5 =0t (c) h(r') #0, 55 #0.
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(a) Si ;L(Tl) =0 et 0¢/0r! # 0, les équations (6.305) se réduisent &

agb . 81}1 8111- - .
bor =70 pn =0 1=
L,0p1 0 :
RApIE S S+ )+ F) =0, (6.307)
oy B _3\1/2 Op
ﬁ = —€y¢€ (FLAp ) ﬁ

Notons que les fonctions g; = G- R et g3 =g- (ﬁ X Q) sont constantes dans ce cas. La
dérivation de la cinquiéme équation de (6.302) par rapport & r! puis 'application de

la deuxiéme équation de (6.307) démontre que la fonction V3 est constante et que

(=800 _ o0 110 ) + ()
UI(TO> Tl) + g3

(6.308)

olt 1o(r?) est un fonction arbitraire.

Si go # 0, alors I’équation (6.306) est valide, on peut alors la comparer a (6.308)
et trouver v (1%, r1) 4 g3 = e®e=%0(")  Autrement dit, la fonction v; ne dépend que
de 7°. Cependant, cela entre directement en contradiction avec la premiére équation

de (6.307) et implique par conséquent qu’il n’y a pas de solution dans ce cas.

On fait donc I'hypothese g, = 0. La fonction vy = V, est alors constante et
"équation (6.308), de paire avec la cinquieme de (6.302), produit la relation vz =
ng e~ %) de 4 Vs, ot Vs est une constante. En vertu de I’équation (6.308), la troisiéme

condition de (6.302) est équivalente a ’équation

c —ah .,.O
U1+ g3 — - 370 Ddg+(g1—Va)e o).

RAST!  RASE(gy f)] O _ e /"0 ¢ ol
(vi+ 1) (o f)H! °

Une fois intégrée par rapport & 7°, cette relation révéle

S0+ 93"+ KAF + ASS gy — [)r + 1)
(6.309)

0

=@rwwﬁrf%@%—%(ér

0

2
e—wo@dg) +T(rh),
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ou T'(r!) est une fonction d’intégration et

1 ( d ) (kA D)

Kk—1 U1+f

1n(vlif) ,(/<;=1).

Avec la premiere équation de (6.302), la quatrieme condition de (6.307) prend la forme

9 s\ e (s
U1
— = —¢4€ |KA — 6.310
R A I I )
qu’on peut réécrire comme
K=" /2 (01
(v + £)3\ 2| du, ”~ LS _
N o . \ 1 _ 96 (8wt _
La premiere et la quatrieme équation de (6.307) donnent T ot <a_«rlL> = —646<I{
-1/2 -1
Ap"_3> / <§T%> %. L’équation (6.308) permet quant a elle de trouver % =
_v11+f <f(7"1) + %) + vli% %%. La substitution de ces équations dans la troisieme de
: ; Ko— 2 ; v v 3—f v
(6.307) résulte en la relation ege (kAp™~ 1) {ﬁ <f(7"1) + %%) — e gT{} —513+gf3 0y =
0. Si on remplace p par S(v; + f)7?!, 'expression se simplifie &
/=93 { -1 1\1/2] duy i1
1 —ege ([KAST + f)Ft } — = : 6.312
U1+ g3 e <h (v +/) ) or! fr) ( )

Comme h = 0, la condition A° A A! # 0 nécessite qu’on ait f(?"l) # 0, ce qui implique
qu’on doit avoir f — g3 # 0.

Une étude de (6.311) et (6.312) révele v, {%1) — %;H . Comme on a § = e?(f +
v1) # 0, alors la fonction v; # 0. Ainsi, on doit avoir la relation S(r1)/S = f(r')/(f —
g3). Une fois intégrée par rapport & r!, cette derniére nous donne S = f1(f — g3), ot

f1 est une constante arbitraire.

De cette expression et de (6.310), on dérive (6.309) par rapport & 7! de maniére &
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trouver
o 111/2
. aUl S 1 aU]
T(Tl) :(’Ul + gg)w — €4€ kA (Ul I f> ] %
2

1 A S rtl Y 81)1

= €46— | K - —

T h v + f or!

Sm—l 1/2 aUl
o] 2

Sl )1/2 FrY) (v1 + g3)?
(v1 + f)H! =93

= — €4€ (KA

ce qui implique que la grandeur éj% ne dépend que de r!. En dérivant par rapport
4 7% on obtient 0 = @1—131;{13—)/2 [2(1}1 + f) — (v1 + g3) ( + 1)] 9vi . Cependant, si
Ovy/0r® = 0, alors de ’équation (6.302) on peut déduire que la solution (p,p,¥) ne
dépend que de !, il n’y a donc pas de superposition et de pas de solution de rang 2.
Si on pose 2(v; + f) — (v1 + ¢3)[(k — 1)/2 + 1] = 0, cela implique que (k — 3)v; =
A4f — (k + 1)gs. Si k # 3, alors cela contredit la condition que v; ne dépende que de

rl. Si au contraire k = 3, on trouve alors la contradiction que la fonction f = g3 est

constante. Il n’y a donc pas de solutions pour le cas f_i('rl) =0.

(b) Si fL(rl) # 0 et ¢/0r' = 0, les équations (6.305) se simplifient &

ou S O0vy

Bt 2’1““)”3’ g

L€ h( == +62 h( Hlv

6.313)
1 5 . (

KApP™~ aa_p; + € |h(r)|vs + f(r!) = 0,

81)3 1 K—3 1/2 810

ﬁ+62 l( Y = —qe(mAp ) ol
Si g» # 0, alors ’équation (6.306) est valide et démontre que 2% = ~ 57 (M + f(r ))
0. Cette relation implique dv, /Or! = —f('rl) ce qui, une fois substitué avec la premiére

équation de (6.313) dans la quatriéme produit la contradiction mAp”_Qa%%ﬁ = (0. On

conclut done qu’il n’y a pas de solution pour g, # 0.
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Dorénavant, opérons sous I’hypothese que g = 0. Ensemble, la troisieme et la cin-
-1
bp
orl

quieme équation de (6.313) impliquent la relation pu = —eeqe (/\:Ap“_3)1/2 h(r!)

qui, une fois substituée dans la quatriéme équation de (6.313), produit & son tour

V2 _ e, é( ). Avec la premitre équation de (6.313) et en posant

vy = €qe (KAp™1) =

€

,rl
1
p=—5/(v; + f), on trouve

-1 (91}1 It
— = g4€

1/2
51 h(r')

S\ -
’{A<01+f)> } — e

1

h(rh) frh.,  (6.314)

V3 =¢€9

La dérivée de vs par rapport a r' est obtenue en appliquant deux fois 1’équation

(6.314) :

Ovs k~1 gr=3 VR ) d | ferh)
Ovs _646( ) lfﬁAW] S — e |

Sr-l 1/2 ovy
— €4€ (KAW> (ﬁ + f(T ))

L PN (6.315)
=tse— (HA e +f)’°‘1> S(r)
_ ., S'm—l f (a1
- Q/{K—IA h(rH| ———— — Egi LT)
2 (U] + f)"{ dr! H(Tl)
Avec la premiere équation de (6.302) et de (6.314), on calcule
k—371/2
w_a\1/2 Op S
€4€ (ch,o ) 91 = €46 | KA (U1 n f) }
S('I"1> S (91)1 ! (6 316)
[Ul—i—f (Ul+f>2 <8T1+f<r )
SK,—S 1/2 ) . Sn—l
= RA———— S(r! <A |h(r! ,
646( (vl +f>ml> ( ) €2k ( ) (vl +f>r

L’insertion des équations (6.315) et (6.316) dans la cinquieme équation de (6.313)
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produit la condition

K=3 1/2 .
646,{_*—1(/{/1( & ) S(rh)

2 v + f)n_l
. (6.317)
k+1 |= Gr-l ) d | f(r)
— ep———AA(r")| < + e |h(r!) v —e—7 | T :
€0k (r) ot ) + ea |h(r)| v €253 ‘E(Tl) 0

On remarque que dv,/0r° # 0, sinon ’équation (6.302) permettrait de conclure qu'il
n'y a pas de superposition et donc pas de solution de rang 2. dériver (6.317) par

rapport & % permet de trouver

(s + D=1 15

ok +1

— €4€

SK~3 1/2 .
(m n f>~+1> Sr)

7 gt 7o
h(r*) W h(r?)

A = 0.

+ 6ok + €

Multipliée par (v +f)"+1/2 puis dérivée par rapport & 7!, cette relation révele —r?(k+
D27 TA[S® Y (v + £) "2 4 (v + £)"D/2 = 0, d’on il s’ensuit que (v, + f)<H! =

271k2%(k + 1)AS"T!. Autrement dit, la fonction v, ne dépend que de r!

ce qui entre
directement en contradiction avec vy /0r° # 0. On conclut donc qu'il n’y a pas de

solution dans le cas présent.

(c¢) Traitons finalement ’hypothese ﬁ(rl) # 0 et 0¢/0rt # 0. Aprés ’élimination

du facteur p, les équations (6.305) deviennent

€2 h(r ) (% — €2 E(Tl) 713) = (% + € .E(""l) Ul) %)
EﬁAﬁ()ﬂ gﬂ+[ Mﬂ)m+ﬂﬂ)(m+f)¢} (6.318)
(%-{—62 FL( Y vl> = 0.

On traite séparément les cas (I) go # 0 et (II) g, = 0.

(I) Faisons d’abord I'hypothése que go # 0. L’équation (6.306) est alors valide et
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indique que % = —v11+f (%’% + f(rl)) . En substituant cette grandeur ainsi que la
condition (6.287) dans (6.318), on trouve

ov VRN ov = o 5,0

(8—7"1 T h(rl)w,) (a—Tf + € |h(r") v1> = eanA|h(r1)| p* Qa—ﬁ. (6.319)

Le remplacement de la densité p par S/(v; + f) dans la cinquieme équation de (6.305)
et dans (6.319) nous permet d’obtenir les conditions (6.288) et (6.289).

Poser e=® = e‘¢°(ro)(vl + f) dans (6.302) permet d’établir v, = g, fo"o e %Ode+V,
et vy = J7° e 9O [uy (&, 1) + g3(r!)] d€ + Va(r'), ol V; est une constante, puis de

réduire la troisieme condition de (6.302) a la forme (6.286).

La solution (p,p,¥) est alors donnée par (6.285) et est sujette aux conditions
(6.286) - (6.289). De paire, (6.28) et (6.306) donnent les invariants de Riemann (6.290).
Les vecteurs 7o et v sont linéairement indépendants pourvu que dp/0r! # 0. La

condition A% A A! est garantie puisque h(r?!) # 0.

(II) On fait I'hypothése Ax () = 0, alors k= €,Q, ol e = +1. (a) Avec I’hypotheése
supplémentaire §x ) # 0, on peut poser 7 = vy (r°, 7)) G+ va (10, 71 )Q+v3 (0, 71) (G x ).

Réécrire (6.195a) et (6.300) en terme des vecteurs de base (g,(, (7 x 1)) mene au

systeme
@ S pe g - aQ {‘)»_111” _ pe ?(1 — v3)
or® {f + € (Ulg' Q + UQ)}Q - f@Ap”_l or? [f + 61(1)15' 0+ Ug)}
v, etg.d cAp
oro A 2\t o o 2 (-
[f—I—el(vlg‘Q—l-vg)] [f—l—el(vlg-Q—l—vz)] — KApF
% B pe~ %,
ord

{f +er(vg - Q+ 02)] |
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Sous 1'hypothese g - Q= 0, ce systeme devient

Op _ 0 dur  pe (1 —us3)
a 0o~ —0 - T 7 _ 1 >
T or [f_+ €102] (6.320)
% 0 Ovs _ pe 2
oro 7 ord  [f +evg]
On remarque que la densité p et la fonction v, ne dépendent que de 7! et que la
deuxiéme et la quatrieme équation de (6.320) ont comme solution
1 TO ( 1)
v) = Ay (r!)sin l - / e &) de + B, (7*1)1
+ 1 ‘
frt) 61102(7“) 0 ) (6.321)
— A (Y e / —6(&r) g + B (r! 1
" lv)wsbvw+quwo AR R

ot Ay(r!) et By(r!) sont des fonctions d’intégration.
La substitution de (6.195b) et de h = ;) dans la deuxiéme équation de (6.221)
produit les conditions

€ (/{Ap“_l)l/z - - ﬁ =L [% ﬁ = a—¢€1ﬁ- (6.322)

i1
+ f(lr )] } MaTl
On note que A/ }Xl} =eQet pl = €1640¢/0r! # 0, ot ¢4 = 1. Ainsi, la premicre

>
>

équation de (6.322) devient

1\ 1/2 0 : .
e (mag)" = (7 + )] 55 = ). (6.323)
[’équation (6.195a) indique
O a’Ul . NS 603 . = K3 1 Xl
57 = 510+ ()0 S (G x ) = — (kAP™%) p(r )W. (6.324)
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Poser Xl/ ‘Xl‘ et comparer les coefficients dans (6.324) permet de trouver

c’)vl 81)3 . 1 k—3
W — ﬁ — 0, ’(}2(7‘ ) = —€4€ (K,Ap )

Y2 0. (6.325)

On impose 07/0r° # 0, on a donc v; # 0 et v3 # 1. La quatriéme équation de

(6.320) peut alors 8tre écrite sous la forme v3(r%)v;t = e 077 (f(r') + ey (r?))
En notant le c6té gauche comme e %) on peut alors reformuler comme e?"7") =

— N f(r)+er0a(r :
") (f(r') + eup(r1)) ™, d'oti on trouve 2% = %ﬁ}z(l) En substituant cette

relation dans (6.323) puis en utilisant la deuxieéme équation de (6.325), on remarque

que % = —"’—(;3. Autrement dit, on note que f + €v; = (Vgp)_l, ou V, est

une constante d’intégration. Il s’ensuit que

eqﬁ(ro)rl) _ ‘/‘?G(po('r'o)p(rl)_ (6326)

1

L’intégration de la deuxiéme équation de (6.325) par rapport & r' mene a la relation

vy = —eqe (KA) F(p) + po, ot py est une constante d’intégration et
2 -
,—1/)('g b/2 (K #1)
Flp)=4"" :
Inp (k=1)
Par conséquent, on a
, 1
= 7ot (RA)Y? — € po. (6.327)

De plus, en posant e? = e® /(f + €;v;) dans 1’équation (6.321) et en se rappelant la
premiére équation de (6.325), on remarque que les fonctions A; et B; doivent étre

constantes.

La précédente discussion établit sans équivoque que la solution (p, p, ¥) est donnée
par (6.294). Les invariants de Riemann (6.295) sont obtenus via (6.28) avec 'aide des
équations (6.326) et (6.327) ainsi que de la relation h = ¢;€). L’indépendance linéaire

entre les vecteurs vy et v, est respectée pourvu que A; # 0 et que p(r!) # 0. La
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condition A° A A! # 0 est aussi respectée lorsque p(r') # 0.

(b) Faisons maintenant hypothése i x €@ = 0, § x € = 0. On choisit = &
et on pose 7 = 3 v (r%,r)é. On doit donc avoir i = €,é; et § = €3 |g] &, ou
€1,€3 = 1. En substituant ces quantités dans les équations (6.195a) et (6.300), on

trouve le systeme

dp i oy

= — q YY1 ¢ -1

oro “1¢s g1 ed(f +evs)? — kAp1 g0 € va(f +e1v3) ", 65
%:—v (f + eqvg) ™ %:e 1G] e™? (f + €1vs) '
70 1 13) 70 319 e (f + e1v3)2 — rAp L

La résolution du systeme (6.328) se déroule de maniére similaire a celle du systeme

(6.272) et résulte en

e [L?“l)
R PRy

S(rh)2 0
[ﬁ — "EAP(TO,TI)K-Q] 8—71% = —€1€e3]g] e

- f<r1>] |
(6.329)
—(r0, 1)

ot S(r!) est une fonction d’intégration non-nulle.

La substitution de (6.195b) et de h = €,& dans la deuxieme équation de (6.26)

meéne aux conditions

€ (k;Ap"_l)_l — - ﬁ =L [%f + f(?“l)] ; ‘/\

_ e
T ] = pers € (6.330)

>/l

On remarque sans peine que A!/ |X1\ = €483 et p7! = €16400/0r £ 0, ot ¢4 = £1. La

premiére équation de (6.330) devient

[61646 (KAp"_l)l/Q —(f + €vs) g—:ﬁ = f(rl). (6.331)
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Les équations (6.195a) exigent

o S o, a\1/2 Op A
% = Z a/rl €; = —€ (K:Ap ) %m (6332)

i=1

Remplacer \!/ ‘Xl‘ = €4€3 puis comparer les coeflicients dans (6.332) nous permet

d’obtenir

c")vl . (9’02 ~0 (91)3

1/2 Op
oo 0 n ot

o (6.333)

= —€4€ (KApK_B)

De la deuxieme et de la troisiéme équation de (6.328), on remarque que les fonctions
v1 et vy sont soit nulles toutes les deux, soient non-nulles. Etudions chacune de ces

possibilités séparément.

Faisons d’abord I’hypothése vy, v, # 0. La deuxieme équation de (6.328) peut alors

(.0 —#(r0 1 . N :
tre écrite comme Z;E:Og = f(:l):em()rl). Si on note le c6té gauche comme e=%("") on
. 0.1 eb0(r®) 96 1 . . _
obtient 6‘75(7 ) = m et P [ T D rervs(rl) {f('rJ) + flUB(T1>:| . En substi-
tuant ces grandeurs dans (6.331) et en employant la deuxieme équation de (6.333), on
trouve la relation - (f(?"l) + 617')3(7"1)) = —%a%% qui, une fois intégrée par rapport
a r! produit f + €jv3 = m, ou Vi(r!) est une fonction d’intégration. La premiére

équation de (6.329) nous donne cependant f + e;juz = S(r!)/p, ce qui implique que
S(rt) = 1/V3(r%) et que les fonctions S et V3 sont constantes. On en conclut que
e? ) = pho(r®)/S. De paire avec la deuxiéme équation de (6.329), cette relation
permet d’obtenir

0

[——m%*ﬂj}:%@@wfmm_ (6.334)

L’intégration de cette relation par rapport & r° révéle

S? op r
(7~wﬂﬁ4>0:qq@5/ e~ dg¢ + T(r1), (6.335)
P or 0

ott T(r!) est une fonction d’intégration.
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En considérant la premiére équation de (6.329), la deuxieéme condition de (6.333)
devient 61%5%%—{—61]&(7'1) = eqe (kRAp™3) 25 Ainsi, la dérivation de (6.335) par rapport

a r! résulte en

S 0
:615 [646 (HApKS)l/Q - 61;

— [S + €164€ (/-;Ap"“)m} .

Comme h = €1€3 est constant, on remarque que la condition A° A A! # 0 est respectée
si et seulement si f(r!) # 0. Il s’ensuit que pt10/2 = ¢ epe (RA) {gg;—i; — S} :
autrement dit, la densité ne dépend que de 7. Or, I’équation (6.334) produit alors la
contradiction €€z |g] e=%(™) = 0. On conclut donc qu’il n'y a pas de solution lorsque

Uy, Vg = 0.

Faisons finalement ’hypothése vy, v = 0. La premiére équation de (6.329) dé-
montre que ¥ = €; (% — f) 3. De paire avec cette équation, la deuxiéme de (6.333)

mene a I’équation différentielle pour p :

S 12| 0 : :
[; — €1€4€ (/-;Ap"‘ 1) } a—rpl = —f(rYp+ S(rh). (6.336)
La deuxiéme équation de (6.329) impose dp/dr® # 0. Comme le vecteur h = ¢,& est
constant, on remarque que la condition A% A A! £ 0 lorsque f(rl) # 0. Ainsi, les deux

cotés de 'équation (6.336) doivent étre non-nuls. L'équation (6.336) peut alors étre
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utilisée pour calculer
o _0 (0p
orior®  oro \ or!
. . . S g 1/2
={—ﬂ~»+wvw—fvwd[;+«ﬁ¢@ﬂp3) } (6.337)

1 ;)
: {% — €1€4€ (KAPKd)l/Q} } ' [% — €1€4€ <I£Apr"_1>1/2] %

La deuxiéme équation de (6.329) peut quant a elle étre réécrite comme étant ¢ =
In(—e€1€3/g]) — In (*Z—: — /pr""‘2> —1In (g;%) puis dérivée par rapport & 7! de maniére

a donner, avec I'aide des équations (6.336) et (6.337)

o¢ = (5_2 — nAp"_2>¥ {25’5’(7"1) - [g—ia + k(K — 2)Ap"‘3] @}

ort 3 p or!
ap\ ' 9%
- (ﬁ) or1ord
2 -1 50,1 2
:<S_3_K:Aph‘.—2> {_255(37" ) . [35—4—{—#6(/6*2)Apﬁ_3}} (6.338)
P P P

-@vw—ﬂﬂmwg—ﬁqdmwKﬁ”y_—www—ﬂwm
S k—1 _an1/2] [ S ,{‘112_2
. [? + €1€4€ (T) (K;Ap" 3) /] [; — €1€4€ (&Ap ) /] .

En substituant (6.338) et la premiére équation de (6.329) dans (6.331), on obtient la

relation implicite (6.297) pour p.

La deuxiéme équation de (6.329) nous donne une expression pour e %, d’ot on
déduit
rf 1 S?
/ e de = 15|77 [ﬁ + KAF(p)} +T(rh), (6.339)
Jo p

ot T'(r!) est une fonction d’intégration et
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dériver (6.339) par rapport & ! puis utiliser la relation (6.336) nous permet de trouver

70 W Op(E, ! 1SS!
/0 eﬂﬂfﬂ%dé:—eles ]~ p(2 )
S’Z o KJApK_Z . (6340)

= aies g SO — f(r)p) 52

Les invariants de Riemann (6.299) sont obtenus via les équations (6.28), (6.339) et

(6.340) ainsi que le remplacement de la fonction arbitraire ¢ par ¢ — 7.

La solution (p,p,v) a la forme (6.296) et la densité p doit satisfaire les conditions
(6.297) et (6.298). I’indépendance linéaire entre 7, et ; est assurée si 9p/dr° # 0 et

soit S(r1) # 0 ou f(r!) # 0. La condition X% A A! est quant & elle respectée pourvu
que f(r) # 0. O

Les écoulements décrits par les solutions (6.285), (6.291), (6.294) et (6.296) sont
compressibles et ont tous une entropie constante. La solution (6.296) est un écoulement

potentiel alors que tous les autres écoulements exhibent une vorticité.
Solution explicite

Afin de rendre la solution (6.294) explicite, faisons les hypothéses suivantes. Soit
le vecteur de gravitation g = (0,0, g) et le vecteur vitesse angulaire Q= (1,0,0). Si
on choisit les constantes pg =1, A=1, Ay, =1, By =0, Vo, = 1 et kK = 2 ainsi que les
branches € = €; = €3 = €3 = ¢4 = 1, on peut alors exprimer I'invariant de Riemann 7!

de maniére explicite en choisissant les fonctions arbitraires comme étant ¢q(r®) = 0,

p(rt) = (r')” et ¢(rt) = 0.
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Sous ces hypotheéses, on trouve les solutions explicites de rang 2

pltr) = B VIR gy -V
e <t ) %> 7 (1 - ?M) 2 (6.341)

e s )

1081/2t2 (

Qy

ou les invariants de Riemann sont donnés par

(V2t — V2x)®
108v/2t2

ri(t, x) = M. (6.342)

Ot z) =1t - Y

Les solutions (6.341) représentent un écoulement compressible pour lequel la premiere
et la troisieme composante du champ de vitesse présentent une forme périodique. De
plus, certaines solutions présentent un comportement asymptotique lorsque ¢ — oo

_ 1
lim v(t,z) - Q2 = 3

. 1 . 1
zlin'go p(t, aj) N 1_87 tl;n;p(t,:c) - @’ to0

Les invariants de Riemann 7(¢,z) et r!(t,x) présentent une singularité lorsque le
dénominateur des équations (6.342) est nul, c’est-a-dire au temps t = 0. Il s’agit de
la seule singularité pour ce cas et elle est observable dans les Figures 6.14, 6.15, 6.16,

6.17 et 6.18.

Les Figures 6.14 et 6.15 représentent respectivement la densité p(t, z) et la pression

p(t, z).

Les Figures 6.16, 6.17 et 6.18 représentent respectivement le champ de vitesse
o(t,z) dans le plan engendré par le vecteur de gravitation ¢, le vecteur de vitesse

angulaire Q et (7 x ).
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FiGURE 6.14 — Représentation gra-
phique de la densité p(t, x)

FIGURE 6.15 — Représentation gra-

phique de la pression p(t, x)

FIGURE 6.16 — Repré-
sentation graphique du
champ de vitesse ¥(t,x)
sur le plan engendré par
le vecteur g

FIGURE 6.17 — Représen-
tation graphique compo-
sante du champ de vitesse
¥(t,z) sur le plan engen-
dré par le vecteur Q

FIGURE 6.18 — Repré-
sentation graphique du
champ de vitesse v(t,x)
sur le plan engendré par
le vecteur (§ x )






Chapitre 7

Conclusion

La dynamique des fluides trouve des applications notamment dans ’analyse des
vagues sur un étang, I'instabilité de 1’écoulement d’un fluide dans un tuyau, I'inter-
action entre deux anneaux de fumée ou encore I’écoulement de lave volcanique [16].
En génie, on peut trouver des applications en transport de fluides (acheminement
d’eau potable & des domiciles), en génération d’énergie (énergie éolienne), en contrdle
environnemental (systéme d’air climatisé) et en transport (aviation) {17]. Plus spé-
cifiquement, les résultats obtenus dans ce mémoire sont d’intérét particulier dans le
domaine de la dynamique des fluides géophysiques, notamment en météorologie ou le

mouvement des fluides considéré est le mouvement des gaz dans I'atmosphere.

7.1 Résumé des résultats

Les résultats du Chapitre 4, les états simples, sont résumés a la Table A. Cette
table indique les conditions sous lesquelles les états simples distincts ont lieu. Plus

spécifiquement, on obtient pour I’état entropique simple E° une solution décrivant
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’écoulement, d’une fluide incompressible pouvant, sous une certaine condition, étre
isentropique. Pour Iétat acoustique simple A°) on trouve deux solutions représen-
tant chacune ’écoulement d’un fluide incompressible avec vorticité et une entropie
constante. En ce qui concerne 1’état hydrodynamique H® on trouve trois solutions.
La premiere décrit I'écoulement avec vorticité d’un fluide incompressible avec entropie
constante. La deuxieme solution représente I’écoulement d’un fluide incompressible &
entropie constante. La derniere représente 1'écoulement d’un fluide a entropie et den-

sité constantes avec une vorticité non-constante.

7.2 Perspectives de recherche

Les méthodes employées dans ce mémoire et les résultats présentés sont fonda-
mentaux & de futures recherches dans ce sujet. Les éléments intégrals simples calculés
dans le Chapitre 3 et les solutions obtenues dans le Chapitre 6 sont les éléments de

base pour les études suivantes.

Les solutions données ici pourraient dans le cadre de futures recherches trouver

dans application pour les modes inertiels de rotation et les ondes de Rossby.

Il serait aussi possible possible de mener une démarche similaire & celle de ce
mémoire pour obtenir des solutions au systeme d’équation de la dynamique des fluides

incluant cette fois la force centrifuge, ou excluant la force gravitationnelle par exemple.

Finalement, il serait par exemple possible de s’en servir pour calculer des solutions

de rang 3, soit la superposition de deux ondes simples sur un état simple.

Le probleme de Cauchy pour le cas de la superposition d’une onde simple sur

un état simple a été discuté dans le Chapitre 2 pour un systeme général (2.1). Ces
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résultats peuvent étre appliqués pour résoudre le probléeme de Cauchy associé au

systéme d’équations de la dynamique des fluides (3.1).

La superposition non-linéaire de plusieurs ondes sur un état simple du systéme
non-homogene (3.1) peut aussi étre étudiée. Dans ce cas, on fait ’hypotheése que 'ap-
plication tangentielle du(x) est la somme d’un élément non-homogene et de plusieurs

éléments homogenes :

k
du(z) =Y Era@MN + L 0N, k<2

r=1

> a N, =0, > agan = b,
K7 3
@) #£0,  €=1,

oul < s <metl < d < k. Les solutions de cette forme existent et peuvent
étre écrites en termes des invariants de Riemann pourvu que les commutateurs de
tous les champs vectoriels v, et 7y soient des combinaisons linéaires de ces champs,
autrement dit : [va, vs] € Span{yas, v}, ot a, 5 € {0,1, ..., k}. Dans ce cas, les vecteurs
Yo, .- Yk peuvent étre normalisés de maniére & obtenir [v,,vs] = 0, o, 8 € 0,1,..., k.
Par conséquent, les vecteurs vp, 71, .., x forment un systeme holonome et la surface

qui leur est tangente peut étre paramétrisée par

u= f(r), r= (0t . P
de sorte que
of .
5 () = 1o(7), o €(0,1,... k).

Comme les vecteurs 7y, ...y, sont présumés linéairement indépendants et qu’on a la

condition
k of v "oore
dU(I) = Z Wd?" s dT = Z 83;#

o=0 T p=0

dx*,
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on obtient le systéme sous forme Pfaff

dr?(z) = 7N (r), ¢ #0,0€{0,1,..,k},

dont une solution existe si les conditions suivantes sont satisfaites [4]

A7 p
gw (r) = a, A7 (r), gro (r) = BINY(r) 4 CIN (1),
ATEANTEANT L0, pour o; < 09 < 03,

ou «,, Bg et (C‘f sont des fonctions données de r. Les cas distincts ay # 0 et ag = 0
(1 < d < k) sont étudiés de maniére similaire & celle employée dans le Chapitre 2
pour k = 1. Les éléments intégrals simples du Chapitre 3 peuvent étre employés pour
déterminer les solutions des équations de la dynamique des fluides (3.1). Ces solutions

impliquent la superposition de plusieurs ondes simples sur un état simple.
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Annexe A

Tables récapitulatives

Nous introduisons la notation suivante : une solution existante est notée + et une
solution inexistante est notée -. Les ondes simples entropiques, acoustiques et hydro-
dynamiques sont respectivement notées par I, A, et H. Les états simples entropiques,
acoustiques et hydrodynamiques sont quant & eux respectivement notés par E°, A°

et HY.

EO g Q=0 +
§g-a=0 +
Lo Q=0 -
AXQ+0 - E A€ H
A-0=0 +
A? - E° + + -
L g Q=0 -
Ax0=0 = 1 — A? + - .
7-0=0 +
Pa— g__ H° + + -
AXQ#0| 4-Q=0 +
H° P 0L§-5=0 + TABLE A.2 — Superpositions existantes
e Gx0=0 + (solutions de rang 2).

TABLE A.1 — Etats simples existants
(solutions de rang 1).



198

E°E

G-O#0 -
a; =0 —
g-a=o0 +
_ gxQ+0 +
g- Q=0 —
a; =0 gxf=0 +
g‘-ﬁ:O -

TABLE A.3 — Superposition d’'une onde entropique simple F sur un état entropique

simple E°

E°A,

a; =0

K *+1 -

Kx=1 +

ay#0

TABLE A.4 — Superposition d’une onde acoustique simple A, sur un état entropique

simple E°

TABLE A.5 — Superposition d’une onde entropique

simple A?

ACE

o A2.0=0 -
PxQ#0r—T——
A.a=0 -

a; =0 —

. g-a=0 -
A2x0Q=0 -
G-4=0 +
.0=0 -
AxQ=0] _ _ g- =0 -
.g=0 —

a, =0 g-Q=0 +
o g-0+0 -
xQ=0 =

G-0=0 +

simple £ sur un état acoustique
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TABLE A.6 — Superposition d’'une onde entropique simple £ sur un état hydrodyna-
mique simple H°



