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Introduction

Le présent mémoire représente une partie des résultats obtenus au cours de ma maitrise.
Il consiste en une étude sommaire des fonctions de puissances ®-généralisées, des fonctions
complexes a variable réelle sur un intervalle [a,b]. Ces fonctions sont engendrées par une
représentation, relativement nouvelle (2008) [16], des solutions du probléme de Sturm-Liouville

en une série de puissances spectrales du probléme.

Ces fonctions nommeées puissances ®-généralisées sont présentées dans ce mémoire. Ces fonc-
tions généralisent les puissances de la forme (z —xg)™ pour n > 0. Plusieurs théories classiques
possédent donc un analogue en termes de ces fonctions. De plus, les propriétés de ces fonctions
sont fortement liées au concept de supersymétrie quantique selon les recherches effectuées du-

rant cette maitrise. Cependant, afin de donner un angle au mémoire ce sujet ne fut pas inclus.

Le premier chapitre de ce mémoire présente la théorie des intégrales itérées et montre une
méthode de représentation de ces intégrales en termes d’opérateur sur des mots. Le chapitre
suivant vise a donner au lecteur une base solide sur les problémes de Sturm-Liouville et sur
plusieurs théorémes reliés qui seront d’intérét dans les chapitres subséquents. Le chapitre 3
présente les circonstances historiques de la définition des puissances spectrales et leurs utilités
pour représenter les solutions des problémes de Sturm-Liouville. Le chapitre 4 présente les
puissances ®-généralisées, soit le sujet principal du présent mémoire. Leur représentation en
intégrales itérées et leurs propriétés sont présentées et plusieurs identités sont obtenues. Fina-
lement, une construction similaire aux fonctions trigonométriques est présentée ainsi que ses
implications. Le chapitre 5 s’intéresse plus particuliérement & la construction de séries de Tay-
lor ®-généralisées. Ces séries peuvent étre utilisées au méme titre que les séries de puissances
usuelles. Finalement, le dernier chapitre s’interroge sur l'existence d’un produit similaire a
la multiplication de polynéme standard pour les fonctions de puissances ®-généralisées. Une

application a I'équation de Schrédinger est alors présentée.

Un article traitant des résultats obtenus est en cours de publication une prépublication est dis-
ponible sur I'archive ouverte de prépublications électroniques arXiv [24] disponible a 'adresse
suivante : arXiv:1905.07509.






Chapitre 1

Intégrales itérées de Chen

Ce chapitre traitera principalement du concept d’intégrales itérées. Son traitement permettra
d’asseoir 'analyse des objets d’intérét du présent mémoire que sont les fonctions de puissances
d-geénéralisées. Le concept d’intégrales itérées peut étre historiquement motivé par ’étude de
la méthode de résolution de systémes d’équations différentielles ordinaires de Picard. Cette
méthode sera briévement abordée ici afin de mettre en contexte la définition d’intégrales

1térées.

Soit A(t) une matrice carrée n x n de fonction continue définie sur un ouvert U de R, et le

systéme d’équations différentielles

d

EX(t) =At)X(t), teU, (1.1)
avec les conditions initiales X (tg) = Xop, ot tg € U et X est un vecteur n x 1. Il est possible de
démontrer (voir Chapitre 2) que ce systéme d’équations différentielles ordinaires est équivalent

4 I’équation intégrale

X(t)—XO—[ A(s)X (s)ds. (1.2)

Q

Pour résoudre le systéme, la méthode de Picard utilise une suite d’approximations successives
de la solution a I’équation. Soit Xy(t) la fonction constante de valeur Xp et X, (t) définie

récursivemeunt tel que

t
Xnt1(t) = / A(s) X, (s)ds, n >0, (1.3)

to
ol tg <t € U. Sila limite

X(t) = lim (Xo(t)+xo(t)ZXn(t)> (1.4)

T =220
n=1



existe, elle est solution de I’équation originale (1.1). Par exemple,

m@:/A@@

<10
1 S
Xo(t) = / A(s) / A(s")ds'ds.
to Jto
Il est évident que sur un ensemble borné et fini K C U nous avons la limite supérieure suivante

en remplagant I'intégrale par la valeur maximale de la matrice par le volume d’intégration
t —1o)"

Xa(t) < sup ()" !
seK n.

(L5)

Par conséquent,

X(t) = Xolt <1+ZX )
< Xt <1+-§:supnA. n”( )n>
n=1

‘ n

qui est convergent pour supsc g ||A(s)]|" < oo et pour (¢ — tg) < oo. La solution est alors

donnée par

X(8) = Xo(t) (1+ 532, Xa(t)). (16)

1.1 L’intégrale itérée

L’intégration successive obtenue & I'équation (1.3) est intéressante en soi. Le concept d’intégrale
itérée généralise cette construction & un ensemble de matrices (ou fonctions) {A4;}" au lieu
d’une seule matrice (ou de fonctions) A. Cette section est partiellement inspirée de I'article
de Bowman et Bradley [4]. L’étude des intégrales itérées se fait plus facilement au travers
du concept des formes différentielles permettant une écriture plus simple. La description des

1-formes seules sera nécessaire.

Définition 1.1.0.1 (1-forme) Une I-forme sur un ouvert U de R™ est une expression de la

forme
= Fy(@)da,
i=1

ot les Fi(Z) sont des fonctions dans R sur {'ouvert.

Cette définition peut sembler une simple notation, mais permet des constructions puissantes
en géométrie différentielle. Ces constructions ne seront pas de grand intérét pour le présent
mémoire. Cependant, cette définition nous permettra de considérer I'intégrale d'une fonction f
sur [a, b] f fi(ti)dt;, comme D'intégrale f w;. Sous cette notation 'intégrale itérée se définira

plus proprement exposant, plus facilement le comportement itératif du processus.



Définition 1.1.0.2 (Intégrale itérée) Soit [a,b] un interval borné dans R et W = {w;},y

un ensemble de 1-formes indexzées dans R, alors lintégrale itérée peut se définir itérativement

-b b
/ w1:/ wy (t)dt,
b o b : t
/wlwgz/ wl(t)dt/ wo(s)ds,

b b t
/ Wy - Wy = / Wi - Wr—1 / wr(t)dt
a a a

L’intégrale pour r = 0 est fizéesa 1, Vo € R de fagon a simplifier la notation. De fagon plus

de la fagon suivante

générale, le parcours d’intégration peut étre pris comme un chemin paramétrique lisse sur une
variété ; dans le présent mémoire seul le cas unidimensionnel dans R sera d’intérét. Afin de
diminuer l'ambiguité, l'intégrale commence par la 1-forme la plus & droite. La profondeur d’une

intégrale itérée est définie comme la cardinalité de 'ensemble W notée |W1|.

Dans un objectif de rendre I'écriture encore plus simple, le symbole de multiplication sera

utilisé. Soit un ensemble W de 1-formes indexése {w;}7_,, alors l'intégrale itérée de W sur

b b
/ WiWy - - - Wy —'/ ij,
Ja a >

Jj=1

[a, b], peut s’écrire

Exemple 1.1.0.1 Soit un suite de nombres entiers el positifs de longueur k (37;)5“:1 € (NH)¥
alors la fonction zéta multiple peut s’écrire sous sa forme usuelle exempte d’intégrales itérées

comme

L
C(517327---,S;€) = Z Hnj—.sj.

1> >y >0 j=1

Cette fonction admet la représentation par intégrale intégrée suivante [54)

1k
C(51,52,. .-, 8k) = / H'll)l'sj_lw'z,
0 o

ou wy, wy sont des 1-formes telles que wy = dt/t et wy = dt/(1—t). L’intégrale itérée est alors
de profondeur Zj',_l s;. Par exemple, pour ((2,1) de profondeur trois, il est possible d’écrire

la fonction a l'aide de trois intégrales de telle sorte que

/1 O /-1 </h (/tz dts ) dts ) @
Jo “Jo \Jo Jo 1—t3/ (1—-t2)) t1
) 4 U log(1 — to)dts\ dity
- _/0 </o (1 —t2) ) o

1 fMlog*(1 —t)dh




La définition de D'intégrale itérée posséde plusieurs propriétés fondamentales importantes.
Quelques-unes qui seront utiles & notre étude seront présentées ici. La premiére question qu’on
peut se poser est : quarrive-t-il & une intégrale itérée quelconque lorsque 'on inverse 'ordre
d’intégration. Pour une intégrale simple, on trouve la propriété triviale fab w) = — fba wi. La

proposition suivante présente cette propriété.

Proposition 1.1.0.1 ([7]) Soit wy,ws,...,wn des 1-formes différentielles et soit x,y € R,

Alors
T y
n
/ wywy...w, = (—1) / WpWn_1..-W1.
Sy 7T

Démonstration. La preuve suivante peut étre faite par induction. Considérons que w; =

fi(t;)dt;, pour une intégrale de profondeur n = 1 on obtient

/abwl = (—1) /bawl-

Posons maintenant que la relation est vraie pour n — 1 alors,

walwz---wn = /ab <f1(t1)dt1/:1 wz--.wn> :

Or par hypothése d’'induction,
. b .
/bw1w2 . fa fi(t)dt, ftcf wo ... Wy, n pair
CWp = . .
a ff f(t)dty f: Wo ... W, n impair

Ainsi nous avons que

/ab (f(t) /laf(S)ds) dt = /b (f(t) '/atf(.s-)d3> dt.

Par conséquent, on trouve,

T Yy
/ WiWg.. Wy, = (—1)"’/ W Wn—1...W]. (L.7)
T

Y

O

Une autre propriété bien connue de l'intégrale de Riemann est la division du chemin d’inté-
gration de telle sorte que ffw = fac w + fcb w pour a < ¢ < b. Il serait naturel de se demander
comment cette propriété se traduit dans le cas des intégrales itérées. C'est ce que met en évi-
dence la proposition suivante. Pour en faire la démonstration, nous avons besoin du concept

de simplexe.

Proposition 1.1.0.2 ([5]) Soit x,y,z € [0,1] tels que x < z < y alors

“y n 2 y
/ wi...Wp = E / wl---wi/ Wiq1 " Wp



Démonstration. La démonstration fera appel au concept de simplexe.

Définition 1.1.0.3 (simplexe) Soit a,b € [0,1], alors le simplexe de dimension m peut

s’écrire

Ap(a,b) = {(t1,... tn) € [a,b] | t; < tj11}.

Pour une intégrale itérée de profondeur n, on peut choisir une paramétrisation de telle sorte

que l'on se retrouve a intégrer sur A,(0,1). L'identité suivante
n
An(0,1) = [ A (0,3) x Ani (5,1) (1.8)
i=0

permet d’écrire

/ Wy ... Wn :Z/ wl---wi/ Wi+l - Wn-
An(0,1) i—o JA:(0,3) S A i(3,1)

1
2

Ces deux propriétés sont a la base de plusieurs astuces utilisées lorsque 1'on travaille avec les

intégrales itérées.

1.2 Le « shuffle » produit

Dans la section précédente, il était question de séparer le domaine d’intégration afin de
« simplifier » I'intégrale. Ici, il sera question de savoir comment il est possible de décomposer
une intégrale de profondeur n en sommes d’intégrales de profondeur inférieure & n. Pour ce

faire, il sera nécessaire de construire un nouveau produit le shuffle produit.

Un (7, s)—shuffles est équivalent & un mélange & queue d’aronde de deux jeux de cartes com-
portant respectivement 7 et s cartes. Ainsi, l'ordre relatif de chacun des deux ensembles de
cartes est préservé dans le paquet final, mais 'ordre d’insertion des paquets est arbitraire.
Par exemple, {2&,30, J#&, K, 5&} est un (r,s)—shuffles possible des paquets {30, 5}
et {2&, /@, KO} L'ensemible des (r, s)—shuffles possibles pour ces deux paquets est, pour

I'exemple, donné par

{{3,5,2,J,K},{3,2,5,J, K}.{3,2, 1,5, K}, {3,2,J, K,5},{2,3,5, J, K},
(2,3,J,5,K},{2,3,J,K,5},{2,J,3,5,K},{2,J,3,K,5}, {2, J, K, 3,5}} .

D’une fagon plus rigoureuse, nous pouvons définir un (r, s)—shuffles de la fagon suivante.



Définition 1.2.0.1 Soit o une permutation de v + s lettres. L’ensemble des (r,s)—shuffles

sur r+ s lettres consiste en l'ensemble des o tel que

o 1) < <a7Hr)

et
o r+1) < <o Hr+s).

(1.9)

Les (r,s)-shuffles sont la base méme du shuffle produit noté L, un opérateur commutatif

important dans I’étude des intégrales itérées, défini de la fagon suivante.

Définition 1.2.0.2 (shuffle produit) Soit {w;};_, des 1-formes sur R, le shuffle produit est

défini comme

Wy We W Wrg1 - Wrgps = Z/wa(l) © Wo(r)s (1.10)
ou Yy ' dénote la somme sur l'ensemble des (r, s)—shuffles que nous noterons Shuff(r, s).

Par exemple, nous avons que
w1 Wwe = wywe + wowq,

w1 W woews = wiwows + Worw w3z + Wowaw;.

L’utilité du concept de shuffle produit provient, entre autres, de I'identité suivante mettant en

relation le shuffie produit et les intégrales par partie.

Proposition 1.2.0.1 (Intégration du shuffle produit) Soit a = f(t)dt, b = g(t)dt et u,v

deuz autres 1-formes sur R, alors l'intégrale du shuffle produit suit lidentité suivante

/:(aumbv) = (/Ty f(t) /:udt) (/Iyg(t) /Itvdt>. (1.11)

Démonstration. Posons F(y) tel que
Y t Y t
F(y) = (/ f(t)/ udt) (/ g(t)/ vdt).

En écrivant F(y) = [Y F'(s)ds on trouve que

/ ( / ) (/89( )/,vdt> ds+/:g(8) (Lsf(t)étztdt> '/:vds
_/“umm [

\ |



1.3 Un cadriciel plus général

D’une facon plus générale, nous emploierons le shuffle produit sur des structures beaucoup
plus abstraites. Soit A un ensemble fini nous noterons par A* le monoide généré par les
séquences finies contenant zéro ou plus éléments de A (free monoid of A). En considérant
A comme un alphabet, les éléments de A* son équivalent aux mots formés par un nombre
fini de lettres. L’opération agissant sur cet ensemble est la concaténation a - b = ab notée de
fagcon multiplicative. Les éléments de A ne possédant pas d’inverse, A* ne peut étre considéré
comme un groupe. 1l posséde cependant une unité multiplicative que nous noterons par 1. Par

exemple,

A= wy,wsy

* . —
A" 1= wy, wo, wiwe, WaWy, WiwW, ccc, WIWawWY ¢ -

Par extension linéaire de I'’ensemble A, ’ensemble Q (A) est obtenu, ou la notation (A) est
utilisée pour dénoter le monoide généré par les éléments de A. Il est composé des combinaisons
linéaires rationnelles des éléments de A*. C’est un anneau polynomial non commutatif avec
comme indéterminés les éléments de A et avec comme unité multiplicative le mot vide 1. Le

shuffle produit peut alors étre défini comme

lww=wwl=uw, Yw € A7, (1.12)
au W bv = a(u W bv) + blau Wv), Va,be A Vu,ve A* (1.13)
ua W vb = (uwWwvb)a+ (uawv)b, VYa,be A Vu,ve A* (1.14)

Il est facile d’étendre cette définition sur Q (A). En suivant I'exemple précédent,

dun + 2wy wa, 2wow) € Q (A)
(dwy + 2wiws) W (2wow) = 8(wiwaw; + 2wrwywr)

+4( 2w wawow + Wiwew Wy + Wawiwow + 2wowwwy).

L’ensemble Q (A) muni du shuffle produit devient alors une Q-algébre commutative dénotée
SholA].

Définition 1.3.0.1 (Homomorphisme d’anneau) Soit R et S deux anneaur avec unité, et
A et B deuz alphabets (ensembles de lettres). Alors un homomorphisme d’anneau R-linéaire
¢: QA = Q(B) est une application qui préserve laddition, la multiplication, l'unité et la

linéarité telle que
d(u+v) = ¢(u) + o(v),Yu,v € A*  (addition),
d(uv) = ¢(u)p(v), Yu,v € A* (multiplication),
(

o(1g) = 1g (identité),
¢(au) = ap(u),Va € R,Vu € A*  (R-linéarité).



Définition 1.3.0.2 (antihomomorphisme d’anneau) Soit R et S deur anneaus avec
unité, et A et B des alphabets (ensembles de lettres). Alors un antihomomorphisme d’anneau
R-linéaire ¢ : Q(A) — Q(B) est une application qui préserve ['addition, 'unité, la linéarité

et telle que

d(uv) = ¢(v)d(u),Vu,v € A*  (multiplication). (1.15)

De fagon évidente un anti-homomorphisme ¢ : Q (4) — Q (B) o A et B sont des alphabets,
induit un homomorphisme 1 : Shg [A] = Shq [B] de facon naturelle. Pour I'illustrer il suffit

de montrer que
PYuwv) =) Wy(v), u,vc A (1.16)
Procédons par induction, nous avons d’abord que

P(lwu)=9¢uwl)=¢u)=1wi(u) =¢(u)wl. (1.17)

Nous assumerons alors que pour a,b € A

(0w bo) = () W (bo), (1.18)
Ylaw 1w v) = Y(au) W (v). (1.19)

Alors, on obtient

P(auww bv) = Y(a(u 1w bv)) + P(blau W v))
= Y(uWbv)(a) + P(au W v)i(b)
= (¥(u) W (v)y(b)) ¥(a) + (Y(w)p(a) W (v)) P(b)
= ¢p(u)y(a) Wip(v)y(b)
= ¢ (au) W(bv).

Dans le cas d’'un homomorphisme ¢ : Q(A4) — Q (B), un homomorphisme d’algébre est
aussi induit de telle sorte que ¢ : Shg[A] — Shg [B] de la méme maniére. La preuve est
similaire : conséquence de la commutativité de L. Soit A un alphabet et X = {X, :a ¢ A}
un ensemble d’indéterminés ne commutant pas de taille |A| indexés par les lettres de A. Soit
X : Q(A) = Q(X) I'isomorphisme d’anneau naturellement défini par X(a) = X, Va € A
et de la méme facon, ¥ = {Y, : a € A} est un autre ensemble d’indéterminés de taille
|A| et Y est défini de fagon semblable Y : Q(A) — Q(Y). De plus, nous postulerons que
XNY =10, X = X(A), Y = Y(A) et ces indéterminés sont commutatifs entre eux par
hypothese XY, = ¥, X, a,b € A. On peut alors définir une addition et une multiplication
sur Q[X,Y] telles que

(X+Y)a) =X, +Y,, VacA,
(XY)(a) = XoYa, Vac A.
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Q[X,Y] devient alors une Q-algébre commutative d’isomorphisme naturel d’anneau Z. Par
exemple, I'isomorphisme Z d’anneau inversant l’ordre d’apparition sur (X + Y) serait donné

par
n—1

Z(w) = (X +Y)(anan-1...a1) = [[ (Xa,, + Ya._,), (1.20)
=0

ol w € A* a; € Aet w=ajay - a,. La raison de I'existence de cette structure s’éclaircira
sous peu. L’algebre (Shg [A]) (X)) se construit de la méme fagon que Q (X)) en considérant les
combinaisons linéaires des éléments de X avec coefficients dans Shg [A]. De la méme fagon,
il est possible de construire le groupe ((X,Y)). Soit G une application entre Q[X,Y] —
(Shg[A]) ((X,Y)) définie par

G(Z) = Y wZ(w). (1.21)

Par exemple, avec A = {a, b}, alors

G(2Z) = 1+ a(Xo + Yo) + b(X, + Yi) + aa(Xo + Ya)* + bb(Xp + i)
+ab( X, + Yo ) (Xp + Y3) +ba(Xp + V) (Xo + Vo) + - .

De facon similaire,

G(X) =) wX(w)

wEA*

:1+2(Zaxa>n.

aEA

Par exemple, toujours avec A = {a, b} on obtient
G(X)=1+aX, +bXy +aaX? +bbX} + abXoXp + baXpXo + - .

Cette application est un analogue non commutatif de la fonction exponentielle. Le théoréme

suivant mettra de 'avant cette siinilarité.

Théoréme 1.3.1 ([4],[7]) L'application G : Q[X, Y] — (Shg [A] ((X,Y)) définie par (1.21)

posséde lo propriété
GIX+Y) =G(X)wG(Y). (1.22)

Démanstration. Par définition, on a

GX+Y)= ) wX+Y)w)

weEA*

11



Le c6té droit peut se développer comme

GX)WG(Y)= > uX(w)w Y vY(v)

u€A* vEA
= Z (uw v)X(u)Y(v).
u,vEA*

La somme peut étre divisée sur la taille des mots du mot résultant de (uluv) et sur la somme de

toutes les combinaisons de n lettres > o> 4 H, ou H doit étre remplacé par toutes

Qy,...,an€

les facons d’assembler un mot de longueur n en le divisant en deux paquets a Ul b et en faisant
suivre les indéterminés correspondants. Chacune des facons, pour un un mot de longueur
n = k + m tel que le premier mot soit de longueur k et le second de longueur m peut s’écrire
(H_I;:l a; W7 ki aj>. Les indéterminés associés s'expriment comme H/;:l Xa; [k Yay-

Une fois regroupé

n

n k
Z (uLI_Iv)X(uY(v):Z Z Z Haju_l H a; HXa] H Y,

u,vEA* n>0 ay,...,.an€A k=0 \j=1 j=k+1 j=k+1

k s . .
Le terme (Hj:l a; W [T ppy aj> peut s’écrire 3, cqnukn-k) L lre1 Go(r), O Shuff(k,n — k)
est le sous-ensemble des permutations sur n respectant les propriétés du shuffle de deux sous-

ensembles de dimensions k et n — k. [’expression peut ainsi étre raffinée telle que

7

Y ww)X@Yw =Y > f: >l eow ﬁ ﬁ

uEA* n>0 ay,...an€A k=0 oeShuff(k,n-k) r=1 7=1

Pour chaque o € Shuff(k,n—k), les éléments a,(1), . - ., a,(n) traversent des ¢cléments de A. En

posant b; = a,(;), on peut extraire [[7_; a,(, tel que
n n k n
>y (M) 2 T, I,
n>0 ay,...,.an€A \r=1 k=0 o€Shuff(k,n-k) j=1 j=k+1

Or X,Y, = Y, X,, par conséquent

k n n
Z HXba—l(jJ H Y o= 1(4) H X, +Yb

o€Shuff(k,n-k) j=1 j=k+1 j=1

Ainsi, on trouve

Z (v v)X(uY(v) :Z Z (H br> H Xy, +Y5,)

u,vEA* n>0 ag,...,.ancA \r=1 7=1
=Y w(X+Y)(w)
weA*

12



La derniére égalité est une conséquence du fait que chacun des shuffles contient ( ) combinai-

sons possibles et donc que la derniére somme sur & contient

Z (Z) = 2" éléments.

k=0

Or, ces 2™ éléments sont précisément ceux obtenus par le produit (X, +Y,) -+ (X, + Y5,.).
O

Au méme titre que pour un produit de mots, il est possible de définir un exposant par shuffle

tel que

)LLJ’II

(W)™ =ww- - Wuw. (1.23)

n fois

Remarque L’application définie en (1.21) est par conségquent un analogue non commutatif

de la fonction exponentielle. Cet analogue devient plus clair en l’écrivant sous la forme

_1+Z (ZaXa_)mn,

n=1 acA

La théorie précédemment développée permet de construire une structure analogue a la fonction
exponentielle pour les intégrales itérées. Cette application est obtenue en utilisant un alphabet
de 1-formes et en intégrant (1.21). Par exemple en posant A = {a = dt} et X, = z on trouve

alors que fg’ G(X) = €*. On obtient le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.2 ([5],[6]) Soit A un alphabet de 1-formes et [z,y] € R, alors Uapplication

=Y / wX(w (1.24)

wi A*

posséde la propriété

GiX)=GiGL, y<z

\/\
~

(1.25)

Démonstraiton. La somme sur w € A* peut étre transformée par la somme sur les mots de

longueur p de telle sorte que

=14 Z Z / wy WXy - X,

p=1 wi, ., €A

La multiplication GZGZ peut aussi s’écrire sous cette forme telle que

GYGL(X —1+Z Z clwr, ... wp) Xy - Xy,

p=1 wy,. . wp€A

13



ou ¢(wi,...,wp) est le terme contenant les intégrales multipliées et est donné par

" v . .
c(wl,...,wp):/ wl...wp+/w1...wp_l/ wp+---+/ Wy ... Wp.
FA z xT xT

Or conséquence de (1.1.0.2), on obtient

P y k z P
c(ws, ,wp):Z /Hw]- / H wj
k=0 % j=0 T j=p—k
Y
:/ wy...Wp
Ainsi GY(X)G2(X) = GY(X). O

Par conséquent, on a que pour X, = z et A = {a = dt} on retrouve que e**¥ = e%e¥. Une
question intéressante et importante est I'existence de I'inverse de G(X) dans le contexte général
de (1.22).

Théoréme 1.3.3 ([25]) Soit R: Q(A) —» Q(A) un antthomomorphisme induit par R(a) =
aVa € A tel que

HaJ Han 41, Yai,...,an € A. (1.26)

R est donc une involution qui inverse ['ordre des lettres dans les mots. Soit A un alphabet,
X = {X,:a€ A} un ensemble d’indéterminés et X : Q(A) — Q(X) un isomorphisme
d’anneau indwit par X(a) = X,, Va € A. Soit G(X) défini en (1.22) et H(X) tel que

H(X) = > (-1)" R(w)X(w). (1.27)

wEA*

Alors,

H(X)wG(X) =1. (1.28)

Démonstration. Voir [4]. 0

1.4 Alphabet a deux éléments

Dans cette section, il sera question de I’étude des propriétés d’un alphabet A comportant deux
élements A = {a,b}. Ce cas particulier est important dans la présente étude puisqu’il est en
lien avec les solutions de I’équation de Schrodinger. D’une fagon analogue, le cas d’un alphabet
a un élément pourrait servir a I’étude des intégrales itérées rencontrée en (1.3) dans la méthode

de résolution de Picard. Plusieurs des égalités présentées dans cette section proviennent de [3].

14



Définition 1.4.0.1 ([3]) Soit p,q,j € Zsg tels qgue min(p,q) > j. Soit Sy4q,; 'ensemble de
tous les mots dans (ab)P W (ab)? contenant le sous-mot a? exactement j fois. La somme de

tous les mots contenus dans Spiq; sera notée Tpyq; € Q (A).

Cette définition implique que S soit invariant sous toute partition de p + ¢ car les occurrences

multiples du méme mot ne sont pas considérées.

Proposition 1.4.0.1 Pour tout p,q € Z~q, la relation suivante est valide

min(p,q) .
. )
(ab)? W (ab)? = Z 47 (pj;q_ ; '7>Tp+q,]-. (1.29)
j=0 :

Démonstration. Soit u € Spiq,;, un mot arbitraire de longueur p + ¢ possédant j fois a’. Le
nombre de fois que u apparait dans (ab)? L (ab)? peut étre calculé en comptant le nombre de
fagon de colorer en deux couleurs u : une couleur (bleue) pour les lettres provenant de (ab)?
et une (rouge) pour (ab)?. Le coloriage doit cependant rester compatible avec les régles du
shuffle produit. L.e nombre de a dans w est p+ ¢ et par hypothése 25 d’entre eux sont dans des
facteurs de la forme a?. Le nombre de a entourés de b des deux cotés (sauf pour le potentiel
premier a seul) est p + ¢ — 2j. De ces a, on en trouve p — j qui sont colorés bleus et donc
générent une multiplicité de (p-i]—]q_—j?j) a u. Les doublons a? peuvent soit étre colorés bleu-rouge
ou rouge-bleu (I'un vient nécessairement de chacun des termes). 1l y a, au total, j doublons
de ce type, impliquant 'ajout d’un facteur multiplicatif 27. Chaque doublon a? implique la
présence d’'un doublon b* pouvant aussi étre coloré de deux facons multipliant le tout encore
d’un facteur 27. Les derniers b ont une couleur uniquement déterminée par les régles du shuffle
produit. Par conséquent, le nombre total de fagons de former u est donné par 47 (p;"_']?j). Etant
donné que tous les éléments de T}, ; sont de méme multiplicité, il est possible de sommer sur

—

j ce qui complete la preuve. O

Cette propriété permet d’établir le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.1 ([3]) Soit a,b € A et n € N. Alors,

Zn: (=1)" [(0b)™™" L (ab)™*"] = 47 (a®b*)™. (1.30)

r=—n

Démonstration. En insérant (1.4.0.1) I’égalité suivante est obtenue

n n min(n—r,n+r) N 2J
Z (_1)r [(ab)n—r LU (ayb)n-i-r] = Z (—1)7' Z 47 ( . 7 i )Tﬁ-i-r-i-n—r,j
r=—n r=—n 7=0
n min(n—r,n+7) .
. [ 2(n—7)
~ Sy 4J< ‘>T2
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La seconde somme sur j navigue symétriquement entre 0 et n lorsque r = £n et v = 0,

respectivement. Par conséquent, en posant N := n — j, I’égalité devient
n
1y n—r n+r ST )
T_Zn( 1) [(ab)™ " W (ab) Z b j Z < T)
La somme de droite peut s’écrire

§ar(2)- () or ()

r=—N

Or, la somme pour N > 1 vaut — (N) Par conséquent, le seul cas qui engendre une contri-
bution non nulle est obtenu lorsque N = 0 — n = j, alors la contribution est de 1. Ainsi, le

seul terme restant dans la somme est 4jT2n,n ce qui compléte la preuve. O

1.5 Retour sur l'intégrale itérée

La vraie puissance du shuffle produit provient de la relation entre le shuffle produit et I'inté-

grale. Le théoréme suivant met cette relation en perspective.

+m

Théoréme 1.5.1 (|5]) Soit n,m deuz entiers, {w,}; ] et x,y € R. Alors,

/Hw, /nﬁn wi|= > /Jnij (1.31)

T j=n+1 c€Shuff(n,m) j=1

Démonstration. Cette identité provient de la définition du shuffle produit et son écriture en
termes de somme sur les éléments de Shuff(n,m). Par la suite, I'intégrale est considérée en

utilisant la propriété de la proposition (1.2.0.1). O

Il est aussi possible d’utiliser la décomposition d’un produit de simplexes en simplexes de plus
petit degré. La premiére intégrale du coté gauche peut étre paramétrée sur A,,(0,1) et la
deuxiéme sur A, (0, 1). Les deux intégrales se font donc sur le domaine donné par A, (0, 1) x

A,(0,1). La formule de décomposition des produits de simplexes indique que

Am(0,1) x Ap(0,1) = | ] 0Ann(0,1),
c€L(r,s)

ol A+, agit sur les variables d’espace de la méme fagon que pour I'application sur les mots
dans Shuff(m,n). Les zones de chevauchement sont d’épaisseur nulle et donc ne collaborent

pas & 'intégral.

Afin d’illustrer ce concept, considérons ’exemple suivant.
) p
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Exemple 1.5.1.1 Soit M = C\ {0} et 20 € M. Soit wy = % ety :[0,1] = M un chemin
infiniment différentiable tel que y(0) = xzg et y(1) = z. Alors

/ wo = log(z) — log(o).

1l s’ensuit, conséquence de la formule du produit, que ['intégrale itérée de profondeur n est

donnée par
, B 1 T B 1 l l n
7wo--'wo = 7wo = m(og(z) — log(zo))
n

De par sa compatibilité avec l'intégrale, le théoréme précédent est particuliérement puissant

comme le montre la proposition suivante qui sera utile ultérieurement.

Proposition 1.5.1.1 Soit un alphabet A = {a,b} et n > 1. Alors

S ) ) = (0 12)

re=—n

Démonstration. Il est clair que le coté droit de 1’équation (1.32) génére les 22" possibilités de
mots une seule fois. Il suffit alors de montrer que chacun de ces 22" mots est généré du coté
gauche, et ce, seulement une fois. Soit le mot w de longueur n contenant n, lettres a et my
lettres b, alors le seul shuffle produit pouvant générer ce mot est al™) (™). Or ce produit ne
peut générer aucun mot similaire, car aucune lettre n’est partagée de chaque c6té du produit.

Comme il sera produit une fois par ce shuffle, cette constatation compléte la preuve.
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Chapitre 2

Théorie de Sturm-Liouville

Ce chapitre a pour but d’introduire la théorie de Sturm-Liouville. Cette théorie permettra
d’asseoir I'étude de I'équation de Schrédinger. De plus, ce chapitre permettra de poser les
bases de I'étude des équations différentielles linéaires ordinaires du deuxiéme ordre. Il sera
alors possible d’étudier ces équations de facon similaire & I’équation de Picard du chapitre
précédent (1.3). La section est fortement inspirée des notes de cours de [10], [21], [27]. Dans
le cas du probléme de Sturm-Liouville, il est plus simple de traiter le probléme en termes

d’espace vectoriel normé. Pour ce faire, les concepts de base seront rappelés ici.

Définition 2.0.0.1 (Espace vectoriel) Un espace vectoriel sur un corps commutatif K
est un ensemble E d’éléments nommés vecteurs munis de deux lois. Une loi de composition
interne + telle que + : E* — E appelée somme vectorielle, formant avec E un groupe abélien

respectant :

I.Lu+v=v+u, YVu,v ek
2. u+(v+w)=(ut+v)+w, Vu,v,w € E
3. e FElu+0—u, VueF

4. Yue F J(—u) e F tel queu+ (—u)=0.

C’est donc une loi commutative, associative, possédant une identité et des inverses pour chague
élément. De son c6té la loi notée - telle que - : K x £ — FE est appelée multiplication par un

scalaire. La lot - vérifie les propriétés sutwantes :

LA (u+v)y=(A-u)+ (A v), Vu,v € E, A€ K
2. (Ap)-u=A-(p-u)), Vue B, A pe K
3 AN+p)u=0Au)+ (p-u), Vu,ve B, \,pe K

4. 1-u=u.
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Les éléments de E sont appelés vecteurs et ceux de K sont appelés scalaires.

Un autre concept important dans I’étude des espaces vectoriels est le concept de norme et,
par conséquent, d’espace normé. Une norme est une facon de définir la longueur des vecteurs
de 'espace. Elle permet aussi de définir la distance entre deux vecteurs en mesurant la norme

du vecteur séparant ces deux vecteurs.

Définition 2.0.0.2 (Norme) Une norme est une application sur E notée ||-|| : E — [0, 00)
telle que

1. |0[=0,0e X

2 ||z >0Vze X\0

3. lex|| = || ||z]| Vee R,z € X

4 lz -yl < flzfl + lloll Vo, y € X.

Par conséquent, elle respecte le fait que seul le vecteur nul 0 € E (le zéro additif du groupe
(E,+) ) posséde une longueur nulle. La longueur des éléments de X est toujours positive et

respecte I'inégalité de triangle.

Le prochain élément important est le concept de séquence de Cauchy. Ce concept permet de
définir des espaces complets. Dans ce que nous appellerons une séquence de Cauchy, le concept
de norme est utilisé en exigeant qu’a partir d’un certain n tous les éléments de la suite soient
a moins de ¢ de distance (définie & partir de la norme) de n'importe quels autres vecteurs
d’indice plus grand que n.D’une maniére imagé, plus on avance dans la suite, moins notre

déplacement (au sens de la norme) entre chacun des termes est grand.

Définition 2.0.0.3 (Séquence de Cauchy) Soit un espace vectoriel sur K. Alors une suite

de Cauchy est une séguence (Tn)n>0 € X telle que Ve > 0 AN | ||z — 2|l <€, n,m > N.

On peut aussi exiger que toutes ces séquences convergent a l'intérieur de ’espace. Ce sera

alors un espace vectoriel dit complet.

Définition 2.0.0.4 (Complétude) Un espace vectoriel muni d’une norme est complet si
chaque séquence de Cauchy (z,)n>0 converge de telle sorte que 3z € X tel que ||z, — x| — 0

lorsque n — oc.

En une dimension plusieurs exemples sont simples a illustrer. Dans les deux exemples suivants,

la norme sera simplement ||z|| = |z, x € R.
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Exemple 2.0.0.1 L’espace des nombres rationnels Q avec la norme ||z|| = |z| n'est pas

complet. Par exemple, la suite

T 1
T = 2, Tnt+l = - + —,
2 Tp
est constituée d’éléments de Q finis pour tout n, mais converge vers \/2, un élément qui n'est

clairement pas dans Q.

Exemple 2.0.0.2 L’intervalle réel fermé [0, 1] muni de la méme norme est complet contrai-
rement & [intervalle ouvert |0, 1] qui lui n’est pas complet. Par exemple, la suite x, = 1/n est

dans |0, 1[ pour tout n fini, mais sa limite ne l’est pas.

Afin d’éclairer le lecteur, un dernier exemple en dimension infinie est présenté. Cet exemple
permet de montrer que 'espace des fonctions continues est un exemple d’espace vectoriel non
complet important. Il sera d’une utilité particuliére pour étudier les solutions du probléme de

Sturm-Liouville dans les chapitres suivants.

Exemple 2.0.0.3 [20] Soit I’espace vectoriel des fonctions continues de f :[0,1] — R avec

la somme et le produit usuels par un réel comme loi «+» et «» respectivement, muni de la

i1, = (| 1 If(x)lpdx) " 1)

Pour p = 2 la fonction définie par

norme suivante pour p > 0

0, z€[0,5— 5],
falz) = ¢ 1, zelj+45,1],
on—ly 4 % —2" 2 e

bo—

converge vers la fonction de Heaviside definie ici comme

0, x¢€ [0,%],
fn(I): %7 LZ':%,
1, z€l3,1],

lorsque n — oo, une fonction discontinue qui ne fait évidemment pas partie de ['espace vectoriel
des fonctions continues. Or, on a bel et bien que ||fr, — fin]] < 27" pour m >n et donc f,

est une suite de Cauchy. L’espace n’est donc pas complet pour cette norme.

Nous appellerons les espaces vectoriels possédant la propriété d'étre normé et complet des

espaces de Banach.

Définition 2.0.0.5 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel qui

posséde une norme et qui est complet.
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Maintenant que l'idée de norme d’un vecteur est présentée, il est possible d’étendre notre
définition & I'idée de longueur. Les espaces possédant un concept de longueur seront appelés

espaces métriques.

Définition 2.0.0.6 (Espace métrique) Un espace métrigue X est un espace muni d’une

fonction d : X x X — R>q appelé distance ou métrique suivant les propriétés suwantes :
1. d(z,z) =0
2. dlz,y)=0=>z=y
8. d(z,y) = d(y,z)
4. d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Définition 2.0.0.7 (Séquence de Cauchy (métrique)) Soit un espace X métriqgue muni
de la distance d. Alors une séquence (Zn)n>0 est dite de Cauchy si Ve > 03N | d(zq, 2m) <€

lorsque n,m > N.

Avec ce concept la définition d’espace complet peut étre révisée.

Définition 2.0.0.8 (Espace métrique complet) Un espace métrigue X est complet si
chaque séquence de Cauchy (2n)n>0 converge. Soit Iz € X tel que d(zn,z) — 0 lorsque

n— 0.

Remarque A partir d’une norme, il est toujours possible de définir une distance (métrique)
en posant d(z,y) = ||y — z||. Chacune des propriétés de la définition (2.0.0.6) est alors res-

pectée.

L’intuition de départ était alors bonne. Il est possible de définir la distance entre deux vecteurs
comme la longueur de la différence de ces deux vecteurs. Par conséquent, tout espace de Banach
est un espace métrique. Le contraire n’est pas nécessairement vrai, I'existence d’une métrique
n’implique pas I'existence d’une norme [26]. Le prochain théoréme sera particuliérement utile
dans I’étude de la théorie de Sturm-Liouville. Il permet de déterminer sous quelles conditions

une application de X dans X posséde qu’un seul vecteur invariant sous 'application.

Théoréme 2.0.1 (Théoréme du point fixe) Soit X un espace métrique complet et une

application F' : X — X telle qu'il existe un A € (0,1) tel que
d(P(x), F(y)) < Md(z,1), ¥z,y€ X. (2.2)
Alors F' a un unigue point fize p tel que

F(p) =p.
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Démonstration. L’'existence de point p se démontre de la facon suivante. Soit zo € X et la

suite définie par z,41 = F(z,). La distance entre z,4; et =, respecte donc par hypothése
A(Tng1,Tn) = d(F(zy), F(zn-1)) < AMd(2q, Zn_1).

Par conséquent, pour chaque n > 0 d(zn41,2,) < Ad(271,20). Pour n = 0 on a d(z1,z0) <
d(x1,z0) ce qui est nécessairement vral. Posons que la relation est valide pour n, alors par

induction pour n + 1 nous avons

d<$n+2;xn+1> == d(F(fElt-H>aF(x71>> < /\d(fl?n_:,_l,In)
< AMA™d(z1,20))
)

< Nd(z, z).
Ainsi, lorsque n > m nous avons par I'inégalité du triangle que

d<$na$m> < d<xn;$7L~1> + -+ d(-rm—i-];g:m)

n—1 n—1

< Z d(Zp41,78) < d(21,70) Z AF
k=m k=m

< d(fﬁl,ﬂfo)l v

On constate donc que (,),>0 est une séquence de Cauchy de limite p telle que z, — p. Alors,
F(p) = p car d(F(zn), F(p)) < Ad(zn,p) — 0. Ainsi, la séquence x,, posséde une limite p. Il
suffit alors de montrer que cette limite p est unique. Posons 'existence de deux limites p et ¢
de telle sorte que p # g. Alors, nous avons que F(p) = p et F(q) = q. Cependant la distance
entre F(p) et F(q) doit respecter d(p,q) = d(F(p), F(q)) < Ad(p,q). Or, en effectuant le
remplacement des points fixes on obtient que d(p,q) < Ad(p,q). Mais puisque A €]0,1] on a

nécessairement que p = q. Par conséquent, le point fixe existe et il est bel et bien unique. [J
Un autre concept apparenté qui sera particuliérement important est 1'idée des fonctions de
Lipschitz continues aussi appelées fonctions lipschitziennes.

Définition 2.0.1.1 (fonction lipschitzienne) Soit X un espace de Banach. Une fonction
f de X dans X est dite lipschitzienne s’il existe un K > 0 tel que

1f(z) = Fll < K[z =yl

Exemple 2.0.1.1 La fonction f(x) = z° n'est pas lipschitzienne, car il n'eviste pas de
constante K telle que |2* — y?| < K|z —y|, VYz,y € R. Cependant, si on restreint = sur

[0,1], alors elle le devient.

Il est alors possible d’utiliser ce concept pour obtenir une définition d’équation différentielle

non pathologique.
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Définition 2.0.1.2 (équation différentielle du premier ordre localement lipschit-

zienne) Une équation différentielle du premier ordre définie par

dz(t)
dt

- f(ta I(t>)> I(0> = Z0, (23>

est dit localement lipschitzienne si, soit U un ouvert de R x R™ contenant (0,zq) la valeur
initiale de I’équation différentielle au temps t=0 et a la position x = xq, les propriétés suivantes

sont respectées :
1. f:U — R"™ est continue,
2 |f| <M,
3. [ est lipschitzienne pour la seconde wvariable (variable spatiale) dans 'ouvert U. i.e.
[f(u) = f{ )] < Klu—vf, V(tu),(tv) €U,
4. Il existe un h € (0, ﬁ) tel que [~h, h] x B,(xz0) ot Bn(zo) est la sphére dans R™ centrée

en xg contenant tous les y de telle sorte que |y — xo| < hM

Cette définition permet de montrer que la solution d’un tel probléme est unique. Ce résul-
tat constitue un résultat de base qui permet de montrer I'unicité des solutions d’équations

différentielles aux ordres supérieurs.

Théoréme 2.0.2 Soit une fonction lipschitzienne f(t,x) telle qu'a la définition (2.0.1.2).
Alors, il existe une unique fonction xz(t) : (—h,h) — R™ satisfarsant [’équation différentielle

ordinaire du premier ordre suivante :

O aw), w(0) =0 (2.4)

dt
Démonstration. La preuve se base sur I'utilisation du théoréme du point fixe. Soit un h > 0
quelconque, I = [—h, h] un intervalle centré en 0 et C(/, B) I’espace des fonctions continues
bornées de I dans Bp(zg). Soit 'application P : C(I,B) — C(I, B) envoyant une fonction

continue vers une autre telle que

t
P@)(t) =50+ | f(s,a(s)ds
0
Alors le probléme (2.0.2) peut s’écrire comme
x = P(zx). (2.5)

Pour appliquer le théoréme du point fixe il suffit de montrer que P(z) est bien définie, que
P(z) € C(I, B) et finalement que (2.2) soit respectée. L’espace C'(I, B) est un espace métrique
complet sous la norme ||-||. Il est possible de choisir & > 0 de telle sorte que I x By (zg) C U,
conséquence du rayon de la sphére donné par hM. Ainsi, on a aussi que f(t,z(t)) est bien

définie et continue sur I x Bp(xg). Par conséquent, I'opérateur P est bien défini.
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[’application t — P(z)(t) est continue puisque

F(t) - F(0) = /0 f(s,z(s))ds. (2.6)

Comme |f| < M, nous avons que

¢

~Mt < / f(s,z(8))ds < Mt
0

— |F(t) — F(0)| < Mt.

Done lim,—,¢ F'(t) = F(0). De plus, P(z) € C(I, B) car

h

|P(x)(t) — zo] < /0 |f(s,2(s))|ds < hM. (2.7)

Or, comme la sphére est de rayon hM il s’ensuit que P(z)(t) € B ¥Vt € [—h, h] et donc que
P(z) € C(I,B). De plus, P: C(I,B) = C(I, B) car Vt € [—h, h]. Par conséquent, nous avons
que

IP@MU—P@MM==A(ﬂ&ﬂﬂ)—ﬂt%ﬂ»m (2.8)
</|U@w@»—fwmw»m5 (2.9)
JO
< K/ lz(s) — y(s)] (Lipschitz) (2.10)
0
< Kt I|151|§}_,>,<|I(8) —y(s)| (2.11)
<khle-ylsle-vl/z he(ogg). (212

De ce fait, comme la précédente équation est valide pour tout ¢+ € [—h, k|, on obtient que
|1P(z) - P(y)ll < ||z —wvyll/2. Du coup, P a un point fixe et donc (2.3) posséde bel et bien une

solution unique. O

Le fait que le théoréme ne soit valide que pour les équations différentielles du premier ordre di-
minue fortement son applicabilité en physique dans son état actuel. Pour appliquer le théoréme

a des équations d’ordre supérieur, il est possible d’utiliser ’astuce suivante :

Soit une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre n de la forme

dn dn— 1

D)+ a1 (B 5oyt + -+ ao(t)y(t) = b(t) (213)

soumise aux conditions initiales (Y (0) = a;. Cette équation différentielle peut s’écrire comme

un systéme d’équations de premier ordre. Soit z; un ensemble de nouvelles variables telles que

d dn—t
21 = y(t), 22 = Ey(t), 2 = %;:fy(t)- (2.14)
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L’équation (2.13) peut alors s’écrire en un systéme d’équations défini par

z1 22
d ; ;
LN _ : . (2.15)
dt Zn—1 Zn,
Zn b(t) — lan—1(t)zn + -+ + ao(t)z1]
Or, le théoréme de Picard implique qu’il existe une solution unique telle que (z1(0), - -, z,(0)) =
(y(0),---,y™71(0)). Par conséquent, il est possible d’utiliser le théoréme du point fixe sur cha-

cune de ces équations de premier ordre afin de montrer qu’une solution unique existe.

Les équations différentielles ordinaires d’ordre 2 sont d’un intérét particulier. Plusieurs phéno-
ménes physiques y sont rattachés. Un probléme du deuxiéme ordre pertinent est celui dérivé

de I’équation de Sturm-Liouville.

Définition 2.0.2.1 Soit p(z), g(z) et w(z), des fonctions réelles sur 'intervalle (a,b) telles
que 0 € (a,b) avec comme condition wnitiale y(0) = ap et y'(0) = a; et A un inconnu du

probleme. Alors [’équation de Sturm-Liouville peut s’écrire

]wummz—mumm. (2.16)

Théoréme 2.0.3 L’équation (2.16) posséde une solution unique lorsque le probléme est for-

mulé avec des conditions initiales.

Démonstration. L’équation (2.16) peut s’écrire sous la forme (2.13) de telle sorte que

er(@) ) 4 ao(a) Riu(a) = f(a). 2.17)

dzy(a:)
dz?

az(z)
En multipliant I’équation par le facteur intégrant u(x) et en divisant par as(z) on obtient

p(z)y” + u(I)%y’ + u(ﬂ:)dgg;y = u(fﬂ)(i%)- (2.18)

]

~——

L’objectif du facteur intégrant est que les deux premiers termes doivent devenir une dérivée
exacte. Cela implique que
dp(z)

dr M(I)ag(w)'

(2.19)

Cette équation est séparable et particuliérement facile a résoudre. On obtient. alors le facteur

p(z) = exp </ Z—;gdm) . (2.20)

intégrant suivant :
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On obtient ainsi la correspondance entre les fonctions de 1'équation (2.16) et les fonction

ap, a1, ay de ’équation (2.17) de telle sorte que

plz) = exp (/ i (x)dac) : (2.21)

ax(x)
w(z) = ple) L) (2.22)
a‘z(f)
o(z) = p(z) 2. (2.23)
ag(.L)

Par conséquent, on peut appliquer ’extension d’ordre supérieur du théoréme (2.0.2) en utili-

sant le systéme présenté en (2.15). O

Cependant, I'intérét de cette équation réside dans ’analyse de problémes soumis a des condi-
tions aux frontiéres et non pas aux conditions initiales en un point. C’est-a-dire, au lieu de
fixer simplement en un point la valeur de la solution et sa dérivée premiére, la fonction sera

fixée 4 deux endroits différents.

Cette facon d’étudier le probléme prend racine dans la théorie de I’élasticité, ot deux extrémités
d’une corde sont contraintes et dans la théorie de la chaleur, oti une piéce conductrice de chaleur
est chauffée par une extrémité et gardée a température constante de 'autre coté. Ces deux
phénoménes sont régis par des équations du second ordre. Le probléme se pose alors de la

fagon suivante.

Définition 2.0.3.1 (Sturm-Liouville régulier avec conditions aux frontiéres) Sout
p(x),r(z) deuz fonctions continues non nulles de telle sorte que p(x) soit une fonction C! sur

(a,b). Le probléme de Sturm-Liouville avec conditions aux frontiéres s’énonce alors de la fagon

suvante :
(p()y') + a(z)y = —dw(2)y, (2.24)
agy(a) + ary'(a) =0, (2.25)
Boy(b) + By’ (b) = 0, (2.26)
(a0, 1), (o, B1) # 0. (2.27)

De plus, il sera exigé que w(z) > 0 pour x € (a,b). Cette fonction est appelée fonction poids.
La ratson de cette application apparaitra lorsque la norme de ['espace, ou réside l'équation de
Sturm-Liouville, sera présentée. Ce probléeme est appelé probléme de Sturm-Liouville régulier
contrairement & la version singuliére, ot on permel des fonctions non nulles. Ict nous nous

mtéresserons, par souct de simplicité, au cas régulier.
Ce probléme peut sembler similaire, on pourrait méme croire qu’il est possible de le transformer

comme le probléme précédent. Cependant la distinction est beaucoup plus subtile comme le

montre 'exemple suivant.
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Exemple 2.0.3.1 Soit p(z) = 1,¢(z) = 0,w(x) = 1 et L > 0 alors I’équation différentielle
(2.0.3.1) avec les conditions auz frontiéres y(0) = 0,y(L) = 0 devient

d?

V@ () =0, y(0)=0, y(L)=0. (2.28)
La solution de cette équation, sans considérer les conditions aux frontiéres, dépend du para-

meétre A et d’un coefficient d’intégration ¢ ; elle est donnée par
ya(z) = esin(vVz). (2.29)

La premiére équation frontiére est automatiquement respectée pour tout couple (c,A). La se-

conde équation frontiére implique que
sin(vVAL) = 0, (2.30)

par conséquent VA est multivalué et est donné par

k2 .

MM=|—71], keN. (2.31)
L

Il y a donc une liste de solution au probléme de Sturm-Liouville précédent (4 une constante

multiplicative prés) de la forme (Mg, yi), k € N.

La solution n’est donc plus unique comme présentée au théoréme précédent. Il n’est méme
pas certain de pouvoir en trouver une seule. Par conséquent, le probléme avec conditions aux
frontiéres ne posséde des solutions que pour certaines valeurs de A. Le prochain exemple, bien

que trivial, permet de bien imager le probléme.

Exemple 2.0.3.2 Avec les mémes paramétres que (2.0.3.2) et des conditions aux frontiéres
différentes, le probléme devient
d2
S0+ () =0, y(0)=0,y(m) =a (232

Clairement ici, aucune solution n'existe pour a # 0.

Les prochains théorémes traiteront de 'étude des couples (Mg, yx) pour un groupe d’équations
données. Dans un premier temps, il sera nécessaire de restreindre l'espace des conditions
frontiéres possibles puisque, comme nous avons vu, certaines engendrent des problémes sans

solutions. Pour ce faire, la formule de Green sera nécessaire.

Définition 2.0.3.2 Soit L l'opérateur linéaire défini par l’équation de Sturm-Liouville (2.0.2.1)

tel que

d

i) 16| + atro(o)



Selon cette définition il est possible d’écrire le probléme de Sturm-Liouville tel que
L[¢] = —Awg.
L'opérateur L est linéaire, pour deux fonctions ¢, ¢ et deux constantes ¢1, ¢y on trouve que
Llcro + o] = e1L]g] -+ 2 L[]
Proposition 2.0.3.1 Soit p(z) et q(x) deux fonctions réelles, alors
Llu]" = L[u"], (2.33)

ou lopérateur «x» représente le complexe conjugué.

Démonstration. Le complexe conjugué commute avec les dérivées et la multiplication de fonc-
tions. Par conséquent, il peut étre entré dans ’équation et agir directement sur la solution w.

On obtient donc trivialement 'égalité précédente. O

Avant de pouvoir écrire la formule de Green, il est nécessaire d’étudier le comportement de
Iintégrale d’une fonction quelconque multipliée par une autre fonction, ou I'opérateur £ est
appliqué.

Proposition 2.0.3.2 Soit p(x),q(x), f(z) et g(z) des fonctions réelles, lisses et intégrables

sur (a,b), alors

b b b b
dg| df d
| reislde =p@1ra) | - [ o Glde+ [ asgds (2.34)
a T, .  drdzx Ja
Démonstration. La preuve se fait aisément en intégrant par parties. [

Cette identité nous permet d’obtenir la formule de Green énoncée au théoréme suivant.

Théoréme 2.0.4 (Formule de Green) Pour toutes fonctions lisses et différentiables u et

v, NOUS GUONS que

dv d
/ uw* Lv]dz — / Llu]*vdx = p {u*—t — 7'1} : (2.35)
s a x

Démonstration. La preuve découle des deux formules précédentes. On obtient

b b b b
/u*ﬁ[v]d:v—/ E[uJ'vd:L':/ 1L*£[?f’]d$—/ Llu"Jodz (2.36)

d 1b b du* du b )
= [pu* d—; ~/ pdi -déd:u—i—/ qu‘vdm] (2.37)
la Qa - a
« b b % b
, dv du
— {pv OZ; —/ pé%dm—i—/ qu*vdrc] (2.38)
d du] |
=P {U*d—v — U%] s (239)

29



puisque les termes de droite s’annulent. U

Ce théoréeme permet de définir les conditions aux frontiéres appropriées pour un ensemble de

fonctions p, q et w.

Définition 2.0.4.1 (conditions appropriées) Les conditions auz frontiéres en © = a et

x = b d’'une solution ¢ de l’équation de Sturm-Liouville sont dites appropriées au sens de

v dw
dv  du”
P ™ Vi

pour toutes fonctions u et v lisses et différentiables satisfaisant les conditions aux frontiéres.

Sturm-Liouville sst ,

=0, (2.40)

a

Cette définition demande donc la vérification de toutes les fonctions lisses u, v respectant les
conditions aux frontiéres. Cependant, comme nous le verrons, il y a des fagons plus efficaces de
vérifier I'appartenance d'un ensemble de conditions aux frontiéres a I’ensemble des conditions

appropriées. La prochaine proposition découle directement, de la proposition précédente.

Proposition 2.0.4.1 Soit un ensemble de conditions aux frontiéres approprices au sens de

Sturm-Liouuville. Alors,

/abu*qv}dx - /ab Cful*vdz = 0. (2.41)

Le lecteur averti reconnaitra ici la définition d’un opérateur auto-adjoint. Un opérateur auto-
adjoint est intéressant étant donné les relations qu’il implique lorsqu’il est jumelé avec un
produit scalaire. Dans un premier temps la définition du produit scalaire associé aux équations

de Sturm-Liouville sera abordée.

Deéfinition 2.0.4.2 (produit scalaire) Il est possible d’associer & tout probleme de Sturm-

Liouuille un produit scalaire, noté ici (f | g), entre deuzx fonctions f et g tel que

b
(f 1g) = / 7 (@)g(@)wl(z)dz, (2.42)

ot w(x) est la fonction poids de l’équation de Sturm-Liouville associéd.

La fonction w(x) est appelée fonction poids puisqu’elle agit comme le poids d’une mesure en

intégration. Ce produit posséde plusieurs propriétés utiles et simples & démontrer telles que :

LA(flg)={glf),

2. {hlaf+Bg)=aln|f)+B(h|g),
3. Aaf+Bg|h) = (fIh)+ 5" (g |h),
4. (f15) =0,

5. (f|f) =0 < f=0Vz¢€ (a,b).
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La proposition (2.0.4.1) et la définition du produit scalaire permettent d’écrire
(] L[v]) = (Llu] |v).

Cette propriété est en tout point semblable & la propriété de certaines matrices dites auto-
adjointes. Pour rappel, l'adjointe d’une matrice A est écrite A* et respecte la propriété
(Az |y) = (x| A*y). Un opérateur auto-adjoint posséde la propriété A* = A et par consé-

quent {u | Av) = (Au |v). Cette réalisation permet d’obtenir un résultat important.

Théoréme 2.0.5 Les valeurs propres du probléme (2.0.5.1) notées \, sont réelles.

Démonstration. Soit (A1, ¢1) et (A2, ¢2) deux solutions de (2.0.3.1). Nous avons que

(@1 | Llga]) = (L¢n] [ ¢2)

étant donné les propriétés des solutions de I'équation différentielle. Or, comme ¢, ¢ sont

solutions du probléme de Sturm-Liouville, nous avons que
Llpa] = = Xowda, Lip)] = —Mwe.

Ainsi, on obtient

(@1 | Lg2]) = (L]d1] | d2)
= (f1 | — Aowdz) = (—Mwo) | d2)
= A2 (¢1 | wdg) = AT (wer | o) .
Or, comme w est une fonction positive, (@1 |we2) = (wey | ¢2) nous avons donc deux possi-
bilités
Ay = AT ou (&1 |¢2) = 0.

Il est possible de choisir nos deux paires telles que (A1, 1) = (A2, ¢2) = (A, ¢). Par conséquent,

les deux possibilités deviennent

A=A ou (¢" |o) =0.

Comme w est, encore une fois, une fonction positive et comme la solution ¢ n’est pas triviale

(# 0), alors on trouve
A=A

Par conséquent, les valeurs propres de Sturm-Liouville doivent nécessairement étre réelles, ce

qui compléte la preuve. O

Une autre propriété importante est reliée au concept d’orthogonalité de certains éléments d’un

espace vectoriel.
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Théoréme 2.0.6 Deux solutions ¢, et ¢, de (2.0.3.1) correspondant aux valeurs propres Ap

et Am telles que A, # Ay sont orthogonales i.e.
b
(fn | $um) = / o (2)pn (@) ()dz = 0. (2.43)

Démonstration. Dans le précédent théoréme (2.0.5), il a été établi que pour deux paires de

valeurs propres A, et A, et de fonctions propres ¢, et ¢m,

/\-m = /\:L ou <¢m |¢n> =0

Puisque A1 et Ao sont différents et qu’ils sont réels, il est nécessaire que

ce qui prouve le théoréme. O
Le prochain théoréme permettra de déterminer plusieurs autres propriétés des valeurs propres
de l'opérateur de Sturm-Liouville.

Théoréme 2.0.7 (Quotient de Rayleigh) Soit (A, ¢) une paire de valeur propre et de
vecteur propre du probléme de Sturm-Liouville (2.0.3.1) avec des conditions frontiéres adaptées.

Alors, la valeur propre et le vecteur propre sont reliés par

+f[ d

fa_ || 2wda

* dr')

— qlcblﬂ dz

(2.44)

Démonstration. Soit une paire valeur propre et fonction propre (), ¢), solution du probléme

de Sturm-Liouville avec des conditions aux frontiéres adaptées et soit l'intégrale

b b
/Cb*ﬁ[(/)]dﬂ‘:/ " (—Awe)dx

b
=) [ ) sz

b
= —/\/ |b|*wdz.
a

Avec 'aide de (2.0.3.2), on peut écrire

b b b
/ ¢*L]pdz = pg* % —/ @—@d +/ q¢" pdzx (2.45)
el ] |de 2 .

= po EM—/& [p T ~QI¢|]dI- (2.46)

(2.47)
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Par conséquent, on trouve

b b b 2
d¢ de¢
- 2wde = pg* —| — | |p|==| —qlél*|dz. 2.48
[ 16wz = 52| /QHM_ q1¢|]z (2.48
(2.49)
L’égalité est alors facilement obtenue en réarrangeant les termes. O

Bien que les valeurs propres de ce probléme soient réelles, nous en connaissons encore trés
peu sur leurs comportements (pour le moment). Il serait donc intéressant de déterminer ou
se situent ces valeurs propres. On peut aussi se poser la question quant a leur nombre. Le

prochain théoréme répondra partiellement & cette question.

Théoréme 2.0.8 [l existe une wvaleur propre minimale A1 et une infinité d’autres valeurs
propres telles que
A <Ay <, Ap — 0O (2.50)

Démonstration. Pour prouver qu’il existe une valeur minimale il suffit de montrer que
¥ dy

b b
Y | o |P
Ay = min ———— L
y(z) I, lylPwda

Yy

2 2
— qly| } dz

d
dx

(2.51)

lorsque y(z) = ¢1(x). Pour ce faire, il est nécessaire d’utiliser le calcul des variations ou de
passer par la fonction de Green reliée au probléme. Ces deux éléments sont de faible intérét

pour la présente recherche et ne seront donc pas abordés ici. t

Une autre propriété intéressante des solutions de 'équation de Sturm-Liouville est I’alternance
des zéros de la solution et, par conséquent, 'aspect oscillatoire du probléme. En effet, nous

appellerons fonction oscillatoire toute fonction qui change de signe sur un intervalle.

Pour une valeur fixe de A, il est possible d'inclure la valeur propre dans la fonction potentielle

de telle sorte que ¢ = g + Aw . L’équation peut alors se réécrire, en conservant g comme

a (puj—) + (@) =0,

symbole pour le potentiel

avec, comme précédemment, p(z) € C!, p(z) > 0 et ¢(z) € C sur lintervalle [a,b]. Une
premiére question intéressante est de se demander dans quelle circonstance les solutions de
cette équation sont oscillatoires. Une approche possible est d’utiliser la transformation de

Priifer telle que

©w = 7sinf

pu’ = rcos .
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L’équation différentielle peut étre solutionnée en utilisant les conditions initiales suivantes
u(a) = ug et v'(a) = ug. De plus, v > 0 puisque 7 = /u? + p?u’? sur lintervalle (a,b).
L’équation différentielle peut alors étre écrite comme le systéme suivant :

1
= (— - q) rsinfcosf,
P
1
0 = ~(cos0)? + ¢ (sinh)?,
P
ug = 19 sin o, pla)ug = rgcos .

Si 0y € [0, 2x] alors la solution est unique et les deux systémes sont équivalents. L’intérét réside
dans le fait que les zéros de u proviennent exclusivement de la dépendance en 0 car » > 0.
Cela arrivera lorsque 8 est un multiple de 7. De plus, 6 ne dépend pas de 7. Par conséquent,
les zéros sont bel et bien indépendants de 7. On peut restreindre 6(a) sur Pintervalle [0, A)
étant donné le fait que 'on peut effectuer une réflexion autour de u = 0 sans toucher I’étude
des zéros. Par conséquent, pour ’étude des zéros on peut se satisfaire de I’étude du probléme

sulvant :

0 = %(cos 0)? + q(sin 0)?, f(a) =~ e [0,m). (2.52)

La prochaine proposition sera utile afin de prouver un théoréme important dans la théorie de
Sturm-Liouville. Cette proposition permet de borner la fonction 0(z) en fonction de z. Cela
nous permettra, par la suite, de comprendre 'apparition des zéros des solutions de I’équation

de Sturm-Liouville.

Proposition 2.0.8.1 Il y a au plus un x € (a,b) noté z,, tel que 6(z,,) = mm ot m, est un

entier. De plus,

f(x) < mm, T < Ty,
O(x) = mm, T =Ty (2.53)
O(x) > mm, T > Ty,
Démonstration. Si xz,, < b, alors
1
0 (x,,) = —— > 0, 2.54

et 0 > mm sur un intervalle suffisamment petit & droite de z,,. Supposons que pour ¢ > z,,

on trouve 0(c) < mn. Considérons alors I’ensemble
S —{x € (xm,|0(x) <mn}. (2.55)

S possede une borne inférieure notée x, > x,,, qui satisfait > mn sur (v, 2.) et 6(x.) = mn.
Il s’ensuit que 6’'(z,) < 0. Cependant I'inégalité plus haut tient et donc il ne peut exister de

point ¢. Par conséquent 8 > mm pour & > Ty,.
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De plus, s’il existe une autre valeur & avec 8(r) = mn alors Z < z,, et en utilisant ’argument

plus haut la contradiction 8(x,,) > mm s’en suit. O

Cette proposition et cette transformation sont des outils puissants dans ’'analyse des valeurs
propres et des solutions de I’équation de Sturm-Liouville. Pour énoncer I'allure générale d’une
solution du probléme de Sturm-Liouville, il sera nécessaire de présenter deux théorémes qui
sont, en apparence, non reliés. Le premier considére I'inégalité entre deux fonctions lorsque
leurs dérivées possedent certaines propriétés strictes s’appliquant néanmoins aux solutions du
probléme de Sturm-Liouville. Avant de présenter ce théoréme il sera nécessaire d’énoncer le

lemme de Gronwall [1].

Lemme 2.0.8.1 Siy(x) et ¢(x) sont des fonctions continues telle que (x) > 0 et que pour

tout t > tg elles verrifient :

o) < K+ [ w(s)d(s)ds

to

ot K est une constante positive, alors pour toutt >ty :

o10) < K exp | /ww}

Le théoréme d’intérét peut alors étre énoncé.

Théoréme 2.0.9 Soit F' et G deux fonctions & deuz variables continues définies sur Q C R?
telles que F(z,y) > G(x,y) sur Q. St ces deux fonctions satisfont une condition de Lipschitz

de constante L par rapport ¢ y sur Q et qu’il existe deux fonctions

Y Fley@) e =Glaa),  vaelad, (2.56)
dr dz

et st y(a) > z(a), alors y(z) > z(x) VY € [a,b].

Démonstration. Soit g(z) = z(x) — y(x). 1l faut alors montrer que Vz € [a,b], g(z) < 0. Or,

comme y(a) > z(a) nous avons que g(a) < 0.

Considérons maintenant le contraire, c’est-a-dire que pour un ¢ € |a, b[ nous avons g(c) > 0.

L’ensemble des éléments plus petits que ¢ ot g(z) < 0 peut étre écrit comme
S={zeclac]|glz) <0}.
L’ensemble S est nécessairement borné par ¢, de plus il n’est pas vide car a € S. Par consé-

quent, cet ensemble posséde une limite supérieure z1. Or, g(z1) = 0 car si g(z1) # 0 et puisque

g est continue il existe nécessairement un ) avec z1 < z} < ¢ tel que g(z}) < 0.



De plus, conséquence de la construction de 'ensemble S nous avons que g(z) > 0 Va € [z1,c[.

Considérons maintenant 'effet sur G et F, nous avons

T

a(a) = [ (Gl,a(s)) — Fls,s)) ds.
Ty

En effet, en considérant la dérivée de I’équation précédente on retrouve y' = F(xz,y) et 2’ =

G(z, z) en utilisant la régle de 'intégrale de Leibniz. On peut réécrire 'intérieur de I'intégrale

comme

G(s,z(s)) = F(s,y(s)) = (G(s,2) = G(s,y)) + (G(s,y) — F(s,9)).
Or, par hypothése, F(z,y) > G(z,y) Vz € Q. Ainsi ((G(s,y) — F(s,y)) <0 et donc

G(s,2(s)) — Fls,y(s)) < G(s, 2(s)) - G(s,y(s))

= ge) < [ (Gls,2(5)) - Gls,u(s))) ds.

J Iy

Or, G(z,y) est Lipschitz continue avec une constante L sur y. Par conséquent, nous avons
G(s,2(5)) = G(s,y(s))| < L

car g(s) > 0 sur x €]z1,¢|. Ainsi on trouve,

z(s) — y(s)|. Cependant, sur notre domaine |z(s) — g(s)| = g(s)

ga) < [ " G(s,2(s)) — Gls.(s))ds < / “1G (5, 2(5)) — Gls,u(s))] ds < / " La(s)ds.

1 1

Par conséquent, on trouve g(z) < Lffl g(s)ds. En utilisant le lemme de Gronwall il est
nécessaire que g(z) < 0 sur & €]xy,¢]. Or, cela contredit I'’hypothése. Il ne peut donc pas
exister de constante ¢ telle que g(z) > 0 et x > ¢. On conclut donc que y(z) > z(x) Vz € [a, b]

par contradiction, ce qui termine la preuve. |

Le prochain corollaire montre que sous certaines conditions les deux fonctions y(z) et z(x)

doivent étre égales lorsqu’elles partagent un point commun sur 'intervalle.

Corollaire 2.0.9.1 Si du théoréme précédent il existe un x. > a tel que y(z.) = z(x;), alors

sur 'intervalle x € [a, x| nous avons y(zx) = z(x).

Démonstration. Afin de démontrer ce corollaire, posons = = z. — £ donc pour z € [a,z.] on

trouve £ € [0,z — a]. Définissons deux nouvelles fonctions,

ylz) =n() et 2(z) = (&)

Par conséquent, il est possible de réécrire le systéme de telle sorte que

7€) = 2(&,1(£)),
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et

¢'(§) = W(&,C(8)),

avec 7(0) = ¢(0) étant donné que 7n(0) = y(z.), ((0) = z(z.) et que par hypothése y(z.) =
z(z.). De plus, ®(&,m) = —F(ze —n,n) et ¥(&,n) = —~G(x. — £,7n). Par conséquent, ¥ > @
en appliquant le théoréme précédent pour ¢ > n sur (0,2, —a] (y(z) > z(z) Yz € [a,z.]). Or,
par hypotheése, y(z) > z(z) Yo € Q donc il est nécessaire que y(z) = z(x) Vz € [a, z,]. O

Ces propriétés ne sont pas, en soi, d’un si grand intérét. Néanmoins, appliquons ces propriétés
sur les deux équations suivantes provenant du systéme de Prufer, pour deux solutions du

probléme de Sturm-Liouville, I'une avec 6 et 'autre avec 0 de telles sortes (Jue nous avons

0’ = g(sin)? + =(cos 6)?, f(a) = 0o,

' = G(sin0)% + = (cos 0)?, 6(a) = by,

hs AR < R IR

sur la région £ = [a, b] x R. Supposons que dans les deux équations précédentes, nous avons
g>qetp<p,

alors si 6y > 0y il suit que 6(z) > 6(z) conséquence du fait que 6 < @' sur [a,b]. De plus, si
pour un z. > a nous avons que #(x.) = 8(z.), alors 0(z) = B(z) sur [a,z.] étant donné les

corollaires précédents. En effet, si on pose

il est clair que

0 = G(x,0) Yz €la, b],

et
0 = F(x,0).

De plus, nous avons A(a) > A(a). Ces deux fonctions sont, étant donné les propriétés des
problémes de Sturm-Liouville réguliers, continues au sens de Lipschitz.

On peut obtenir une proposition plus intéressante en considérant g > § sur ]a, b[. On obtient

ainsi la proposition suivante.

Proposition 2.0.9.1 Soit deuz solutions 0 et § de Uéquation angulaire du systéme de Prufer

avec les paramétres {p,q} et {p,q}, respectivement, telles que
g>q, p<petby>b

Alors 0(z) > 0(x) sur Uentiereté de lintervalle |a, b].
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Démonstration. Afin de démontrer cette proposition, nous utiliserons la contradiction. Suppo-
sons que 8(x.) = é(:cc) sur un intervalle z. €|a, b]. Conséquence de la proposition précédente

nous pouvons conslure que § = 9, et ce, sur tout I'intervale [a, z.]. Ainsi, sur cet intervalle
0 -0 =0,
de sorte que

1 . 1 .
q(sin9)? + ;(cos )% — G(sin )% + 5(cos 6)2 = 0.

Or, puisque 8 = 0, on trouve

(g —§)(sin0)? + <1 — i) (cosh)? =0, YV € [a, z].
p P
Chacun des deux termes est, par hypothése, positif car ¢ > ¢, p < p, (cos0)? > 0 et (sin§)? > 0.
Par conséquent, les deux doivent s’annuler séparément pour donner zéro. Ainsi, nous avons
que sinf = 0 sur [a,z], ce qui implique que 0 est une constante dans cet intervalle. Or,
I’équation décrivant la variation de #' ne le permet pas. Ainsi, il ne peut pas y avoir un z. tel
que 8(z.) = 0(z.) et donc 8(z) > 0(z.). Il est a noter que si ¢ ne s’annule pas sur intervalle

et si p < p on obtient le méme résultat. ]

Il est désormais possible de démontrer le théoréme de comparaison de Sturm-Liouville.

Théoréme 2.0.10 Soit u une solution non triviale de [’équation

i "@ + Ady — 0
dx pd:e =

s’annulant au point xy et xo sur [a,b] et soit u la solution de [’équation

9PN =0
dz pd:c qu==

Supposons aussi que ¢ > § et p < p sur [xy,x2] alors u s'annule au moins une fois sur cet
intervalle. De plus, sttt posséde k zéros sur cet intervalle alors v posséde au moins k — 1 zéros

sur cet intervalle.

Démonstration. Avec tous les outils développés précédemment, la preuve est assez simple.
Considérons les équations de Priifer associées. Comme i(z;) = 0 = rsin(f;) et~ # 0, on doit
avoir sin(f,) = 0. Sans perte de généralité, il est possible de choisir §; = 0(z1) = 0. De facon
similaire, posons pour 3 que 9(:@) = mm, les seules valeurs possibles permettant & I’expression
de s’annuler. La proposition (2.0.8.1) nous permet de diminuer la taille de 'ensemble valeurs
de m possibles & m > 1. Pour ce qui est de I’équation en 8, on peut sans perte de généralité

choisir 0(z1) € [0, 7[. Par conséquent, la condition g > fy de la proposition (2.0.9.1) implique
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que B(z2) > mm. Ainsi, 8 doit passer par la valeur 7 sur I'intervalle. De sorte qu’a ce point
u = rsind = 0 . Le méme raisonnement peut étre appliqué au cas ol @ posséde k zéros sur
Iintervalle [x1, z, 2] (avec les bornes comprises). Dans ce cas, on trouve que u doit avoir k — 1

7€ros. [
Un dernier théoreme qui sera d’intérét dans notre étude consiste & la complétude des solutions
de I'équation de Sturm-Liouville. Nous avons, en effet, le théoréme suivant, :

Théoréme 2.0.11 L’ensemble des vecteurs propres, solutions de [’équation de Sturm-Liouville
réguliére, est complet dans espace La(a,b), soit 'espace des fonctions de carré intégrale. Le
développement d’une fonction v € La(a,b) par Uensemble solution {},o, de l'équation de

Sturm-Liouville est donné par

© b
0= auvn, = / Yn(@)v(x)r(z)dz. (2.57)
n=1 va

La preuve de ce théoréme est plutot longue dans sa version historique. Le lecteur intéressé

peut se référer au travail de Birkhoff et Rota [2].
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Chapitre 3

Les séries de puissances spectrales

Le précédent chapitre visait a présenter quelques notions de base solides en ce qui a trait au
probléme de Sturm-Liouville. Le présent chapitre vise principalement la présentation d’une
nouvelle méthode datant de 2008 pour obtenir la solution générale de I'équation de Sturm-
Liouville [14, 16, 17, 18]. Cette méthode, nommeée « Spectral Parameter Power Series » (SPPS),
permet de trouver la solution générale du probléme en considérant une solution de ’équation
homogeéne, c’est-a-dire lorsque A = 0. Cette représentation fut d’abord obtenue en utilisant la
théorie des fonctions pseudo-analytiques, une théorie permettant de changer la « base » de

’espace complexe (1,4) en une base de deux fonctions complexes (F,G) [13].

Théoréme 3.0.1 (Séries de puissances 4 paramétres spectrales (SPPS)) Soit p,q,r
trois fonctions complezes satisfaisant certaines propriétés de régularité sur o, b] de la variable

réelle x et soit up une solution non triviale sur [a,b] et positive de
(pug)’ + quo = 0. (3.1)

Alors, la solution générale de I’équation de Sturm-Liouville sur l'intervalle fini [a,b] pouvant
s’écrire comme

(pu') + qu = Aru, (3.2)
est donnée par

U= Cluy + coug, (3.3)
ol ¢1, 2 sont des constantes arbitraires complezes et uy,uy sont données par

[ele} L o0 .
X (2k) X (2k+1)
Uy = UOZAk—QkI_ U = quAA (2/€+ l)'- (34)
k=0 ' k=0 ’

Les XM et les X(™ de la solution précédente sont définies récursivement de telle sorte que

X®O =1, X0 =1, (3.5)
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et

X =4
n/ X(=D(s) ds,
froly) uO(S p(S)
(n—1) 1
nf X (s) ds,
X(n) (’L‘) _ xq uO S p(S)

n IMpair

(3.6)
n pair
n Impair

(3.7)
n pair

ow xo est un point arbitraire dans [a,b] tel que p est continue a g et p(zp) # 0.

Démonstration. La preuve est en deux étapes, dans un premier temps, il est nécessaire de

montrer que (3.3) est solution de (3.2). Par la suite, on montre que (3.3) converge uniformément

sur [a, b]. L’équation (3.2) peut s’écrire comme

Lu = Aru,

(3.8)

ou L est donné par L = %p% + q. Cet opérateur peut étre factorisé pour prendre la forme

; . 1d
suivante L' = u daPU

2d 1
0 dx ug

quelconque f(z) on obtient :

I'f

(p(@) () + f'(2)p' () — =

1d odf
wodz’ O dz ug
1d » (Uo(-l?)f’(-f) - f(ﬂ%(-ﬂ)

updz” ° uo(z)?

. En effet, en comparant l'action de l'opérateur sur une fonction

Or (p'(z)ug(x) + p(z)ug(z)) = (puy)’ et, comme ug est solution de Péquation (puy) + quo = 0,
/

nous avons que (p'(z)ug(z) + p(z)ug(z)) = —qug . Par conséquent, on obtient
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Sous cette forme il est facile d’appliquer L sur u; et us. Pour u, on obtient

L’LLl QA' (39>
up dl dx up £ Z 2k! (3.10)
1 d o X(Qk 1)
= AP 11
(e a1y
L (& 4 X
_ AN 12
up <kz=; dr 2k — 1! (3 )
1 od X (2k=2)
- /\k‘ ,2 31
” (E uir(7) (3.13)
o0 ~ .
ﬂx(Zk—Q)
=upr Y N 5o (3.14)
k=1 ’
= Aru;. (3.15)

On obtient donc bel et bien une solution de I’équation de Sturm-Liouville avec une énergie A

et une fonction poids 7. De fagon similaire, on trouve
Lu-z = /\T”LI,Q.

Par conséquent, comme 'opérateur L est linéaire on trouve bel et bien que L{cju; + coug) =
Ar (cjuy + cous), c’est donc une solution de I'équation de Sturm-Liouville. Il suffit alors de

montrer que ces deux séries convergent vers deux fonctions sur [a, b]. Pour X(Z)( Y on a

‘;((2)(1')‘ < (max |rug|) <max 7

1
> Iz — 2o (3.16)
u3

ol max est pris sur U'intervalle [a, b]. Ce résultat est alsément obtenu en remarquant que,

?/jf(:od:nf < /jlf(:r)ldl'

b
< / max (|f(z)]) dz

b

< max (|f(@))) [ dz

a

< b — al max|f(z)].

Le cas général pour une « puissance » paire 2k est donné par I'inégalité suivante

k
) |z — zo|? . (3.17)

< (max ‘rug‘)k (ma‘(

1
puj
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En effet, il est possible de démontrer cette inégalité en utilisant une preuve par induction.
L’expression pour le cas k = 1 a déja été montrée comme vraie. Supposons que cette expression

est vraie pour k différent de 1, alors pour k + 1 on trouve,

‘5((2('6“»‘ = ‘(21@ +2) / m ((% +1) | / | >“i<2k>(t)ug(t)r(t)dt) ds (3.18)

Jxo 1o} 0
2k +2)! [* 1 ¥ S0k
-G | e U XA @gorioar) & 319
‘) o o\ - T0
2k + 2)! 1 * P ok
V) 0 To 7 Zo
2k + 2)! 1 “ s (2
< (?2%l max | —— | max ‘ug'r" / (/ max ‘X(Q’»)(t)‘ dt) ds (3.21)
v): Upp Jxo 0
. 9! k+1 : x s .
< %max % ma‘x|u(2)‘r‘k+1/ (/ | — zo|** dt) ds (3.22)
<) qu €0 zo
k+1 i1
< max |—5— max |ugr| - |z — |2 (3.23)

L’inégalité est donc, par induction, valide pour tous les £ > 1. Par conséquent, la suite est
bel et bien bornée par le terme (3.17). La série contenue dans I’expression pour ug peut étre

bornée par

ok

oo
ug < UOZ (2k)1
k=0

ou ¢ est donné par

¢ = |A\| max ‘ugfr‘ (max

1
).T.’L‘o|2.
UgP

-
0

Puisque pour un z fini, ¢ est fini et on trouve que la série est donnée par

o9}

Ck'
};} on)! = cosh(v/c) — 1 < oo.

Ce qui démontre que la série converge. La convergence de la série u; est obtenue de facon
similaire. Bien que les deux fonctions convergent et sont solutions de I’équation différentielle,
rien n’indique qu’elles sont linéairement indépendantes I'une de ’autre. Leur indépendance
linéaire est nécessaire pour prouver que la soinme des deux fonctions représente la solution
générale de 'équation. Pour se faire, il est possible de montrer que le Wronskien est non nul

en au moins un point sur le scgment |a,bl. Comme n'importe quel point peut suffire, il est
g p q P P ;
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possible d’utiliser le point xg. Les composantes du Wronskien sont données par :

X (2k)
u1(zo) = uo(zo) Z /\'”% = uo(xo)
k= 0
X( )( il 2k 1)( )
I 7 k Z0 —
Ul (zo) = ug(zo) I;)/\ 2k‘— + uo(zo Zl _7(%)' = up (o)
o kX(2k+1)($o)

ua(zo) = uo(zo) > _ A Y
k=0
2k+1

[ee] [o.0]
= —— + M
= uo(o) Z 2k + 1' uo(2o) kZ:O up(0)p(0)(2K)!

Le Wronskien évalué a x = zg est alors donné par

1(z0)
5(70)
1

Comme nous avons comme condition que e soit continue sur [a,b], le Wronskien est donc

<
=
—

8
=)

=

W(zo) =

(3.24)

‘ = ui(zo)uz(z0) — uy (zo)uz(zo) = p(zo)’

g
e}
5

N>
g

bel et bien non nul. Par conséquent, la solution (3.3) représente bel et bien la solution générale
de (3.2). O

Cette méthode de solution de (3.2) demande de connaitre une solution pour le paramétre
spectral A = 0. Dans le cas régulier, de telles fonctions sont faciles & construire.

Des méthodes similaires peuvent étre construites afin de résoudre les problémes de Sturm-
Liouville d’ordre supérieur [11]. Plusieurs autres généralisations de cette méthode existent
[12]. Le théoréme précédent est également valide lorsque ’on considére comme solution ug une

solution de paramétre spectral différent de A = 0, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.0.2 (SPPS bis) Soit Ao, un parameétre spectral non nul et uy une solution de
Iéquation
(pup) + quo = Aoruo.

Alors la solution générale u prend lo forme
U = U] + CoUug,
o1,

o0 k
, (= o)s - (O = 20 g ke r
ne % okl w2 = Z % + 1! (3.25)

Démonstration. On peut considérer I'équation différentielle suivante :

(L= Xor)u = (A — Ao)ru, (3.26)
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qui revient exactement a notre équation initiale Lu = Aru.

L’opérateur (L — Ap7) peut aussi s’écrire sous la forme de (3.9) de telle sorte que
1 d d f
4zt L

L—\ = —
( or) f UuQ d:cp Odx U

(3.27)

La preuve est, & partir de ce point, similaire a la preuve du théoréme précédent et engendre
les séries (3.25). O

3.1 Le probléme spectral

Comme nous avons vu, la technique des séries spectrales permet une représentation efficace
par des intégrales itérées de la forme (3.6) et de la forme (3.7). Elle permet aussi de déterminer

les valeurs du paramétre spectral \ possibles pour des conditions aux frontiére données.
Exemple 3.1.0.1 Soit le probléme spectral régulier avec conditions aux frontiéres sutvantes :

(pu') + qu=Aru, r(z)eR, zel0,1]
u(0) =0, u(l) =0.

La fonction ug peut s’obtenir facilement dans le domaine [0,1]. Le probléme (pug)’ + quo = 0
posséde deuz fonctions linéairement indépendantes v1, vy possédant des zéros alternants comme
il sera montré dans un théoréme subséquent. Par conséquent, la fonction ug = vy + tvg solu-
tionne ’équation différentielle et ne posséde pas de zéro dans le domaine [0,1]. Le choiz de x¢

est arbitraire et peut étre fait de telle sorte que xq = 0 soit la borne inférieure du domaine.

Les équations obtenues en (3.24) montrent que u(xo) = crugp(zo). Or, u(0) =0 et ug # 0 par

construction, ainst ¢y = 0. Par conséquent, le probléme spectral se résume a trouver les X\ tels

que
= M s
U(].) — CQUQ(].) = CQUO(].) Z mX(QA+1)(1) =0.
k=0

Or, nous avons c¢g # 0 et ug(l) # 0. Par conséquent, pour trouver les A il suffit de déterminer

les zéros de la fonction
oo

RA) =D amA™,

m=0

ot les a,, sont donnés par am, = ug(1)XEmH1 (1),

Ou peut facilement généraliser cet exemple au cas général

(pu') +qu=Aru, reR, z€labl, (3.28)
u(a) cos(a) + u'(a)sin(a) = 0, (3.29)
u(b) cos(B) + '(b) sin(B) = 0. (3.30)
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Encore une fois, en choisissant zo = a comme la borne inférieure du domaine, il est possible

d’utiliser les relations obtenues en (3.24). Ainsi u(b) cos(8) + u/(b) sin(8) = 0 devient
: sin(a)
c1 (ug(a)cos(a) + ugysin(a)) + co————~ =0,
( osin(@)) e @

lorsque o = nn, ¢; = 0. Dans le cas « # nn, la relation est donnée par

=7
avec v = —ug(a)p(a) (ug(a) cot(a) + ug(a)). La dérivée de ui,us est donnée par
;U 1 <« A F(2k-1) 1 _ U L o~ A (2k)
= — — —X ey = — X7 31
“ uou1 - upp g (2k — 1)! » U2 = u0u2 L uop Z 2k! (3:31)
Par conséquent, la valeur & la frontiére = b est donnée par
u(b) cos(B) + u'(b) sin(8) = 0, (3.32)
(cruz(b) + coua(b)) cos(B) + (c1uy(b) + coub (b)) sin(B) = 0, (3.33)
e}
b) X(2k+1)(b>
ae [ X s .
(uo(b) cos(B) + ug(b) sin( (kzo ( T T : (3.34)
sin(B) o=k (XD XER@)
A = 0. .
b)p(b (Z ( k-1 T R 0 (3.35)
Ce probléme peut aussi s’écrire sous la forme k(A) = Y > anA™ ol
~sin(B)
~ (ug(b (b)si 144X O(p)) + 2508) 3.36
a0 = (uo(b) cos(8) + (b} sin(8) (1 +XP(0)) + T s, (3.36)
= (vo(b) ¢ (b sin(8)) (K™ (b) XD (p)) 4 150D 7
am = (uo(b) cos(8) + up(b) sin(8)) (X2™(b) + () + s (3.37)

Cette fagon de poser le probléme permet d’approximer numériquement, voire analytiquement,
les valeurs propres A. En effet, il suffit de tronquer la série x(A) & un N noté ky(A) et de

trouver les premiers zéros du polynéme de Taylor

N
En(A) =) amAT =0, (3.38)
m=0

Ces zéros convergent vers les zéros du probléme initial.

3.2 Le cas de I’équation de Schrodinger

Cette section mettra l'accent sur un cas particulier du probléme de Sturm-Liouville propre a

la physique quantique. Nous étudierons dans le détail I’équation de Schrodinger.

Considérons un probléme simple de la mécanique classique. Soit une particule au sens de

Newton (ponctuelle et non relativiste) avec une masse m sujette & un champ de force F.
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Sachant I’expression du champ de force pour tout temps ¢ et pour toutes positions et sachant
la position et I'impulsion de la particule & un temps tg, il est possible, grace & la physique
classique, de déterminer la position ¢(t) et P'impulsion p(t) de la particule pour tout temps
t ainsi que toute autre quantité physique dite mécanique. L’équation déterminant 1’évolution

de ces quantités est donnée simplement par

L dp
F==
dt’

et
5 dd
Cdt

En mécanique classique toutes les quantités mécaniques v peuvent s’exprimer comme une

combinaison de la position et du moment, telle que

u = (g, ).

Une fagon de traiter le probléme en mécanique quantique est au travers de la fonction d’onde
et ’équation de Schrédinger. En mécanique quantique I'information sur un systéme quantique
est contenue danus ce qui est appelé la fonction d’onde notée W(7,¢) et non pas par la position
q de la particule et par son impulsion p. Pour une particule isolée, par exemple, la position
et 'impulsion de la particule ne peuvent pas étre déterminées simultanément dans le régime
quantique. La connaissance compléte de I'un implique une absence totale de la connaissance
de Pautre. L’équation pour une particule isolée dans un potentiel évoluant dans le temps est

donnée par

ifQ\II(F t) = _—h2v2+\/('F )| (7 1)
‘Bt | om - e

oil /i est la constante de Planck, m la masse de la particule et V? est le laplacien défini par

. /e 0% 0% 9%
Vig=V-(Vg) =S5+ 55+ 55
¢ ¢ dz?  Oy? 022
V (7, t) est une fonction du temps et de la position que I'on nomme le potentiel, il est analogue
au potentiel classique qui, pour rappel, génére une force sur la particule proportionnelle &
son gradient. L'impulsion de la particule est représentée par 'opérateur p et, I'opérateur
hamiltonien H indépendant du temps, est donné par
N d

- v, p=-ihl,
H 2m+V(I), D “d;c

L’opérateur hamiltonien correspond a l’énergie de la particule. Dans le cas de la mécanique

classique, I’hamiltonien est la transformée de Legendre du Lagrangien et est donné par Hjgss =

E =T+ V. L’hamiltonien est égale 4 I’énergie, soit la somme de ’énergie potentielle V' et de
. R . . . 3 . 52 .

I’énergie cinétique 1I'. Dans le cas de la mécanique quantique, 'opérateur % agit comme la

quantité d’énergie cinétique et V() comme ’énergie potentielle. La différence principale réside
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dans le fait que Hjqgs est un scalaire et Hyyuqne est un opérateur agissant sur une fonction
d’onde. Cet opérateur quantique Hgyane est, lui aussi, lié & I’énergie & partir de I’équation aux
valeurs propres suivante :

HY = EV.

Cette équation est connue sous le nom d’équation de Schrodinger. L'application de I'’hamil-
tonien sur la fonction d’onde renvoit la fonction d’onde multipliée par ’énergie du systéme.
Le lecteur attentif remarquera le lien évident entre ’équation de Schrédinger et le probléme
de Sturm-Liouville avec conditions aux frontiéres. En une dimension et dans la base spatiale,

I’équation de Schrodinger indépendante du temps prend la forme

_52 82
En effectuant la substitution z/ = ﬁr on retombe sur le probléme de Sturm-Liouville avec
g=—v(z),p=1, A= Eetw(z)=1. Les conditions frontiére sur la fonction d’onde dépendent

du probléme. Cependant, le probléme implique souvent que I’équation d’onde s’annule quelque
part ou qu’elle posséde une certaine valeur et dérivée par souci de continuité avec une autre
solution. Il est possible d’interpréter amplitude au carré de la fonction d’onde W(z)¥(x)*
(W(z)? lorsque la solution est prise réelle) par la densité de probabilité de présence de la par-
ticule. Pour ’équation de Schrédinger les puissances ®-généralisées deviennent des puissances

\Pg—généralisées, ou Wy est la solution de ’équation lorsque £ = 0 et s’écrivent comme

77/ X(=D(s)Wi(s)ds, n impair

Ry = ¢ 1 239
n j‘{(ll*l)(s) ds, n pair
/Io W3(s)
ef,
n/ X(n_l)(S)\I,—Q“*dsﬁ 7 impair
XM (z) = zo o(s) (3.40)

'
n/ X=U(s)B2(s)ds, n pair.
J 0
Par simplicité, nous noterons ® = \IJ% pour la suite de ce travail. Afin de donner un exemple
concret & ces définitions, un probléme simple sera présenté soit le cas du puits de potentiel

carré infini, aussi appelé le cas de la particule dans une boite.

3.3 Particule dans une boite a une dimension

La forme la plus simple de potentiel sera considérée dans cet exemple. Une particule libre selon
I’axe = se trouve entre deux murs de potentiel infini. Le potentiel & I'intérieur de ces deux murs
est nul. Ainsi, aucune force n’agit sur la particule lorsqu’elle est & 'intérieur de ces deux murs

puisque le potentiel est constant. A la jonction avec les murs infinis, une force infinie renvoie la
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particule au centre du puits. La dérivée est alors discontinue, mais en considérant la fonction
potentielle au sens d’une distribution, elle peut étre considérée infinie. Le potentiel g(x) est

alors donné par

0, :cc—§<a:<xc+%,
g(x) = .
00, ailleurs,

ou L est la largeur du puits et x. est le centre du puits. L'équation différentielle gouvernant

la particule dans le cas stationnaire & 'intérieur du puits est donnée par

2
—da-:iy’)(x) = \)(z).
Etant donné le potentiel infini aux murs du puits, la probabilité de présence de la particule
doit étre nulle. Ce ne serait pas le cas pour un potentiel fini, une partie de la fonction d’onde
s’échapperait du puits. Contrairement au probléme classique, la particule pourrait alors sortir
du puits méme si son énergie était inférieure aux murs de potentiel. Il y aurait alors une
légére probabilité de trouver la particule dans cette zone, méme si I’énergie de celle-ci ne lui
permettrait pas d’y accéder de fagon classique. Les conditions aux frontiéres pour ce probléme

sont donc :

Y Ly - t + Ly _ 0
p{Te—5 ) =0 et dlazct o | =0
Il est aisé de trouver une solution ¥q & ’équation homogéne (A = 0) qui devient alors simple-

ment ——dl Wo(z) = 0. La solution générale est de la forme
dz S)
Yo(x) = a1 + agx pour ag,a € C.

1l n’est pas nécessaire que cette solution suive les conditions frontiéres du probléme non ho-
mogeéne puisqu’en général la solution d’énergie nulle ne fait pas partie de 'espace vectoriel des
solutions du probléme de Sturm-Liouville. En effet, dans ce cas-ci on trouverait a; = 0 = as.
Par souci de simplicité, il est possible de choisir z. = %,% = % et o = 1 afin de créer un
puits entre z = 0 et z = 1. Les fonctions X et X(n) peuvent ainsi étre calculées relativement

facilement. Pour les premiéres puissances, on obtient :

z—1
(a1 + a2) (a1 + apx)’
. B e Ny
X®(z) :/ 5l 4 ap)ds = (BT (a1t as 4 2050)
1 (a1 +a2) (a1 + a2s) 6 (a + a2)
X (g) = E=1)° Bar + a2 + 2000)
6(a; + az)?(a; + az1)

XWD(z) = / (a1 + ags) 2 ds =
1

k]

Il n’y a, en réalité, aucun besoin de prendre la solution ¥g(x) = a1 + az2z. La solution ¢p(x) =

a2z est tout aussi satisfaisante et beaucoup plus facile a calculer. On obtient ainsi dans le cas



général,

. k

X(k)(.r) — zal .
mrle—1D"(1+kz), k pair

impair
Pour X¥)(z) on obtient,

X (z) =
(=) (=1 (k4 1), k pair

(k+1)z

X {ﬁzz)@—l)k(l—%kx—i—ﬁ), k impair

Par conséquent, pour ug on trouve

woz/\k X2k () = aﬂz/\k (z - 1)2“1
ra3

sinh [(l’ — 1)\/X}
asVA '

En procédant de la méme facon pour uq,

= 1/)0 Z /\ki@k) (l) = (GQI) Z /\km (x - 1)21{: (2/{} + .'17)
b= k=0 '

(a2x) (\/X cosh [(l’ - 1)\/X] + sinh {(1 — 1)\/XD
L "ol = =L

Les conditions aux frontiéres permettent de déterminer les valeurs de A et la valeur de as

nécessaire. Pour us nous avons,

ILQ(O) = 0, Ug(l) =0

u2(0) = —M =0 ie A= —(mn)?
asv/A
~sinh [0] _0

ILQ(].): a2\/X

On peut choisir ao = 7 afin d’obtenir une équation d’onde réelle. Le théoréme (3.3.2) présenté

dans la prochaine section montrera qu’il est toujours possible de choisir la solution de I’équation
de Schrodinger en une dimension réelle. La solution w; ne peut étre utilisée, car elle est
divergente a z = 0. Cela ne peut pas représenter une interprétation valide, car la solution doit
étre de carré sommable afin que la densité de probabilité soit normalisable (probabilité de 1
de trouver la particule sur le domaine). La solution peut alors s'écrire, une fois normalisée,

comme
(5] R f
U= ———sin(mnz), A\, =n’71% ¢y = V2nm.

Vn



C’est évidemment la solution qui aurait été trouvée en utilisant une technique de résolution
standard. Le prochain théoréme montre qu’il n’existe pas d’état d’énergie F pour laquelle il
y a plus d’une solution d’onde possible. Cela est toutefois possible en dimension supérieure a

un, nous dirons alors qu’elles sont dégénérées.
Théoréme 3.3.1 [l n’y a pas de niveau d’énergie dégénéré pour une particule liée de I’éguation

de Schrédinger unidimensionnelle stationnaire avec conditions aux frontieres adéquates.

Démonstration. Supposons qu’il y ait deux solutions ¥ et 19 avec la méme énergie A. Alors,

W+ q(x) = My
Wy + q(x)hy = M.

Si ’on multiplie chacune d’elle par la solution opposée et que ’on soustrait les deux équations,

on trouve,
Paiby — 1y = 0.
Or le terme de gauche n’est autre que la dérivé de 121)] — 1115 de sorte que
(o] — P1%) =0 = o] — 1y = C;  ou C) est une constante.

Si on suppose que la fonction d’onde est normalisable, la constante C; doit étre nulle car il
existe au moins un point ot ¥; = 0 = 9. Dans le cas d’une fonction d’onde définie sur la

droite des réelles nous aurons, par exemple, que lim, ;1 % = 0. Nous obtenons donc que

d
Yot = i = -(logth — log ) = 0.

T

Ce qui implique que

Y1 = Caio,

ou Cs est une constante complexe. Par conséquent, la fonction o est, & une constante pres,

la. fonction 1. Du point de vue physique, ce sont donc la méme fonction d’onde. O

Le prochain théoréme montre le c6té arbitraire de cette constante pour le probléme de Schro-

dinger en une dimension.

Théoréme 3.3.2 Pour tout potentiel q réel (opérateur hermitien) les fonctions d’ondes de

l’équation de l’équation de Schrédinger peuvent étre choisies comme €tant réelles.

uo(z), u1 (A, z),ua( N\, ) € R
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Démonstration. Supposons que 1 est solution de I’équation de Schrodinger et que 9™ est son

complexe conjugué. Alors,

V't qlz) = M
(") + q(z)p* = Mp*

Comme g(x) est une fonction réelle et que A est aussi réelle; ¥* est solution de I’équation de
Schrodinger tout comme . 1l est alors possible de construire, & partir de ces deux éléments,

deux fonctions %,, et v, réelles solutions de I’équation de telle sorte que

1 BN o e Lo
’Qbm:i(?/)ﬂ”/))et ‘1[}7'2 21(1!) T/))

Il est facile de montrer que ces deux combinaisons linéaires sont solutions de I’'équation de
Schrodinger. Or ces deux solutions sont & une constante multiplicative prés I'une de I'autre.

Cette constante ¢ est nécessairement réelle de telle sorte que

'Qbim = Cll/)'r .

Par le principe de superposition, énon¢ant que les combinaisons linéaires de solutions d’une

équation linéaire sont aussi solutions de cette méme équation linéaire, on trouve que

Y =P + WP

= (1 4 i), = V1 + 2Py,

On peut, par conséquent, choisir le paramétre 8 de fagon & ce que le reste de la solution soit

réelle. |

Le prochain théoréme présente ’aspect oscillatoire des solutions de ’équation de Schrddinger

en une dimension.

Théoréme 3.3.3 Le nombre de zéros de la solution de 'équation de Schrédinger pour le k-
ieme plus petit niveau d’énergie N, dans Uintervalle [a,b] est donné par k, de telle sorte que
pour le premier niveau (A1 on trouve un zéro et aucun zéro pour la solution & énergie nulle

(\=0).

Démonstration. La preuve habituelle se base sur la théorie de Sturm-Liouville. Le théoréme
de comparaison (2.0.10) implique que deux solutions linéairement indépendantes de I’équation
de Sturm-Liouville alternent et que si ¢¥n; et 1yng sont telles que A\,, < A,,, alors entre chaque
zéro de 9, il y a un zéro de %,,. En montrant qu’il n’y a qu’un seul zéro dans la solution

pour Ap, il est possible de montrer par induction que le nombre de zéros est égal & k. O
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Comme 'équation de Schrodinger est un probléme de Sturm-Liouville particulier, tous les
théorémes du chapitre 2 sont applicables. Une preuve plus visuelle et intuitive peut aussi étre

obtenue. Un exemple concret peut étre trouvé dans [23].

Le prochain théoréme montre comment ’équation de Schrodinger peut étre réécrite en termes

d’intégrales et de la puissance généralisée X(1)
[ o

Théoréme 3.3.4 Soit u; et us deux fonctions auxr équations intégrales suivantes :

w = /% (1 + )\/0 @ /IZ \/(;)'(.?)u](s)dsdq) (3.41)
et

uz =/ (X“) + )\/I: ﬁ /I: \/@u?(s)dsdq> : (3.42)

Alors uy et ug sont deux solutions de [’équation de Schrédinger de la forme (3.4) avecp =1 =1
et U2 = &.

Démonstration. La preuve se fait aisément par suite d’approximation. Supposons que u; res-

pecte

I (1 + ,\/ o /q \/Mm(s)dsdq) |

alors en utilisant la méthode d’approximation de Picard et en évitant d’indiquer les dépen-

dances afin d’alléger la présentation on obtient

GGy KU O CRYRTRE)
(3o [ o3 e
e (15 [ fef 3 ven)

AX@  yex@
= Vo (1 + + +o ]

2! 4!

Or, cette série est solution de ’équation de Schrédinger en vertu de (3.4). La solution pour us

est analogue. Ces deux solutions sont convergentes en conséquence de 'inégalité (3). O

Ces deux équations possédent une interprétation physique intéressante. Chacune d’elle se
présente sous la forme d’une perturbation proportionnelle a ’énergie (paramétre spectral \)

sous forme d’opérateur intégral appliqué a la solution. Lorsque A = 0 la perturbation est
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nulle et on retrouve les solutions homogénes. L’équation pour u; donne alors u; = /¢ et
’équation pour us donne v/@X 1. Cette expression est bien connue et est utilisée sous la forme
Up = ﬁfllo QT(]Ed'S depuis longtemps afin d’obtenir une solution linéairement indépendante a
u1 pour le probléme homogéne.

La prochaine section du mémoire s’intéressera aux puissances ®-généralisés définies par (3.39).
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Chapitre 4

Les puissances $-généralisées

4.1 Définitions et propriétés
Dans un premier temps la définition des fonctions de puissances ®-généralisées sera donnée.

Définition 4.1.0.1 Soit ®(x) une fonction non nulle & valeurs complexes continue sur !’in-
tervalle [a,b] et xo € [a,b]. Les puissances $-généralisées sont définiees de fagon itérative de
telle sorte que )M((O)(:zzo,.r) =1=XO(zp,2) et

~ T 1 (‘Un
XM (20, x) = n/ XD (g4, 6) <W€)> de, (4.1)
XM (zg,2) :=n / XD (2, 6) (B(6) D de (4.2)

oun > 0. La puissance P-généralisée X(n) est appelée le ®-conjugué de X (et inversement).

Remarque La ®-conjugaison des puissances généralisées est obltenue par la transformation
Re [X(")] = XM et Re [f((")} = X | Cet opérateur sera utilisé dans les chapitres subsé-
quents pour obtenir le partenaire supersymétrique de l'équation de Schrodinger unidimension-

nelle. Il a pour effet d’intervertir les instances de + en ® et vice-versa.
. [+

Ces fonctions de puissances sont trés similaires aux puissances standards (mondmes) 2™ comme

le montre la remarque suivante.

Remarque Dans le cas de ® = 1, nous avons que X(")(:zzo,:v) = )N((")(.ro,:v) et ces fonctions
sont égales & (x — xo)™. Dans le cas général, les puissances ®-généralisées X et X0 sont

distinctes et non polynomaiales.
Ces puissances généralisées sont, en général difficiles & calculer pour obtenir une expression

explicite pour tous les n. Pour certaines fouctions & il est cependant possible de calculer

quelques termes et de trouver par induction la formule générale. Un cas assez important
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correspondant & une petite perturbation appliquée & ® est considéré dans ’exemple qui suit.
La perturbation apparait au carrée, conséquence du fait qu’elle provient de la perturbation

d’une certaine fonction d’onde W.

Exemple 4.1.0.1 Considérons le cas ®(z) = (1 4+ ax)?, néanmoins on trouve

(1+(Tl1)(llol;—zo)’ n impair,

XM (zg,2) =
(z—x0)™(n+1+a(nztzq))

(n+1)(1+azg) )

n pair

(- 11_))"(n+2-1—a(‘n | 2)(J;—{—Io)+a2(12+n:c:co+:rg))

i(n) (1‘0, :L') _ n+2

n 1mpaar,

(z—zp)™" (n+14+a(z+nag))
(n+1)(1+azx) ’

. pair.

Chacune de ces expressions est sous la forme d’une perturbation & la puissance pour & =
1. Cette perturbation de plus ne s’annule pas pour zgp = z. Toutes ces réalisations seront

démontrées dans les prochains chapitres en se servant d’une idée due & Volterra.

Le prochain théoréme semble trivial & démontrer & premiére vue. Néanmoins, il demande
Putilisation de la théorie des intégrales itérées présentée au chapitre 1. Il démontre que X(™)

et X" sont symétriques (au sens du ®-conjugué) ou antisymétriques selon la parité de n.

Théoréme 4.1.1 Soit X et X des fonctions de puissances ®-généralisées. Ces fonctions

sont conjuguces O-symétriques pour n pair et antisymétriques pour n TMpair, i.€.

XM (20, 2) = X (2, 20),  n pair (4.3)
et
XM (g, 2) = —XM(z,20),  n impair (44)
XM (zg, z) = XM (z, z0), N 1MPar. (4.5)
Démonstration. Soit fi(z),..., fn(z) des fonctions continues a valeurs complexes sur [a, b]

telles que fi(z) # 0 Vx € [a,b]. En utilisant la proposition (1.1.0.1) on trouve que

| hide e i) = (-1 [ gt )

Dans le cas particulier ot

T

L3 D
f«,—L = (6) n € Z+

alors I'équation devient

—

~ _1x(n) D
l'X RICETES 1"‘!?(; (@0, 2), " m.pa”
n X\ (z0,2), n  pair.
La méme procédure peut étre effectuée pour le cas X(™ en considérant f,(z) = @-V". O
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En plus de la relation entre les fonctions de puissances ®-généralisées et les puissances stan-

dards (z —zg)™, il existe également une relation intéressante entre I'intégration des puissances

k oy k . .
(X3, (X(l)) et les puissances (z — zg)".
Proposition 4.1.1.1 Soit XD et XU geux fonctions de puissances ©-généralisées alors

/T ()N((l)(.ro,s))k ®(s)ds = k% (X(l)(xo’x))kﬂ

et

k
T (X(l)(IO,S)> 1 (1) k+1
,/m 3s) P T htd (X “0’1)) '

Démonstration. Pour k = 0 nous avons bel et bien que

/-r D(s)ds = )2(1)(.1-0, T).

o)
L’équation est donc valide pour k = 0. Supposons que ’équation est valide pour un k quel-
conque. Alors pour k£ + 1 on trouve par parties que :

z o, k+1 (X(l)(l'oax))kﬂ 1 z k+1
/ (X(l)(l'o,s)> O(s)ds = /<I>(s) (X(l)(.ro,x)> ds

. ket 1 k+1 /)y,

O

Au théoréme (4.1.1), nous avons illustré une relation entre les puissances généralisées et leurs
®-conjuguées. En utilisant cette idée, une autre relation peut étre démontrée comme le montre

le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.1.1 Pourn > 1, les fonctions de puissances peuvent s’écrire comme

x X(n—l)<c I)

X(n)(Io,CL’) = n/ —S’—df, n  pair
0 o(¢)

x

>~((7L)(IO,I):”/ @({)X(”_l)(f,l')dﬁ, n UMpar.

.1‘0

Démonstration. En effet, en considérant le premier cas nous avons de la définition, et en

inversant les bornes, que

= o X(’”_l)(:rr.{) x X(”_l)(f,x)
7(n) . o - 3 _ A&
XNz, xp) = n/I © L dE = n/m (e) d€.

Cependant, lorsque n est pair nous savons que ;\vi(")(.r, o) = X (x4, 2) du Théoréme (4.1.1).

De cette fagon, on obtient la premiére égalité. La seconde se prouve de fagon similaire. O
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Le prochain théoréme met en évidence une relation semblable & la relation binomiale pour les

puissances standards, mais cette fois avec les fonctions de puissances généralisées.

Théoréme 4.1.2 (Théoréme binomial) Soit ®(x) une fonction continue non nulle o va-
leurs complezes définie sur x € [a,b] et zp € [a,b]. Pour un n fini et pair (n > 2) les fonctions
de puissances ®-généralisées satisfont l'identité survante :

n

> (-0 (7 )xWRe- o
k=0
ou de facon équivalente
X Z §7 ()Rt <”)X(k)5§<n—k)_

k=1

Démonstration. En intégrant par parties et pour un n pair, nous trouvons

T

XM (g, 2) = fl/ X0 (g, £)®(€)d¢

zo

=n {X(”‘l)i(l) —(n—1) /

o

T

- 1
XWxe=b " ge |
%

En particulier on observe que si n = 2 on obtient directement que X% = XXM - X2 ce

qui prouve l'identité dans ce cas. Pour les cas supérieurs n > 3 on trouve

s 1 1 ‘ 1 T () S
XMx(n=2) = ge — ZxX2)x(n=2) _ Z(p _ 9 / X2 x(n-3)
/ e = SXOXD — ~(n - 2) (®)d

0 zo

tel que

XM = pXHx =1 %n(n — 1)X@x =2 4 %77(77 —1)(n-2) / XOX=3)pge.

Jx
En intégrant par parties n — 1 fois lorsque n est pair on obtient

n—1 1 _ T 1
) = § L) M SRk / -1 (0) L
];< S " 5%

J T
ou, par définition, le dernier terme est X ce qui compléte la preuve. U

Remarque On peut considérer lo méme preuve pour le cas impair. Cependant, une identité

triviale est obtenue
Sk (:) X@) X (=) —
k=0

Remarque Le théoréme 4.1.2 peut étre vu, de fagon purement symbolique, comme ’expansion

binomiale usuelle de telle sorte que

(X—)?)(n) ~0
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Les fonctions de puissances généralisées sont liées par un processus d’intégrales itérées. Sous
certaines conditions ce processus s’apparente & une multiplication lorsque n >> 0. Bien qu’au-
cune preuve n’ait été obtenue pour le moment, plusieurs sirnulations numériques confirment

que pour plusieurs fonctions @, les deux conjectures qui suivent sont valides.

Conjecture 4.1.2.1 Soit X(™ et X des fonctions de puissances $-généralisées. Alors les

limites sutvantes existent

(2n) . Y (2n+1)
i Xo(@o,2) o X (@o,2) (4.6)
n—oo X(2n Y(zg,z) n—oo X(Qn)(xo,l')
x(2n+1) . X (2n)
i X (@oyz) o X0, 7)o (4.7)
60 X(Qn)(l'o,$) n—0oo X(Q“—l)(xo./x)

Conjecture 4.1.2.2 Soit X(™ ¢t X des fonctions de puissances ®-généralisées. Alors les

limites sutvantes existent

lim X (2 20) = ®(z)(z — z0)>", (4.8)
n—o0
1
: (2n+1) (e 2n+1
nh_{gloX (z,z0) 3(2) (x — zp) . (4.9)

Définition 4.1.2.1 (Dérivée ®-généralisée) Soit ®(z) une fonction & valeurs complezes
non nulle, alors les dérivées ®-généralisées sont définies comme
d 1 d

Dh(z) = ®(z)_h(z) et ﬁ/z(x):ﬁﬁh(.r),

ou h(z) est une fonction complexe quelconque bien définie sur l'intervalle [a,b]. Les déri-
vées d’ordres supérieurs sont définies de facon itérative de telle sorte que DO (h(z)) = h(z),
DO (h(z)) = h(z) et

D® (h(z)) = D (15“-1)(/1(.7;))) ,

D® (h(z)) = D (D<k—1>(h(:c))> .
Ces dérivées reproduisent certaines propriétés importantes que I'on retrouve pour les monémes
et pour les dérivées standards.

Proposition 4.1.2.1 Lorsque n,k € Z™ sont de mémes parités et que n > k, nous avons

D(k)(X(n)(l'o,I)) = 0 TE)!X(”_M(I(),I).,

B (X (20, 7)) = (n_fﬁ)”((n—k)(xo,x).
D’autre part, lorsque n et k ne sont pas de méme parité et que n > k alors

B (X (o, ) = Txc_)! X" (2o, z),

D) (R (20, 2)) = m%'!k)!)w((”_k)(xo./x).
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Démonstration. La preuve est aisément effectuée par induction pour la premiére identité. Les
cas pour n = 0,1 sont trivialement vérifiés. Supposons que n est pair et que 1’équation est

valide pour 0 < k& < n et k pair. Alors pour 1 <k <n+ 1 et k£ impair on obtient
D(k)(X(n 1—1)) - D (f)(k—l)(x(n+1))> — (D(k—l)(DX(rL+l))>

1 n!
= DD DX ) = (n4+1)——— Xkt
((n+1) g) =t )(n—i—l—k)!
ou la seconde égalité est valide lorsque k est pair. Cela prouve la premiére équation lorsque
n est pair. Le cas n impair et k& impair se prouve de fagon similaire de méme que pour les

expressions conjuguées. O

Remarque [l est important de remarquer que les autres combinaisons de ®-dérivées appli-

quées auxr P-puissances ne donnent pas de résultats aussi simples. Par ezemple, nous avons
que DA(X®) = 6X1) — 6 (1) (%) X(2),

Nous avons rencontré le concept de complétude & la définition 2.0.0.4 et la définition des
espaces de Banach 2.0.0.5. Les intégrales itérées présentées en début de ce chapitre nommeées
fonctions de puissances ®-généralisées possédent une propriété de complétude dans I’espace des
fonctions Lo(a,b). 1l est possible de trouver une série de puissances généralisées équivalentes,
au sens de la norme de Lo(a,b), & n’importe quelle fonction faisant partie de I’ensemble de
Lo(a,b). Comme nous le verrons, en fonction du choix du point zp dans la définition 4.1 la

combinaison d’intégrales itérées nécessaires pour atteindre un ensemble complet varie.

Nous commencerons par un exemple simple. Soit l'espace Lo(0, 1). Le théoréme de Mintz [26]

1

indique, entre autres, que I’ensemble {1, 2,2t } et I'ensemble {x, 3,20, . } sont tous deux

complets dans L(0,1). Or, pour ® =1, a =0, b =1 avec g = 0 nous avons

e o]

{falnir = {f’i@”‘”}n:l ={1,2%,2%,...} (4.10)
et
{gntper = {fX(Q“‘_”}:O:l ={z,2* 3% .}. (4.11)

Par conséquent, on conclut que, du moins, dansle cas ® = 1, { f,}oo; et {gn},~ sont complets

pour zg =0=aet b= 1.

Or, quarrive-t-il lorsque ® n’est plus 1, mais une fonction lisse qui ne s’annule pas sur l'inter-

valle [a, b]. Afin d’étudier cette question, nous aurons besoin du théoréme de Lauricella [26]

. Ce théoréme indique que la propriété de complétude est transitive. Pour cee faire, on peut
o0

remarquer que {f,}oo, et {gn}nr; sont reliés au probléme de Sturm-Liouville. Le théoréme

2.0.11 montre que I’ensemble des solutions d'un probléme de Sturm-Liouville est complet dans
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Lo{a,b). Mais, le probléme de Sturm-Liouville

W'+ A=0,0<z<], (4.12)
uw'(0) = /(1) = 0. (4.13)
donne comme ensemble de solutions u,(z) = cos(nwz) avec n = 0,1,2,.... Cet ensemble

admet une représentation en séries de Taylor de I’ensemble (4.10). Comme il est possible de
créer une série de fonctions de wu,(x) convergeant uniformément aux fonctions de (4.10) et,

étant donné le théoréme de Lauricella, 'ensemble {un},7 , est complet dans Ly(0, 1).

De la méme fagon, pour le systéme (4.12), mais avec la condition frontiére w(0) = u(1) = 0,
on arrive alors & I’ensemble composé des fonctions u,(z) = sin(nnz) avecn = 1,2,3,.... Pour
les mémes raisons, dans ce cas précis, I’ensemble {’un}io:o est également complet dans l’espace
L»(0,1).

En suivant cet exemple on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 4.1.3 Soit (a,b) un intervalle fini et & € C?(a,b)NCla,b] une fonction compleze
telle que ®(x) # 0 pour tout x dans [a,b]. Alors, {fa}n €t {gn}or, définis précédemment

sont tous les deux complets dans La(a,b) lorsque xo = a.

Démonstration. La preuve s’obtient aisément en considérant le probléme de Sturm-Liouville

associé a 'ensemble de solutions. Nous avons que v est une solution de I'equation

Ve +qV® =0, (4.14)

-1/
avec le potentiel ¢ = —% Considérons 'équation

v+ qu = Ay, (4.15)

avec les conditions aux frontiéres

A partir du Théoréme 2.0.11 on sait que le systéme des vecteurs propres du probléme (4.15)
est complet. Or, ce probléme posséde des solutions pouvant étre exprimées en une expansion
uniformément convergente des {g, },~ ;. Dans le cas ot le spectre d’énergie (I'ensemble des \,)
posséde des dégénérescences pour un ensemble de solutions données, ces solutions dégénérées

peuvent aussi étre obtenues par une série de {g,} [22].

o]
n=1

La complétude des {f,}

Sturm-Liouville pour la condition frontiére

f'(a)ula) — fla)u'(a) = u(b) = 0.

est obtenue de fagon similaire en considérant le probléme de
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Lorsque zg € [a,b] un théoréme similaire peut &tre obtenu.

Théoréme 4.1.4 Soit (a,b) un intervalle fini et & € C%(a,b) NC|a, b] une fonction complexe

o0

telle que ®(x) # 0 pour tout = € [a,b]. Alors le systeme de fonctions {fn}oe; U{gn}oe, avec

xo un point arbitraire dans 'intervalle [a,b] est complet dans La(a,b).

Démonstration. La preuve se fait de fagon similaire en considérant 1’équation v’ + qu = Au

telle que ¢ = — ‘/\% avec les conditions aux frontiéres u(a) = u(b) = 0. Or cette fois-ci, comme

Zo n'est pas localisé & une frontiére, aucun des deux coefficients c1,co ne s’annule dans la
solution générale u = cyjuy + coco. Par conséquent, ’ensemble de fonctions représentant u; et
celui de uo sont nécessaires. Or, comme ils sont, solutions de ’équation de Sturm-Liouville cet,

ensemble est complet dans Lo(a, b). O

La remarque suivante permet d’éclaircir les deux preuves précédentes.

Remarque Soit une probléme de Sturm-Liouville tel que la solution générale s’exprime

comme u = cjuy + couy. On obtient alors les conditions auzx frontieres

u1(zo0) = v/ ®(z0), uy (20) = \/®(x0) ,
" B 1
uz(zp) = 0, un(zg) = —(I)(LE()).

4.2 Retour sur les intégrales itérées

La premiére section du présent document présentait une construction en termes de mot et de
Shuffle produit agissant naturellement avec les intégrales itérées. En effet, la proposition 1.2.0.1
montre que le Shuffle produit agit d’une fagon élégante avec les mots composés de 1-formes.

La présente section vise a mettre de Uavant 'utilité de cette facon de symboliser I'intégrale

itérée dans ’étude des fonctions de puissances ®-généralisées.
Pour ce faire nous utiliserons deux 1-formes que nous noterons u et d faisant référence & « up

» et « down » respectivement de facon & mettre en évidence que

1

En se réferant & la section 1.3, nous avons que A = {u, d} et que le monoide A* est donné par

toutes les séquences de lettres de A, de telle sorte que

A* ={1,u,d,ud, du,uu,dd, udu, . ..}
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ou 1 dénote I'identité, i.e. 1 -u = u-1 = u et de méme pour d. Le Shuffle produit est défini de

la méme facon, nous obtenons donc les équations suivantes :

xT 1 x 1
A\ = _X(Zn) / d - (ud)® = _X(2n+l)

/IO (ud) (2n)! (z0,2), 2 (ud) (2n + 1) (20, 7),

du)® = ——x(2n) / w - (du)® = Y (2n+1) _

/IO( w) Gn)l (20, ), L. (du) (on + 1)!X (z0,7)

Comme les fonctions de puissances ®-généralisées demandent d’intégrer les mots de A*, nous

définirons un opérateur S tel que
T
Sio(ud) = / ud.
xQ

On peut déterminer la valeur de S;'O(l) de la fagon suivante. En utilisant la proposition 1.2.0.1

nous obtenons
Sgy(LWwu) = Sz (1)S7, (u) = S (u).

Par conséquent, Sy (1) représente I'identité multiplicative. I y a donc une application injective
des mots sur A vers les puissances généralisées. Plusieurs mots de A* ne représentent pas des
puissances généralisées. Par exemple, udd n’est pas une puissance généralisée une fois intégrée.

Il est cependant possible de simplifier certains mots en puissances généralisées. Par exemple,

T i T u“—‘n' (X(l))n
SI() (u ‘) — A9’.‘!'0 < ) = 3 (417)

7! 7!

et, de la méme fagon

n! n!

du.m) (X(l))n

57 (d") = 5% (

L’intégrale S posseéde les deux propriétés suivantes. L'intégrale transforme le Shuffle en mul-

tiplication de telle sorte que
S(awb) = S(a)S(b), a,be A", (4.18)

ou les bornes ont été omises. L’intégrale par parties peut s’écrire facilement avec cette notation,

ainsi on trouve
S(a)S(b) = S (S(a)b+ S(b)a), a,be A”. (4.19)

Un antihomomorphisme d’anneau qui joue un réle important dans la théorie des polynémes
généralisés est 'inversion de mots que 'on notera ici par 'opérateur O, défini de la fagon

suivante :

T
O(anan—1---01) = H aj, a; € A. (4.20)
3=0
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O est un antihomomorphisme puisqu’il préserve I'addition, I’identité, la linéarité et la multi-

plication inverse 'ordre d’apparition des éléments. En effet on trouve
O(a-b) = 0(b)  O(a), a,be A%
1l agit naturellement avec 'opérateur d’intégration S de telle sorte que
O (5% (a1 - a2)) = S% (aza1), a; € A,

il commute donc avec cet opérateur O (S(a)) = S (O(a)). De plus O est une involution, i.e.
O (O(a)) = a. Par conséquent, selon la définition d’antihomorphisme du Chapitre 1, il implique

un homomorphisme naturel Shg[A] = Shg[A] tellque
O (awb) = O(a) W O(b), a,be A,

Cet opérateur permet de changer naturellement de parité dans les fonctions de puissances
généralisées. En effet, on trouve aisément que O (}w((")) = X™ et que O (XM) = X
De fagon générale, I'application de I'opérateur O sur une propriété des puissances généralisées
permet d’obtenir une autre propriété reliée par I'involution. Un autre homomorphisme d’intérét
est la commutation des lettres u et d. Cet opérateur sera noté () et a pour effet d’inverser u et
d. Soit A le sous-ensemble de A* contenant tous les mots reliés & des fonctions de puissances

généralisées :
A= {1,u,d, ud, du, dud, udu, dudu, udud, . ..} .
Sur I'ensemble E, 'opérateur O et 'opérateur @) possédent le méme effet O(a) = @Q(a)si a € A.

La définition 1.21 présentée au Chapitre 1 de la fonction exponentielle par shuffle produit peut
étre utilisée avec 'alphabet A = {u, d}. Pour ce faire nous étudierons le morphisme d’anneau

X deéfini comme suit :

X(u) = xy, X(d) = x4, T, Zg € Q.

Il est donc possible de représenter chacun de ces morphismes par un vecteur dans Q2. Par

exemple, nous écrirons X = (z,, z4). Par conséquent, on trouve

G(X) = G((zw,2)) = 3 wX(w)

wEA

=1 +uwy + drg + wurl + ddz? + (ud + du)z,zy + vuuzs + - - .
w d u

Les deux cas suilvants se calculent facilement :

G((zs,0) = > ()2l

66



Par conséquent, en utilisant (4.18),
5%, (G _>oanss,
n=0

—i n! (X(l (o, 2 ))n

J

= exp <qu( (zo, x)) .

De fagon similaire, on trouve S7, (G((0,z4))) = exp (24X (20, 2).). Ces deux résultats n’ont
rien de surprenant, mais permettent de déterminer la valeur de la construction plus générale
G((zy,zq)), conséquence du théoréme 1.3.1. On trouve
G((zu, za)) = G((z4,0)) W G((0, z4)),
§2, (Gl(z,24)) = 5%, (G((24,0)) SZ, (G(0,74))),
= exp ( X(l)(xo, )+ de(l)(xo.,:z:)) .

Cette expression peut se réécrire, selon la définition du théoréme 1.3.2, comme S5 (G((zw, 24))) =
GZ,((wy,14)). On obtient donc

G, (X) = GI(X)G, (X), Tp < z < .
Le théoréme 1.3.3 engendre, de fagon similaire,
B2, (20, 4)) = exp (-2, X0 (0, 7) — 2XD (20,3) )

étant donné que G, (X)wH; (X) = 1. Les deux polynomes d’intérét dans le présent mémoire
possédent une alternance des 1-formes ud ou du dans leur construction. Nous nous sommes
briévement intéressés aux polyndémes sans alternance composées des 1-formes u ou d. On
peut se demander s’il y a une relation pour d’autres formes d’alternance et les fonctions de
puissances généralisées. Le théoréme 1.4.1 illustre une facon d’obtenir une relation avec des

alternances du type uudd et dduu en posant a = u et b = d. On trouve

sz, ( S (-7 [(wd) T w (ud)"”]) = 57, (4" (u2d?)"),

Z (_1)7'S§O ((Ud)n_"') S:O ((ud)n-‘rr) _ 477.5;0 ((UQdQ)n) ,
O il G
r;n(_l) (2(n— ))2(n +17))! 4—anX4 (z0, ).

ot XXU™) est le polynéme avec une alternance uudd. Par exemple, pour n = 1 on obtient

. T tq 1 t3 to 1
xx/( n)($07-75) :4!/ cb(t4)/ <I>(t3)/ <I>(t2)/ g(tT)dtldthtSdt‘l'
x T

JTQ 0 0 < Io
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Cette relation n’est pas invariante sous I’application de 'opérateur O et . L'opérateur O et
@ générent la relation avec les puissances généralisées conjuguées. D’autres relations existent,

par exemple

n n

ks n—r nrr 4
> L) [(ud)™ " s (du)™T] = - (Wt Qw)),
ot w=d - (u?d*)""!-u2d. Une fois intégrée, cette relation peut s’écrire

n

) — = 4TL
>0 (LXOTIREH) = 8 (w + Q(w))
r=—T
La relation précédente est invariante sous l'application de O, @ ainsi que P. Finalement,
plusieurs équations peuvent étre générées a partir de 1’algébre des mots sur l'alphabet {u, d}.
Des exemples d’équations potentiellement intéressantes sont donnés. Il est possible qu’une

forme plus générale existe pour chacune de ces équations.

Exemple 4.2.0.1 I est possible de créer une somme sur des shuffles de deuz lettres afin de

générer X@ et XU Loune des solutions possibles est la suivante :
2dd Wuu + lud W ud — d 1 vud — d W duu — 2u W ddu = udud + dudu.

1l est cependant tmpossible de trouver une solution pour ['une des deuz puissances udud ou
dudu lorsque prise seule avec les shuffles de mots de longueur deus et un, telqu’illustré dans
le cas précédent. D’un autre coté, il est possible de générer tous les mols de longueur 4 dans
A* par la somme suwante :

1 1 1 1 1 1
Z w:ddl_uuu+§rluujuu+ Euuu_luu+6ddu_ldd+§udu_luu+ gduu_ldd+§udu_ldd.

weAs

Finalement la relation suivante existe et est différente au théoréme binomial généralisé. En

termes d’équation sur les mots, on trouve
—ddd W vy + 2du W ud + du W du + ud W ud = 0. (4.21)

En termes de puissances généralisées, la relation peut se réécrire comme

X@2x@)  x@x@  x@x(© 2 s N2
(x® w)? _
st () (®) =

4.3 La trigonométrie d-généralisée

Une question d’intérét que nous n’avons pas encore abordée dans le présent travail est la
possibilité de définir, & I'aide du théoréme binomial généralisé, des fonctions analogues aux
fonctions trigonométriques standards. La définition suivante est inspirée des séries de Taylor

des fonctions trigonométriques.
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Définition 4.3.0.1 Soit un ensemble de fonctions de puissances généralisées, alors les fonc-

tions trigonométriques généralisées sont définies par

Claos) =Y g;;):)(@j)ﬁro,x), Claon) =Y i;; K0 (20,2), (4.22)
=0 ’ =0 '
e (D e 3 (1) <
S L) = ——X 7 S s — ———’X J 423
) =Y X e, Sann =Y e 429

Par extension aux fonctions de puissances ®-généralisées nous appellerons ces fonctions les

fonctions ®-trigonométriques.

Ces séries sont convergentes conséquence du fait que

X@) (2o, x) /T /'51 1 &2 /53 /521—1 1
(2])' Jxg ‘ (61) o (b(é?) 0o (63) 0 o ¢(§2]) 62] él

(2]+1)(IO z) /T 1 /-El /&z /Ea &2; 1
B ) N
(2./ + 1) ro q)(él) €0 (é éd Jxg ¢) E?]—H) §2J+1 él

Or, nous avons

et

‘X(Qj)(l'ow)‘ < (max|(I)(:E)|)j <ma;\ 3(z)

j o
)w—q%:a

et

i+l - 1N
q)(i) > b — al = [b— al (max %H)CJ

Par conséquent, la série 3 32, (QC]J), < ooet |b—al (ﬁ) > s TR 1), < oo de sorte que les

X(2j+1)(l‘o,l‘)‘ << (max[@(.rﬂ)j <max

fonctions @-trigonométriques C (zg, z) et S (2o, x) converge uniformément en vertu du M-test
de Weierstrass. La convergence des fonctions ®-conjuguées C (xg, z) et S (zo, z) est démontrée

de fagon similaire.

Il est important de constater que chacune de ces fonctions généralisées représente les fonctions
trigonométriques habituelles lorsque ® = 1. Dans ce cas particulier nous avons que C (zg, z) =
C (z0,z ) = cos(x — x0) et S(zo,z) = S (z0,x) = sin(z — zg). Une identité remarquable des
fonctions trigonomeétriques est évidemment 'identité pythagoricienne sin?(z) 4 cos?(z) = 1.

Nous obtenons ici une forme généralisée assez remarquable.

Théoréme 4.3.1 Les fonctions ®-trigonométriques C (xg,x), 5(3:07 z), S(zg,1) et g(l‘o,lf)

satisfont a lidentité pythagoricienne

C (x0,z)C (z0,2) + S (z0,7) S (20, z) = 1. (4.24)
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Démonstration. De la propriété des sommes doubles infinies suivante

P
> cop-ar (4.25)

q=0

™8

ii% =

7=0 k=0

]
Il
o

on trouve

co 0o ; o P
)p

Jj= 0 p=0 q=
=1+ i Zf (1) ¥ (20+2-29) X (20)
= = (20)!(2p + 2 — 29)!
< F 1 +1
(=1)P* (2p+2—29) T2 (1P ~opt2
=1+ X (2 +2-24¢)(2q) . X (2p+2)
> e o

En utilisant encore une seconde fois la proprieté (4.25) pour S5, on obtient

P ,
93 iz (—1)P (2p+1-29) T (2g+1)
(2¢+ 1)!(2p+ 1 — 2¢q)!

p=0¢=0
tel que

S 1 +1
r ~ (=1)P* 2p+2—2q) (2 (1P =opr2
SS5+CC =1+ [ X2rt2-2q)x(2q) L A7) x(2p+2)

;q_z_:o (2¢)!(2p + 2 — 2g)! (2p + 2)!

N (1) F 2120 % (24+1)
(2 + 1)!(2p+ 1 — 2q)!

(-t & (2p+2)! (2p+2-2) o
-1 AN K (2p+2-29)x(29) | x(2p+2)
+2 29)(2p + 2 — 29)! *

_ (2p +2)! ’Vr(zpu-zq)i(zqﬂ)}

(2¢+ D)H{(2p +2) ~ (2¢ + 1))!
1)/1#1 2p+2

2p + 2 =

= —1)9 ¥ (2r+2-9)x(9)

1+ng 2'(0()<q) .
I:

Cependant, comme 2p + 2 est pair et plus grand ou égal & 2, la derniére sommation sur q est

toujours nulle en vertu du théoréme 4.1.2 et cela compléte la preuve. [l

Afin de donner une idée au lecteur sur la nature de ces fonctions trigonométriques généralisées,

un exemple pour le cas ®(z) = (1 + ax)? est donné. De plus, plusieurs exemples graphiques
de ces fonctions sont présentés.
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Exemple 4.3.1.1 Pour ®(z) = (1 + ax)? les fonctions ®-trigonomeétriques sont données par

®(x) cos(x — xp) — asin(z — xg)

S Vo) ’

5(:C07 z) = cos(z — zo) + axg COS(;(;{EO) + asin{z — fEO),
_ _sinfz %)

S )

S (z0,z) = —a?(z — x0) cos(z — zo) + (1+ a(z + z0) + o(1 + x10)) sin(z — o).
Remarque Il est possible de définir des fonctions ®-hyperboliques de la méme fagon. Dans

ce cas, lidentilé pythagoricienne se construit de fagon similaire.

De par leur construction, les fonctions ®-trigonométriques agissent de fagon similaire aux
fonctions trigonométriques standard sous 'application des dérivées généralisées. La proposition

suivante éclaircit cette propriété.

Proposition 4.3.1.1 Les dérivées généralisées agissent de la facon suivante sur les fonctions
trigonométriques ®-généralisées

50(x07x) = —5(xp, ), 55(1’0,3:) = 5’(1:0,17),

DC(zg, ) = —S(z0,z), DS(zg,z) = C(x0, ).
Remarque Les fonctions trigonométriques généralisées respectent les équations différentielles

suvantes

On montre facilement que S(zg, z) est une solution de I’équation

(I)// 1"
u+ —u +u =0.
P

I1 est souvent plus facile de résoudre cette équation que de déterminer par séries la forme des
fonctions trigonométriques généralisées. Il est aussi possible de mettre cette équation sous la

forme d’une équation de Sturm-Liouville telle que
(@) + Pu =0
ol S est une solution.

Si I'on suppose que ® > 0 sur [a,b] il est possible d’inférer le comportement oscillatoire

de S(zp,x). Ce phénoméne a été largement étudié, voir par exemple I'article de Kong sur

71



— C(0,z)C(0, z)
-+ -5(0,2)5(0, z)

A

FIGL'RE 4.1 — Fonctions @—trigonométriquos pour le cas ® = (1 +0. 11) Ce cas partlcu11e1

aglssent mltlalement comme les fOI’lCthHb trlgonometmques standa.rds avant d’étre af‘fectees
par un amortissement important.

I " o Aol . sl
1 (C(0,2),5(0,2)) | (C(0,2), (0, 2)) |I

-5 2 -1 0 1 2 3 ~06 04 02 0 02 04 06 08 1

FIGURE 4.2 — Espace de phases des fonctions ®-trigonométriques pour ® = (1 + 0.1x)2,
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FIGURE 4.3 — Fonctions ®-trigonométriques pour le cas ® = (1+x)% Ce cas particulier montre
une perturbation de plus grande amplitude.

ey | |—(C(2),8(x)) (C(a), S(z))
/ | o4 —~

LTI | _\.

| /

’.' f ,;:/' //'
| / / o
-20 / &

\ 4 N
-40 | | -0.2

FIGURE 4.4 — Espace de phases des fonctions ®-trigonométriques pour ® = (1 + x)%.
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FIGURE 4.5 - Fonctions ®-trigonométriques pour le cas ® = /cosh(z). Ce cas particulier
montre une large perturbation.

30 (C(0,z), 5(0,x)) | 0.8 ) (C(0,7),5(0,1)) |
W P
- N\ | 0.6 /
\ \
\ o04f / !
10 l /
| { |
0,2[ V|
0 / |
\ ’ 0 \.
I \
N,
-10 | E
0.2] - |
0 kil 10 15 20 25 30 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiGURE 4.6 — Espace de phases des fonctions ®-trigonométriques associées pour ¢ =
/cosh(z). L’aspect oscillatoire est préservé, mais l'amortissement est grand et la période
de rotation est fortement augmentée.
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— C(0,2)C(0,x) |
----5(0,z S

. )5(0, 2)
20 5

2

FI1GURE 4.7 — Fonctions ®-trigonométriques dans le cas ou l'on a une fonction de Heaviside
qui effectue un saut & £ = 8 et & x = 16. L’aspect sinusoidal est préservé, mais un changement
de phase et d’amplitude est présent & chaque saut de la fonction.

| (C(=).S(=)) 1 e --|1 (Clx), S(x))

-1

3 -2 -1 0 1 23 1 -1 08 -06-04-02 0 02 04 06 08 1

FIGURE 4.8 — Espace de phases des fonctions ®-trigonométriques associées pour pour une
fonction de Heaviside qui effectue un saut & ¢ = 8 et & z = 16.
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les critéres d’oscillation des solutions d’équations différentielles ordinaires de deuxiéme ordre
ordinaire. Un critére suffisant et simple d’oscillation pour S indique que si

lim i(l)(zo,z) = 00, (4.26)

T—00

alors S est oscillatoire. Une preuve de cette assertion peut aussi étre trouvée dans 'article de
Fite [8].

De plus, grace a un théoréme de Wintner [33], S est oscillatoire si la moyenne moy()M((l)) est

infinie lorsque 'intervalle tend vers l'infini i.e.

~ 1 [t~

moy(XM) = lim —/ XMz, s)ds = oo.
t—oo t | 0

De plus, si I'on considére ®(x) comme une densité alors si la valeur moyenne de 'observable

x sur l'intervalle [zg, z] est infinie, S est oscillatoire [19)] i.e.

¢
lim/ sq(s)ds = 0.

tEoo
0

D(z)’
P(z)
z tend vers 'infini. Comme la fonction ®(z) doit étre non nulle toutes les fonctions telles

Une large proportion des fonctions ®(z) posséde la propriété que tend vers O lorsque
que ®(2) tend vers 0 lorsque z est grand font partie de cette classe. Cela est le cas pour, par
exemple, toute fonction ®(x) de forme polynomiale. Dans ce cas, 'équation devient v’ +u = 0

et posséde comme solution u(xg,z) = Asin(z) + B cos(z).



Chapitre 5

Les séries de Taylor o-généralisées

Dans cette section nous supposerons que ®(x) est une fonction a valeur réelle définie sur
[a,b]. Nous étudierons la possibilité de représenter une fonction réelle quelconque & 'aide des
fonctions de puissances ®-généralisées. Nous avons vu qu’il était possible de le faire dans le
cas ou la fonction était solution de I'équation de Sturm-Liouville. De plus, cette question a
déja eté considérée dans 'article de Kravchenkov, Morelos et Tremblay [15] pour les intégrales
itérées X( et X(®) de I’équation de Sturm-Liouville. Ici, le probléme est considéré dans un

contexte plus général et est présenté dans une forme plus simple.

Les prochaines sections font usage du Wronskien d’un ensemble de fonctions. Il est donc perti-
nent de définir une notation simplifiée pour celui-ci. Soit un ensemble de fonctions {fi(z), -+, fo(z)}

de classes C™, alors le Wronskien W sera écrit comme

Il sera aussi nécessaire de définir des polynémes alternés Y, (zg, z) et wan(mo, x) afin de simplifier

la notation telle que ¥n > 0

X (ro,z) n impair,

yn('TO; l) = {

X (29,2) n pair,
et

X () (zg,2) n impair,

yn X 7"E = oy
(0. 2) {X(”)(.ro,as) n pair.
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Le Wronskien des fonctions )7n(x0, x) et Yn(xo, ) sera particuliérement utile dans ce qui suit.

Par conséquent, nous utiliserons une notation spécifique pour ces deux Wronskien :

Wp(z) = W [Volzo, z), V1(z0, ), - ., Ynlz0,2)],

et

Wi(z) = W [370(3;0,1-),371(170,3;), o Vnlzo, )

La définition de complétude (2.0.0.4) indique qu'un espace métrique complet est un espace dans
lequel toute suite de Cauchy converge dans le méme espace. Il est possible de se demander si
Pensemble des combinaisons linaires de vecteurs d’un ensemble E est complet dans un espace.
Cela aura pour conséquence de permettre de représenter tout vecteur de l'espacc par une
combinaison linéaire de vecteurs. Les prochaines propositions permettront de répondre a cette

question pour les fonctions de I'espace L?(a,b).
Proposition 5.0.0.1 Soit zg un point arbitraire coincidant avec a ou b dans ["intervalle [a,b].

Alors l'espace généré par U'ensemble F = {X(Qk)}zio est complet sous la norme de L*(a,b).

o~ o<
Selon les mémes conditions, 'ensemble F = {X(%)}k . est ausst garantr de converger dans
L%(a,b).

Démonstration. Afin de démontrer la complétude du systéme {X(%)}f_o__o, il est préeférable de

prouver la complétude de {f,},7; et de {gn}

fo = VOXE et g, = VOXETY,

o0 N
n=1° ou

Cela a été fait au chapitre précédent au Théoréme 4.1.3. Ainsi, il suffit de montrer que v/®
peut étre supprimée. Cela est possible conséquence du fait que ¢ est non nulle par définition
sur l'intervalle (a,b). O

Finalement, nous obtenons la proposition suivante qui, bien qu’évidente, est intéressante pour

le présent propos.

Proposition 5.0.0.2 Soit ¢ € [a,b] un point arbitraire alors l'espace généré par {Vn(zo, )}

et celui généré par {)N)n(xo,x)} sont complet dans L?(a,b).
Démonstration. Cette proposition découle directement de la proposition précédente. ]

Cette proposition laisse présager la possibilité d’écrire en termes de séries de Taylor géné-
ralisées étant donné la complétude du systéme. Dans un premier temps, il est nécessaire de
montrer I'indépendance linéaire des n premiéres fonctions )N) et V. L’indépendance linéaire de
ces fonctions implique que chacune des fonctions apporte une nouvelle information, absente

dans les fonctions qui précédent.
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Proposition 5.0.0.3 Soit g un point dans lintervalle (a,b) et les deux ensembles de fonctions
Sn = {o(z0,7),..., Yu(z0,2)} €t S, = {JN/O(.ro,x),...,f/n(:z:o,r)} de classe C"(a,b). Alors

les ensembles de fonctions S, et S, sont linéairement indépendant pour toute fonction ®.

Démonstration. Pour ce faire il est possible d’évaluer le Wronskien & n’importe quel point du
domaine z € [a,b]. Il est plus aisé d’effectuer le calcul pour z = xg, i.e. calculer les éléments
de la matrice [yj(-i)(xo, Io)Lj pour 0 < 4,j < n. De fagon évidente ¥; () (i) (zo, 70 = &;0, 011 &; ;
est le delta de Kronecker. Comme la premiére ligne de la matrice est connue, considérons la
partie strictement supérieure a la diagonale constituée de y,ii)(xo,.r) avec 1 < j < k <n. Les
dérivées de ces fonctions peuvent étre écrites comme une sommation des fonctions V. (xo, )
et y,'(xo.x) pour 1 < r < k — 1. Par conséquent, lorsque x = zg on trouve, pour chacun
des termes que Y, (zg,z0) = 0 = )Nfr(.’ro./.ro) et le Wronskien devient une matrice triangulaire

inférieure. Par un calcul similaire, on trouve que la matrice [y](-z)(xo,.ro)} - de I’ensemble de
WJ

fonctions S, & = = xg est aussi triangulaire inférieure.

Sur la diagonale de la matrice du Wronskien on obtient

m!®(xzg), m impair,
VS (@0, 20) = { (z0) ’ (5.1)
ml, m pair,
et
! : :
~ =M< impair, _
Y (zo, 20) = { ®lzo) _ (5.2)
m!, m pair,

al
[\

)
)

pour 0 < m < n. Cela peut se prouver par induction sur n. Les deux équations (5.1) et (
5.1) et

[\

<t

sont valides pour m = 0. Pour un m pair et plus grand que zéro, supposons que (5.1)

sont valide pour 0 < m < n —1. On trouve

. dn—l ,
y7(7 )= _dIn—l_ n
dm 1 .
Spem, (TL(I)yn—1>
/1

)

.. SO P ) <
Or, tel que montré ci-dessus, les termes yg_l évalués & x = zp sont égaux & zéro pour k =

0,...,n — 2. Ainsi, on trouve

Y (20, 20) = n®(z0) V7Y (20, 70)
1

(o)

— n®(z0)(n — 1)

e

= nl.
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Le cas n impair plus grand que 1 peut étre montré de fagon similaire. L’équation (5.2) est
aussi prouvée par induction de facon similaire. Par conséquent, comme nous avons affaire a
une matrice triangulaire, le déterminant est donné par le produit des éléments diagonaux.

Ainsi, le Wronskien & z = x¢ est donné par

n+1
n . .
O, D(xp) n impair,
Wil(zo) = [T V¥ (w0, 20) = . |
k=0 an [/ P(z) n pair,
et
n+1
. Qn @1(I0)> 71 Impair,

n
Qp, %) n pair.

ol ¢, est défini par

Qp = H k!
k=0
Comme Pensemble de n+1 fonctions de S, (S,) sont différentiables n fois sur intervalle (a, b)
avec Wy (zo) # 0 (W (xo) # 0) pour z € (a, b), alors les fonctions de S, (S,,) sont linéairement

indépendantes conséquence de 'identité de Abel. O

Proposition 5.0.0.4 Soit x¢ un point de l'intervalle (a,b) de ®. Alors I'ensemble de solutions
de U'équation différentielle ordinaire D™ y(x) = 0 d’ordre n + 1 est donné par
() Sn = {Yo(zo,z), ..., Volz0,2)}, n impair,
y(z) =< & - - '
Sn = {yo(ivo,l), o >yrx.(IO>I)} , T pair.

De plus, U'ensemble solutions pour ['égquation différentielle ordinaire ﬁ““u(x) = 0 d’ordre

n -+ 1 est donné par

y(z) = { Sp = {)N}O(xo,:t), . ,)7“(170,1)} , T impair,

] S = {Vo(zo,x),..., Vnl(z0,2)}, n pair.

Démonstration. Considérons le cas n impair. Pour 0 < k < n on obtient

pint1-k) (5(&»}(@) = DRl = 0,k impair
D?I—i—]yk — b 3
) Dntl=k) (D) x (1)) = Dn+1=K)k1 — 0 k pair,
De facon similaire, 5("+1))~7k = 0 lorsque nest impairet 0 < k <n. Pournpairet 0 <k <n
on trouve
. DH1=R) (D) x (M)} = Dnt1=k) gt — 0 k impair
Dn+]y[; — N N ? ?
Din+t1-k) (D(k)_)((k)) — pn+l=k)p) — 0, k pair .
De la méme facon nous avons 5<n+1>yk = 0 lorsque n est pair et 0 < k < n. O
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Pour démontrer la proposition 5.0.0.3 il était suffisant de montrer que W, (zg) # O et Wi (zo) #
0. Cependant, il sera nécessaire de déterminer la forme générale du Wronskien Wi () et W, (z)
pour tout z dans I'intervalle [a,b]. Pour ce faire, nous aurons besoin de I'identité de Abel

pouvant étre énoncée de la fagon suivante :

Proposition 5.0.0.5 Soit ’équation différentielle ordinaire homogéne d’ordre n > 1
Y™ 4 pac1y™ Y 4+ p@)y + polz)y = 0 (5.3)

sur un intervalle I = (a,b) avec des fonctions p réelles ou complexes. Alors l'identité de Abel
généralisée indique que le Wronskien W(yy, -+ ,yn) de n solutions réelles ou complexes de
I’équation différentielle satisfast la relation suivante :

z

Wn, - ) (2) = Wign, - ) (z0) exp (—/

0

Pn—l({)d£> , Vg € 1.

De la Proposition 5.0.0.4, I'ensemble S,, = {yo T0,Z),. .-, Vnlzo,z)} est un ensemble solutions
pour D" "ly(z) = 0 pour n impairs et D™ y(z) = 0 pour n pairs. En développant ces

équations en termes des dérivées usuelles, on obtient

D™ y(z) = an1 (2)y" ' (2) + an(2)y™ (@) + - + ar(2)y(z) =0 (5.4)
et

D" y(x) = Gnaa(2)y™ (@) + Gal2)y (@) 4 - + @)y () = 0 (5.5)

avec les coefficients

n+1d(x , _
any1(z) =1, an(x) = ~—3 <I>((1))’ n impair,
_ 1 ~ n ¢ (z ,
an+y1(z) = ®(z)’ an(z) = —5@((@.)2, 71 pair.

L’identité de Abel nous permet d’écrire W, (z) = W, (xo) exp (— [r an (£) dg). On obtient

Jzo ani1(8)
ainsi
9@)"  nimpa
Qn < z 7, IMpair,
Wa(z) = n ] (5.6)
an < d(x) n pair.
Par un calcul similaire pour S, = {)70(.7:0,' ), )7n(xo x)}, un ensemble de solutions de

P’équation différentielle ordinaire D™y (x) = 0 avec n pair et D" Vy(z) = 0 avec n impair,

on trouve alors que les coefficients de ’équation différentielle (5.5) sont donnés par

1®(x
Gan(®) =1 ) =h @(;, n impair,
n @ )
a(e) = ©(x),  anle) = oo )>, n pair,
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tel que

1 n+1
Cipy 50) n impair,
o T
L n pai
Qp | —= ir.
16 P

La fonction X(™ (zq, z) (resp. X (zg, z) ) est la fonction dite de Cauchy [9] utilisée pour obte-
nir une solution particuliére de I'équation non homogéne D+ y(z) = h(x) (resp. D"V y(z) =

h{z)). Les solutions particuliéres y,(x) sont alors données respectivement par

ypl) = /I %00, M8 g pour  DHy(z) = ha),

n! -
et

u(z) = — /IX(”)(E;ﬂs)h(é)q’(é)dé, pour D"Ny(z) = h(z).

n!
n! Sz

Conséquence du fait que

DMy, (a) = DByp(a) = D | [ (B0 e,0)) gichae]

G
‘D./xo ()% = M)

Un calcul similaire peut étre fait pour le cas D"ty (z) = h(z).
Le théoréme suivant indique comment utiliser les fonctions généralisées pour construire des

fonctions arbitraires.

Théoréme 5.0.1 (P-séries de Taylor généralisées) Soit f(z), Vo(z), Y1 (), ..., Vn(x) des
fonctions & valeurs réelles de classe C™' dans Uintervalle [a,b] et a < zo < b, ou les fonctions
Yn(z) sont des fonctions ®-généralisées tel que défini & l’équation (5.1) et a I’équation (5.2).

Alors, la fonction f(z) peut s’écrire de la fagon suivante :

f@) = Y PRy 2, 2) 4 Rate), 53)
k=0 '
ou
) B ﬁ(k)f(m), k impair,
Drfle) = { DW f(z), k pair,
et
Rola) = - / (@O Va(&, 2)Dns f(€)d.
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Démonstration. De la Proposition 5.0.0.3 sur I'indépendance linéaire de .S,, et de S, le Wrons-
kien est positif et non nul (W,(z) > 0) dans Uintervalle [a,b]. En considérant les résultats
obtenus dans Widder [31] [32], on trouve

f(@) = Lef(z0)gk(z0,2) + Rn(x), (5.9)

k=0

ou la fonction gi(xg, x) sont définies telles que go(zg,x) =1 et

L Di(zo,z0) - Vil(zo, o)
' 0 Yzg,20) - y,gl)(l'm zg)
gk (z0,7) = ( > : : - :
Wi (z0) - -
0 yl(k Nao,z0) - y,ff Yz, z0)
L Yi(zo,r) - Vi(xo,7)

alors que les opérateurs Ly sont définis tels que Lg est 'identité et

W Vo(zo.z), V1 (20, ), ..., Ye-1(z0,2), f()]
Wi—1(x) -

L f(z) =

Cependant, les fonctions ¢x et les opérateurs Ly de Widder sont définis en termes de déter-
minant pouvant s’exprimer d’une fagon plus simple en termes des fonctions ¢r(z) définies

par

et

En effet, de [31] on a que

N ¢o(x) v 31 €2 o
gk(xo,l) - ¢0(_,E) .. .¢k(1.0) -/ro ¢L(§1) '/IO /IO /zo ¢k(fk~)d§k - dEadéy,

d 1 d 1 d d 1 d f(z)

Lif(x) = ¢o(x)pr(z) . .. ¢k-1($)@¢k_l($) EES L T (e S

et

Dans notre cas, les fonctions ¢;(x) sont calculées & partir de I’équation (5.6). On obtient
k

(
do(z) =1let ¢p(x) =k (ﬁ) . II est maintenant facile d’identifier les fonctions gx(zo, )

et l'opérateur Ly tel que

1
gr(z0,7) = { i

X&) (2q,2), k impair,

5.10
N, z), k pair, (5.10)
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et

Lof(z) = { @(x)D(k)f(x), k impair, (5.11)

D) f(z), k pair,

pour k > 0. Le reste est obtenu en utilisant la théorie de Widder [31] et en constatant que
R, (x) est de la forme

Ro(x) — / " gn(6,2) s (),

-IO

ce qui est équivalent a

Rp(z) = — / @)Y Valé, 2) Do £(6)de

La preuve du Théoréme 5.0.1 donne la possibilité d’obtenir une formule pour les coefficients
ax(z), @x(z) pour le développement des dérivées généralisées DM y(z) et D™y(z) en termes

des dérivés usuelles, c’est-a-dire

DO f(z) Zal‘ O e D™ () Zak

En effet, grace a I’équation (5.11) et sa version ®-conjuguée on trouve

D f(z) = (I)(x)znf(l), n impair,
e Lnf(x) 7L pair,

et

iy ®(z)Lnf(z), n impair,
' L, f(z), n pair.

En considérant le cas n > 0 tel que n est pair on trouve, par exemple,
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YooV Yooy f
1 yiooyy Vi f
o (®(z)]2 : : :
A2 RIS A A
SN
R U I R P
an—1 [®(x)]? ' : : :
AN Vo

oul < <ig < ripoy <net i,k représente le symbole de Levi-Civita & n dimen-

sions. Par un calcul similaire pour n impair, on obtient le prochain résultat pour les coefficients

ar(z) (les coefficients ax(x) sont obtenus par ®-conjugaisons).

Proposition 5.0.1.1 Les dérivées ®-généralisées D™ f(z) et D™ f(z) d’ordre n peuvent étre

écrites en termes des dérwées usuelles

T
DM f(z) = Y ap(@)fP(a) et DWf(x) =Y an(x) W (x),
k=1 k=1
avec
S I 5
- $(i2) $(i2) $5(i2)
N N Y. RN A
€, ;1_1,qu'}((',7/3]_ - 1: 2: , 7“ : ,  k impair,
( ) B | y](.iu l) 5};7.71—1) . §£7:il)
Gk Py g
1 2’_ n—1
N /S T U
Cifyin 1.k C!n—l'[(b(f)i'g - ( , par.
y{in*l) yéin—l) . y(i”l 1) |
7=




et

yl(il) yéll)
( i
1 yl 2) y§ 2)

E’il ot _1,£ n+l
yeentn—1, Clngl[q)(l)]_f—

(in-1)  line)
- N Y
ak(z) = Fe g

n 5} i2) 55 (42)
(@)% 1 2

€; ; -
Lseedln—1, Cin—1

y](.in.*l) yéjn—l)

ol < <ig< - <ip 1 <netl<k<n.
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Chapitre 6

La composition de Volterra des

fonctions de puissances généralisées

Les monodmes standards z™ avec la multiplication standard permettent la construction de
I’anneau des polynémes. La multiplication y est alors associative, commutative et posséde un
élément neutre. Il est d’intérét de construire une opération binaire similaire pour les fonc-
tions de puissances ®-généralisées. Cette tdche n’est toutefois pas aisée lorsque ®(z) n’est pas
constant. En s'inspirant de la multiplication matricielle, il est cependant possible d’en arriver

A une opération intéressante qui va s’avérer utile pour 'étude de I’équation de Schrodinger.

Considérons une matrice M = [my;], 4,5 € 1,2,...¢ de telle sorte que

mipr M2 - Mg
Mol Moz - Mg

[mi;] =
Mgl Mg2 - Tgg

et une matrice similaire [n;;], 7,7 € 1,2,..., g de telle sorte que

niy Nl - Nig
ne1 Moy Ny

(5] =
Mgl Tg2 ~- Tlgg

Alors on peut définir 'opération - entre deux matrices [m] et [n] de telle sorte que

g
[m] - [n] = [pi] = minna,

h=1

qui n’est rien d’autre que le produit matriciel usuel. Nous appellerons ce produit la compo-

sition finie du second type [29]. Cette opération posséde la propriété d’étre associative, mais
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n’est pas commutative en général. Lorsque la composition entre deux matrices [m] et [n] est

commutative, nous dirons que ces deux matrices sont permutables entre elles.

Une autre composition d’intérét, mais un peu connue, est celle que Volterra nomma la com-

position finie du premier type. Elle se définit comme suit

j—1
[pis] = g Mk TR -
h=i+1
Les deux compositions sont reliées si 'on considére que pour la matrice [m] nous avons que
0, i>j
mi; = ) .
mi;, 1+<J].

Alors les deux compositions sont équivalentes de telle sorte que

g J—1
E MipNh; = E MyipTR; -
h=1

h=1+1
La composition du premier type est, elle aussi, associative et n’est pas commutative. Par

exemple, les seules matrices commutant avec I'unité (n;Vi, ;) sont les matrices de la forme

[0 ay a2 a3z - Qg1 i
0 0 a a - a4
00 0 0 - ag-3
Mij = . . . . .
0O 0 0 0 - a
L U

C’est-a-dire toute matrice de la forme m;; = m;_;, soit toutes les matrices qui ne dépendent
que de la différence des indices. On peut se demander s’il est possible, par un processus de
limites, de considérer des fonctions & deux variables plutdt que des matrices [m] et [n], et
ainsi générer une opération binaire de facon similaire. Pour ce faire, il est possible d’utiliser un
processus analogue & la définition de 'intégrale de Riemann. Dans un premier temps, rappelons

la définition de I'intégrale de Riemann.

Soit une fonction f(z) avec un nombre fini de discontinuités définit sur un intervalle [a,b].
Nous divisons l'intervalle en n parties hi, ho, hs ... h,. Pour chacun des sous intervalle, il est
possible de prendre une valeur f; de f(z) entre la limite supérieure et la limite inférieure
de f(z) sur h;. Ainsi, la somme ) " | f;h; est bien définie. Maintenant supposons que 1’on
permette aux h; de devenir infiniment petits. Alors, la limite suivante est unique et ne dépend

pas de la facon de sélectionner les f; a l'intérieur des subdivisions h;

n b
nh_)ngczfihi:/a f(z)dz;.
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D’une fagon analogue, plutét que d’étudier une fonction continue d’une seule variable, on peut
considérer une fonction a deux variables f(z,y) vers une représentation discréte sous forme de
matrice f;;. De cette facon, on peut écrire nos compositions en termes de fonctions en faisant
le chemin inverse. Si m;; est relié & la fonction f(x,y) et n;; a la fonction ¢(z,y), alors la

composition de deuxiéme type devient
n b
S i - / £, €)$(€, w)dE.
k=1 @

La composition du premier type devient

j-1 y
> ey [ @0l 0

h=i+1

Les conditions de permutabilité deviennent alors, pour le deuxiéme type

b b
/ F(2, )€, y)dE = / $(2,€) F(€, y)de

et pour le second type,

Y Yy
/ £, ©)B(€, y)dE = / $(z, €)F(€, y)de.

L’associativité est toujours respectée. La permutabilité est une propriété qui est préservée
par les deux types de composition pour les fonctions que nous dirons permutables entre elles.
L’addition et la soustraction de fonctions permutables entre elles engendrent des fonctions
permutables entre elles. Pour reprendre I'exemple précédent, les fonctions qui sont permutables

avec I'unité ¢(z,y) =1 ont la forme

flz,y) = fly—2).

De plus, toutes les fonctions de ce type sont permutables les unes avec les autres [28]. La
composition du premier type sera d’un intérét particulier dans ce chapitre étant donné sa
relation avec les fonctions de puissances ®-généralisées. D’une fagon générale, nous noterons

la composition généralisée du premier type par le symbole % de telle sorte que

fro= [ fa Qo e

La composition effectuée plusieurs fois & partir de la méme fonction f sera notée & 'aide d’un
exposant entre crochets afin d’éviter toute ambiguité. L’exposant zéro sera utilisé symbolique-
ment pour indiquer I'identité (id) de sorte que £ = Id = ¢! Nous aurons donc, de facon
itérative que
f(0> = id, f(l} = f
fO=fxf  fO=fxf
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La composition de la fonction f par une constante a sera notée simplement af lorsqu’il n'y a
pas d’ambiguité sinon I’exposant sera utilisé af"). Pour un ensemble de fonctions permutables
entre elles {f;} l'addition et la multiplication agissent de fagon complétement analogue &

’algébre des polynémes. Les mondmes sont alors de la forme fflm . f¢<,fk>-

Dans le cas ou les fonctions sont non permutables, il est toujours possible de respecter ’ordre

d’apparition de telle sorte que lorsque f ne permute pas avec g on trouve
(a+ f)(b+g)=ab+ag+bf +fxg.

Dans ce cas on se retrouve avec une algébre non commutative. La proposition suivante dé-

montre 'intérét d'utiliser des fonctions qui permutent entre elles.

Proposition 6.0.0.1 (Volterra) Soit un polynéme obtenu par composition de fonctions
f1, fa, ... permutables, alors le polynéme est une fonction qui est elle-méme permutable avec
les fonctions f1, fa,.... De plus, la composition des polynémes obtenus de ces fonctions sera

permutable et 'algébre ainst obtenue sera parfaitement analogue a l'algébre des polynémes.

6.1 Application aux polynomes généralisés

Cette proposition sera particuliérement utile pour I’étude des séries de puissances de fonctions

permutables. Pour ce faire, nous étudierons la série géométrique
R R N A SRR UL
qui converge dans le cercle |z| < 1. On peut générer une autre série telle que
S= g f@ g B
S converge tant que f est borné, de telle sorte que |f(z,y)| < M. Par conséquent,

Mn |_:l/ o :{'|Tl—1

(n—1)!

I

‘f“”(-ﬁm y)‘

La série S est uniformément convergente. Cette propriété est en fait généralisable et tient pour

toute série de puissances comme le montre le théoréme qui suit.

Théoréme 6.1.1 Sail a;eny une séquence de nombres réels ou complezes et la série suivante

S(z) = Z a;zt,
i=1

telle que la série sait convergente sur un rayon non nulle |z| < a. Alors, la nouvelle série

Sz, ) =) an2" M,

n=1

est convergente pour tout z et pour toute fanction [ tant qu’elle est bornée.
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Démonstration. Si la série S(z) converge pour un rayon non nul |z| < a cela implique, grace
au théoréme de Cauchy, que la limite {/a, existe et par conséquent |a,| < M™ ou M est une

constante & déterminer.

De plus, par hypothése f est bornée de telle sortes que |f(x,y)| < L. Par conséquent,
-1
v L7y — 2"

(n
‘f (n—1)! 7
de sorte que
. n—1
Pk (n) < |ML nw—i
‘an f |M Lz| =1

Or, les termes sont en valeur absolue plus petits que les termes d’une série exponentielle et la

série est ainsi convergente. O

De fagon générale, si la série
oo
. _ Z iy i i
¢(417 22y ;ZTL) — ail,iz,...inzllZQQ e anv
ilyiga'”in
est convergente pour un certain rayon |z| alors la série
o0
(1) 1) 1)y _ (1) | ¢ 1
SN F s ) = D it xSy xe £
i1,82,.0n

est convergente tant que les fz-<l> sont bornées et représentent une fonction de z, ¥ permutable
avec toutes les fonctions fz-<1>. Elle est aussi une fonctionnelle des fonctions fim. La définition

suivante indique comment seront définies les fonctions de composition.

Définition 6.1.1.1 (fonction de composition) Soit une fonction analytique ¢(z1, 22, . . ., 2n)
et réguliere autour de z1 = 29 = -+ = zp = 0, alors nous définirons la fonction de compo-
sition associée obtenue en remplacant la multiplication par la composition et en effectuant le

changement z; — fi<i>. Nous noterons la transformation
(1 1 ,
(21,70, z) = SO B ).
Le théoréme suivant montre comment le produit traditionnel se traduit en termes de compo-
sition de premier type.

Théoréme 6.1.2 ([28] [30]) Soit ¢1(z1,22,...,2n) et Ppa(z1,22,...,2,) deuz fonctions ana-
lytiques de leurs arguments et régulieres dans lo région z1 = z9 = --- = 2z, = 0, de telle sorte

que
¢3(Zl 22’ st >Zn> — (]51(217 ZQ, A 7Z77,)¢2(Zlu ZQ? e )ZT'L)7
alors la relation suivante est valide

IO N I b T G S O 1D BT S S S}
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On peut utiliser ce théoréme pour donner un sens a certaines constructions reliées aux poly-
némes standards. L’exemple suivant montre une fagon d’adapter la formule quadratique a la
composition. Soit f une fonction inconnue, ¢g, @1, @2 trois fonctions permutables entre elles et

I’équation suivante
arfY 4 gy x fU 4 agfP 4 ok £ =g
pouvant étre écrite comme
(1 7O 61) % D 4 (027 + 6 ) = 12 = o, (6.1)
Cette équation est reliée a I’équation algébrique suivante
(a1 +up) z + (a2 + u2) 22 = ug (6.2)

qui a pour solution positive

*(a1+U1)+\/((L1+U1)2+4U0 (a2 + ug) .
T 2(ag + ug) (63)

W qui est la solution du polynéme

az? + bz + ¢ = 0. La solution z s’annule pour ug = u; = us = 0. On peut donc obtenir

soit simplement la formule quadratique z =

de I'équation (6.3) une représentation en série de puissances en termes des u. En remplagant
les puissances des u par les puissances de composition des ¢, on obtient une solution de
I’équation (6.1). Il est & noter que bien que ’équation (6.2) posséde deux solutions, I’équation

intégrale (6.1) ne posséde qu’une seule solution obtenue de (6.3).

Soit les fonctions 1(x,y) et oz, y) définies par

d
1(z,y) =1 et olz,y) = @Ez;
Par calcul direct on trouve
1 ~
(1% 0)(z0, ) = ®(z)XD (0, 2), (1x0" Y (z0,2) = WX(I)(JIO,-?U)’
Xz, X@)(,
(LxoxD)roa) = 0B (1o 1) (ag,2) = X0 )
X(3) X3 (20 2
(1%0)® (20,2) = <1>(;c)—§f°’—$), (1 %0 1)@ (20, 2) = .(I)(.lx).,k_ %0_1) .

Posons (1 o) = ®(z)XW (29, z) et (1xo~) = ﬁf((l)(:ro,x)., alors pour n > 1 on trouve

((I)(I')X(l)(iro,ir))(n) = @(1)§£w

(2n — 1)!
1 (1) - (n) i 1 i(?n—l)(IO,I)
(@(I)X (zo, )) e
1 n @) (g0
((I)(I)X(l)(l,o’x)>< ) 1 %’
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et

1 ~(1).’13 . (n)* ZX(QTL)(JZ(),.’J?)
(@(z)x (7o, )> L= e

Proposition 6.1.2.1 Les identités suivantes sont valides pour la composition de premier type

de Volterra pour les fonctions de puissances ®-généralisées :

@(I)X(Qn_n(.fo, ’L) *X(Qm)($0, .’13') = An,mX(2n+2m)(I0,I),

1 ~ ~ -
(I)(I)X(Q"‘I)(:co, )% X (20, 2) = Ay X2 (10 2),
@(:’L’)X(Qn_l)(.’bo,.r) * X(Qm_l)(.’bo,l') — BnYmX('Znﬁ-Qm—l)(IO,m)’

1 = S ’
q)(x)X(Qn—l)(on CL) - X(mel)(l,o’ .T) _ Bn)mX(2n+2m—1)(I0, I),
ol
2n — 1)1(2m — 1)!
Ap o = frac(2n — D)1(2m)!(2n + 2m)!, By = ( (17271 +)2<mm_ 1)!) , n,m > 1
Démonstration. La premiére identité s’obtient de la fagon suivante :
(2n=1) _ 5 (2m) @)™ )™
px(2n=1) , x(@m :(2n—1)!<<I)X ) x (2m)! (@X ) 1
W)
= (2n — 1)I(2m)! (<I>X ) 1
X(2n+2m)
= (2n — 1)!(2m)! :
(2n = 1)(2m) (2n + 2m)!
Les autres identités s’obtiennent de fagon similaire. OJ

6.2 Application a ’équation de Schrodinger

Théoréme 6.2.1 Soit un intervalle réel et fini [a,b] et Yo(x) une solution de l'équation de
Schrodinger — 5y (z) + V(z)vo(z) = 0 de telle sorte que Y3(z) et 1/13(z) sont continues sur
[a,b]. Alors la solution générale de I'équation de Schridinger — 3" (z) + V(x)y = A\y(z) sur

[a,b] a la forme

N x 1 s p<1)
Y(z) = c1bo /IO T A0 d§ + e (1 - X,o“f'_) ; (6.4)
ot
N2 S ~ oy 1 Yoo
o) = U3(@) | b, Hana) = s | udeae

et ¢, co sont deuz constantes complexes arbitraires et o est un point fize arbitraire dans [a, b].
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Démonstration. Posons & = d)g, étant donné les définitions 3.39 ,3.40 et le résultat 3.4, la

solution générale de St (z) + V(z)y = Mp(z) est donnée par

X (2k+1)

w:‘WWX: 2k §:k2k+1
(k) .
c1o {1 4 Z/\k <¢2X(1)> } + oo Z,\ (%X(l )(k+1>
k=0

k=1

= c1to {1 + i A [Z)’W * 1} } + c2vo Z /\A pikHD)

k=1 0

ou la derniére égalité est obtenue du fait que

1< 1/ 1
—ﬂU:—/TQ de=p, XM = /-——d
'l/)g ?,Z)S 2 wo (g) E P, l)bo wO 2o 20(5) é_

Or, de I’associativité de la composition de Volterra et puisque 5% « 1 = 1 'équation devient

B D
0 k=0

Or la série géométrique est donnée par

ko
Z/\k 1~/\z

et pour la multiplication usuelle cette égalité est valide tant que |Az| < 1. Pour la composition

de Volterra I’équation 6.5 devient

uw= 1 (Q(/\;p<1>)) + %)0(1) % Q(/\,p<1>)

. L e (%
_611[10(1_/\5(\”*1) ?,Z)o (1_ o0

et les séries géometriques Q(, o), Q(X, ptM) convergent pour toutes valeurs de z, zg et A. De

plus, par la définition de la composition de Volterra, le premier terme peut étre écrit comme

1 z 1
— 1] =g o
c””°(1—A5<1>* > C”Z’O/Io 10 (20, 6)

ce qui compléte la preuve.
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Conclusion

Les fonctions de puissances ®-généralisées ont été présentées 4 la fois dans leur contexte d’ap-
parition (solution de Sturm-Liouville) et dans un contexte similaire aux puissances standard
(x — zo)™. Plusieurs propriétés similaires ont été présentées dont un théoréme binomial et
des propriétés de symétries. Deux représentations ont été présentées, la premiére basée sur
une algébre de mots possédant un produit nommé shuffle produit. Il a été montré que cette
représentation permet de générer plusieurs identités et offre un produit qui agit bien avec I'opé-
rateur intégral. La seconde représentation présentée définit un produit sous forme d’intégrale
appelé composition de Volterra. Cette méthode permet de fabriquer des fonctions ayant des
propriétés algébriques similaires aux séries de puissances standard. Il reste encore beaucoup
de travail de recherche afin de mieux comprendre les implications de cette représentation. Les
fonctions de puissances $-généralisées semblent, selon nos recherches préliminaires, avoir un

impact direct en mécanique quantique supersymétrique.

Plusieurs autres applications sont aussi envisageables. Il serait intéressant, par exemple, de dé-
finir une série et une transformée de fourrier généralisées et d’étudier pour quelles applications
elles peuvent étre utiles. De plus, il semble envisageable d’utiliser ces fonctions dans I'étude des
milieux continus. Afin d’accélérer le calcul et méme d’espérer trouver des formules analytiques
pour les fonctions de puissances ®-généralisées, il serait d’intérét d’étudier les séries de Tayor
des puissances ®-généralisées. Il pourrait aussi étre intéressant d’étudier la possibilité de faire

du calcul variationnel sur les puissances généralisées en faisant, par exemple, varier &.

Finalement, plusieurs questions restent encore ouvertes. Par exemple, rien n’est encore connu
pour les propriétés trigonométriques généralisées. L’existence d’identité similaire au théoréme
binomial avec une portée plus grande est aussi un sujet d’intérét. Le calcul ombrelle est une

sphére de recherche qui s’apparente beaucoup avec nos questions actuelles.
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