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5.2 Définition du modéle

Nous allons définir dans cette section un modele exponentiel bivarié basé sur la

notion de comonotonicité.

Définition 5. On dit qu’une paire aléatoire (X, Xo) swit une lo7 exponentielle bivariée
basée sur les chocs comonotones de paramétres A = (A, Az) € (0,00)? et 6 € [0,1],

notée BE(A, 8), si et seulement si elle s’exprime sous la forme
Xy =min(Yy, Z;) et Xy =min(Ys, Z,), (5.1)

ou les paires aléatoires (Y1,Ys) et (Z1, Zy) sont mutuellement indépendantes et telles

que

(i) les variables aléatoires Y1 et Yo sont mutuellement indépendantes et, pour tout

Je{1,2}, Y, ~Exp{(1-0)\};

(11) les variables aléatoires Z, et Z, sont comonotones et, pour tout j € {1,2}.

Z; ~ Exp(6X;).

Notons que la représentation (5.1) peut aussi étre réécrite sous la forme
X, = min{Yl,Fz_ll(U)} et Xy = min{YQ,FZ_Ql(U)}, (5.2)

ou Fz'll et F;! désignent respectivement les fonctions inverses des fonctions de répar-
tition des variables Z, et Zy tandis que U est une variable aléatoire uniformément

distribuée sur l'intervalle [0, 1].

Nous donnons ci-dessous une formulation intéressante et équivalente a (5.1)-(5.2).
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Proposition 5. (X, Xo) ~ BE(A,0) si et seulement si il existe une variable aléatoire

Z de loi exponentielle de parametre 1, telle que

X, =min(Yy, \['0712) et Xo =min(Yy, A0 Z). (5.3)

Démonstration. Puisque les variables aléatoires 7 et Z, sont comonotones, elles
sont liées par la relation Fz, (Z;) = Fz,(Z,). Cette derniére est équivalente a A1 Z; =
MoZy = 8717, ou Z est une variable aléatoire exponentielle de parametre 1. Ceci
permet d’écrire que Z; = A\[*071Z et Z, = A\;'07*Z. Ainsi, le résultat est déduit &
partir de (5.1). 0

Notons que les équations données par (5.3) montrent que le modéle exponentiel
bivarié basé sur les chocs comonotones peut étre vu comme un modele de choc pro-
portionnel, du fait que le rapport entre les variables chocs A\ '071Z et A\, 10717 est

égal a la fraction Ay/A;.

5.3 Propriétés de la loi BE(A, )

5.3.1 Fonction de survie de la famille BE(A, 9)

L’objectif de cette sous-section est d’établir une expression explicite de la fonction

de survie du modele exponentiel bivarié proposé.

Proposition 6. La fonction de survie de (X, X2) ~ BE(A,0) est donnée, pour tous

z1, 22 € (0,00), par la formule

H@(Il.Ig) — 67/\111~/\ng+0min(/\1$1,/\gzg)‘ (54)
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Démonstration. A partir des relations (5.3), nous avons

Hy(z1, 22) = Pr(X; > 1, Xo > )
=Pr{Y] >z, Y, > xQ,Fgll(U) > :L'],FZ”;(U) > T}
= Pr(Y] > 21, Yy > 29, U > max{ [z (21), Fz,(x2)}]
= Pr(Y1 > x1) Pr(Y2 > zo) Pr[U > max{Fy (z1), Fz,(z2)}]
= e (-ONm = (-0ama (] ay(] — mm ] g~ama))

—(1— 0)/\11‘1 —(1 @) Aoxo 23 E (.”9/\212)
, €

=e min(e

_ e—(1—9)/\1:cle—(lfo)/\gzze—G max (A z1,A2x2)
_ e—/\lml—/\212+9{/\111+Azrg—max(A1$1,/\grg)}
_ e~/\111—/\Qa:z+9min(/\111,/\ga:2)

pour tous z1,z, € [0,00), ce qu'il fallait démontrer. O

5.3.2 Moments mixtes de la famille BE(A,0)

L’objectif de cette section est d’établir les moments mixtes de la loi BE(A,6).
Ces quantités joueront un réle important pour étudier ’estimation des parametres du

modele proposé.

Proposition 7. 57 (X1, X3) ~ BE(A,H), alors pour tous entiers naturels i et j, le

moment d’ordre (i,7) est donné par

iy =2 1+ k-1
EX AR
( X )\)\JZ:% Q_Qkh L

1 j+k—1
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Démonstration. Il est connu que le moment mixte s’exprime en terme de la fonction

de survie de Hy comme suit :

E(Xi)@) = L]/ / xi_llé_lﬁo(l'l,IZ)dﬂfldb
o Jo

oo oo

L. 1 =1 — _ :

Z]/ / I1l 1:[;]2 e Az /\QIEQ+0mln(/\ltrl,/\QIQ)dIldI2.
0 JO

En effectuant le changement de variables, s; = Az et so = Ao%o, il résulte que

E(X1X3) = /\ij/\j/o /0 57l Lemsimsatmin(sise) gg g,
12

1-7. oo [ i—1_7-1 —s,—s9+0s)
= AL A}* 1{815-92}51 82 e - d81d82
172

i—~1 _7—1 —s1—s3+0s7
/\1/\]/ / Lisi>s0)8] 2 € dsids;

= [1 ‘Jr—IQ

Ce deux dernieres intégrales peuvent se simplifier comme suit :

i—1 -1 '—,91_52+051
I = /\z/\]/ / 1{51<52}31 Sy € d51d82

i oo | o oo L
. Az.i\] 811—1(., 51(1-6) </ Sé 1@_'52d82> ds;
51

oo
:;;Osﬁfmwwumwb
172

ou I'(7, z) désigne la fonction gamma incompléte définie par

J=1 Lk

Do) = [ 07t tdt= (= 1e ™3
o k=0 "

Il en résulte que

il 21 k 6)
[1 = = Z — / Sl+7 1(_‘.1(2 d314
1 . ;010
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En effectuant le changement de variable z = 5,(2 — ) et en utilisant le fait que
o0
/ e Tdxr = n!,
0

il s’ensuit que

ijl i 1 kit
'[1 = - 1 A / z it Td;L
NS i K2 = 0)+ Jo
7! Jz_:l ,
= . (k+i—-1)
AN o K2 = 0)
ilgl 2 1 (k+i—1)!

TN = (2— 0 KI(i— 1)
iljl i1 i+k—1
k

Des calculs similaires permettent de conclure que

1 1_— s2+0:
b= /\1/\1// Lisi>sasy 183 € 02, dsy

iyl i 1 Jt+k—1
XN o (2 -0k k
Ceci conclut la démonstration de la Proposition 7. ]

La structure de corrélation du modeéle proposé est obtenue comme conséquence du

résultat précédent.
Corollaire 1. 57 (X3, X3) ~ BE(A,0), alors

0 0
COV(Xl Xg) XA—Q(QTO) et COI'I'(Xl,XQ) = rg
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Démonstration. En utilisant la formule (5.5), on voit que

B(X;X,) = m (5.6)
ce qui entraine que
cov(Xy, Xo) = BE(X1X2) — E(X)E(X,) = /\1/\2(2 ) — /\11/\2 = /\1/\2(2 i
De méme, on a
corr(X,. Xs) = cov(Xy, Xo) x@) _ 0

\/va‘r(Xl)var(Xg) Y 2-0°

ce qui conclut I'argument. 0]

Ci-dessous, nous fournissons quelques moments mixtes qui seront utilisés pour éta-

blir la loi asymptotique de I’estimateur des moments du parametre de dépendance 6.
Corollaire 2. Si (X,. X5) ~ BE(A,0), alors

B(X2X) = % (5.7)

24 — 6)

B = 0 e

8(4—-0
E(XX3) = /\%/\(%(;2—_ LF (5.9)

Démonstration. Les expressions (5.7), (5.8) et (5.9) s’obtiennent aisément en rem-

plagant (i,7) respectivement par (2,1), (1,2) et (2,2) dans la formule (5.5). O
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5.3.3 Propriété de fermeture par multiplication constante

Il est connu que si X est une variable aléatoire loi exponentielle de parametre A
alors, pour tout a > 0, aX est aussi une variable aléatoire de loi exponentielle de
parametre A/a. La famille BE(A, 0) satisfait a cette propriété, comme le montre le
résultat suivant. Notons que la famille de lois exponentielles bivariées MO(A,6) de

Marshall-Olkin ne vérifie pas cette propriété.

Proposition 8. Si (X, X3) ~ BE(A,0), alors pour tous a; > 0 etas > 0, (a1 X1, a2X3) ~
55[(/\1/a1,/\2/a2),9].

Démonstration. Supposons que (X1, X3) ~ BE(A, ). Alors pour tous a; > 0 et

a; > 0,o0n a

Pr(a, X, > z1,02X2 > 22) = Pr (X > z1/a;, Xo > x3/a5)

— e -z /ar -z fag+HO min(Ajxzy far, Aexo/az)

ce qui montre bien que (a1X1, asXs) ~ BE[(A /a1 a/ay), 0] O

Corollaire 3. (X, X;) ~ BE(A, ) si et seulement si (M X7, Ao Xo) ~ MO[(1,1),6].

Démonstration. Supposons que (X, X5) ~ BE(A,0). D’apres la Proposition 8, on
voit que (A1 X, Ao Xo) ~ BE[(1, 1), 6]. Puisque les familles BE[(1, 1), 8] et MO[(1,1),0]
coincident, alors (A1 X1, Ao X3) ~ MOI(1,1),6]. On peut donc conclure.

Réciproquement, supposons que (A1 X7, Ao X2) ~ MOI(1,1),0], ce qui est équi-
valent a (A1 X1, Ao Xo) ~ BE[(1,1),0]. En utilisant a nouveau la Proposition 8, on voit
que

1 1
(X1, X3) = (—Alxl, -

. A(ZAQ‘XQ) ~ BE(A. 6)

ce qui complete la démonstration. ]
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5.3.4 Fonction génératrice des moments de la famille 5E(A, )

Le Corollaire 3 peut étre exploité afin de déduire I’expression de la fonction géné-

ratrice des moments de la famille BE(A, 8) a partir de celle de Marshall-Olkin.

Proposition 9. Si (X, X3) ~ BE(A, ), alors la fonction génératrice de (X, X3) est

exprimée, pour toust, > 0 et ty > 0, par

(22100 + Aoty + Ao — OA 1 Aa) (Mot + 01 N2) (Mita + OA A\g)

Ya, a0lts, to) =

Démonstration. Rappelons que la fonction génératrice des moments de (X, X5) ~

MO (A, 0) est donnée, pour tous t; > 0 et t, > 0, par

(/\1 + Ao+t ity — 9)/\1/\2 + t,t.0

TL t 1) = E 6 X1—tr X2 — _
Pauaolty tz) = Ele ) (M + Ao+ 11+ ty — 0)(ty + 0)(t2 + 6)

En particulier, pour Ay = Ay =1, on a

24t +ty — 0+ 11120
(24t +ta—0)(t, +0)(ta +6)

’451,1,0(751,752) =

D’apres le Corollaire 3, on observe que la fonction génératrice des moments 1y, 1,4

de (X3, Xa) ~ BE(A, 0) est liée a 1/;1,1,9(t1,t2) comime suit :

- i ¢ ~
¢A1,A2,9(t1,t2) _ E((:—t1X17t2X2) - F <f3_X1L/\1X1_%/\2X2) _ d)l,lﬂ (tl//\lt‘.?//\.?) _

Par conséquent, on déduit que

2+ Pl = G pripia
Crgr k-0 (5 0) (510
20 e + Aoty + Aits — B( A Aa — )
(2M1 00 + Aoty + Aty — OA ) (Aatt + OA A2) (A2 + M Ag)

Uag a0t t2) =

ce qui complete la démonstration. O
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5.4 Singularité de la famille BE(A, 6)

Ci-dessous, on montre que la famille BE(A, 8) comporte & la fois une partie singu-
liere et une partie absolument continue. La présence d’une partie singuliere découle
du fait que si (X, X3) ~ BE(A, 0), alors I'événement A\ X; = A X, se réalise avec une
probabilité positive, tandis que la droite A\jz; = Ayxo a une mesure de Lebesgue en

deux dimensions qui est nulle.
Proposition 10. La fonction de survie H de (X1, Xa) ~ BE(A,0) s’écrit, pour tous
xy > 0, X5 > 0, sous la forme

0 _
H(Il,IQ) = 5 2 Ha_(xl.,IQ) + 5 H-S(xlax2)7
2-10

ou Hy et H, représentent respectivement les parties singuliére et continue de la fonc-

tion survie H, exprimées, pour tous xy > 0,29 > 0, par

Hs(xl l‘f)) _ e—(?—@) max (A1 a1, A2x2)
? pa

et

ﬁa(xl,IQ) — ﬂ e~ Arr—rezetdmax(hixr,Azwz) 7_9‘ g~ (2=6) max(Aiz1,A2w2)

2(1-9) 2(1-10)

Démonstration. Soit H la fonction de survie du couple aléatoire (A} X7, \aXo) ~
MO[(1,1),6]. Selon Marshall et Olkin (1967), la fonction de survie H peut se décom-

poser comme suit :

-E’S(xl)IQ)a

ou

Hs(l'l,l'Q) - 6—(2—0) max(x,r2)
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et

- 26
Ho(xy,20) =

—xr—z2+0 max(z1,z2) 0

21— 6) 251—6)°

—(2—6) max(z1,z2)
Ainsi, le résultat découle directement de la relation entre H et H, & savoir
H(Il,l'g) = E[(/\lirl; /\1I2).

La démonstration est donc achevée. O

5.5 Densité de la famille BE(A, )

Dans cette section, nous allons établir la fonction de densité des parties singuliére
et absolument continue d’un couple aléatoire (X, X3) de loi BE(A, ). Ce résultat
sera utilisé plus tard pour examiner I'estimation du parametre de dépendance # par

la méthode du maximum de vraisemblance.

Proposition 11. La fonction de densité jointe de la partie absolument continue de

(X1, Xa) ~ BE(A, ) est donnée par

2-0 . !
. sy Ji(x1,22)  s10 < Az < Aoz,
f@(-rlaIZ) = 201-9) .
1 9) fo(zr,22) 570 < Aoy < Ay,

ot
f (Il,ro) =\ /\2(1 _ 9) Az (1-6)~ /\zxz’ ]t (Tl,IQ) =\ /\2(1 _ 9) —Aoz2(1-6)— /\111_

De plus, la densité de la partie singuliére est donnée par fo(z) = (2 — 0)e” 9% syr

Pensemble {0 < A\jzy = Aoxg = z}.

Démonstration. Les deux premieres expressions de la fonction fg, & savoir f; et f,

sont obtenues directement en dérivant partiellement la fonction de survie Hy comme
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sult :

0? -
f1(l'1,.’1?2) = W Hg(l'l,l'Q) pour tous 0 < /\1.’131 < /\QIQ
1 2

et

. 0% -
folzy,x0) = 525 Hy(x1,29) pour tous 0 < Aoze < Aja7.
10T

Apres quelques calculs, on déduit que

filzr, ) = AMAa(1 — 9)(—-"“1“(1’9)'““ pour tous 0 < A\jx; < Ao

et

folzy, 22) = MA(1 — 0)e Az2zp(1-0)= Mz, pour tous 0 < Agxy < A1Z7.

En effectuant le changement de variables s; = A1z et so = A2y, on obtient

/0 /0 1{/\111</\212}f1(131, $2)dfc1d:r2

— A ho(1 —9)/0 /0 Lo, csnye = 0707207 A7 ds s,

=(1-0) [T [Tetonas s,
0 78]
oQ o

=(1— 9)/ e s11-6) (/ € ”d32> ds;
0 S1

- [
1-46

2-60
De méme, on peut montrer que

0o roo . s
/0 /0 1{/\212<z\111}f2(2€1,$2)dI1dI2 — é__@

On en conclut que le poids associé a la partie absolument continue de la loi de la paire

(X1, X2) est égal a
1-6 1-0_201-90)
2-60 2-6 2-0
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Par conséquent, le poids de la partie singuliere est

1_20—9)_ 6
2-80  2-8

Il s’agit la de la probabilité de I'événement {A;X; = Ay X5}. Sur cet ensemble, il
découle des considérations précédentes que la fonction de survie de la partie singuliére

est donnée, pour tout z = A\jz; = Ay € [0,00), par

e—(2—9) max(zy,52) _ 6-(2_9)3:.

Autrement dit, fo est une densité exponentielle d’espérance 1/(2 — ). Ceci compléte

la démonstration. O

Remarque 1. La fonction de densité jointe de (X, Xa) ~ BE(A, ) peut étre déduite
directement a partir de la Proposition 10. FEn effet, les fonctions fy et fi s’obtiennent
en dérivant successivement par rapport 4 x1 et xo la partie absolument continue de la
fonction survie H, alors que fy est le résultat de la dérivée premiére de la composante

singuliére de H par rapport ¢ © € {x = Maxy = \axo}. Plus spécifiquement, on a

2(1 -6 0? _
fi(zr,z0) = (2 7 ) Er H,(xy,z2) pour tous 0 < A\jx; < Ao,
- 1022
2(1 -6 H? _
fHlzy,z) = (2 J ) 5B Hy(zy,22)  pour tous 0 < Aoxp < Ay,
- 102
folz) = —e= @0 pour tout 0 < = M1 = Moo,

5.5.1 Propriété sans mémoire de la loi BE(A,9)

Rappelons que la loi exponentielle univariée est caractérisée par la propriété sans

mémoire. Ceci signifie que si X ~ Exp(\) alors, pour tous s,t > 0,

Pr(X > s+t|X >t) =Pr(X > s).
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L’équation précédente s’interprete comme le fait que la probabilité de survivre au
temps s+¢ compte tenu de la survie au temps ¢ est exactement la probabilité marginale
de survie au temps s. Cette propriété se traduit aussi en terme de la fonction de survie

F de X. En fait, il est clair que, pour tous s,t > 0,

F(s+1t) = F(s)F(t).

Dans ce qui suit, nous examinons une extension bivariée de cette propriété spéci-

fique pour la famille BE(A, 6).

Proposition 12. Soient X, et X5 deux variables aléatoires de lois exponentielles de
parameétres Ay et \y. Alors (X, Xo) ~ BE(A,0) si et seulement si pour tous s; >

0.8 >0¢ett>0,

t t t t
Pr(Xl >51+ —, X9 > 80+ — ‘ X > —, Xy > —) =Pr(X; > 51.X5 > 89)
/\1 /\2 /\l /\2
ou. d'une maniére équivalente,
]:[(51 + t//\\l,SQ + t//\g) = ]:[(51,82) ]:[(t//\l,t//\g), (510)

ot H désigne la fonction de survie de (X, Xs).

Démonstration. Supposons que (X, Xs) ~ BE(A,H). D’apres l'expression de la

survie de (X, X») décrite dans ’équation (5.4), on voit que

H (514 t/M, 80 +1/Xy) = e~ M1t/ M) = A2 (s2 4t/ A2)+O min{ s (s148/ A1), A2 (s2+t/ A2) }

= -/\151—/\262+0 mil’l(/\l.sl,/\gsg) N e—t(2—0)

= H (s1,85) H (t/ 1, t/Xa).

Réciproquement, supposons que la fonction de survie H de (X1, X,) satisfasse la

propriété (5.10). Soit H la fonction de survie associée au couple aléatoire (A X1, A Xo).
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Il est clair que H est liée & H par la relation

H(Mzy, doxy) = H(zy, 25),
ce qui implique que H satisfait, pour tous s; > 0,8, > 0 et ¢ > 0, la relation
H'(/\lsl +t, Aasa+1) = F[(/\lsl, /\252)[9'(25,25)
ou d’une maniére équivalente, pour tous s; > 0,8, > 0 et ¢t > 0,
H(s, +1t,5,+1) = H(sy,s2)H(t,1). (5.11)
En particulier, pour tous s >0 et t > 0, on a

H(s+t,s+1t)=H(s, s)H(t,1),

ce qui montre que la fonction ¢t — H(t,t) est de la forme exponentielle. Ceci signifie
qu’il existe a > 0 tel que

H(t t)=e

En choisissant d’'une part s, = s et s, = 0 et d’autre part s; = 0 et so = s, il vient de

la relation (5.11) que
H(s+tt)=H(s,0)H(t,t) et H(t,s+1t)=H(0,8)H(t,1).

Comme H(s,0) et H(0,s) représentent respectivement les fonctions de survie de

A X ~Exp(1) et A, X5 ~Exp(1), les relations précédentes nous fournissent

H(s+tt)=H(t,s+t)=e o



Chapitre 5. Nouvelle loi exponentielle bivariée a chocs comonotones 37

Les égalités ci-dessus montrent que pour tous z; > 0 et x5 > 0 tels que x; > x, on a

H(zy,20) = H{(7) — 72) + T2, 1y} = €™ (#1 #)70%2 — g o1 mi (2 elm

D’une maniere similaire, on a, pour tous 1 > 0 et o > 0 tels que x5 > x4,

Az, a0) = e 7o+,

ce qui prouve que

H<I17:C2) — (37'51'35‘2‘*'(2—(1) min(g:],IZ).

Comme H n’est une fonction de survie que si § =2 —a € [0, 1], on peut conclure que

(X1, X3) ~ BE(A, ). 0

5.6 Estimation des parameétres du modele BE(A, 6)

5.6.1 Meéthode des moments

Dans cette section, nous nous intéressons a l'estimation des parametres A =
(A1, A2) € (0,00)? et § € [0,1] par la méthode des moments. Pour ce faire, soient
(X11, X12), -+, (Xn1, Xo2) des copies indépendantes du couple aléatoire (X, Xo) ~
BE(A,0). Le principe de cette méthode consiste a déduire les estimateurs des para-
metres A\, As et 8 en identifiant les moments théoriques aux moments empiriques. Ceci

revient a résoudre les équations suivantes :

E(Xy) = X, k€{1,2} et cov(Xy, Xo) = my, 1, (0) = Sa, (5.12)
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ou

_ 1 _ 1 » _ _
X = ﬁzxik) ke{l,2} et Sp= mZ(Xa—Xl)(XQ—Xﬁ-
=1 =1

En utilisant le fait que

g

1
E(Xy) =-—, ke{l,2 t )= —— 5.13
( k) /\k, { ? } € m/\w\z( ) /\1/\2(2 _ 9)7 ( )
il découle de (5.12) et (5.13) que
. 201\ 2
A = —, ke{1,2}) et H=- MAzdhe 25
Xk 1+ /\1/\2512 JYIXQ + 512

Il est connu que la variance échantillonnale Syo est un estimateur convergent de
My, . (0) et asymptotiquement normal, comme le stipule le Théoreme 8 & la page

52 du livre de Ferguson (1996). Plus précisément, lorsque n — oc, on a

Vi {Siz =m0, (0)} > N [0,0%(6,A1,29)]
ou
a0, M1, M) = var{(X, — M\ D(X2 — A H}

Par conséquent, une application de la méthode Delta (aussi appelée lemme de Slutsky)
permet d’établir la loi asymptotique de I'estimateur des moments 0 qui sera valide

pour tout 8 € (0, 1).

Proposition 13. Lorsque n — co, on a

\/ﬁ(é—e)w/\/[o, 16(2 — 0 + 6?) ]

(1= MAaB)2(2 — )3

Démonstration. En appliquant la méthode Delta (Lemme de Slutsky), on a

V(6= 0) = N [0.{gh, 0, (0)) 0*0. 00, 02)].
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ol pour tout 6 € [0,1), ga,»,(6) = m; 'y (0). On commence par calculer le terme

(0, A1, A2) = var{(X; — A\TH( X, — A7 1))
=E{(X, — A\ DA — AZHE — cov? (X1, Xo) (5.14)

avec

2 2
E{(X1 — A\ D)X = A\0H3) = B(X2X2) — " E(X?X,) — - E(X,X3)
2 ]
1 1

E(X1X2) + - B(XT) + Iy E(X3)

LA
A1 A2 Ag

E(X,) — o E(Xa) +

15
VIW (5.15)

1
Y AZA2

Puisque X; ~ Exp(A;) et X3 ~ Exp(Az), on sait que

B(X) =3 BUG) =5, EC) =5 BOD) =

Par suite, I’équation (5.15) devient

_ _ 2 . 2
B = A0 = A1)} = BXEXE) = - B(XEX:) = - B(X1X3)

4
+ ——E(X1X2) +

1
Ao A2

En insérant les expressions (5.6), (5.7), (5.8) et (5.9) dans la formule précédente, on

obtient

8(4-6) 84-9)
TOZN(2-6)7 A2A3(2_6)

E{(X) = A7) (X2 — A5 1%}

8 L1
NAB2—6) | N2NE

+

En utilisant le fait que
92

2 —
COov (Xl,XQ) = ﬁm
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et en combinant (5.14), (5.15) et (5.6), on déduit que

1 [8(4—6) {8(4—6)+6%) 8
20, M, 00) = - |
U(, 1 2) )\%)\g (2_9)3 (2_9)2 +2—94'1

Apres quelques simplifications, la formule précédente se réduit a

4(2 — 6+ 6?)
200, M) = 7
o ( 3 M 2) )\f)\%<2_9)3

Rappelons que
9 —
MA2(2—-0)

m,\l,\z(e) = COovV (XI,XQ) =
Apres quelques calculs élémentaires, on voit que

2A1 A0 22X

9) = Ml £ 7 )y = — "=
g/\1/\2( ) 1_{_/\1/\26 e g’\l’\2< ) (1‘{’)\1)\29)2

Par conséquent, la variance asymptotique de 'estimateur des moments de 8 est expli-

citement donnée par

16(2 — 6 + 6%)
(1 — M A0)2(2 - 0)3

(B0} (0, A, 0) =

5.6.2 Méthode de vraisemblance maximale

L’objectif de cette section est d’examiner 'estimation des parametres A = (A, Ag) €
(0,00)? et # € [0,1] par la méthode de vraisemblance maximale. Pour ce faire, nous
allons adopter la méthode d’inférence pour les marginales. Le principe de cette mé-
thode consiste a estimer dans un premier temps les parametres des lois marginales et
ensuite estimer le parametre de dépendance en maximisant la pseudo-vraisemblance.
Plus spécifiquement, soient (X1, X12), ..., (Xn1, Xu2) des copies mutuellement indé-

pendantes du couple aléatoire (X, X3) ~ BE(A,0). Notons que les estimateurs de
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vraisemblance maximale des parameétres marginaux A; et Ay sont
“ 1
A== et A= —=—
X Xo

avec X = (Xyk + -+ + Xox)/n pour k € {1,2}. Pour estimer le parametre de dé-
pendance, on remplacera A, par A pour k € {1,2} dans la vraisemblance. Puis, on

maximise cette derniére par rapport a 6. Définissons d’abord les ensembles

./41 = {l (- {1,,7’L} : XlX,,;l < XQXZ'Q},
Ay = {2 € {1, o ,Tl} : ;\1X¢1 > ;\QXiQ},
./43 = {L - {1,...771,} . XlXﬂ = XZX{_Q},

et notons par np,ns et n3 les cardinaux respectifs des ensembles A;, A, et Az, Ainsi,
la vraisemblance (calculée par rapport a la somme des mesures de Lebesgue sur la

droite réelle et dans le plan) est donnée par

L(A1, A2, 0) = [T fo(Xi1, Xiz)

fo(Xi, Xi2) H fo(Xi1, Xia) H Jo( X, Xio)

€A €Az 1€A3

e XIXQ(]- — 9)6_;\1)(71(1_0)_;\2)(7-_2

I

X H /A\l/A\Q(l _ e)e—;\zxzz(l—e)*;\LXn

% H 66_(2_0);\1 X ,

1€A3
ce qui peut s’écrire aussi comme suit

~ ~

L(/\l, AZ, 6) — X’ill /A\gl (1 o 0)71,16—{;\1(1—0)n1)?1(1)+;\2n1)?2“)}
X AT2AR2(1 — 9)”2e”{;\2(1‘9)”2"?2<2)+5\1'"2X1<2>}

x 97136—(2—9);\1713)?1(3)
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ou, pour tout k € {1,2,3},

Xy = — Z Xa et Xz = — Z Xio.

3! €A ZE.Ak

Par conséquent, la log-vraisemblance est

H(A, Mg, 0) = In{L()1, Ay, 0)}
=n;In(l —0) — ;\1(1 - Q)nl)_(l(l) — ;\gnl)_(g(l)
+ngIn(1 — 6) — Aa(1 — 0)na Xom) — MinaXyy)
+n3ln(0) — (2 — 0)A\ns X3

+ (n1 + TLQ) ln(;\l;\g).

42

Pour identifier I'estimateur & vraisemblance maximale, on cherche d’abord la dérivée

de la log-vraisemblance, qui s’écrit

0 n n
ggH(/\l,/\g,Q)— 1_19—1~12—5+g+n1/\X1 + Ao Koy + nahy Xy

Comme, pour tout 8§ € (0,1),

(92 @ N 1 o 3
—_— = — — — - <
g A2 6) Q-0 (@67 o ="

lestimateur a vraisemblance maximale de # sera la solution 6 de I’équation

n. — ~ — ~ —
- = — =~ + ? + nl/\le(l) + ng/\QXQ(Q) + ‘Tl3/\1X1(3) =0.

En posant A = nl;\lxl( + nQ/\QXQ + n3/\ X1 (3), 'équation precédente devient

nd — ns

0(1 —6)

?
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qui est équivalent a I’équation de second degré suivante :
AB? + (n— A)G —ny = 0.

Cette équation possede deux solutions distinctes exprimées par

—(n—A) + \/(n — A)2 +4nzA
2A '

La solution appartenant & Vintervalle [0, 1], qui sera l'estimateur a vraisemblance

maximale, est

é:

—(n—A)+ \/(n — A)? +4dnz A
2A '

En effet, on peut facilement vérifier que la quantité précédente est toujours positive

et que

—(n—A)++/(n— A2+ 4n3A
( ) \/2(,4 ) ’ <1 < n3 <n,

relation qui est toujours vraie.

5.7 Ttude des performances des estimateurs des

parametres de dépendance par simulation

Nous rappelons que nous avons établi deux estimateurs du parametre de dépen-
dance 8. Le premier estimateur é/V[M se base sur la méthode des moments. Pour sa
part, le deuxiéme estimateur éMv est fondé sur Ja méthode du maximum de vraisem-
blance. Dans cette section, nous allons comparer les deux estimateurs par le critére
de erreur quadratique moyenne (EQM). Nous allons simuler plusieurs scénarios en
prenant différentes valeurs du parametre de dépendance 6. Nous choisirons également

plusieurs tailles d’échantillon.
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Les tableaux suivants, fondés sur & = 1000 répétitions, présentent la valeur de

I'EQM multipliée par 10* pour faciliter la lecture et la comparaison des résultats.

Taille n 50 100 300 1000

EQM(fyy) 12,979 31,700 0,403 1,945
EQM(faa) 19,495 7,712 0,630 0,195

Taille n 50 100 300 1000

EQM(fyy) 16,694 0,935 2,928 8,133
EQM(fan) 15,694 3477 0,339 0,111

Taille n 50 100 300 1000

EQM(Opy) 54,486 7,443 1485 14,023
EQM(faa) 9,176 1,349 0,294 0,099

Taille n 50 100 300 1000

EQM(@yy) 0,067 5225 7,578 1,692
EQM(fa) 13,311 1,748 0,106 0,095
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Taille n o0 100 300 1000

EQM(fyy) 2,511 0,147 8,459 21,559
EQM(fya) 11,306 3,230 1,038 0,048

Taille n 50 100 300 1000

EQM(fyy) 15708 19,802 0,175 3,971
EQM(@ya) 7275 3,548 1.236 0,201

Pour ce qui concerne la méthode des moments, les résultats sont cohérents, au
sens ol 'EQM diminue a mesure que la taille d’échantillon augmente. Il est également
intéressant de mentionner que la relation entre 'EQM et la valeur attribuée a 8 n’est

pas monotone.

Pour ce qui touche la méthode du maximum de vraisemblance, les résultats sont
trés variables d’une taille a 'autre, ce qui jette du discrédit sur leur validité ou sur la
méthode. En I’état, aucune comparaison avec la méthode des moments n’est possible
sur cette base. Une piste de solution pourrait étre de vérifier la convergence ou la non—
convergence de l'estimateur obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance.
En prenant pour exemple la valeur § = 0.6,n = 50 pour lequel 'EQM se situe a
54,486 comme point de départ, nous avons simulé de nouvelles données pour différentes
valeurs de 6 s’approchant de 0.6. Cela a pour but de vérifier si une certaine convergence

est observée.

Valeur 0 0.5955  0.595 0.59 0.55

EQM(fyv) 54,892 57,398 61,318 79,863
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Il faudrait étudier plus en profondeur cette piste pour conclure qu’il y a bien

convergence de I'estimateur obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance.

5.7.1 Intervalle de confiance pour la méthode des moments

En P'absence de fiabilité de la méthode du maximum de vraisemblance, nous ne
pouvons que recommander l’emploi de la méthode des moments pour le moment.
Gréce a la Proposition 13, cette méthode permet d’ailleurs de calculer un intervalle
de confiance du parametre de dépendance. En effet. cette proposition garantit la
normalité asymptotique de I'estimateur des moments a savoir,

16(2 — 6 + 62)

\/7_1<9MM - 9) ~ N 07 (1 B )\1)\2‘9)2<2 _ 9)'3

Ceci permet de construire un intervalle de confiance asymptotique pour le para-
meétre de dépendance 6. Ainsi, les limites de I'intervalle de confiance a 100 x (1 — a)%

sont données par la formule

16(2 — Bprng + 62,4,)
11—\

E- ZO(/QJ = -~ :
n )\29MM)2(2 - 9MM>3

(

A titre d’illustration, voici des exemples de calcul d’intervalle de confiance & 95%
pour différentes tailles d’échantillon et deux valeurs du parametre de dépendance, soit

g € {0.5,0.8}.
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0=0.8
Taille n 50 100 300 1000
Oni s 0.773 0.798 0.794 0.803
IC 4 95% [0,470;1] [0,585;1] [0,671;0,917] [0,736; 0,870
0=05
Taille n 50 100 300 1000
Oni 0,454 0,504 0,491 0,496

IC 5 95% [0,012; 0,897] [0,223;0,784] [0,325: 0,657 [0,406; 0.586]

Nous constatons que les valeurs générées pour le parametre de dépendance 6§ se

retrouvent a chaque fois dans I'intervalle de confiance.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons introduit et étudié les principales propriétés d’une
nouvelle famille de lois exponentielles bivariées. Cette famille de lois a été construite

selon le principe des chocs comonotones.

Apres avoir rappelé la notion de comonotonicité, nous avons défini le modele et
montré qu’il permet de couvrir tous les degrés possibles de dépendance positive, ce qui
constitue une amélioration appréciable par rapport au modele & choc commun de Mar-
shall et Olkin (1967). Nous avons ensuite présenté la fonction génératrice des moments
et les moments mixtes de la nouvelle famille de lois. Nous avons aussi documenté le

fait que la famille comporte des parties absolument continue et singuliére.

Pour ce qui concerne 'inférence dans le cadre du nouveau modele, nous avons
spécifiquement proposé deux estimateurs du parametre de dépendance : un estimateur
des moments et un estimateur & vraisemblance maximale. Nous avons pu établir la
loi limite de I'estimateur des moments, mais pas celle de I'estimateur du maximum de
vraisemblance, qui semble complexe du fait que les conditions classiques de normalité

asymptotique ne sont, pas vérifiées.

Par le biais d’une étude de simulation, nous avons étudié la performance des esti-
mateurs pour plusieurs valeurs fixées et différentes tailles d’échantillon. L’estimateur

des moments semble généralement satisfaisant et il est possible d’y adjoindre un in-
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tervalle de confiance asymptotique. Son emploi peut donc étre recommandé. On ne
peut pas en dire autant de I'estimateur du maximum de vraisemblance, dont ’erreur
quadratique moyenne ne semble pas décroitre & mesure que la taille d’échantillon aug-
mente. Cette question devra faire 'objet d’une étude plus approfondie. De méme, la
méthode que nous avons développée pourra étre appliquée a différents jeux de don-
nées, par exemple pour évaluer le risque lié aux assurances-vie ou la récurrence du

cancer abordé dans l'article de Sankaran (2008).

Dans des travaux futurs, il serait en outre intéressant d’étendre les résultats pré-

sentés dans ce mémoire au cas des lois exponentielles multivariées.



Bibliographie

[1] T.S. Ferguson (1996). A Course in Large Sample Theory. Chapman & Hall,

Londres.

[2] C. Genest & R.J. MacKay (1986). Copules archimédiennes et familles de lois bidi-
mensionnelles dont les marges sont données. The Canadian Journal of Statistics,
14, 145-159.

[3] C. Genest, M. Mesfioui, J. Schulz (2018). A new bivariate Poisson common shock
model covering all possible degrees of dependence, Statistics and Probability Let-
ters, 140, 202-2009.

4] A.W. Marshall & 1. Olkin (1967). A generalized bivariate exponential distribution,
Journal of the American Statistical Association, 4, 291-302.

[5] P.G. Sankaran (2008). Association measures for bivariate lifetime data. Commau-

nications in statistics — Theory and methods, 37, 3228-3249.

[6] A. Sklar (1959). Fonctions de répartition & n dimensions et leurs marges. Publica-

tions de 'Institut de statistique de [’Université de Paris, 8, 229-231.



