


FWFs model presented in figures 5.17 and 5.20 are exactly the same as Matlab-Simulink RC-

FEC and RL-FEC circuits of ail inductors currents and ail capacitors voltages. Thus the RC-

FEC and RL-FEC can be shaped for any order due to the fact that every order is weil defined 

with its Fibonacci wave function precisely determined from Pascal' s triangle. Figures 5.24 

and 5.25 show the behavior of ail voltages for each capacitor (odd FWFs) and ail currents in 

each inductor (ev en FWFs). Simulation results also show the delay of each branch based on 

its position from the input source. 
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Figure 5. 24: Matlab-Simulink Re-FEe and FWF general model �(�V �~�1 �, �4 �) �,� �V �~�1�,�4 �) �,� . . , �V �~ �~�4 �) �)� 
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For the case where both RC-FEC and RL-FEC have the same time constant Xc = XL; 

simulation was conducted to confirm the accuracy of the FWF general model proposed in 

figure 5.17 and 5.20 and Matlab-Simulink circuit mode!. 

B. Case #1: R=1D ; L=1H; C=1F; (K,xJ = (1,1); 

1 
C =-= lF ; 

R*x c 
L = _1_ = lH ' R = ~CL = 1 

K*C ' ~c 

R 1 
XL = - = X = -- = 1 

L c R * C 
1 

K - - - /.,2 - X X - X 2 - X 2 - LC - <-Ut - L c - L - c 

(5.l7) 

Simulation in figure 5.26 and 5.27 for Matlab-Simulink RC-FEC and its FWF model for 

order 40 for I~~,l), l-i~1,1) with input voltage Vi = 1 V and load R = ~ , shows no 

intermediate steady states and this due to the fact that 
1 

K - - /.,2 - X X - X 2 - X 2 - LC - <-ut - L c - L - c 

1 

cu 
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Figure 5. 26: Matlab-Simulink RC-FEC and FWF general model (lici1
) , Vi = 1 V, R = $) 
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Figure 5. 27: Matlab-Simulink Re-FEe and FWF general model (Vi~l), Vi = lV, R = ~) 

The figures 5.28 and 5.29 show the behavior of al! voltages in each capacitor (odd order) and 

al! currents of each inductor (even order) using FWF general model of figure 5.17 and 

compared with Matlab-Simulink RC-FEC circuit (figure 5.16). 
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Figure 5. 28 : Matlab-Simulink Re-FEe and FWF general model (Vil .l ), V~1,1) , . . , V~~l) , R = ~) 
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Figure 5. 29: Matlab-Simulink Re-FEe and FWF general model (J~l , l), Iil,l ), . . , Ii~l) , R = .fi) 
RC-FEC and RL-FEC general model can be also derived based on the energy for each 

capacitor and inductor. 

For RC-FEC energy general model for n = 40 is presented. 

Below is the energy general model for RC-FEC n = 40 with input energy e;n . 

em 
1 

(5.18) 

( ) 
(K,x,) 

e 37 c 

w- 2en(K,x,))2 
f 40 

-2 en (K,X, )) 2 
Wf 39 

-2en(K,X,~2 
Wf 38 

- 2 en (K,X,~2 
Wf 37 -

( ) 
(K,x,) 

ec 3 

. _ . _ . _ . _ . 

----.. ( ) 
(K,x,) 

ec 1 

-2 ( n (K,X' ))2 - 2 ( (K,X' ))2 - 2 (n (K,x,h 2 __ ,. L...-_'- Wf \113 1----+1 Wf D2 I----M Wf \111 . ) r 

Figure 5. 30: n th even order Re-FEe general model using energy wave between branches. 
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5.7 Fibonacci wave functions appHed to transmission Hnes 

In the literature, several papers have studied and modeled the transmission cab les [2] with a 

variety of analytical methods but very few have noticed that Fibonacci numbers and especially 

Pascal ' s triangle can be used [2] , [3]. 

It is weIl known that transmission cables can be modeled with a recursive LC depending on 

the length of the cable. There have been studies to analyze the input impedance as weIl as the 

load impedance to better understand the reflection phenomena when the input impedance is 

different from the load. In [2], it was shown that in a transmission cable with a short-circuit 

(R=OQ), the input impedance or admittance can be found using Pascal's triangle for the case 

L=IH and C=IF. This is a particular case ofPascal ' s triangle general form detailed in Table 

5.2 with K=1 and Xc = 00. 

Table 4.6 is the Pascal triangle general form for boundary systems with the multiplication 

coefficients based only on parameter K. 

Below is an example of 914(S) using Pascal's triangle for Fibonacci boundary systems 

denCk,x) = 1S14 + 1XS13 + 13Ks12 + 12KxS11 + 66K2 S10 + 55K2xs 9 
14 

+ 165K3s 8 + 120K3xS 7 + 210K4s 6 + 126K4xs S + 126K ss4 

+ 56K sxs 3 + 28K6 s2 + 7K 6xs + 1K7 

denCk,x) = 1s13 + 1XS12 + 12Ks11 + 11Kxs10 + 55K2 s 9 + 45K2xs 8 
13 

+ 120K3s 7 + 84K 3xS 6 + 126K4s S + 70K4xS 4 + 56K ss3 

+ 21K sxs 2 + 7K 6 s + 1K6 x 

denCk,x) - 1S12 + 1xsll + 11Ks10 + 10Kxs9 + 45K2 s 8 + 36K2xs 7 
12 -

+ 84K3s6 + 56K3xs S + 70K4s4 + 35K4xs3 + 21K Ss2 

+ 6K Sxs1 + 1K6 

For RL-FEC circuit in figure 5.19 for order 13 and 14 
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1 K den (K,XL) (s) 
(_O_) (K,Xd = (K,Xd (S) = 12 
CV 13 913 d (K,xd ( ) 

L en13 s 
TT Kd (K'XL) ( ) 
Vo (K,xd _ (K,xd _ en13 s 

(-jj-) 14 - 914 (s) - (K,xd 
L den14 (s) 

(5.20) 

R 
x = XL =-

L 
For RC-FEC circuit in figure 5.16 for order l3 and 14. 

(5 .21) 

Note that depending on the Fibonacci circuit, either RC-FEC or RL-FEC, one can easily 

determine the input impedance or input admittance for any order n and for both short-circuit 

and open-circuit using only general Pascal ' s triangle table 4.6 or (5 .l9), (5.20) and (5.21). 

For the purpose of comparison with [2] for a short-circuit case (R = On) , Xc = a:J using RC-

FEC and XL = 0 using RL-FEC, equations (5 .19), (5.20) and (5 .21) become: 

ls13 + 12Ksll + 55K2s9 + 120K3s 7 

Vo ( k,O) _ (K,O) _ * +126K4s s + 56K ss 3 + 7K6s 
(U)14L - 914L (s) - K lS14 + 13Ks 12 + 66K2s10 + 165K3s B 

+210K4s6 + 126Kss4 + 28K6S2 + 1K7 

ls12 + llKs10 + 45K2s B + 84K3s6 

~ (k ,O) _ (K,O) S _ K * +70K4s4 + 21Kss 2 + 1K6 
(CV) 13L - 913L ( ) - ls 13 + 12Ksll + 55K2s 9 + 120K3s 7 

+126K4s s + 56K ss 3 + 7K6 S 
(5 .22) 
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For an open-circuit (R = co. n), Xc = 0 using RC-FEC and for RL-FEC XL = co. Equations 

(5.19), (5.20) and (5.21) become: 

lS 13 + 12Ks11 + 55K2 s 9 + 120K3s7 

~ (K,O) _ (K,O) _ * +126K4s 5 + 56K5s 3 + 7K6s 
(CV:)14C - 914C (s) - K ls14 + 13Ks 12 + 66K2s10 + 165K3s 8 

+210K4s 6 + 126K5S4 + 28K6S2 + 1K7 

(5.23) 

ls12 + 11Ks1o + 45K2 s 8 + 84K3s 6 

Va (k,oo) _ (K,oo) _ * +70K4s 4 + 21K5 S2 + 1K6 
(U)14L - 914L (s) - K lS13 + 12Ks 11 + 55K2s 9 + 120K3s7 

L 

+126K4S5 + 56K5S3 + 7K6S 

ls 11 + 10Ks9 + 36K2 S7 
~ (k,oo) _ (K,oo) _ * +56K3s 5 + 35K4s 3 + 6K5 S1 

(CV:)13L - 913L (s) - K lS12 + 11Ks 10 + 45K2 s 8 + 84K3 S6 
L 

+70K4S4 + 21K5S2 + 1K6 

Simulation for short and open circuit were conducted using FWF general model and Matlab-

shown in figure 5.31,5.32,5.33 and 5.34. 

With open-circuit (R = co n) or short-circuit (R = On) RL-FEC and RC-FEC, their 

respective FWF general model show continuous oscillations for constant unit and for pulse 

unit input and are exactly identical with Matlab-Simulink circuit mode\. These behaviors can 

be used in reflection wave analysis related to transmission lines with load in matching 

impedance, and with short load or without load. 
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Figure 5. 3 !: Mat!ab-Simu!ink RL-FEe and FWF genera! mode! (Vi~O) , li = lA, R = 00 ) 
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Figure 5. 32: Mat!ab-Simulink RL-FEe and FWF genera! mode! (I~iO) , li = lA, R = 00 ) 
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Figure 5. 33: Mat!ab-Simu!ink Re-FEe and FWF genera! mode! (V~iO), Vi = lV 35s pulse, R = co O) 
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Figure 5.34: Matlab-Simulink RC-FEC and FWF general model (lici°), Vi = IV 35s pulse, R = ro n) 

5.8 Conclusion 

In this chapter, a complete Le ladder general model is highlighted as an application of 

Fibonacci wave functions FWFs that was introduced in chapter 4. The importance for Le 

ladder cornes from its application that can be found in the literature like lossless transmission 

lines model, the sound propagation model in the ear and in quantum mechanics in the 

understanding of the interaction between partic1es. The detailed model that is proposed for 

each Le ladder bran ch with precise Fibonacci wave functions shows that the FWF general 

model and its corresponding Matlab-Simulink circuitmodel are perfectly identical for each 

inductor current and capacitor voltage with load, without load CR = On) or with infinite load 

CR = oo n). The FWF general model using the charge in the capacitor and the flux in the 

inductor for each branch is also presented for aIl charge and flux Le ladder branches. 

The Le ladder input impedance and admittance can be derived using Pascal ' s triangle general 

form presented in section VII with defined coefficients K, XL and XC' 

Transmission lines, short-circuit and open-circuit were studied and simulated for both 

Fibonacci model and Fibonacci electrical circuit to show that these are particular cases of the 
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general model and their Fibonacci wave functions are easy to determine based on Pascal ' s 

triangle for short load (xc = 00 and XL = 0) and for open load (XL = 00 and Xc = 0). 

The LC ladder general model for energy transfer between Land C in each section could be 

used for many other applications that use lossless LC recursive circuit as model for more 

research and analysis especially, in quantum mechanics, biology and communication. 
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Chapter 6: Fibonacci wave functions application to spring mass chain 

6.1 Introduction 

In chapter 4, we introduced Fibonacci wave functions (FWFs). These functions have the 

particularity of being irreducible, presenting multiple intermediate stationary regimes before 

reaching the final steady-state. These ste ad y states present oscillations with low amplitudes. 

These FWFs have been created theoretically from a first-order transfer function source. 

In this chapter, the Fibonacci spring-mass chain (FSMC) is introduced as another application 

is presented. It has exactly the same FWFs than those mentioned in chapter 3 as mathematical 

model. The Fibonacci spring-mass chain (FSMCs) can be used to model the interaction of 

small particles in quantum mechanics and in fluid mechanics using this new FSMC general 

mode\. This chapter will be divided into three major parts. Part one, will be dedicated to 

FSMC theory. Part two will be dedicated to two case studies with one and two final steady 

states. Finally, the last part will treat the FSMC general model and its simulation to highlight 

the interaction between each mass based on its position in the chain. 

6.2 Fibonacci Spring mass chain 

Let ' s recall that Fibonacci wave function source has the following form . 

(6.1) 

The first order spring-mass is shown in figure 6.1: 
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F· t 

Figure 6. 1: First order of FSMC 

ks 
1 m 
ks + kv s -m 

Where wf is the Fibonacci natural frequency. 

(mf is the Fibonacci damping ratio. 

1 K 1 ___ _ _ (k,xm) Cs) 
k s + X - k Bi s m s 

The transfer function of the second order FSMC shown below will be. 

k v 111 

V i ----:.-

Figure 6.2: Second order ofFSMC 
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This transfer function is exactly that of Fibonacci determined in chapter 4. The transfer 

function of third order FSMC is 

Figure 6.3: Third order ofFSMC 

(6.4) 

The 4th order for FSMC transfer function. 

m m 

Figure 6.4: Forth order ofFSMC 

The 5th order for the FSMC transfer function. 
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ID ru m 

F· l. 

Figure 6.5: Fifth order ofFSMC 

One can see that an n th order F-Spring-Mass with n even will have speed as input and force 

as output. 

v· L 

ns is the total number of springs in the chain. 

nm is the total number of masses in the chain. 

ID 

Figure 6. 6: n th even order ofFSMC 
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The FWF will be. 

(6.5) 

In the case where the circuit is of odd order n, the transfer function will be. 

(6.6) 

ID ID 

Figure 6. 7: n th odd order ofFSMC 

In general, F-Spring-Mass chain with ev en order n has speed as input and force as output; it 

has a final steady-state value m * X m ofunit input speed. 

For F-Spring- Mass chain with n odd order with force as input and speed as output has a final 

K 
steady-state value --. 

ksxm 

The table below shows ail FSMC FWFs. 

Table 6. 1: F-Spring-Mass Chain Fibonacci wave functions FWFs 

(kSVO)Ck.Xm) = Ck,xm)(S) = _K_ t sVO/k ,Xm) = Ck,Xm\S) = K 
F 1 91 S + x F 1 91 ls + lx t c t m 

F K 
(~)Ck'Xm) = 

(_0 /k.Xm) = Ck.Xm\S) = mVi 2 
mv. 2 9 2 K 

t s+--
Ck x) Ks+Kxm s +Xm 

9 2 . m (s) = ls 2 + lx
m

s + lK 
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kv 
t sVO)Ck,Xm) _ Ck,Xm\ )_ K (~)Ck,Xm) _ Ck,xm\) 

f. 3 - 93 S 
f. 3 - 93 S- K 

! 

! S+ K 
S+--- Ks 2 + Ksxm + K2 

s +Xm = l s 3 + lxms 2 + 2Ks + lKxm 

F K F (_O_) Ck,Xm) _ Ck,Xm\) _ (_0 )Ck,Xm) _ Ck,Xm)() 4 - 94 S- K 4 - 94 s 
mVi S+ mVi 

K 
s+ K Ks 3 + Kxms 2 + 2K2s + K2Xm S+--- -S +Xm -

ls4 + lxms 3 + 3Ks2 + 2Kxms + lK2 

F K KdenCk,Xm\S) (_0 )Ck,Xm) = Ck,Xm)() = 9~k,Xm)(S) = n 9n S Ckx ) n-l 
mVi S + 9n.:. 1

m (S) sdenCk,Xm)(S) + numCk,Xm\S) n-l n-l 

n even KdenCk,Xm\S) 
9~k,Xm) (S) = n-l 

t s VO/k,Xm) = Ck,xm) ( ) = K den~k,Xm\S) 
F n 9n S Ckx ) 

i S+9n.:. 1
m (S) 

nodd 

From table 6.1, Pascal triangle general form in table 6.2 is used to determine each Fibonacci 

wave function for any FSMC order. 

Table 6.2: Pascal's triangle general form with coefficients of multiplication (k, xm ) . 

*X 

den 1 
den 1 
den 3 
den 4 
den 5 
den 6 
den 7 
den 8 
den 9 

den la 
den 11 
den Il 
den 13 
den 14 
den 15 
den 16 
den 17 
den 18 
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Below is an example of gi~,Xm)(s) and gi~,Xm)(s) using Pascal ' s triangle Table 2. 

den(k,Xm )(S) - ls 14 + lx S B + 13Ks12 + 12Kx Sl1 + 66K2s10 + 55K2x s 9 14 - m m m 

+ 165K 3 s8 + 120K 3 xm s7 + 210K 4 s6 + 126K4 xm s S + 126K Ss4 

+ 56K S xm s3 + 28K 6 s2 + 7K 6 xm s + 1K7 

6.3 Simulation of FMSC 

Simulations were conducted for aIl Fibonacci wave function up to order 40 for FSMC to 

confirm that these coupled spring mass chain foIlow the logic of a recursive Fibonacci 

sequence detailed in chapter 4. 

A. Case #1: kv = 1Nsjm; m = 1kg; ks = 1Njm; (K,xm ) = (1,1); 

In this case we can easily calculate the parameters K and Xm or wf and (mf to determine the 

Fibonacci wave functions from the table using Pascal's Triangle. 

X m = 1; K = 1. 

Wf = 1; (mf = 0.5 
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Order 40 FWF taken as example is an even function, using Pascal's triangle to determine its 

numerator and denominator coefficients as detailed in chapter 4 giveso 

Simulations ofm * g~~,Xm)(s) model is illustrated in figure 608 belowo The final steady-state 

is m * Xm = 1. 

1 

0 08 
C) 
.q-
LL. 
ru 
~ 0 .6 $2 -::::l a.. :; 

0 0.4 

0 .2 

(a)Zoom 1 

0 
0 50 100 1 50 200 250 300 

Time ( s e oonds) 
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Figure 6. 8: FMSC ( Fi~l) = m * gi~l\S) , Vi = Imjs) 

In the same way the FWF g~~,Xm) (s) which is odd, is determined using Pascal's triangle. 

k v Kden(k,Xm)(s) 
(~)(k,Xm) = (k,Xm)() = 38 

F 39 g39 S (k x ) (k x ) . sden , m (S) + num ,m (S) 
L 38 38 

Simulations of order 39 FSMC to) ~~Xm) = ~ * g~~,Xm) (s) is illustrated in figure 6.9. It is 
FI k s 

c\ear that the final steady-state is _K_ = 1. 
k s*x m 
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6.4 N th Order Fibonacci spring mass chain general model 

The Nthorder F-Mass-Spring is perfectly modeled. Ali forces and speeds are perfectly 

determined by the Fibonacci wave functions illustrated in section 1. The model is illustrated 

in the figure 6.10 for order 40 and can be extended to an infinite Spring-Mass chain knowing 

that each FWF can be determined using Pascal's triangle general form in table 2. 
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,..-____________ . _ . _ . _ . _ . _ . ___________ ----1 

V (k,xm) 
1 3 

'---..... kg~k .x," ) (S) t----+I 
s 

(k .Xm ) ( ) 
mg2 s t----~ 

Figure 6. 10: n th even order FSMC Model using FWFs for each section for (v~k,Xm) , F~k,xm» ) variables 
J J 

This model can be presented with the variable momentum Ilt,Xm
) = mv?'Xm ) for each mass 

F (k,xm) 

and position xJ~k,Xm) = -j- - related to each spring as shown in figure 6.11 . 
k s 

.:.J1..:.i _~ : g~~,xm) (s) 
S 

,..--------------._._._._ ._. ------------~ 

1 k g~k.xm) (s) t-------~ 
s 

Figure 6. Il: n th even order FSMC Model using FWFs for each section for (IlY 'Xm ) , xY'Xm ») 

A. Case #2: kv =4 Ns/m; ks =l N/m; m=lKg; (K,xm ) = (1,4); 

K = ~ = w} = 1; xm = ~ = 4; kv * Jmks 
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Figure 6. 12: FSMC general model for F~~4) with input Vi = lmjs) 
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Figure 6. 13 : FSMC general model for vi~/)with input Vi = lmjs) 

The figures 6.14 and 6.15 show the behavior of all speeds for each mass (odd FWFs) and all 

forces for each spring (even FWFs). Simulation shows also the delay of each branch based on 

its position from the input source. 
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B. Case #1: kv =1 Ns/m; ks =J N/m; m=1Kg; (K,xm) = (1,1); 

K - k s - w2 - X 2. X = k v = l' k - )mk - 1 -m-f-m , mm ' v- s-

The simulation in figure 16 and 17 below for the FSMC model for order 40 shows no 

intermediate steady states and this is due to the fact that 
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Figure 6. 16: FSMC general model for Firi1
) with input Vi = 1, kv = .Jmks ) 
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Figure 6. 17: FSMC general model for v~1.1)with input Vi = 1, k v = .Jmks) 
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The figures 6.18 and 6.19 show the behavior of ail speeds for each mass (odd order) and ail 

forces for each spring (even order) using general model of figure 6.10. 
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FSMC general model can be also determined based on the energy for each capacitor and 

inductor. For FMSC energy general model for order 40 is presented. 

Below is the energy general model for FSMC order 40 with input energy (e) ;K,Xm
) 

( )
(K,Xm) 

es 40 

' ,xm) 
-2 ( (K.<m) )2 

w[ 9 40 W- 2(g (K.xm))2 
[ 39 

(e ) (K.xm) 
m 39 

Wj2(g~~.xm) )2 

. _. _. _. _. 

( )
(K,Xm) 

es 3 8 

wj2 (g~~.xm) )2 

(6.9) 

m 

~ 

Figure 6,20: n th even F-Spring-Mass Model using FWFs for energy transfer between sections, 

6.5 FSMC with infinite and zero kv viscous damper 

Note that based on FSMC in figure 6,6, one can easily determine the transfer function for any 

order n for infinite or zero kv viscous damper using only Pascal's triangle general form with 

Xm = 0 or xm = a] shown in Table 6.3. 

For Xm = 00 ; kv = 00. Viscous damper infinite resistance, Sections 14 and 13 in FSMC, 

with (g)i~a?) (s) , (g)i~,a? )(s) are determined in (6.10). 

112 



lS12 + llKs 10 + 45K 2s 8 + 84K3s 6 

Fa (k ,co) _ (k ,co) _ * +70K4s 4 + 21K Ss 2 + lK6 
(mv)14 - (9)14 (s) - K lS13 + 12Ksll + 55K2 s 9 + 120K3s 7 

[ 

+126K4s S + 56KSs 3 + 7K 6S 

ls 11 + 10Ks9 + 36K2S7 (6.10) 

k sva (k ,co ) _ (k ,co ) _ * +56K3s S + 35K4s 3 + 6K Ss 1 
( F )13 - (9)13 (s) - K lS12 + llKs 10 + 45K2s 8 + 84K3S6 

[ 

+70K4S4 + 21K Ss 2 + lK6 

For xm = 0; kv = O. Viscous damper with no resistance, sections 14 and 13 in FSMC with 

their FWFs (g) i~O\s) , (g)i~'O ) (s) are shown in (6.11). 

lS13 + 12Ksll + 55K 2s 9 + 120K3s 7 

Fa (k ,O) _ (k ,O) _ * +126K4s S + 56K Ss 3 + 7K6s 
(mv)14 - (9)14 (S) - K lS14 + 13Ks12 + 66K 2s10 + 165K3s 8 

+210K4s 6 + 126KS s 4 + 28K6S2 + lK7 

(6.l1) 

Simulation ofFSMC general model order 40 is shown in figure 6.21 and 6.22 for F4~'O), and 

vi~ 'O) as an example with unit and pulse input speed 

Table 6. 3: Pascal's triangle for Fibonacci FMSC boundary systems (k, 0) & (k, (0 ) 

*X 
TF den 
denl 
denl 
den3 
den4 
den5 
den6 
den7 
den8 
den9 
denJO 
denlI 
denll 
il''' . .J._ 

lenl.! 
den15 
denl6 
denl7 
denl8 
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6.6 Conclusion 

In this chapter, we introduced a complete spring-mass chain general model using Fibonacci 

wave functions FWFs that was developed in chapter 3. The importance of spring-mass chain 

like Le ladder network cornes from its application that can be found in the literature [35], 

[36], [37] and [38] especially in quantum mechanics or fluid mechanics to understand the 

interaction between the partic\es. The detailed model that is proposed for each spring-mass 

section with precise Fibonacci wave functions can help understand perfectly the behavior and 

the interaction between each section using the variables (vY,Xm ), Fj(k,Xm ) ). The general model 

using the momentum and the position is also presented for each section in the chain (j1(k,Xm
), 

) 

The particular cases when the viscous damper coefficient is zero or infinite were studied and 

simulated. These cases are particular cases of general model and their Fibonacci wave 

functions are easy to determine based on Pascal ' s triangle with Xm = co and Xm = O. 
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The spring-mass chain general model using energy between each spring and mass in the chain 

is also presented to highlight the energy transfer from input source toward the last section in 

the chain. 
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Chapter 7: Fibonacci wave functions application to inverse LC ladder 

network 

7.1 Introduction 

The FWFs have been created theoretically from a first-order original wave function. The goal 

was to find transfer functions with high degree that cannot be reduced by any cIassical 

reduction methods found in the literature in order to show the limits of these methods. 

In this chapter, new electrical circuit application ofFWFs called inverse Fibonacci electrical 

circuits (iFECs) are introduced to model perfectly the recursive inverse LC ladder network. 

These iFECs can be used to model piezoelectric, [3], [6] . 

This chapter is organized as follows. Section II describes a general model of series resistive-

capacitive inverse Fibonacci electrical circuit (iRC-FEC). Section III presents a comparative 

study of inverse Fibonacci wave functions (iFWFs) and Matlab-Simulink iRC-FEC. Section 

IV describes a general model of parallel resistive- inductive inverse Fibonacci electrical 

circuit (iRL-FEC). Section V gives a comparative study of iFWF and Matlab-Simulink 

circuit model iRL-FEC. The nth order iRC-FEC and iRL-FEC models are presented in section 

VI. 

7.2 Inverse RC Fibonacci electrical circuit (iRC-FEC) 

The original Fibonacci wave function has the following form. 

K 
(k,Xd(S) = ---

9-1 S-1 + X 
c 

K = w} and 
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The first order electrical circuit Re-FEe is presented in figure 7.1. 

c 

l .. ~ I------~ 
+ 

G Vi 

T 
R~ 

T 

ArnplitL.Jde 

Figure 7. 1: First arder iRe-FEe 

Cs 1 LC 1 CK,Xd ( ) 
L S-l + X = L 9-1 S 

c 

1 K 

1 + RCs 
-----
L S -l + RC 

(7.2) 

The second order Re-FEe circuit diagram is shown in figure 7.2 and its wave function in 

(7.3). 

C 

l 1"----i ~~ 
~In L ~ R t 

Of TL-__ --+-I ___ ---'T 
CURent 

Figure 7.2: Second arder iRe-FEe 

C ( -1 + CK,Xd ()) TT 

J. = ~ (9 CK,xc) (s) + S-l)V: = S 91 S Va 
L L -1 a LC 

(CVa) CK,Xd = K CK,XC) ( ) 

1 -2 K = 9-2 S 
i S -l + -:;---

S -l + Xc 

(7.3) 
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The wave function of the third order Re-FEe (7.4) is derived from circuit diagram presented 

in figure 7.3. 

c c 

Figure 7. 3: Third order iRe-FEe 

(7.4) 

One can see that an even nth order iRe-FEe (figure 7.4) will have CUITent as input and 

voltage as output. 

(7.5) 

ne is the total number of capacitors in the circuit. 

nL is the total number of inductance in the circuit. 

c c c 

Figure 7. 4: n th even order iRe-FEe 

ll9 



The iFWF ofthis circuit is. 

CV; K 
(_O)(K,Xc) = = (K,Xc)() 

-n (K) B-n S 
Ii S-l + B ,XC (S) 

-(n-1) 

(7.6) 

For nth odd order, the wave function is. 

LI K 
( _O)(K,Xc) = = (K ,Xc) () 

-n (K) B-n S Vi S-l + B ,xc (s) 
-(n-1) 

(7.7) 

c c c c 

r----) ~1----) ~T ----1----) ~j----) ~J 

~ v. l ~ ~ l ~ l ~ R ~ 
'--------+-----+ - - - -- 1 1 ~ 

Voltage 

Figure 7. 5: n th odd order iRe-FEe 

In general, n th even order iRe-FEe has CUITent as input and voltage as output. In the same 

time the n th odd order iRe-FEe has voltage as input and CUITent as output. 

Table 1 shows ail iFWFs in Re-FEe case. 

Table 7. 1: iRe-FEe Fibonacci wave functions 

LI K LI K (~) (K,Xc) = (K,Xc) = (~) (K,Xc) = (K,xc) = 
V - 1 9 - 1 -1 + V. -1 9-1 ls-1 + lx i S Xc l C 

Cv, K (_O/K,Xc) _ (K,x c) _ 
-2 - 9 2 - K CVO (K,xc) _ (K,Xc) _ Ks-1 + Kxc li S- l + 

1 + Xc (-1-. L 2 - 9 2 - ls- 2 + lx S- l + 1K s 
l c 

LI (_O/K,Xc) = (K,x c) 
V. -3 9 3 LI l (_O/K,Xc) = (K,x c) K V. -3 9 3 = K 

l 

S- l + 
K 

Ks- 2 + KxcS-1 + K 2 

S-l + = 
S 1 + X,. 

ls- 3 + 1xcs- 2 + 2Ks-1 + 1Kxc 
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CV: 
( _ O) (K.XC) = (K.xc) 

[. -4 9-4 
t 

K 
= -S--l-+---_ -_ -_ -_-_--:K==::===-= 

K 
S-l + -----.-r-

i K 
S - + s 1 + X 

(
_CV:_O) (K.Xc) = (K.xc) = K 

1 - n 9 - n (K x) 
i S-l + 9 . c (S) - (n-l) 

n even 

LI (K.xc ) K 
( 0) (K.xc) -v;- _ = 9-n = S-l + 9 (K.Xc) (S) 

n - (n- l ) 

nodd 

7.3 Simulation of iRC-FEC AND iFWFs 

Kd (K.xc) ( ) 
(K.xc) S _ en_(n _l ) S 

9-n () - (K x ) (K x ) 
s-lden . c (S) + num . c (S) -(n-l) -(n- l ) 

Kd (K.xc) ( ) 
(K.xc ) _ en_(n_ l) s 

9-n (S) - (K x) 
den_~ c (S) 

Simulation studies were conducted to compare the previous electrical circuits using Matlab-

Simulink model and with inverse Fibonacci wave functions. The studies confirm that these 

circuits follow the logic of a recursive Fibonacci sequence and can be modelled by iFWFs. 

A. Case 1: R=lQ; L=lH; C=lF; (K,xc ) = (1,1); 

In this case (K, xc) = (1,1). Pascal's Triangle in Table 2 will be used to determine ail iFWFs. 

iFWF of order 14 taken as example is an even function, its numerator and denominator 

coefficients are expressed in (7.8) using Table 7.2 with S-l as Laplace variable or Table 7.3 

with s as Laplace variable. 

Using Table 7.2, iFWF order 14th is: 
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(7.8) 

Using Table 7.3, iFWF order 14th is: 

den~~'Xc)(s) = 1 + 1xcS1 + 12Ks2 + llKxcs 3 + 55K2 s 4 + 45K2xcss + 120K3s6 

+ 84K3xcs 7 + 126K4 s 8 + 70K 4 xcS9 + 56Kss 10 + 21K-sxcs ll (7.9) 
+ 7K6S12 + lK6x S13 c 

Table 7. 2: Pascal's triangle general form with multiplication coefficients (K. xJ . 

*X 

den 1 
den 2 

den 3 
den 4 

den 5 4 6 4 

den 6 5 10 10 

den 7 6 15 20 15 

den 8 21 35 35 21 7 ---+ 
den 9 
den 10 
den 11 
den 12 
den 13 
den 14 

28 56 70 56~28 
9 36 84 126 r-+ 126T 84 

10 45 120~210T 252 210 

II ~~rf' ~5 T- 330 462 
12~~I-f20 
13 1 78 286 

den 1j 91 364 
den 16 
den 17 
den 18 
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Table 7. 3: Pascal's triangle general form Inverse with multiplication coefficients(K,xc) ' 

~*X 
TF den 

denl 
den2 
den3 
den4 
den5 
den6 
den 7 

den8 
den9 

1 denlO 
den 1 1 
den12 
1lnlj 

te Il· 
den 1 5 
den16 
den 17 
den18 

Simulations of (0)(1,1) = ~ * /l,l\S) iFWF and iRC-FEC Matlab-Simulink electrical 
li -40 C -40 

circuit order 40 are illustrated in figure 7.6. 
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The (:)~i:c) = ~ * g~~';c)(s) , which is of odd order, will be determined using Pascal's 
1 

triangle table 2. 

Simulation results of (:)~13~ = ~ * g~13~)(S) and iRC-FEC electrical circuit order 39 are 
1 

identical as illustrated in figure 7.7. 
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7.4 Inverse RL Fibonacci electrical circuit (iRL-FEC) 

iRL-FEC is determined in the same way as RC-FEC. The first order circuit in figure 7.8 and 

its iFWF is presented in (7.10). 

J l 
CD li L ~R 

c....-ent 

Figure 7. 8: First order iRL-FEC 

sL 1 LC 

C S - l + ~ 
R 

1 K 1 (K.xt) 
C S-l + XL = C 9 - 1 (s) 

CV- K 
( _O)(K.Xt) = = (K.xt) (s) 

Ii -1 S-l + XL 9-1 

K = LC and 
L 

XL = 2 ÇLfwf = R 

K = LC = xcXL = 4çCfÇLfw} 
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The 2nd order RL-FEC will be defined with current input and voltage output (figure 7.9) and 

its iFWF expressed in (7 .11). 

10 C 
~ 

r~~· 
+ @ Vi L 

VOltage 

l 
~R 

Figure 7. 9: Second order iRL-FEC 

L ( -1 + (K,xd ( )) 1 
1 ( (K x ) ) S 9 -1 S a v:. = - 9 ,L (S) + S - l 1 = ----''--------'--

! C -1 a LC 

LI K 
( ---.!!..) (K,Xd = = (K,Xd (S) 

V:. - 2 K 9 -2 
! S - 1 + ---:;---

S - l + X L 

(7.l1 ) 

The third order iRL-FEC will be defined with an input voltage and output current (Figure 

7.10) and its iFWF in (7.12). 

c 

] 
L ~R 

Figure 7. 10: Third order iRL-FEC 

C ( 
-1 + (K,Xd ()) IT 1 s 9 2 S va 

J. = - ( 9 (K,Xd (S) + S-l) V- = -
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ln general, iRL-FEC with an even nthorder in figure 7.11 has voltage as input and CUITent as 

output. We have. 

where nc is the total number of capacitors in the circuit, and nL is the total number of 

inductance in the circuit. 

c c c c 

Figure 7. 11: n th even order iRL-FEC 

The wave fonction is: 

LI K 
(_O)(K.Xd = = (K.Xd(S) 

V,. -n (K.xd () B-n 
1 S + B_(n-1) S 

(7.13) 

iRL-FEC with n th odd order (Figure 7.12) has CUITent as input and voltage as output and its 

wave function is expressed in (7 .14). 

Cl'- K 
(_O)(K.Xd = = (K.Xd() 

1 -n (K) B-n s 
i S-l + 9 .XL (s) 

-(n-1) 
(7.14) 
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Figure 7. 12: n th odd order iRL-FEC 

Table 7.4 shows the iFWFs in the case of a RL-FEC. 

Table 7. 4: iRL-FEC Fibonacci wave functions 

(
_CV:_o) (K.XLl = (K.xLl = __ K __ 
1 -1 9-1 -1 + 
i S XL 

(L10 ) (K.XL) = (K.xLl = ___ K_...,.,..._ 
V -2 9-2 K 

i S-1 + ---,,..,---
S 1 + XL 

K 
= -------;cK;---­

S -1 + -----..K..--­
S-1 + ---,,..,--­

S 1 + XI. 

= -S--1-+---------------K==~K:==== 
S -1 + ------.-..---

S-1 + K 
S 1 + XL 

LI K 
(-Vo ) ~~XLl = 9~~XLl = -1 ( ) 

i S + 9-(n-1)L S 

n even 

cv. K 
(_I_o)~~XL) = 9~~XLl = --1-----(-) 

i S + 9 -(n-1)L S 

nodd 

(
_CV:_o) (K.XLl = (K.XL) = __ K __ 

li -1 9-1 ls - 1 + 1XL 

cv: 
(_ O) (K.XL) = (K.xLl 

f. -3 9 -3 
! 

Kd (K.xLl ( ) 
(K.xLl S _ en_(n_1) S 

9n () - (K x ) (K x ) 
s-1den . L (s) + num . L (s) -(n-1) - (n -1 ) 
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7.5 Simulation of iRL-FEC and iFWFs 

Simulations will be made with the same values as iRC-FEC in the previous paragraph 

A. Case #1: R=1fl; L=1H; C=1F; (K,XL) = (1,1). 

L 
XL = R = 1; K = Le = 1 

(
LlO) (l,l) _ (1,1) 

Simulations of the iFWF - . - 9-40 (s) and iRL-FEC Matlab-Simulink electrical 
Vt -40 

circuit of order 40 are shown in figure 7.13. Results are identical in iFWF and iRL-FEC 

1 

C> 0 . 6 ....,.. 
ID -= Cs 

LI.. 0 .6 
~ 
!-:!::: 
-= c cu 0.4 
(fi 
-= 
~ 

CI 
UJ 

0 .2 

LI;-
---l 
c::: 

(a)Zoom 1 

0 

0 20 40 60 60 100 120 140 
Tirne in : [s] 

0 .01 

C> ....,.. 
ID 

E 
0 .005 C> 

LI.. 

~ A 
!-:!::: 
-= c 0 cu 
Cl) -= 
~ 

CI -0 .005 . 
UJ 

v v w 

LI.. 

~ 
- 0 .01 (b)Zoom 2 

700 750 BOO 850 900 950 1000 

Tirne in : [s] 

( )

(1.1) 
Figure 7. 13: iRL-FEC!.E. = !. 0 (1.1)(5) V · = lV 

Vi -40 L -40 , t 

129 



(1,1) 
The iFWF (Vo

) = ~ g~13!) (S) , is shown in figure 7.14 with its equivalent Matlab-
II - 39 C 

Simulink electrical circuit iRL-FEC order 39. Again, simulation results are identical between 

iFWF and iRL-FEC. 
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Figure 7. 14: iRL-FEC ...!!. = - 9 -39 (s) wi th li = lA) 
l, -39 C 

An nth order iRL-FEC and its iFWF behaves exactly the same way as an nth order RC-FEC 

and its iFWF only if XL = X C' 

(CVo)CK,Xd = CK,XL) = (LIO)CK'Xc) = CK,xc) ·th 
J. - n 9 - n v:. -n 9 - n Wl X L = X c 

1 1 

130 



L 
XL = X c = R = Re (7 .15) 

R = ft ; K = W} ; x, = x, = Wf = ,f[C 
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Figure 7.15: iRL-FECandiRC-FECorder40 ·( ..E. =-g ' (s) V · =lV)« ((...2.) ' =- * g ' (s) 
, Vi - 40 L -40 ' 1 l i -40 C - 40 ' 

li = lA) ) 

7.6 N th order inverse LC ladder iRC-FEC and iRL-FEC general model 

The nthorder iRC-FEC and iRL-FEC are perfectly modeled. Ali voltages through each 

inductor and currents through each capacitor are perfectly determined by inverse Fibonacci 

wave functions illustrated in section II. The model is illustrated in figure 7.17 for n = 40 and 
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can be extended to an infinite order knowing that each iFWF can be determined using 

Pascal's triangle general form in table 7.2 or 7.3. 

CLlferi 

Figure 7. 16: n th even order iRC-FEC 

~------------------_._ ._._._. ------------------~ 

Figure 7. 17: n th even order iRC-FEC Model using iFWFs for each CUITent and voltage branch. 

In the same way, the iRL-FEC model is illustrated in figure 7.19 below for n = 40. 

ccc c 

r~~~"-'+*l~ 
~Vi V3~W Llf7 Llf' L ~r3 L lf~ ~ 
~---+-----+- . - .. - 1 l l' 

Figure 7. 18: n th even order iRL-FEC 
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~------------------_ . _ . _ . _ . _ . --------------------~ 

1 (K,xd V(K,xtl ,....--..... I(K,xd .... --..... V(K,xtl 

4 ~ g~~;Xd (S}-_3 _oM ~ g~~d (S)I--_2_ ........ ~ g~~;xd (S 1 

Figure 7. 19: n th even order iRL-FEC Model using IFWFs for each CUITent and vo ltage branch. 

Simulation was conducted for iRC-FEC Matlab-Simulink circuit model and the 

cOITesponding general model for n = 40 to confirm the accuracy of the proposed model for 

all CUITents and voltages. Note that the general model can be applied to any order n of the 

iRC-FEC and any order n of iRL-FEC. 

A. Case #2: (K, xc) = (1,4), R= lQQ. 

Xc 
C = Ii = 0.4F (7.16) 

K 
L = C = 2.5H 

L 
XL = R = 0.25 

The figures 7.20 and 7.2 1 show simulation of the general model and Matlab-Simulink iRC-

(14) (14) . 
FEC for voltage V40 ' and the CUITent /40' through the mductor for the case (K, xc) = 

(1,4) . The fi gures 7.22 and 7.23 show simulation of the CUITent /~~,4)and the voltage ~~1,4) 

through the capacitor. 
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Figure 7. 20: iRe-FEe circuit and general model for V~~4) with input l i = lA 
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Figure 7. 21: iRe-FEe circuit and general model for 1~~4) as integral of V~~4)with input li = lA 
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Figure 7. 22: iRe-FEe circuit and general model for 1~~4) with input li = lA 
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Figure 7. 23: iRe-FEe circuit and general model for V~~4) as integral of 1~~4) with input li = lA 

iFWFs model presented in figures 7.24 and 7.25 are exactly the same as the iRC-FEC Matlab-

Simulink circuit model of all inductors voltages and all capacitors currents and its 

corresponding iFWF. Thus the iRC-FEC and iRL-FEC can be shaped for any order due to 

the fact that every order is weil defined with its inverse Fibonacci wave function precisely 

determined from Pascal' s triangle general form table 7.2 and table 7.3. 

1 0 

8 
cu 

""8 
E 

6 
~ 
cu = cu 
en 
-= 4 = '" c..;> 
LU 
LI.... .2 
Ü 
g;;; 

0 

o 0 . 8 1 1 . 2 .2 
Tirne in : [s] 

Figure 7. 24: Matlab-Simulink iRe-FEe and general model (V~1.4) , vi1
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Figure 7. 25: Matlab-Simulink iRC-FEC and general model (Ii1,4) , 1~1 ,4) , .. , 1~~4) ) across capacitors 

For the case where both iRC-FEC and iRL-FEC with the same time constant X c = XL ' 

Simulation was conducted to confirm the accuracy of the iFWF general model proposed in 

figures 7.17 and 7.20. 

B. Case #1: R=1Q ; L=1H; C=1F; (K,xc ) = (1,1),' 

1 
C =--= 1F 

R * X c 

L 
XL = - = X = RC = 1 R c 

R= ft=l 
(7.17) 

Simulation in figures 7.26 and 7.27 for the iRC-FEC and its model for order 40 show no 

difference between the general model and Matlab-Simulink iRC-FEC for voltage VS,l )and 

the CUITent I~~, l) through the inductor for the case (K, xc) = (1,1) 
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Figure 7. 26: Matlab-Simulink iRe-FEe and general model (V~~1), li = lA, R = t) 
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Figure 7. 27: Matlab-Simulink iRe-FEe and general model (I~~1), li = lA, R = t) as integral of V~~l) 

Simulation in figure 7.28 and 7.29 for the iRe-FEe and its model for order 40 also show 

no difference between the general model and Matlab-Simulink iRe-FEe for the CUITent 

Ig,l)and the voltage ~~l,l) through the capacitor for the case (K, xc) = (1,1) 
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Figure 7. 28: Matlab-Simulink iRe-FEe and general model (1~~1 ) , li = lA, R = ~) 
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Figure 7. 29: Matlab-Simulink iRe-FEe and general model (V~~l) , li = lA, R = ~) as integral of Ij~l) 

Simulation in figure 7.30 and 7.31 for the iRe-FEe and its model for order 40 show no 

difference between the general model and Matlab-Simulink iRe-FEe for the voltage 

~~.l)and the CUITent I~~·l) through the inductor for the case (K, xc) = (1,1) 
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Figure 7. 30: Matlab-Simulink iRC-FEC and general model (v~~l), l i = lA, R = ~) as integral of 1~~1) 
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Figure 7.31: Matlab-Simulink iRe-FEe and genera l model (I~cil), li = lA, R = ~) as integral of V~cil) 

Figures 7.32 and 7.33 show the behavior of ail voltages in each inductor (even order) and ail 

currents of each capacitor (odd order) using general model of figure 7.17 and compared with 

iRC-FEC circuit (figure 7.16) for (K, xc) = (1,1). 
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Figure 7. 32: Matlab-Simulin iRe-FEe and general model (V~l,l), V~1.1 ) , .. , V~cil) , R = ~) across inductors 
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Figure 7. 33: Matl ab-Simulink iRC-FEC and general model (Iil ,l ) , I~l , l ) , .. , I~~l) , R = ~) across capacitors 

7.8 Controller Design new Approach applied to iFWFs 

The controller design new approach developed in chapter 3 will be applied to these iFWFs 

based on their first order transfer function source. 

K 
g (k ,X) CS) = ----:--

-1 S-l + X 

K sC -) x 
1 s+­x 

L 
x = x = Re or x = XL = -

C R 

(k,x )C ) g-l S 

S 

C
K

) x 
1 s+­x 

(7.18) 

From equation (4.10), coefficients Kp , Ki will be determined based on the first order of 

equation (7.18). 

(7.19) 
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This controller will be designed for the two cases studied previously (K, x) = (1,1) and 

(K, x) = (1,4) and applied to all recursive inverse Fibonacci wave functions. 

The c\osed loop transfer function controller based on equation (7.18) will be. 

C(s) = (Kp + Ki) ~ 
s s 

(7.20) 

A. Case #1 : (K,x) = (1,1). 

The choice of W n should be outside the resonance and anti-resonance frequencies . The chosen 

W n is 100 radis. For ç = 2, the coefficients of the controller using (7.19) are: 

Kp = 399 Ki = 10000 (7.21) 

Simulation was conducted in c\osed loop of all iFWFs systems 9~li1)(S), ..... 9~1~~)(S), the 

outputs are exactly the same as shown in figure 7.34. 

B. Case #2: (K, x) = (1,4). 

From bode figure 4.20, the choice of W n should be outside the frequencies of resonance and 

anti-resonances. The choice of W n is 250 radis and ç = 2, and the coefficients of the 

controller using (29) are: 

Kp = 3999 Ki = 250000 (7.22) 

(1,4) (1,4) 
A simulation was made in closed loop ofall FWFs systems 91 (s), ..... 940 (s), the 

outputs are exactly the same as it is in figure 7.34. 
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7.9 Inverse Fibonacci boundary wave functions 

In the same way as LC ladder network presented in chapter 5 and spring mass chain presented 

in chapter 6, the inverse LC ladder network wave functions can be determined easily from 

Pascal triangle general form. Below is an example of g~~:) using Pascal's triangle in table 

7.2. 
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denCk,x) = ls- 14 + 1xs-13 + 13KÇ12 + 12Kxs-ll + 66K2Ç10 + 55K2xs-9 
-14 

+ 165K3Ç 8 + 120K3xs-7 + 210K4Ç6 + 126K4xs- s + 126Kss-4 

+ 56K sxÇ3 + 28K6s-2 + 7K6xs-1 + 1K7 

den~k{;) = ls- 13 + 1xs-12 + 12KÇll + llKxs- 1o + 55K2s-9 + 45K2xs-8 + 120K3Ç 7 (7.23) 
+ 84K3Xç6 + 126K4s-s + 70K4xs-4 + 56K ss-3 + 21K sxs-2 + 7K6Ç1 
+ 1K6 x 

denCk,x) = 1Ç12 + 1Xçll + llKÇ10 + 10Kxs-9 + 45K2s- 8 + 36K2xç7 + 84K3s-6 
-12 

+ 56K3xÇ S + 70K4s-4 + 35K4xs-3 + 21K Ss-2 + 6K Sxs-1 + 1K6 

For iRL-FEC in figure 7. 19 for order 13 and 14. 

Kd (K ,Xd () 
CVa (K,xd _ (K,xd _ en_12 s 

(-/-. L13 - 9-13 (s) - d (K,Xd () 
l en_ 13 s 

/ Kd (K,Xd () 
L a (K,xd _ (K,xd _ en_13 S 
(~L14 - 9-14 (S) - d (K,Xd ( 

l en_ 14 S) 
L 

x = XL =-
R 

For iRC-FEC circuit in figure 7.16 for order 13 and 14. 

x = Xc = Re 

(7.24) 

(7.25) 

Note that based on which Fibonacci circuit, either iRC-FEC or iRL-FEC, one can easily 

determine the input impedance or input admittance for any order n and for both short-circuit 

and open-circuit using only Pascal 's triangle general form. 

For a short-circuit (R = On), Xc = a using iRC-FEC and XL = IXJ using iRL-FEC. Equations 

(7 .23), (7.24) and (7.25) become. 
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lS - 12 + llKs - 10 + 4SK 2Ç8 + 84K3s-6 

Llo (koo) (Koo) +70K4Ç4+21K SÇ 2 +1K6 
(-V-

i 
L{4L = 9 - 1'4L (S) = K * -lS----:1;-;;3:-+.:....:....1.::..:2:..:..K--'s"--711:-'-+-=S:.;:S:..:..K:...,2.ç..S--"""9-.:+--.:::.:1:..:..2-0K--=-3-S---=7 

+126K4s - S + S6K Ss-3 + 7K6S-1 

ls - 11 + 10Ks- 9 + 36K2Ç7 

(_Cv'_O) (k,OO) _ 9(K,OO)(S) _ K * -=----:;-':;+..:;..S..:;..6'":'K-:-3 S7:-:-S:-+~3...;;:.S.=..:;K'=4~S:-;;--3--'-;+::-'6:..:..K"-:S....::s-:--:-;;1~ 
li -13L - -13L - lS - 12 + llKç10 + 4SK2S-8 + 84K3ç6 

+70K4S-4 + 21KSç2 + 1K6 

lS-12 + llKs- 10 + 4SK2Ç8 + 84K3Ç6 
Llo (K ,O) _ (K ,O) S _ K * +70K4Ç4 + 21K sÇ 2 + 1K6 

(Vi L 13c - 9 -13C ( ) - lS - 13 + 12Ks-11 + SSK 2ç9 + 120K3s -7 
+126K4çS + S6K Ss-3 + 7K6S-1 

(7.26) 

For an open-circuit (R = <Xl. 0), Xc = <Xl usmg iRC-FEC and for iRL-FEC XL = O. 

Equations (7.23), (7.24) and (7.25) become. 

(7 .27) 

lS- 13 + 12KÇ11 + SSK 2s-9 + 120K3Ç 7 
Llo (k,O) _ (K ,O) S _ K * +126K4Çs + S6K ss-3 + 7K-6s 

(V L 14L - 9 -14L ( ) - lS-14 + 13Ks-12 + 66K 2S-10 + 16SK3s -8 
+210K4ç 6 + 126Ksç4 + 28K6ç 2 + 1K-7 

These Boundary wave functions can be also derived easily from Pascal triangle general 

form as shown in the table below. 
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Table 7.5: Pascal's triangle general form Inverse for boundary iFWF with (k, 0) & (k , (0). 

~"X 
TF den 

denl 
den2 
den3 
den4 
den5 
den6 
den 7 
den8 
den9 

denlO 
denll 
denl2 
ai~J3 

denl4 
denl5 
denl6 
denl7 
denl8 

Simulation for short and open circuit were conducted using general mode l, iRC-FEC and 

7.41 and 7.42. 
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Figure 7. 35: iRL-FEC and general model (V~;O), Vi = 1 V, R = (00) 
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Figure 7. 36: iRL-FEC and general model (I~~O), Vi = 1 V, R = ooQ) as integral of V~~O) 
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7.10 Conclusion 

In this chapter, a complete inverse Le ladder general model based on Fibonacci wave 

functions iFWFs was introduced. The importance for inverse Le ladder cornes from its 

application that can be found in the literature like piezoelectric. The detailed model that is 

proposed for each inverse Le ladder branch with precise inverse Fibonacci wave functions 

shows that the simulation and the model are perfectly the same for each inductor voltage and 

capacitor CUITent. 

The inverse Le ladder input impedance or admittance can be derived using Pascal 's triangle 

general form presented in two forms in Table 7.2 and Table 7.3 with defined coefficients K, 

Short-circuit and open-circuit were studied and simulated for both inverse Fibonacci 

boundary wave functions and its Fibonacci electrical circuit to show that these cases are 

particular cases of the general model and their Fibonacci wave functions are easy to 

determine based on Pascal 's triangle presented in table 7.3 for short load (xc = aJ and XL = 

0) and for open load (XL = aJ and Xc = 0). 
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Chapter 8: General conclusion 

8.1 General conclusion 

This research presents new reduction method based on first order transfer function 

approximation. It can be extended to ail systems with different type of outputs having different 

type of overshoot and oscillations. The concept of simi lar systems was introduced for the first 

time to overcome ail mathematical equations needed to model the complex systems and to 

avoid classical reduction methods that are based on the knowledge of the transfer function of 

the real system. These classical reduction methods use different mathematical theories to 

reduce the original systems to an identical reduced system like pade approximation [3], [8] , 

pole clustering [4], [17] and integral square error (rSE) [1] , [6] and many others in the 

literature [2], [5], [10], [14-19] . 

The proposed new reduction method is based on predefined elements If/ /, 1f/2, 1f/3, 1f/4, 1f/5 and 

1f/6 that characterize the real and the approximated system. These weighted elements are 

determined on ly from the complex system output response. 

Simulation results in c\osed loop for the five investigated case studies show the 

performance of the new reduction method even if the approximate system is not identical. 

The fact that both real and approximated systems are similar in their significant weighted 

elements, allows designing controllers based on the approximated first order system. The 

design and the implementation of a PI controller using this approach and applied to the real 

system show impressive results. The PI control 1er was chosen because of its simplicity to 

design and implement wh en applied to a first order system. Another controller type could be 
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chosen to control these complex systems since it will be based on this approximated first 

order. 

Specific systems ca lied Fibonacci systems FWFs with high degree oftheir transfer functions 

have been highlighted from a source of first order transfer function. These FWFs have 

interesting behaviors. 

yi' The coefficients oftheir denominators perfectly follow the golden triangle or Pascal 's 

triangle and they also respect the golden ratio <l> = 1.618 

yi' Their poles are located in harmony with each other following the Fibonacci pattern 

and specific distribution for theirs real and imaginary parts . 

yi' Frequency spectrum ofthese FWFs present resonance and anti-resonance frequencies 

perfectly ordered in harmony with each other. 

yi' Their output responses present multiple intermediate steady states. Theirs final steady 

states have continuous oscillations with low amplitudes. 

yi' These Fibonacci systems are irreducible. It is impossible to reduce their transfer 

functions to a second or third order degree. 

yi' Each FWF system g~K.X)(S) has two Fibonacci boundaries g~K.O\S) and g~K. OO)(S) 

that can be determined from Pascal's triangle. 

The application of any reduction method in the literature as Pade approximation method, the 

integral square error (ISE) or other methods cannot reduce such systems to a second or third 

order system. 
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By applying the controller design new approach to these systems based on their source of 

first-order transfer function, the simulation results in closed loop are very impressive for the 

fact that ail output responses are perfectly same. 

In this research, a complete Le ladder general model based on Fibonacci wave functions 

FWFs was introduced. The importance for Le ladder cornes from its application that can be 

found in the literature like lossless transmission lines model , the sound propagation model in 

the ear and in quantum mechanics to understand the interaction between the partic\es. The 

detailed model that is proposed for each Le ladder branch with precise Fibonacci transfer 

functions shows that the simulation and the model are perfectly same for each inductor CUITent 

and capacitor voltage. The general model using the charge in the capacitor and the flux in the 

inductor for each branch is also presented for ail charge and flux Le ladder branches. 

The Le ladder input impedance or admittance can be derived using Pascal 's triangle general 

form presented in section VII with defined coefficients K, XL and XC. 

Transmission lines, short-circuit and open-circuit were studied and simulated for both 

Fibonacci model and Fibonacci electrical circuit to show that these cases are particular cases 

of general model and their Fibonacci transfer functions are easy to determine based on 

Pascal 's triangle for short load (xc = co and XL = 0) and for open load (XL = co and Xc = 0) 

and Table 3.1. 

The inverse Le ladder network was introduced with its general model using inverse Fibonacci 

wave function (iFWF). The study shown how these wave functions can be determined easily 

from Pascal triangle general form using the inverse steps path for any order. The input 

impedance or admittance can be also found for the three cases ( with, without or infinite load). 
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The LC ladder general model for energy transfer between Land C in each section can be used 

for many other applications that use lossless LC recursive circuit as model for more research 

and analysis especially, in quantum mechanics, biology and communication. 

Fibonacci spring mass chain (FSMC) was also introduced and modelled by these theoretical 

FWFs. The FSMC is very important based on their application in quantum mechanics and 

fluid mechanics to analyze the behavior ofparticles from motion point ofview. A combination 

of LC ladder general model related to charge and flux and FSMC general model related to 

momentum and position can help understand the relationship between electrical and 

mechanical behavior of particles. 
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Appendix A: Résumé étendu 

A.1 Introduction 

Dans la littérature, la majorité des méthodes de réduction des systèmes complexes sont basées 

sur la connaissance de leurs fonctions de transfert. Ces méthodes de réduction ont différentes 

approches pour réduire ces fonctions de transfert en une fonction de transfert de second ordre 

identique. Ces méthodes ont une particularité commune, leurs approches sont basées sur 

beaucoup d'équations mathématiques. Une fois le système réduit est identifié, la conception 

du contrôleur est mise au point en se basant sur ce système réduit. Ce contrôleur sera ensuite 

appliqué au système réel. 

A.l.l Problématique de recherche 

La problématique de recherche consiste à mettre au point un contrôleur d'un système de type 

boite noire sans avoir à déterminer sa fonction de transfert. A cet effet, il est nécessaire de 

développer une approche de réduction ne nécessitant pas beaucoup d 'équations 

mathématiques en se basant seulement sur la réponse de sortie du système de type boite noire. 

La notion de systèmes similaires sera la colonne vertébrale de cette approche. Cette notion de 

similarité entre systèmes sera définie en utilisant les éléments de poids qui caractérisent 

chaque système. Ces éléments de poids doivent être identiques pour que les deux systèmes 

soient similaires. Ces éléments seront déterminés seulement à partir de la réponse du système 

de type boite noire sans avoir à déterminer sa fonction de transfert. 
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A.J.2 Objectifde recherche 

A.J.2.J Contribution de recherche 

La première contribution de cette thèse est de développer une approche de réduction basée 

sur le concept de similarité. Cette technique utilisera uniquement la caractéristique de la 

réponse du système complexe ou en boite noire. Cette réponse de sortie sera obtenue soit par 

expérimentation, soit par simulation. Basé sur cette notion de similitude, il y aura toujours un 

système similaire de premier ordre qui coïncide avec le système réel seulement dans ces 

éléments de poids. Pour cela, ces éléments doivent être bien définis. 

Une fois que le système de premier ordre est identifié, la conception du contrôleur sera mise 

au point et sera appliquée au système réel. 

La deuxième contribution de cette thèse est d'introduire des systèmes théoriques complexes 

qui ont la particularité d'avoir des fonctions de transfert irréductibles et que les méthodes de 

réduction classiques ne peuvent pas les réduire à des systèmes de second ordre. Ceci mettra 

en évidence leurs limitations. Par contre, la nouvelle approche basée sur le système similaire 

de premier ordre sera toujours valide même si elle est appliquée à ces systèmes irréductibles 

et nous permettra la mise au point du contrôleur pour ce type de système. 

La dernière contribution de cette thèse est de mettre en évidence des applications concrètes 

de ces systèmes théoriques irréductibles dits de Fibonacci. 

Des circuits électriques récursifs qui ont exactement les mêmes fonctions irréductibles de 

Fibonacci sont identifiés. Ces circuits inductifs-capacitifs (LC) récursifs sont très utilisés dans 

la modélisation des lignes de transmission ([21], [22], [25]); en biologie pour modéliser la 

dynamique des neurones [24] et en mécanique quantique pour modéliser les particules 

infiniment petites en utilisant les circuits LC récurrents [23]. 
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Des systèmes mécaniques récurrents (masse-ressort) ont été aussi identifiés comme étant des 

systèmes de Fibonacci avec des fonctions de transfert irréductibles. Ces systèmes mécaniques 

sont aussi très utilisés dans la modélisation des phénomènes mécaniques des particules surtout 

en mécanique des fluides et en mécanique quantique pour pourvoir analyser le comportement 

de ces particules du point de vue des vibrations. 

A.J.2.J Structure de la thèse 

Cette thèse est structurée en huit chapitres. Le premier chapitre est une introduction mettant 

en évidence la problématique de recherche dans la littérature des méthodes de réduction 

classiques. Le chapitre deux évalue deux méthodes de réduction très connues, l' intégral de 

l'erreur quadratique (ISE) et l'approximation pade ainsi que leurs approches de conception de 

contrôleurs. Le chapitre trois est dédié à la nouvelle approche de conception de contrôleurs 

des systèmes de types boite noire ainsi qu ' une comparaison du point de vue performance avec 

les deux méthodes classiques du chapitre deux. Le chapitre quatre est dédié aux systèmes 

irréductibles de Fibonacci. Le chapitre cinq est une application des circuits récurrents LC 

comme systèmes irréductibles de Fibonacci. Le chapitre six est une application des systèmes 

mécaniques récurrents masse-ressort qui sont aussi des systèmes irréductibles de Fibonacci. 

Le chapitre sept traite une autre application des circuits électriques récurrents LC inverse. 

Enfin, la conclusion générale de cette thèse sera au huitième chapitre. 
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A.2 Méthodes classiques de réduction 

A.2.i Intégral de l 'erreur quadratique (ISE) 

La méthode fondée sur l'intégral de l'erreur quadratique (ISE) présenté dans [3] et détaillée 

dans [4] est l'une des méthodes de réduction connues dans la littérature qui minimise l'erreur 

quadratique entre la réponse de sortie du système réel avec sa fonction de transfert bien 

déterminée et le modèle réduit inconnu avec une fonction de transfert de second ordre dont 

les coefficients sont déterminés en utilisant la théorie de l'ISE. 

Définissons un système stable ayant une fonction de transfert d'ordre élevé n de la forme 

(A.31) 

Pour simplicité Co = do le gain du système est 1. 

Supposons F(s) à pl, p2, ... , pn comme pôles qui peuvent être réels ou complexes. Le modèle 

de réduction est choisi pour être une fonction de transfert de second ordre, soit avec les pôles 

réels ou complexes (A.2). 

as + bc 
GR(s) = (s + b)(s + c) 

as + f32 + y2 
Ge (s) = --::------::---::­

S2 + 2f3s + f32 + y 2 (s + f3 + jy)(s + f3 - jy) 

(A.32) 

Les paramètres a, b, c, a, ~ , y de ces deux fonctions GR(s) et Gc(s) qui sont normalement 

inconnus seront déterminés par la technique ISE. L'index de performance défini par ISE en 

(A.3) doit être au minimum pour pouvoir déterminer les paramètres du modèle réduit. 
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IR = i oo (gRCt) - [Ct)) 2 dt = i oo CgRCt)2 - 29RCt) [Ct) + [Ct)2)dt 

le = i oo (geCt) - [Ct))2 dt = i oo CgeCt) 2 - 2geCt) [Ct) + [Ct)2)dt 

A.2.2 Approximation Pade 

(A.3) 

La technique d'approximation Pade est une autre méthode de réduction de fonctions de 

transfert d'ordre élevé en une réduite, de préférence de deuxième ordre afin de concevoir un 

contrôleur qui sera appliqué au système réel. 

La technique de Pade repose essentiellement sur la réduction de toute fonction f (x) comme 

étant un rapport de deux polynômes PNCx) and QMCX) avec des dégrées N et M respectifs, 

RN MCX) sera défini comme un rapport entre ces deux polynômes. 

avee a ~ x ~ b (A.4) 

Le but est de minimiser l'erreur entre la fonction f(x) originale et RN,M CX). Nous allons définir 

les deux polynômes comme suit 

(A.5) 

Dans le cas particulier QMCX) = 1 , l'approximation Pade est simplement la série de 

Maclaurin-Taylor de f (x). 

Assumons la fonction f(x) continue, analytique et ses dérivées sont aussi continues à l'origine 

x = O. La série de Taylor-Maclaurin peut être écrite sous la forme: 

(A. 6) 
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00 M N 00 

(L ajxj)(L qjX
j
) - L PjX

j = L CjX
j 

j=O j=O j=O j=M+N+l 

De cette équation, on peut déterminer les coefficients qj et Pj ce qui nous permet de trouver 

RN,M (X) dans (A.4). 

A.2.3 Autres méthodes de réduction 

La méthode des pôles dominants [1], regroupement de pôles [3] , la méthode de réduction 

Big Bang Big Crunch [11] et beaucoup d'autres [14-18] ont le même objectif, trouver un 

système réduit identique avec la nécessité de connaitre la fonction de transfert originale. 

L'objectif de toutes ces méthodes de réduction n'est pas de trouver un système identique 

réduit seulement, mais de concevoir un contrôleur en boucle fermée qui contrôle parfaitement 

le système réel de la même manière que le modèle approximatif. 

A.3 Nouvelle approche de réduction 

En mathématiques, il est bien connu que deux ensembles A et B sont identiques si : 

\;Ix E A, x E B et \;Ix E B, x E A 

A 

B 

Figure A. 1: a) Ensembles identiques b) Ensembles simi laires 

Deux ensembles similaires sont présentés dans la figure A.l (b). Dans ce cas, tout élément 

appartenant à l'intersection de A et B doit d'abord être un élément de poids des deux 

ensembles A et B. Les éléments de faibles poids peuvent appartenir ou pas à cette intersection. 
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(
'\:Ix; x est élément de POidS) A t B t"l' 

A B 
::::::::> e son SLmL mres 

xE n 

Dans chaque ensemble ou système, les éléments de poids doivent être bien définis afin de 

pouvoir conclure sur la similitude entre deux systèmes. 

Les systèmes réels qui peuvent être mécanique, électrique, etc., seront définis par leurs 

éléments de poids qui les caractérisent. Dans le cas d'un système stable, les éléments de poids 

seront définis comme suit: 

1fJ: Valeur d'entrée appliquée au système 

'1/2: Valeur d 'état d 'équilibre du système 

'1/3: Temps du régime transitoire estimé de la réponse de la sortie 

'1/4: Réponse de sortie en régime transitoire 

'1/5: Gain du système 

'1/6: Temps de retard initial de la réponse de sortie 

Deux systèmes sont semblables si tous les éléments de poids sont communs des deux 

systèmes, alors les deux systèmes seront dits similaires (figure A.2). 

( '\:Ix; x est élémAenBt de POids) ::::::::> A et B sont similaires 
xE n 

Figure A. 2: Deux systèmes similaires A et B 
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A.3.I Application de l 'approche des systèmes similaires aux boites noires 

L'approche présentée est appliquée au système réel pris comme une boîte noire et ayant 

accès seulement à sa réponse d'entrée et de sortie. 

Une valeur unitaire appliquée à l'entrée du système, la réponse sera enregistrée comme 

indiqué dans les figures A.3, A.4, A.S qui sont les trois possibilités qu'un système stable peut 

avoir (réponse sans dépassement, réponse avec dépassement et sans oscillations et réponse 

avec dépassement et oscillations) 

A 

O.9A 

Sortie 

O.IA 

temps 

Figure A. 3: Réponse de sortie du système réel sans dépassement 

ymax 

Sortie 

A 

0.9 A t---+-----:-___ 

temps 

12 Tr t1 

Figure A. 4: Réponse de sortie du système réel avec dépassement et oscillations. 
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Sortie 

ymax - - - - - - - - - - ::>-"r-__ 

A - - L - - - - - =- ---~ ......... ~..-...-----~----t 

O.9AI-----~+_1. 

temps 

t1 Tr t2 
Figure A. 5: Réponse de sortie du système réel avec dépassement et sans oscillations. 

Après l'enregistrement de la valeur d 'entrée et la réponse de sortie, les éléments de poids 

du système en boîte noire peuvent être déterminés en utilisant l'approche des systèmes 

similaires pour approximer le système réel avec un système à déterminer réduit similaire de 

premier ordre. Ce système similaire doit avoir les mêmes éléments de poids. Un contrôleur 

sera conçu en se basant sur ce simple système de premier ordre, ensuite ce contrôleur sera 

appliqué au système réel en boite noire . 

A.4 Systèmes irréductibles et limitations des méthodes classiques 

Des nouveaux systèmes appelés systèmes de Fibonacci sont introduits. Les fonctions de 

transfert de ces systèmes sont irréductibles, c'est-à-dire qu'ils ne peuvent être approximés ou 

réduits à un modèle d'ordre inférieur. Leurs fonctions de transfert de Fibonacci ont de 

multiples régimes stationnaires intermédiaires. Ces systèmes ne peuvent jamais être réduits 

en un système de second ordre en utilisant les méthodes classiques comme ISE et Pade ce qui 

montrera leurs limitations. L'emplacement de pôles de ces systèmes de Fibonacci suit la 

spirale connue de Fibonacci et leurs réponses en fréquence présentent de multiples fréquences 

de résonances et antirésonance bien ordonnées. Les coefficients de leurs fonctions de transfert 

168 



sont exactement ceux du triangle de Pascal et suivent une distribution bien spécifique en 

relation avec le nombre d'or <1>= 1.618034. Ces fonctions de transfert appelées Fibonacci wave 

functions oufonctions d 'ondes de Fibonacci (FWFs) sont créées avec un simple processus 

récurrent basé sur un simple système source de premier ordre (Figure A.6). 

(le, x) 

Entrée 9~~~) (S) 

K 
(k,X)(S) = __ 

91 S + x 

Figure A. 6: FWFs processus récursif 

La table A.l présente les dénominateurs de toutes les fonctions de transfert suite au 

processus récursif de la figure A.6 avec les facteurs (k,x). 

Table A. 1: Coefficients des dénominateurs des FWFs avec (K, x) 

K (k,x) K (k,X) (S) = __ 
91 (s) = l s + l x 91 S +x 

9~k,X)(S) = 
K 

(k,x) S _ lKs + lKx 
K 

s+-- 92 () - l s2 + l xs + l K 
s+x 

(k,x) ( ) _ K 
93 s- K (k,x) S _ lKs 2 + lKsx + lK2 

s+ K 93 () - l s3 + l xs2 + 2Ks + l Kx 
s+--

s+x 

9ik,X\s) = K 

K (k,x) S _ lKs3 + lKxs 2 + 2K2s + lK2x s+ K s+ 94 () - l s4 + l xs3 + 3K s2 + 2Kxs + l K2 
K 

s+ s+K 

9~k,x)(S) = K 
9~k,X)(S) = 

K den(k,X) (s) 
n-l 

S + 9~k.:.~) (s) sden(k,X)(s) + num(k,X)(s) 
n-l n-l 
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Dans le tableau A.I les nombres surI ignés en rouge sont exactement les coefficients des 

dénominateurs du cas (K,x)=(1,I) multiplier par des coefficients. 

Tableau A.2 est la forme générale du triangle de Pascal avec les coefficients de multiplication 

à partir des valeurs de K et x. 

- En se déplaçant horizontalement, le nombre de Fibonacci est multiplié par Ki. 

- En se déplaçant verticalement, le nombre de Fibonacci est multiplié par xK i. 

Table A. 2: Triangle de Pascal pour les den~k.X) des fonctions de transfert de Fibonacci. 

*X 

den 1 
denl 
den 3 2 
den 4 
den 5 4 6 4 
den 6 5 10 10 
den 7 6 15 20 15 6 1 

den 8 
den 9 
den 10 
den Il 
den 12 

7 21 35 35 21 ~----+ 
8 28 56 70 56~2g 8 
9 36 84 126 r 126 84 36 

120t~210 252 210 
6 330 462 

den 13 495 

den 14 
den 15 
den 16 
denJ7 
den 18 

Ci-dessous un exemple de calcul de gi~'x) (s) utilisant la table A.2. 
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den~~'X) (s) = l s 13 + 1xs12 + 12 Ks 11 + 11Kxs 1o + 55K2 S9 + 45K2xS 8 + 120K 3 s 7 

+ 84K3xs6 + 126K4 s 5 + 70K4 xS4 + 56K5s 3 + 21K5 x s 2 + 7 K6 s + 1K6 x 

den~~'x>cs) = l s14 + 1xs13 + 13Ks12 + 12Kxs 11 + 66K2s10 + 55 K2x S9 + 165K3 s 8 

+ 120K3 xs 7 + 210K4 s 6 + 126K4 xs 5 + 126K5s4 + 56K 5xS3 + 28K6 s 2 

+ 7 K6 xs + 1K7 

d (K,X) ) 
(1,1) _ en13 (s 

914 (s) - K d (K,X)() 
en14 s 

(A.7) 

L'approximation pade [8], [10], ISE [10] et beaucoup d'autres [Il] , [12], [13] ne peuvent pas 

réduire ces systèmes en un système de deuxième ou troisième ordre à cause de leurs régimes 

stationnaires intermédiaires. Ces caractéristiques rendent ces systèmes FWFs irréductibles. 

A.5 Étude de cas et simulations 

Les simulations de toutes les FWFs sont présentées ci-dessous dans deux études de cas pour 

mettre en évidence leur comportement très particulier ainsi que leurs irréductibilités. 

Cas #1: (K,x) = (1,1); 

Ces FWFs sont déterminées jusqu'a g~cil)(S) en utilisant le triangle de pascal et Matlab. 

Figure A. 7 ci-dessous. 

1 . 3 

1.25 

1 . 2 

1 . 15 

1 . 1 

-s .e- 1 .05 

8 
1 

0 .95 

0 . 9 

0 . 85 

0 . 8 

1 

(1,1) ( ) 1 
911 S 

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
Tirne : [s] 

Figure A. 7: Réponses de sortie en boucle ouverte des FWFs gi1
,1) (s) , gi~1>CS) , g~~l) (S), 

g~~1 ) (s), g~~l) (s) g~1,1) (s) , gi~l>CS) , g~~1) (s), g~~1>CS) , gi~1>CS) . 
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Cas #2: (K, x) = (l,4) ,-

Ces FWFs sont déterminées jusqu'à gici4)(s) et illustrées sur la figure A.8 et A.9. 

3 . 5 

3 

2 . 5 

Sortie 
2 

1 . 5 

1 

0 . 5 

(1,4) ( ) 
.J 9 12 S 

(1,4) ( ) 
9 22 S 

(1,4) ( ) 9 32 s 

temps o ~ ______ ~ ______ ~~ ______ ~ __ ~ __ ~ ______ ~ ______ ~ ______ ~ 
o 50 100 150 20.0 25.0 3.00 35.0 

Figure A. 8: Réponses de sortie en boucle ouverte des FWFs 9~1,4)(S) , 9 ~~4)(S),g~~4) (S), 
g~~4) (s), g~~4) (s). 

3 . 5 

3 

2 . 5 

Sortie 
2 

1 . 5 

1 

.0. 5 

-O. 5 w-____ ~ ____ ~ ______ ~ ____ ~ __ ~~ ____ ~ ____ ~ ______ ~ ____ ~ 

o 50 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0 350 40.0 45.0 

Figure A. 9: Réponses de sortie en boucle ouverte des FWFs 

g~1,4) (s) , g~~4) (s) , g~~4) (s), g~~4) (s), g~~4) (s) , g~1,4) (s) , g~~4) (s) , g~~4) (s), g~~4\S) , g~~4) (s). 

A.6 Nouvelle approche de conception de contrôleur appliquée aux systèmes de 
Fibonacci 

Nous avons développé une nouvelle approche pour concevoir un contrôleur pour les systèmes 

de boîte noire ou systèmes de fonctions de transfert à haut degré. Cette nouvelle approche est 

appliquée à ces systèmes de Fibonacci sachant que leur source est une fonction de transfert 
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du premier ordre (figure A.6) . Le contrôleur PI sera conçu selon ce système simple et 

s'appliquera à tous les systèmes de Fibonacci récursifs. 

Connaissant la fonction de transfert du premier ordre, on peut déterminer directement les 

coefficients Kp et Ki du contrôleur proportionnel-intégral pour un coefficient d'amortissement 

ç et une fréquence naturelle Wn . 

Cas #1: (K,x) = (1,1). 

2 
K. = W n . 

L K' 

(A.8) 

Le choix de wn doit être à l'extérieur des fréquences de résonances et antirésonances. Dans 

ce cas le choix de wn est 80 radis pour ç = 2, les coefficients du contrôleur utilisant (A.8) 

sont: 

Kp = 319 Ki = 6400 (A.9) 

Simulation a été réalisée en boucle fermée de tous les systèmes de FWFs. 

(1,1) (1,1) 
91 (s) , . ... . 940 (s), les réponses de sorties sont exactement les mêmes pour tous les 

FWFs, figure A.1 O. 

B. Case #2: (K, x) = (1,4). 

Dans ce cas aussi, le choix de W n devrait être dehors les fréquences de résonance et 

antirésonance. Ce choix de W n est 500 radis pour un coefficient d'amortissement ç = 2, 

les coefficients du contrôleur utilisant (A.8) sont: 
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K = 395 ' p , Ki = 10000 (A.IO) 

La simulation a été réalisée en boucle fermée pour tous les systèmes de FWFs 

(1,4)( ) (1,4)( 91 S, ·····940 s), les réponses de sorties sont exactement les mêmes pour tous les 

FWFs, figure A.l O. 

1 . 2 r-------~--------~--------~------~~------_r------__. 

1 

0 . 8 

Sortie 
0 .6 

004 

0 . 2 

(k, x ) = (1,1) 

O ~------~--------~--------~------~~------~------~ 
o 0 . 1 0.2 0 . 3 

temps 
004 0 . 5 0 .6 

1 .2 r-----_r------,_------r_----~------,_------r_----_r------, 

1 rr=----------------
0 . 8 

Sortie 
0 .6 

0 . 4 

0.2 

(k, x ) = (1,4) 
temps 

o L-----~------~------~----~------~------~----~----~ o 0 .05 0 . 1 0 .1 5 0 . 2 0.25 0 . 3 0 .35 OA 

Figure A. 10: Réponses de sortie en boucle fermée des FWFs 
(1,1) (1,1) (1,4) (1,4) 

91 (s) , .. ··· 940 (s) , 91 (s) , .. .. . 940 (s) . 
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A.7 Systèmes de Fibonacci appliqués aux Systèmes électriques et mécaniques 

A. 7.1 Réseau récurrent Le de Fibonacci 

En tant qu'application, réseau récurrent Le va s'inspirer de ces FWFs et il servira à modéliser 

et analyser l'impédance ou admittance des lignes de transmission sans perte, ainsi que le 

comportement de ces lignes de transmission dans le cas de la charge infinie (circuit ouvert) 

ou nulle (circuit fermée). Les coefficients du nième ordre du dénominateur et du numérateur 

de la fonction d'onde de Fibonacci d'un réseau Le sont facilement déterminés à partir de la 

nouvelle forme générale du triangle de Pascal (Table A.2). Figure A.II et A.12 montrent le 

circuit électrique de Fibonacci Re-FEe avec ordre pair et impair, leurs fonctions de transfert 

de Fibonacci sont illustrées dans la table A.3 à partir de la première fonction source de 

premier ordre 1. 

L L 

\\)Ilage.:..L Vi c 1 
T T 

U 
c 1 

T 
R 

Figure A. Il : n ieme ordre pair RC-FEC 

La fonction d'onde de Fibonacci FWF de ce circuit est. 

1 K (_O_)(K,Xd = = (K,xd (s) 
cv:. n (K,Xd() Bn 

l S + Bn-l S 
(A.9) 

Pour un ordre n impair, la fonction d'onde est. 
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1 
K=­

LC 
et 

Vo c 1 
T T 

1 
Xc = RC 

c 1 
T 

R 

Figure A. 12: n ieme ordre impair Re-FEe 

Table A. 3: Fonctions d'onde de Fibonacci Re-FEe 

V. K V. K (~) (K,Xc) = (K,xc) = __ (~)(K,Xc) = (K,Xc) = 
LI. 1 91 S + x LJ. 1 91 ls + lx 

1 C 1 C 

1 K (_O_) (K,Xc) = (K,xc) = 
CV 2 92 K 10 (K,xc) _ (K,xc) _ Ks + Kxc 

1 s+-- (Cv:)2 - 92 - ls2 + lx s + 1K s + Xc 1 C 

V. K (~)(K,Xc) _ (K,xc) _ 
3 - 93 - K Vo (K,xc) _ (K,xc) _ K S2 + K sXc + K 2 LIi s + 

K 

(A. IO) 

s+--s + Xc 
(LJ.h - 9 3 - l s 3 + lx S2 + 2Ks + 1Kx 

1 C c 

1 K (_O_) (K,Xc) = (K,Xc) = 
CV 4 94 K 1 (_O_)(K,Xc) = (K,xc) 

1 s+ 
K CV: 4 94 

s+ 1 
K Ks 3 + KxcS2 + 2K 2s + K 2xc s+-- -s + Xc -

ls4 + 1xcs3 + 3Ks2 + 2Kxcs + 1K2 

(~/K,Xc) = (K,xc) = K 
CV: n 9n (K x) Kden(K,Xc) (s) 

i s + 9n~1 c (s) 9~K,Xc)(S) = n-l 
n even sden(K,Xc) (s) + num(K,Xc)(s) 

V. K 
n-l n-l 

(~) (K,Xc) = (K,Xc) = Kden(K,Xc) (s) 
LI n 9n (K x) 9~K,Xc)(S) = n-l 

i S + 9n~/ (s) den~K,Xc\s) 
nodd 
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A.7.2 Chaine de masse-ressort de Fibonacci 

Les chaîne de masse-ressort de Fibonacci (FSMC) est une autre application dont les fonctions 

de transfert sont exactement les mêmes que celles des fonctions d ' ondes de Fibonacci . La 

chaîne de masse-ressort de Fibonacci (FSMC) peut être utilisée pour modéliser l' interaction 

entre de petites particules dans la mécanique quantique, mécanique des fluides à l'aide de ce 

nouveau modèle général FSMC. 

v· l. 

li 

Figure A. 13: n ieme ordre pair de FSMC 

La fonction d 'onde de Fibonacci sera: 

ks 
K=­

m 
et 

kv 
Xm=­

m 

(A.ll) 

Dans le cas où le circuit est d 'ordre n avec n impair, la fonction d'onde de Fibonacci sera. 

(A.12) 
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m m 

Figure A. 14: n ieme ordre impair de FSMC 

Le tableau ci-dessous illustre tous les ordres des FWFs de FSMC. 

Table A. 4: Fonctions d'onde de Fibonacci de la chaine FSMC 

F K (_0 )(k,Xm) = (k,Xm\s ) = __ ---;-;,--
mv 2 9 2 K 

! s+---
s+Xm 

(
kSVO) (k,Xm) _ (k,xm)() _ K 

3 - 9 3 S - K 
Fi s+---.,-

K 

n even 

nodd 

s +--­
s +Xm 

Fo (k,xm) _ (k,xm) S _ Ks + KXm 
(mv)2 - 92 ( ) - ls 2 + lx s + 1K 

! m 

Kd (k ,xm )() (k,xm ) _ enn _ 1 s 
9n (s ) - (kx ) (kx ) 

sden , m (s) + num , m (s) 
n-l n-l 
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A.7.3 Réseau récursif inverse Le de Fibonacci 

Une autre application de circuits électriques appelée circuits électriques inverses de 

Fibonacci (iFECs) est introduite pour modéliser parfaitement le réseau récursif LC inverse. 

Ces iFECs peuvent être utilisées pour modéliser le réseau piézoélectrique [3], les fonctions 

de transfert de ces circuits sont parfaitement déterminées en utilisant les fonctions inverse 

d 'onde de Fibonacci. 

c c c 

ClJTatt 

Figure A. 15 : n i eme ordre pair de iRC-FEC 

L'iFWF de ce circuit est. 

cv, K 
(_O)(K,Xc) = = (K,Xc) ( ) 

1 -n (K) g-n S 
i S-l + g ,xc (S) 

-(n-1) 
(A.13) 

K = LC et X c = RC 

Pour un ordre n impair, la fonction d 'onde est. 

LI K 
(_O) (K,Xc) = = (K,Xc) () 

-n (K) g-n S Vi S-l + g ,xc (s) 
- (n-1) 

(A. 14) 
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c c c c 

r--1 ~1--1 ~ " " " -1--1 ~--1 ~'l 
6) ~ L ~ ~ L ~ L ~ R ~ 

'--------+-----+ - - - - - l l j 

Figure A. 16: n ieme ordre impair de iRe-FEe 

Le tableau A.5 présente toutes les fonctions d'onde de Fibonacci inverse du iRe-FEe. 

Table A. 5: Fonctions d'onde de Fibonacci du iRe-FEe 

LI K LI K (_O) (K.Xcl = (K.xcl = (~)(K.xc) = (K.xc) = 
V -1 9-1 S-l + X V. -1 9-1 ls-1 + lx 

L C L C 

CI'- K (_o) (K.xcl = (K.xc) = 
CVo (K.xc) _ (K.xcl _ Ks-

1 + Kxc I -2 9 2 K 
i S-l + 

1 + XC (-I-. L 2 - 92 - 1s-2 + lx S-l + lK s 
L c 

LI (_O)(K.Xc) = (K.xcl v: -3 93 LI L (_O) (K.Xcl = (K.xcl 
K v: -3 9 3 --

K 
L 

S-l + Ks-2 + KxcS-1 + K 2 
K -

S-l + -
1s-3 + lxcs-2 + 2Ks-1 + lKxc s 1 + XC 

CI'-(_O)(K.Xc) = (K.xcl 
J. -4 9-4 CI'-

L (_O)(K.Xc) = (K.xc) 
K J. -4 9-4 

- L -
K Ks- 3 + KxcS-2 + 2K 2s-1 + K 2xc 

S-l + -
K -

S-l + 
K 

ls - 4 + lxcs- 3 + 3Ks-2 + 2Kxcs-1 + lK2 

S-l + 
S 1 + XC 

CI'- K (_O/K.Xc) = (K.xcl = 
I -n 9-n (K x ) Kden (K.Xcl (s) i S-l + 9 • c (s) 

9(K.Xcl (S) = -(n-1) -(n-1) 
-n 

s-lden(K.Xcl (s) + num(K.Xc) (s) n even 
-(n-1) - (n-1) 

LI (K.xc) K 
(~) _ 9 (K.Xc) _ 

Vi _ - -n - S-l + 9(K.Xc) (s) 
9(K.Xc\ S) = 

Kden(K.Xc) (s) 
n -(n-1) -(n-1) 

n odd -n den~~Xc) (s) 
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A.8 Conclusion 

Cette recherche présente une nouvelle méthode de réduction basée sur l'approximation des 

systèmes de types boite noire, en utilisant le concept des systèmes similaires. Un système 

similaire de premier ordre sera déterminé pour n'importe quel système de type boite noire. Ce 

concept a été introduit pour la première fois et a pour but d 'éviter toutes les équations 

mathématiques nécessaires pour modéliser les systèmes complexes. Leurs fonctions de 

transfert qui sont nécessaires pour les méthodes de réduction classiques ne sont pas requises 

par la nouvelle méthode basée sur la similitude des systèmes. Ces méthodes de réduction 

utilisent différentes théories mathématiques pour réduire des systèmes complexes en un 

système réduit identique pour pouvoir mettre au point un contrôleur. 

La nouvelle approche de réduction proposée, repose principalement sur les éléments de 

poids prédéfinis qui caractérisent le système réel et similaire. Ces éléments de poids sont 

déterminés uniquement à partir de la réponse de sortie du système complexe. 

Les résultats de simulation en boucle fermée montrent les performances de cette nouvelle 

méthode de réduction . Le fait que les systèmes réels et approximatifs sont similaires dans 

leurs éléments poids significatifs, permet de concevoir un contrôleur basé sur ce système de 

premier ordre. La conception et la mise en œuvre d ' un contrôleur PI en utilisant cette approche 

et appliquée au système réel donne des résultats très satisfaisant. Le contrôleur PI a été choisi 

en raison de sa simplicité dans sa conception et son implémentation. 

Des systèmes spécifiques appelés systèmes de Fibonacci ayant un degré élevé de leurs 

fonctions de transfert ont été introduits à partir d'une fonction de transfert de premier ordre. 

Ces fonctions appelées fonctions d 'onde de Fibonacci (FWFs) ont des comportements 

intéressants et leurs fonctions de transfert sont irréductibles et ne peuvent pas être réduit en 
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un système équivalent de second ordre identique. Ces systèmes sont une limitation des 

méthodes de réduction classiques. 

L'application d ' une méthode de réduction dans la littérature comme la méthode 

d'approximation pade, ISE ou d'autres ne peuvent pas réduire ces systèmes FWFs. Par contre 

la nouvelle approche nous permet toujours de concevoir un contrôleur à partir de la fonction 

de premier ordre source. Ce contrôleur est alors appliqué à tous les systèmes récurrents de 

Fibonacci avec des résultats très satisfaisants. 

Dans cette recherche, un modèle général complet du circuit récurrent LC a été mis au point 

avec des fonctions d'onde de Fibonacci (FWFs). L'importance du circuit récursifLC provient 

de son application que l'on retrouve dans la littérature comme modèle de lignes de 

transmission sans perte, le modèle de propagation du son dans l'oreille et en mécanique 

quantique pour comprendre l'interaction entre les particules. 

Le réseau récurrent LC inverse a été aussi introduit avec son modèle général à l'aide des 

fonctions d'onde inverses de Fibonacci (iFWF). Ces fonctions d'ondes peuvent être 

déterminées facilement à partir de la forme générale de triangle de Pascal. L'impédance ou 

admittance d'entrée peut aussi être trouvée dans les trois cas (circuit avec charge, sans charge 

ou avec charge infinie). 

La chaîne de masse-ressort de Fibonacci (FSMC) a été également introduite et modélisée par 

ces FWFs théoriques. Le FSMC est très important, grâce à son utilisation en mécanique 

quantique et mécanique des fluides pour analyser le comportement des particules du point de 

vue vibration. 
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Ces trois applications ont la particularité d'avoir les mêmes fonctions d'onde de Fibonacci 

qui ont la particularité d'être irréductibles et par conséquent, elles sont des exemples pratiques 

de limitations des méthodes de réduction classiques. 
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