








CHAPITRE 2

THEORIE DE STURM-LIOUVILLE ET POLYNOMES ORTHOGONAUX

Nous présentons dans ce chapitre les notions de base de la théorie de Sturm-Liouville né-
cessaires a I’€tude des équations différentielles considérées dans le chapitre 5. Nous abordons
ensuite la généralisation de la méthode de Frobenius pour la résolution des EDOs, nommée mé-
thode par les séries généralisées. Nous concluons en détaillant une méthode d’approximation

des solutions par développement asymptotique.

2.1 Théorie de Sturm-Liouville

Nous construisons au chapitre 5 les familles de surfaces solitoniques associées a divers
polynémes orthogonaux classiques. Ces polyndmes sont solution d’un probleme de Sturm-
Liouville aux conditions frontieres qualifié de probleme de valeurs propres et de fonctions
propres associées. Ces familles de surfaces sont une représentation du comportement des poly-
nomes orthogonaux considérés. Il est donc pertinent de discuter des résultats €lémentaires de la

théorie de Sturm-Liouville entourant les polyndmes orthogonaux que nous souhaitons décrire.

2.1.1 Opérateur de Sturm-Liouville

Le probleme de Sturm-Liouville est un probléeme différentiel soumis a des conditions fron-
tieres dont on doit déterminer le spectre, soit I’ensemble des valeurs propres, ainsi que 1’en-

semble des fonctions propres associées a celles-ci. L’ opérateur de Sturm-Liouville

d d

= CEP(@E—Q(?C) (2.1)

est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 2 défini par les fonctions p(x) et g(x). L’équation
aux valeurs propres d’un systéme basé sur le poids p(x) > 0 prends la forme (2 + Ap) o(x) =
0,ie

% (,)(x)‘i—i’) ~q(x)o(x)+Ap(x)wx) =0. (22)
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Nous remarquons que les zéros de p(x) sont des points singuliers de I’équation différen-
tielle. Pour x € (a,b) C R, I’équation (2.2) est soumise a des conditions frontieres décrites
en termes de la fonction w et/ou de sa dérivée, évaluées aux points frontiere a et b. Le pro-
bléme de Sturm-Liouville régulier consiste & trouver un ensemble de valeurs propres dis-
cretes {A,} et un ensemble de fonctions propres associées {@,} qui solutionnent (2.2) et sa-
tisfont les conditions frontieres. Celles-ci peuvent prendre différentes formes. Par exemple,
les conditions de Dirichlet sont de la forme w(a) = @(b) = 0 et les conditions de Neumann
prennent la forme @'(a) = @'(b) = 0, alors que des conditions périodiques sont de la forme

w(a) = o(b), o'(a) = &'(b). En général, les conditions frontieres peuvent s’énoncer

a®(a) + oy o' (a) =0

Bow(b) + B’ (b) =0, (2.3)

ol oy, Ay, Po, Bi € R. Le probleme de Sturm-Liouville est qualifié de singulier lorsque les coef-
ficients du probleme posseédent des singularités aux points frontiéres de I’intervalle considéré.
Le spectre peut alors étre continu et I’ensemble des fonctions propres ne serait alors plus dé-

nombrable.

Des fonctions propres f et g réelles seront considérées comme des éléments d’un espace

de Hilbert réel . par rapport au produit scalaire

b
umwzlfumuwuzwu» (2.4)

Des fonctions complexes seront considérées comme des éléments d’un espace de Hilbert com-

plexe ¢ par rapport au produit scalaire

b
<ﬂ@:wamww=Mﬁﬂ 2.5)

ol * désigne le complexe conjugué de 1’expression considérée.
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Definition 2.1. Deux fonctions propres sont dites orthogonales sur (a,b) par rapport au poids
p(x) > 0si
b
(1plg)i= [ Fp(elx) dx=0
a

(resp.) ,
(flplg) = / £ ()P (x)g(x) dx = 0. (2.6)

Definition 2.2. Un opérateur différentiel linéaire £ est auto-adjoint si

b b
1Ll =g Z1f) & / F0) L (g(x)) dx = / ()L (f(x))

(resp.)

X

w1Zlg=tl2 o [ resema- ([ swerma=o) . e

L’opérateur de Sturm-Liouville (2.1) est un cas particulier d’opérateur auto-adjoint [16].
Ces opérateurs sont soumis a des conditions frontieres pouvant s’énoncer généralement en
utilisant le théoreme fondamental du calcul intégral. En effet, si p et ¢ sont des fonctions

réelles et si f et g sont lisses, alors

¢ W20 = 5 (L) - Watore
r02ee) =1 5 (%) - et

et en intégrant de chaque coté,

./a.bg*(x)@(f(x))dx:/abg*i (i’f) dx—/abg*(x)q(x)f(x) dx

dx \ dx

[ rwtewyas= [ & (%) av- [ 7 wasw a

dx
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ce qui implique que

Lébgjx) dx_1/ L ( ) e l/ o l
(rmans)~(L 58 ) [ rownae)

Or, par les propriétés d’un espace de hilbert complexe,

([ roatiste ax) = rlae)” = asl ) = [ &' la

donc

/abg*(x) ) dx— (/ fH(x )
L d
d_

En intégrant par parties les termes du coté droit de I’égalité, nous obtenons

bdg

A= "¢ () ax=r ot >j§ [ %o n
= (['r (%) a) —g<x>p<x>%a— (%) 0 @9
En substitutant (2.9) dans (2.8), ’équation devient
b b * do? dr|?
[t a— ([ rwaema) =r @] -ewen |
ce qui est équivalent &
dg

&1215)=(f1218)" = f*(x)p(x)—-
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et puisque Z est auto-adjoint, alors

dgl|® drr|”
FrwE| =srn |
et les conditions frontieres s’énoncent donc
p(b) (f*(b)g'(b) —g(b)f'(b)*) = p(a) (f*(a)g'(a) —g(a)f (a)") . (2.10)

Théoreme 2.1.1. [16]. Le spectre du probléme de Sturm-Liouville régulier (2.2) est réel. De
plus, pourm#n, mn €N, o, L @, i.e. que les fonctions W, et w,, sont orthogonales sur

(a,b) par rapport au poids p(x) > 0.

Démonstration. Soient m,n deut entiers positifs fixés et (A, @y ), (A,, @) les solutions asso-

ciées. Alors,

(24 Amp) O (x) =0
(2 + Aup) 0,(x) =0 (2.11)
& 0, (x)Dn(x) = =A@, (x)p (x) O (x)

W, (%) D, (x) = — A0, (x)p (x) 0 (x) (2.12)

et en intégrant de chaque c6té et en prenant le complexe conjugué de la deuxieme équation,

/ab @, (¥) 2 Op(x) dx = —/lm./ab @ (x)p (x) O (x) dx
(/[;b Wy, (x) D Wn(x) dx) * =—A, (/ab w,,(x)p (x) 0, (x) dx) * (2.13)
= [ a2 dr ( [ 2o dx>*

_ 2, / 0 (X)p () Om(x) dx+ A ( / ’ 0 ()P (x)0n(¥) dx) (2.14)
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& (0] 2| Om) = (On | D] On) = =Ap (On | P | Om) + A (O | p | On)" (2.15)
et puisque Z est auto-adjoint et que les propriétés d’un espace de Hilbert complexe impliquent
pour p > 0 que (W, |p | ) = (Wn|p | ®,)", alors

(Ay =) (@ | p| ©Om) = 0. (2.16)
Supposons que m = n. Alors, (@, | p | ®,) > 0 pour tout n et pour toute fonction propre ), # 0,

A=A, & MeR (2.17)

L’entier positif n étant quelconque, nous concluons que le spectre discret du probleme de

Sturm-Liouville régulier est réel. D un autre cOté, si m # n et A, # A, alors
(An = Am) (On|p|Om) =0 = (wn|p|@m) =0, (2.18)

ce qui signifie que les fonctions ,, et @, sont orthogonales sur (a,b) par rapport au poids
p(x) > 0. Supposons qu’il existe r fonctions propres {u;}/_, linéairement indépendantes asso-
ciées 4 la méme valeur propre A;. L’indépendance linéaire peut étre vérifiée par 1’évaluation du
Wronskien associé a ces fonctions et la méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt peut
alors étre appliquée afin de former r nouvelles solutions orthogonales deux a deux, ainsi que r
nouvelles valeurs propres associées, en posant

S (@ |p luiv1) (@] 2| )

O =uy, O =u — — W, A[:—f. (2.19)
N Ty (@il p] G

0

Les valeurs propres {A,} sont discrétes, bornées inférieurement et en évitant les répéti-

tions, forment une suite monotone strictement croissante

M<h<lh<. <A <.. (2.20)
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Definition 2.3. Un ensemble { @, | n € N} orthogonal sur (a,b) par rapport au poids p(x) > 0
est complet [38] sur [a,b] si pour toute fonction f lisse sur [a,b], I’estimateur quadratique E,

est tel que

2
b n
E, = / (f(x) - Z a,gp,(x)) p(x)dx — 0 lorsque n— co. (2.21)
a k=0

Exemple 2.1.1. Les polynémes de Laguerre d’ordre n et de degré « décrits en termes de la
formule de Rodrigues [1]

x %t qdn
n!  dx"

LY (x) =

(e7¥"7%),  n>0,a>-1, (2.22)

forment un systéme orthogonal complet dans I’espace de Sobolev L% (x*¢ *,RT) (espace de
Hilbert) sur 'intervalle (0,o0) C R par rapport au poids p(x) =x%¢™* > 0[29]. Ces polyndmes

orthogonaux sont les fonctions propres associées aux valeurs propres {4, =n};_, du probleme

d dw
xfaeta (xa+le_x—dx ) +Aw(x)=0 (2.23)
et I’orthogonalité est vérifiée par

I'n+a+1)
n!

x%e™

(L)

L@ (x)> - /0 T L (L ()5 dx — Sun.  (224)

Exemple 2.1.2. Nous souhaitons trouver les valeurs propres et fonctions propres associées du

probleme aux valeurs frontieres

d’y dy

2 _

b E—i—xa—i—ly—o, 1 <x<e, (2.25)
y(1)=0, y(e)=0. (2.26)

Nous reformulons le probleme sous la forme d’un probleme de Sturm-Liouville

d [ dy\ A
2V %y=0, 1<x<e (2.27)
dx \ dx X
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L’hypothése A = 0 mene & une solution triviale. Supposons que A # 0 et posons A = 2.

Léquation (2.25) est de type Euler-Cauchy homogene ayant comme solution
y(t) = c3e™ 4 cqe M. (2.28)

La solution trouvée est soumise aux conditions frontieres menant a la résolution du systeme

homogene.
1 1 C3 0
o = (2.29)
et e H Cq 0
possedant une solution non-triviale ssi
1 1 . .
det | | =0 & et —et=0. (2.30)
et emtH

Pour p = a+ib € C, I’étude des différents cas possibles générés par la condition (2.30) meéne

a la détermination des valeurs propres du probleme
W, = N, & Ap=n’m?, n=102,.. (2.31)

Par les conditions frontieres et en effectuant la transformation inverse logx = ¢, les fonctions

propres associées sont

¢n(x) = sin(log (x"™)), n=1,2,.. (2.32)

Nous montrons I’orthogonalité du systeme sur I’intervalle (1,e) par rapport au poids % >0

Vx € (1,e) par I’expression

e . . 1 1/2 m=n
/ sin (mmlogx) sin (nmlogx)— dx = . (2.33)
] * 0 mn
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Lemme 2.1.1. Transformation d’une EDO pour I’obtention de la forme de Sturm-Liouville.

Toute EDO linéaire homogeéne du second ordre de la forme

d*w dw
+q(z) =~ +r(z)o =0

P(Z)E—Z? dz

(2.34)

oit p(z), q(z) et r(z) sont intégrables et oi p(z) posséde un nombre fini de zéros, peut étre

ramenée a une formulation du probléme de Sturm-Liouville

diz (P(z)‘;—(;) +0(Ew=24p(x)o, AeC,

out P(z) est différentiable.
Démonstration. La formulation de Sturm-Liouville est équivalente a

2 —_
0 | 1 dPdo  0()-Ap@)

— 0.
dz2  P(z) dz dz P(2)

Par identification des coefficients avec ceux de I’EDO (2.34), nous obtenons

q(z) 1 dp r(z) Q(Z)—?’LP(Z)'

p(z)  Plz)dz”  p(z)  P(z)
= P(z):cExp{/;% dz},
Q(Z)—?Lp(z):c;((—?Exp{/% dz}, ceC

Exemple 2.1.3. L’équation de Bessel est de la forme

d*w dw

2 2 2

+z+ @ =0, eC
Ca T Z(z p°) p

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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et ainsi p(z) = 2%, q(z) = z et r(z) = 22 — p*. Nous trouvons que
P

P(z) = cExp {/% a’z} e

0(2) = Ap(z) = & _szExp {/% dZ} = (= p).

Posons Q(z) = cz?, 2 = p* et p(z) = 1. Alors le probléme de Sturm-Liouville s’écrit

L L T A
— [ cz— c =
dz ¢ dz ¢ P

Lemme 2.1.2. Transformation vers la forme standard [24].

Toute EDO linéaire homogeéne d’ordre 2 de la forme

dx?

se ramene a une forme standard

%] +Q(x)y=0
par les transformations
dA ld 1
D oo, =MV, 0 =190 a2 o).
Démonstration. Pour une équation de la forme
02244922 1 (0 ~0
DX dx2 q\x dx ryx =V,

les coefficients variés a(x) et b(x) s’expriment par les quotients

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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Les zéros de p(x) sont des points singuliers de I’'EDO (2.45), car ce sont des points singuliers
de ses coefficients. Nous exigerons donc que p(x) ait un nombre fini de zéros dans I’intervalle
(a,b) afin que les points singuliers soient de type pole. Supposons donc que p,q € Z|(a,b)] et

p,q € C'[(a,b)] afin d’assurer que a(x) est dérivable et intégrable. Alors, par (2.47),

dA

= alx) & Alx)= /a(x) dx+c, ceR (2.50)

et en substituant (2.50) dans 1’équation pour y(x) (2.47), nous obtenons

() s = e AW g (x) = Exp { 1/2 (/a(x) dx+c> } o(x)
= 2—3 _ Exp{l/2 (/a(x) dx—i—c) } (‘57‘;’ —i—a(x)cfi—(;) 4 %j—iw(x) 4 %az(x)a)(x)>
(2.51)

et en substituant (2.51) dans (2.46), nous trouvons

Exp {1/2 (/a(x) dx—i—c) } <C§T§) +a(x)‘2—(;) + %%w(x) + %az(x)co(x)> (2.52)

n <_%j_z _ %a@z +b(x)) (Exp { 1/2 (/la(x) dx+c) } a)(x)) =0 (2.53)

et apres simplification

Exp { 1/2 (/a(x) dx+c> } (‘57‘;’ +a(x)‘2—‘;’ Fb(x)o = o) | (2.54)

Or, ™ # 0 Vo, x € R donc la relation (2.54) est équivalente a 1a relation (2.45)

d’o dw

qui est satisfaite par hypothese. Les formes standard et canonique sont donc €quivalentes.

Remarque. La forme standard peut étre utilisée dans divers contextes, notamment pour le
développement asymptotique des solutions tel qu’illustré dans I’exemple 2.3.1, ou la transfor-

mation de I'EDO vers une forme standard permet le passage a une équation aux valeurs limites
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a coefficients constants. Evidemment, st nous sommes en mesure de résoudre (2.46), alors nous
sommes en mesure de déterminer la solution de ’équation canonique, par transformations, et

vice-versa.

2.1.2 Espaces de Hilbert

Zeidler explique dans [45] que I’étude des espaces de Hilbert nécessite la considération
de I'intégrale au sens de Lebesgue. En effet, si lim,_,. 4, (x) = u(x), la relation par 'intégrale
de Riemann

lim [ u,(x)dx = / u(x)dx (2.56)
n—es J; JG

ne serait vraie que sous certaines restrictions. Ainsi, I’intégrale au sens de Riemann dans un
espace pré-hilbertien ménerait au fait que le critere de Cauchy pour la convergence des suites
n’est pas toujours satisfait. Un espace pré-hilbertien généralise I’idée d’espace Euclidien ou
d’espace Hermitien. S’il est de dimension finie, il n’est pas complet, i.e. il est faux que toute
suite de Cauchy converge par rapport a la norme considérée, elle-méme induite par un produit
scalaire en particulier. Sinon, il peut étre complété pour obtenir un espace de Hilbert. La notion
d’orthogonalit€ y sera fondamentale et nous écrirons pour u,v € ¢, u L v ssi (u|v)=0.Le
livre de Zeidler [45] porte sur I’analyse fonctionnelle et I’auteur explique que «[...] la justifica-
tion fonctionnelle analytique du principe de Dirichlet est basée sur I’idée d’orthogonalité» et
que «la théorie des espaces de Hilbert est la formulation abstraite et efficace de 1’idée d’ortho-
gonalité». Il s’agit donc du bon outil pour décrire les phénomenes de la physique quantique.
La notion d’orthogonalité étant formulée efficacement dans ces espaces, il est naturel de les
considérer pour la manipulation des polyndmes orthogonaux (PO). Afin d’introduire la théorie

des espaces de Hilbert, nous énumérons ici quelques définitions tirées de [45].

Proposition 2.1.1. Tout espace pré-hilbertien X sur K est aussi un espace normé sur K par
rapport a la norme

u|| = (u|u)'?  VueXx. (2.57)
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A partir de cette norme, nous citons I’inégalité de Schwarz entrainant le principe d’incerti-
tude d’Heisenberg. La description de systemes dans un contexte ol les phénomenes considérés
comportent des €léments infiniment petits sont soumis a ce principe d’incertitude faisant inter-
venir des modeles probabilistes. Le principe d’incertitude d’Heisenberg découle de 1’inégalité

de Schwarz.

Proposition 2.1.2. Inégalité de Schwarz
[(u [ V)| < [|u]| ||V]] Yu,veX. (2.58)

Definition 2.4. Un espace de Hilbert ¢ est un espace pré-Hilbertien qui est un espace de
Banach par rapport a la norme || - || induite par le produit scalaire défini, i.e. qu’un espace de
Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et dans lequel toute suite de Cauchy

est convergente par rapport a la norme || - ||.

Exemple 2.1.4. Soit a,b tels que —o < a < b < et Ly(a,b) I’ensemble de toutes les fonctions

mesurables

b
u:la,bl— R, / |u)? dx < oo.
a
Alors dim(Ly(a,b)) = e et L(a,b) est un espace de Hilbert ré¢l par rapport au produit scalaire

b
(u]v) ::/ uv dx.
a

Puisque I’intégration (et donc la mesure) est prise au sens de Lebesgue, alors deux fonctions u

et v sont considérées comme le méme élément ssi
u(x) = v(x) pour presque tout x € la,b].

Nous parlerons donc de classes de fonctions.

Definition 2.5. Un espace vectoriel normé V est dit séparable s’il admet une base finie ou une

base de Schauder, soit une base infinie dénombrable.
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Le thoéréme suivant est utile pour les diverse manipulations impliquant la multiplication
de deux éléments de la base B = {@,,(z)}, assurant que cette multiplication résulte en un delta

de Kroenecker

KeRTsim=n
O (2) - Pn(2) = Omn = . (2.59)
0 sim#n

Théoreme 2.1.2. Tout espace de Hilbert séparable admet une base orthonormale.

Dans le cas spécifique des espaces de Hilbert, la notion de séparabilité€ par une base coin-
cide avec la notion générale de séparabilité. Nous rappelons également que tout sous-ensemble
ne contenant pas le neutre additif est dit orthogonal si le produit scalaire des €léments deux a
deux est nul. Si le produit scalaire de chaque élément avec lui-méme est €gal a 1, alors I’en-
semble est dit orthonormal, ce qui meéne évidement a la notion de base orthonormale, que 1’on
peut obtenir par I’algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Pour un exemple d’appli-
cation de la méthode de Gram-Schmidt 4 un probléme physique concret, voir I’exemple 2.1.6
traitant d’une formulation particuliere de I’équation de Schrodinger.

Les propriétés des espaces de Hilbert sont également utilisées lorsque sont considérés des
états cohérents généralisés. L’exemple 2.1.5 présente les états cohérents en tenant compte de
notions liées au corps des quaternions H et fait notamment appel a 1’isomorphisme H ~ E C
M>52(C), utilisé pour définir la transformation (3.47) du chapitre 3 afin d’obtenir une descrip-
tion quaternionique des surfaces. Nous considérons ici la définition des espaces de Hilbert Vﬁ

a droite (R) et V]ﬁ a gauche (L) sur le corps H.

Definition 2.6. Soit Vﬁ un espace vectoriel sous la multiplication par la droite d’un quater-

nion. Le produit scalaire

(1) VEX VR — W (2.60)

est tel que pour tout f,g,h € Vﬁ et pour tout q € H,
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D{fle)=(glf)

i)|[fI* = (f1f) >0 saufsi f=0

iti) (f|g+h) = (flg)+(f|h)

iv)(flgq) = (flg)a

v)(falg) =a(flg)- (2.61)

Definition 2.7. Un état cohérent généralisé |q) € V{§ associé au quaternion q € H et convergent

sur un certain domaine 9, est tel que

Lol dc=1y,  Gla)=1, 2.6

ot Iyr est I'identité de V&,

Exemple 2.1.5. Les quaternions forment un corps non-commutatif H. C’est pour cette raison
que 1’on considere séparément dans [35] les états cohérents dans des espaces de Hilbert «a
gauche» et «a droite». Nous supposons que toute suite de Cauchy est convergente et que 1’es-
pace est séparable; VI’E est donc un espace de Hilbert a droite séparable. En notation de Dirac

et en considérant les propriétés de V§,

\fa) =1f)q, (fal=aq({fl- (2.63)

Puisque I’espace Vﬁ est séparable, alors par le théoreme 2.1.2, i1l admet une base orthonormale

de Schauder { f,,};_,. Considérons I’état cohérent généralisé comme un vecteur de V:§

- -2y 9" VA 2.64
—

mult. par la droite
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ol la suite {x, }_gesttelleque ] =xg <x; <...<x, <....La j*me composante de |g) s’écrit

4 = \mqn*‘”f_,- 065

q' >
V() /
Le normalisateur ./ (|g|) est choisi pour satisfaire la condition de normalisation (g|g) = 1 de

la definition 2.7. Le produit scalaire s’écrit

(ala) = A (lal)” < Z fm > (car A €RY) (2.66)
= (g~ < n a4 > (par iii) de 2.6) (2.67)
| mZO/ZO \/7
= (lg))™" Z Z - <fmq’” ﬁq> (car p € RT) (2.68)
m=0[=0 m
A Z Z - f,,,|f[> (par iv) et v) de 2.6) (2.69)
m=0{=0 m
1 sim=1
(1)) ‘Zq T e gy =4 " (2.70)
m=0 *m: 0 sim#l
VACIRD) - 2.71)
m= Oxm

Nous concluons que (g|g) = 1 ssi 4 (|g]) = Nous considérons la représentation d’un

m Ox'

quaternion g = xpep +x1e| +xpe2 +x3e¢3 € H par une matrice 2 x 2 en utilisant I’isomorphisme

Xo+ixas —xo+1ix
M~ E — 0T TR N G ER VE=0,1,2,3 5 € Mayo(C) (2.72)
xo4ix;  xp—ix3

défini par I’application

3 Xo+ix3 —xo+ix
F:H—E, goF@=Yom=|_ — ', (2.73)
a=0

Xo+ixy  xg—ix3

ol g :=1I et oll {og}3,_, sont les matrices de Pauli. Une forme analogue & 1’application

(2.73) sera utilisée au chapitre 3 en (3.43) pour effectuer une descrition quaternionique a partir
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d’une surface plongée dans I’espace euclidien R3. Un quaternion s’écrit sous la forme trigono-

métrique

q = Sc(q) +Vec(q) = qo+g (2.74)

= q| (ﬂ + @i) o(g) = -, (2.75)
lql  |q] |4] 4|

~1q] (cos( )+ w(q)sin(8 )) o € [0,27]. (2.76)

Les composantes de la partie vectorielle § € R? en coordonnées sphériques sont

q1 = rsin(¢@)cos(y), (2.77)
g2 = rsin(9)sin(y), r>0, ¢ €[0,x], yel0,2n] (2.78)
g3 = rcos(9), (2.79)
= a)(q) = % = (sin((p)cos(l;/),sin(d))sin(l//),cos((;)))T, (2.80)

et ainsi

g =r{cos(0)ey+sin(6)sin(¢)cos(y)e; +sin(6)sin(¢)sin(y)e, +sin(0)cos(P)es) (2.81)

ol r€[0,e[, ¢ €1[0,7], 6,y € [0,2x]. En utilisant I’isomorphisme (2.73), nous obtenons les

composantes de la représentation matricielle d’un quaternion F(g) := <Fij> €E

Fiy = |g[(cos(8) +isin(8)cos(¢)),

Fia =[gq|(—sin(8)sin(¢)sin(y) + isin(6) sin(¢) cos(y))

Far =g (sin(0) sin(¢) sin(y) + isin(6) sin(9) cos(y)),

Fya = |q| (cos(0) —isin(8) cos(9)), (2.82)
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oure[0,0], ¢ €[0,7], 6,y € 0,2n]. Cette représentation est équivalente a la forme polaire

présentée dans [33], i.e.

o
F(q) =A(ne°®  A(r)=roy, o(h)= cos(@)  sin(@)e’V) (2.83)

sin(¢)e'¥  —cos(¢)

Nous effectuons un test de convergence sur la constante de normalisation 4

o0 r2m r2m
N =) —, ami=—. (2.84)
=0 Xm! X!

Par le test de D’ Alembert et en supposant que lim, e X, = X,

1 2

lim |27 = 2 Jim = (2.85)
m—eo | (U Mmoo Xmy) X
sSr<y/x=:L. (2.86)

Cette restriction permet d’établir le domaine de convergence
D={(rn0,0,y)|0<r</x=L0<¢<m 0<6,y<2n} (2.87)
utilisé pour vérifier la relation fondamentale de la définition 2.7

/19 al a5 (r6,9,%) = 1o | .89

ou [, est ’identité de ’espace de Hilbert a droite séparable Vﬁ et ou la mesure introduite est

dl(r,0,0,) = dt(r)ded(9, y) = Ldt(r)d0sin(¢)dody. Ainsi,



[ 19l d2(:8,0.v)
=/"MHdean9@nm

o0 o0 m \ T
- [t £t (£ | atto)
C o @)
/L/V lal) Z:, M(,Z’J’R/ﬂ) di(r,6,9,v)
0 m Nt
A (g™ 29 0,0, ),
AU W S P RN
Or,
. I im=1
mﬁ—ﬁMﬁ{Z?m
0 sim#l
car la base {f,,,} est orthonormale par hypothese, donc
[ la)al d2(8.6,v)
= [ A" Y  dC(16,0,¥)
m=0 X!
2% P27
/ / / / Z—sm(qs d6d0dydz(r)h

m=0Xm-

! A el P,
_EZ’O;/ N (r / wdt(r)l;
=27 d

,;Oxm/JV w(r

A (r)

27

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

En considérant la mesure d7(r) = S ~t(r)dr, ol t(r) est une densité auxiliaire, nous obtenons

d¢(r6 _y L ey an
[, j@al 40,0 = ¥ =5 [Frme(r) s

(2.100)
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Nous devons donc résoudre

0 L
%/0 Pme(r) dr=1 (2.101)
m=0 "
qui est sujet a
L
/ () dr=x,"  V¥YmeN, (2.102)
0

Pour une suite réelle positive monotone croissante {x,, } fixée, s’il existe une densité auxiliaire
t(r) telle que (2.102) est vérifiée, alors nous sommes en présence d’un état cohérent généralisé.
Les résultats présentés dans [35] pour un espace de Hilbert quaternionique a gauche sont ana-
logues. On y présente un exemple menant a la détermination de la densité auxiliaire, en fixant
X, = m pour tout m € N et en utilisant le lien entre 1a factorielle et 1a fonction Gamma d’Euler
complexe, représentée sous la forme d’une intégrale complexe. Avec ces hypotheses, les états

cohérents prennent la forme

- _| |2 ©0 n
g) (Londpmo) = ¢ Y ——pn eV, (2.103)
m=0 VM.
o0 P&, g" R
Xmfmep) =€ 2 n—— € Vii. 2.104
|Q>R ({ } 0) mgof W H ( )

2.1.3 Polynomes orthogonaux et applications liées

Les polyndmes orthogonaux (PO) apparaissent et trouvent des applications dans de nombreux
problémes en physique. Certains d’entre eux sont étudiées depuis des centaines d’années et
sont aujourd’hui qualifiés de fonctions de la physique mathématique. Le développement de
méthodes numériques augmente 1’intérét quant a I’utilisation de cette classe de fonctions spé-
ciales. En effet, les PO trouvent des applications, par exemple, dans les méthodes numériques
liées a la méthode des moindres carrés et a I’approximation d’intégrales [44].

Les PO ont plusieurs propriétés communes, telles que la forme du probleme différen-
tiel les décrivant, la définition du probleme de Sturm-Liouville, la formule de Rodrigues, etc.
Ces caractéristiques sont définies par les coefficients du probleéme de Sturm-Liouville P(z) et

Q(z), ainsi que par le poids p(z) et le parametre du probleme A définissant le spectre du pro-
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bleme (valeurs propres). Fait intéressant, le poids réel p(z) > O fait partie de la formulation du

probleme de départ et sert a la vérification de I’orthogonalité. 11 définit également, avec I’inter-

valle et le produit scalaire considérés, un systeme orthogonal complet (voir la définition 2.3 et

I’exemple 2.1.1) formé de I’ensemble des fonctions propres du probleme {¢,}, dans ’espace

de Hilbert noté 7, 4 (p (x)dx). Voici quelques propriétés des polynémes orthogonaux étudiées

au chapitre 5.

l.

Probleme différentiel : les PO sont solutions d’une EDO linéaire homogene d’ordre 2 &

coefficients variés, comportant a priori au moins un parametre.

Probleme de Sturm-Liouville : les PO sont intimement li€s au probléme de Sturm-Liouville,
puisque pour un spectre discret, la paire d’ensembles des PO d’un type particulier et
de nombre réels dénombrables ({p,(z) | n € N},{A, € R | n € N}) est la solution du pro-

bleme de valeurs propres et de fonctions propres (2.2), sujet a des conditions frontieres.

Représentation : les PO possédent diverses représentations dont I’existence est tributaire
des caractéristiques des parameétres et de la variable indépendante. Par exemple, la repré-
sentation en une série infinie de la fonction hypergéométrique ,F | (v;, v2; v3;z) peut étre
considérée sur un certain domaine du plan complexe entrainant des conditions sur les pa-
rametres et la variable complexe z. En effet, a I'intérieur du disque unitaire |z| < 1, le
parametre v3 ne peut &tre un entier négatif v3 ¢ Z~, alors que sur le cercle de |z| = 1, les
contraintes Re(vs —v) —v,) > 0, ¢ ¢ Z~ doivent étre satisfaites pour que la convergence

soit assurée et que les manipulations aient un sens. Nous écrivons donc

2F1(V1,V2',V3;Z) = Z::O %Zm |Z| <let Re(v3 — V| — V2) >0etc ¢ 7.

Selon certaines hypotheses, les PO posseédent des représentation par une intégrale curvi-
ligne ou par une intégrale de contour. Une représentation bien connue en terme du poids

p(x) > 0 et permettant de vérifier I’orthogonalité est la formule de Rodrigues, de la forme

Fol¥) = 2 T (P ()87 (%),

ou les coefficients a,, le poids p(x) et la fonction g(x) dépendent du PO f,(x) et sont

présentés dans [1] sous forme de tables.
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Orthogonalité : les PO sont, comme leur nom I’indique, orthogonaux deux a deux, i.e. que
le produit scalaire défini sur ’espace de Hilbert 777, ;y(p(x)dx) dans lequel sont définis
les PO d’un méme type, est tel que m,n € N et m £ n implique que {p,,(x) | p(x) | pn(x)) =
0 < pmlpn.

Série génératrice : chaque type de PO posseéde une série génératrice associée permettant de
déduire de nombreuses propriétés algébriques. Cette série génératrice est intrinsequement
liée aux propriétés de récurrence des PO. Ces propriétés sont énoncés sous forme de tables

dans [1], ot I’on présente d’abord la relation sous la forme générale

al,nfn+l (X) — (aZ,n + a3,nx)fn (X) - a4,nfn—l (X), Vn € N»

accompagnée d’une table de la forme

Ja Aipn | A2n | Q30 | 4
pl (x) a’},n a%,n aé,n aéll‘n
PP(x) | aty | @G| @5, | i
p3 (x) a?,n a%,n a%,n ai,n

Tableau 2.1 Relation de récurrence pour les polynémes orthogonaux
ol I’exposant fait référence a un type de PO particulier. Des nombreux types de relations
de récurrence existent, notamment des relations différentielles.

Il existe des liens (algébriques et différentiels) entre les différents types de PO. Par exemple,
les polynémes d’hermite H,(x) sont liés a la fonction hypergéométrique confluente de

Kummer U(vy, v;x) par la relation

H,(x) =2"U (152,3;:x%).

Remarque. La sous-section 2.1.2 présente la notion d’orthogonalité sous une forme abstraite

formulée par la théorie des espaces de Hilbert.

Nous présentons dans 1’exemple qui suit une application des polyndmes d’Hermite tirée de

[35] et traitant de résultats sur 1I’oscillateur harmonique.
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Exemple 2.1.6. Le polyndme d’Hermite probabiliste d’ordre n s’écrit en termes de la formule

de Rodrigues [1] pour les polyndmes orthogonaux

|

2d" _2
He,(x) = (—1)”67dxne_7. (2.105)

Cette variante du polyndme d’Hermite classique est liée au polyndme classique également
décrit en termes de la formule de Rodrigues

n
d e_xz

Hy(x) = (-1)'e" ==

(2.106)
par les relations

Hen(x) = 27"?H, (%) & Hy(x) =2"He, (\/ix) | (2.107)

Considérons la formulation par la notation de Dirac de I’équation de Schrodinger indépendante
du temps

H|y)=E|y), (2.108)

ol A est I’opérateur différentiel hamiltonien défini par

A
H="—+-kx°. 2.10
2m+2x (2.109)

Le premier terme est lié a I’énergie cinétique de la particule alors que le deuxiéme est li€ a son
énergie potentielle. Dans ce contexte, p est I’opérateur différentiel du moment linéaire défini
par

p = —ihok, ’ (2.110)

2. ..
ol i =4, h =~ 6,62607004 - 10-347%8 (constante de Planck), £ est I’opérateur de position, k
est la constante li€e a la force et m est la masse de la particule. Ainsi, (2.108) est un probleme de
valeurs propres et de fonctions propres, ou les valeurs propres E, indiquent les niveaux d’éner-

gie indépendants du temps, auxquelles sont associés des états propres |y,). |y) est nommée



32

fonction d’onde du probléme. Les valeurs propres du probleme (2.108)
|
E,=hw (n+§), w=27nf, n=0,1,2,... (2.111)
composent le spectre discret (mode) réel du probleme et sont associées aux €tats propres

1 mo\ /4 _ el me
W”(x)-\/’zn—m(E> e "% Hn(,/7x>, (2.112)

ou H, est le polyndme d’Hermite défini par (2.105). Des coordonnées «naturelles» sont asso-

ciés a I’oscillateur harmonique. En exprimant les niveaux d’énergie en termes d’unités de A et

les distances en termes d’unités de nf—lw (adimensionnement), I’hamiltonien simplifié devient

1d%2 1
H:—E@qﬁx2 (2.113)

et les valeurs propres et fonctions propres associées du probleme simplifié

Hly) =E|y) (2.114)
s’écrivent
Ey=n+ Yn(x) = L 5y (x) n=0,1,2 (2.115)
[l 27 n \/W n ) (b Rt B .
L’ opérateur différentiel linéaire H est un cas particulier de 1I’opérateur de Sturm-Liouvillle (2.1)
avec p(x) = —5 et g(x) = —x? et s’écrit donc
d d d 1d 1
P :=— | px)— | - o H=—|-z0—]-(-32"]. 2.116
dx (p()‘)dx> q(x) dx ( 2a’x> < 2" ) (-116)

En négligeant la constante ”\;:1—/,4 et en utilisant les relations (2.107), la solution (2.115) devient

1 2
En=n+3, Vu(x) =e"THe,(v2x), n=0,1,2,.. (2.117)
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Remarque. L’opérateur H étant linéaire, toute combinaison linéaire de ces solutions par su-

perposition est également une solution.

O]
2.1.4 EDOs classiques décrivant des polynomes orthogonaux
Soit I’équation différentielle du second ordre décrivant le probleme de Sturm-Liouville
d d
— [ P(z2)— | +Q(2)y+Ap(z)y = 0. (2.118)
dz dz

Le tableau suivante présente une synthese des coefficients associés aux équations différentielles
étudiées dans le chapitre 5 et ayant des PO comme solution particuliére et plus généralement,
des EDOs décrivant une solution en termes de fonctions spéciales. Nous définissons ici les

solutions comme €étant complexes a priori.

Fquation P(z) 0(z) A Poids p(z) >0
Legendre (1-2%) 0 1(1+1) 1
Legendre ass. (1=22) — 1(1+1) 1
Bessel z %’2 a’ z
Chebyshez 1 (1- zz)% 0 n- (1— zz)_%
Chebyshez 2 (l—zz)% 0 n(n+2) (1 —zz)‘%
Laguerre ze ¢ 0 a et
Laguerre ass, #Hle e 0 k et
Hermite e 0 2a e
Gegenbauer || (1 —z)!/2T%(147)"1/2-¢ 0 n(2a+n) (l—z)_'/2+a(1+z)_3/2:‘7
Tacobi (1 —2)%F (14 7)B+! 0 nln+oa+pB+1) (1=2)%(142)P

Tableau 2.2 Coefficients des EDOs décrivant des polynomes orthogonaux.

Le tableau 2.2 illustre implicitement les liens entre les équations considérées. Les poly-
noémes orthogonaux sont caractérisés par des propriétés communes, sauf exceptions, a I’en-
semble des fonctions de cette classe spécifique de fonctions spéciales. Ces propriétés sont

mises en évidence dans la section 2.1.3.
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2.2 Développement d’une solution en série généralisée

Nous présentons dans cette section une généralisation de la méthode de Frobenius pour la

résolution des équations différentielles.

2.2.1 Point ordinaire d’'une EDO
Definition 2.8. On dit que xq est un point ordinaire de I’équation différentielle
d*y dy

ﬁ+p(x)a+q(x)y:0 (2.119)

si les coefficients p(x) et q(x) sont holomorphes en ce point. Dans le cas contraire, le point xg

est un point singulier de I’équation différentielle (2.119).

2.2.2 Série généralisée
Definition 2.9. Une série de la forme
Y et (2.120)
k=0
ou O est un nombre donné et la série entiere
Y o (2.121)
k=0

converge dans un certain domaine |x| < R, s’appelle série enti¢re généralisée. De plus, si &

est un entier non-négatif, alors la série généralisée (2.120) se transforme en une série entiére.
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2.2.3 Existence de la solution

Théoreme 2.2.1. Si le point x = 0 est un point singulier de I’équation (2.119), alors les coeffi-

cients p(x) et g(x) de I’équation peuvent étre représentés sous la forme
p(x) = x7! Z apx’ et q(x) = x? Z bix~, (2.122)
k=0 k=0

out les séries aux numérateurs convergent dans un certain domaine |x| < R et les coefficients
ag, by et by de I’équation ne sont pas simultanément nuls, alors I’équation (2.119) posséde au

moins une solution sous la forme de la série entiére généralisée
y(x) =x° Z X, co#£0 (2.123)
k=0

qui converge au moins dans le méme domaine |x| < R.

2.2.4 Méthode des séries généralisées

Pour déterminer I’exposant ¢ et les coefficients ¢x, k=0,1,2,...,1a série (2.123) doit &tre insé-
rée dans ’EDO (2.119). Celle-ci doit donc étre dérivée terme a terme sous 1’hypothese qu’elle
converge pour le domaine considéré. Une simplification par x° doit ensuite étre effectuée et les
coefficients de toutes les puissance de x doivent €tre annulées par la méthode des coefficients

indéterminés. Dans ce contexte, le nombre o se détermine & partir de I’équation déterminante
o(c—1)+ayo+by=0, ap:=limxp(x), bo:=limx’g(x). (2.124)
x—0 x—0

Soient ¢, 05 les racines de 1’équation déterminante (2.124). Trois cas sont a considérer.

Cas 1. Si la différence (o) — 02) n’est pas égale & un entier ou a zéro, alors nous pouvons

construire deux solutions linéairement indépendantes de la forme (2.123) :

@) =x7Y et yax) =x2Y Ak, co,A0 #0. (2.125)
k=0 k=0
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L’équation (2.119) étant linéaire, le principe de superposition des solutions peut €tre utilisé

pour établir la solution générale, i.e.
yg(x) = kiy1 () +kaya(x) = kix® ) e +hox® Y. A, (2.126)
k=0 k=0

ol ky,k; sont des constantes arbitraires.

Cas 2. Si la différence (o] — 03) est un entier positif, nous ne pouvons en général construire

qu’une seule série (solution particuliere) de la forme

yi(x) =x% i cx*, o #0. (2.127)
k=0

Cas 3. Si ’équation déterminante (2.124) posseéde une racine multiple, i.e. ] = 03, nous ne

pouvons construire qu’une seule série solution de 1’équation (2.119).

Dans les cas 1 et 3, I’équation (2.119) aura comme deuxi¢me solution linéairement indé-

pendante

y2(x) = Ay  (x)log x| +x° } At (2.128)
k=0
ou la constante A peut étre nulle.

Exemple 2.2.1. Résoudre I’EDO homogene d’ordre 2
x—2 4+ =24 y=0 (2.129)
par le méthode des séries généralisées. Cette équation est de la forme
2d%y

dy _
x d—xz—kaxa—k(b—kcx’")yzo, c>0, m#0, (2.130)
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olla= % b=0,c= ﬁ et m = 1. Ramenons I’équation a une forme correspondant a une équation

de Bessel en introduisant une nouvelle variable ¢ et une nouvelle fonction u = u(t), telles que

<[)% . (t)% (2.131)
=|- e x=|-1, .
Ty %

1 2
a=z(a—1), g=" y:ﬁ, p* =m*((a—1)*—4b). (2.132)
Nous obtenons une €quation de Bessel en ¢ avec un parameétre p = %

d*u

N du t2—;11
dar?

1
tdt t2
~— N——
p(t) q(t)

u=>0. (2.133)

Cette équation possede un point singulier en xg = to = 0. Ce point est un pdle d’ordre 1 de p(¢)
et un pole d’ordre 2 de g(¢). L’équation déterminante (2.124) entraine p; = %, p2 = —% et ainsi
p1—p2 = 1€ Z". Malgré le fait que la différence (p, — p2) est un entier positif, I’équation

(2.133) possede deux solution u; () et up () linéairement indépendantes de la forme
() ="'y art, wm() =) Ak, (2.134)
k=0 k=0

ou ¢g # 0 # Ag. Le calcul des solutions fait appel au principe d’égalité des coefficients de

termes de méme puissance, permettant la détermination des coefficients ¢, et Ay par récurrence.
. Il

Puisque y = t2u et x = t2, nous trouvons

(_l)kx§+§ 00 (_1)kxf§+%

y(x) = ;o onk) =
;;)22"+%k!-1“(k+1+%) ,;oz%% ) T(k+1—

(2.135)
)

No—

La solution générale de (2.129) s’obtient par superposition des solution particulieres (2.135).

Ul
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2.3 Développement asymptotique des solutions d’une EDO

Nous présentons dans cette section, sous la forme d’un exemple, une méthode permettant
d’approximer la solution d’une EDO par la considération du développement asymptotique de

la solution de I’équation aux valeurs limites associée a cette méme EDO.

2.3.1 Opérations admises

Considérons les développements non nécessairement convergents

i amx™ "™, i bpx™ ™. (2.136)
m=0 m=0

Si des fonctions f, g admettent un tel développement (formule approchée), nous écrirons
fO~Y anx™,  glx)~ ) bux", (2.137)
m=0 m=0

pour des valeurs suffisamment grandes de x. L opération d’addition est alors permise

flx)£g(x) ~ i (am L bp)x™" (2.138)

m=0

et siag = a; = 0, alors nous pouvons formellement intégrer par parties et nous écrivons

/xf(x)demX::zam/xx dx o Lf(x)dxmngzm. (2.139)

x
Supposons que A(x) = f(x)- g(x). Alors le développement asymptotique de & peut étre obtenu

par la multiplication formelle des développements de f et de g

h(x) = f(x)-g(x) ~ ( ioamx_m> ( iobmx#m) . (2.140)

En général, la dérivation formelle d’un développement asymptotique est inadmissible. Cepen-

dant, cela ne signifie pas que nous ne pouvons trouver un développement. En effet, considérons
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la fonction

u(x) =e *sin(e") 0 <x < +oo. (2.141)

Son développement asymptotique est une série de coefficients a,, =0, m=0,1,2,..., alors que

la dérivée
du —X o X ks
— = —e “sin(e") +cos(e") (2.142)
dx
ne posseéde pas de limite lorsque x — oo, puisque —e *sin(e*) — 0 et que le cosinus est
une fonction périodique. Pourtant, si une fonction f admet le développement (2.136), et si sa

dérivée admet un développement asymptotique, alors

di < a.
auw y a (2.143)

dx Pan
m=1

2.3.2 Développement asymptotique des solutions de I’équation de Bessel

Exemple 2.3.1. La fonction de Bessel de premiere espece d’ordre p _#,(x) est une solution

particuliere de I’équation de Bessel

Ao (- pHe =0,  x#£0. (2.144)
X

1 2 p?
a(x)=— b(x)=——— = A(x)=log|+log|c| (2.145)
X X
lda 1 ‘—-1/4
Q(X)Z_EE_Z‘ZZH’:I_%' (2.147)

z 2-1/4
Y (o= (2.148)
dx?
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ol (2.146) signifie que (2.148) a pour solution particuliére xl/sz(x). Pour des valeurs de x

suffisament grandes (x»p), nous obtenons 1’équation aux valeurs limites

Zi); y =20, (2.149)
soit une équation homogene a coefficients constants ayant pour solution
¥ = a, sin{x) + by cos(x), ap, by € R. (2.150)
Pour des valeurs de x suffisament grandes,
ag ~ Z amx™"™, bo Ni bpx™™, (2.151)

m=0 m=0

et ainsi, le développement asymptotique de la solution de I’équation aux valeurs limites (2.149)

est
F~ Y amx"sin(x) + mex cos(x am,bm €ER, m=0,1,2, ... (2.152)
m=0

La substitution de (2.152) dans I’équation de Bessel sous la forme standard (2.46) donne

o0

sin(x Z m(m+1) = (p> = 1/8)apm + 2mxby,) X~ 2

m=0

o0

+cos(x Z (—2mxay +m(m+1) — (p* — 1/4)by) x ™2 =0, (2.153)

oll x ™2 £ 0 entraine que les coefficients de x"~2 doivent étre nuls. Les coefficients sont
donc déterminés de maniere récurrente par I’analyse des différentes puissances, d’une fagon

analogue a la méthode de Frobenius ou résolution par les séries. Nous trouvons que ag et by
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sont arbitraires et pour m > 1,

{m+1)
KLUAR 1. 2 (2k+1)° . .
(—1)72 —o <P - ) 1 | ap  Simest pair
G = 2! 600 by (l’l’l), 600 bo( ) = . . !
: by simestimpair

(rr-+1)(m+2) — 2
(=1) 2 Hk:ol <P2— (zk:]) ) 5 5 by si m est pair
by = -~ oo b (), 8 4, (m) = (2.154)
2"m! ap sim est impair
La solution (2.152) est donc de la forme
2 2 2 2 2 2
_ P14 (Pt -1/4)(p —9/4)  (pf—1/4)(pm—9/4)(p” —25/4) ,
y (ao e bo 21(21) ap+ 31(21)3 bo+ ... ) sin(x)
2 2 2 2 2 2
pr—1/4  (p°=1/4)(p"—9/4),  (p"—1/4)(p"—9/4)(p” —25/4)
+<bo T2 ap 2122 bo 31(2x)3 ap+ ... | cos(x),
(2.155)
Le.
w (— L";—l) l—[m—l ( 2 (2k+l)2)
5 | ao+ Z = LI x| sinx)
0 — 2mp! ObO
(m+1)(m+2) i 2% 1)2
- (—l) ’ Hknzol <P2 B (+)) 2 —m
+ | bo+ Zl S 82 o (m)x™™ | cos(x). (2.156)
m=

Pour les valeurs spécifiques p = :tz’”“, m = 0,1,2,... permettant de tronquer le dévelop-
pement (m + 1 termes) et pour de grandes valeurs de x, I’équation (2.156) donne une bonne
approximation du comportement de la solution de 1’équation aux valeurs limites (2.149). Nous
soulignons le fait que la forme (2.156) a été obtenue en considérant le développement asymp-
totique des constantes de la solution de 1’équation aux valeurs limites (2.149), pour laquelle les

coefficients ont pu étre déterminés par substitution dans 1’équation standard (2.148).






CHAPITRE 3

THEORIE DES SURFACES

Nous présentons dans ce chapitre les équations de Gauss-Weingarten et les équations
de Gauss-Mainardi-Codazzi associées aux surfaces de courbure moyenne constantes plongées
dans I’espace euclidien R?. Une description quaternionique des surfaces est ensuite effectuée,
menant a la considération de surfaces plongées dans des algebres de Lie spécifiques et a la for-
mulation du PL par des matrices de dimensions 2x2. L’ immersion de surfaces dans ’espace
hyperbolique H*(2) est ensuite considérée. Nous concluons ce chapitre par la présentation
de I’approche par les surfaces solitoniques pour 1’obtention de familles de surfaces solito-
niques par la résolution du probléme linéaire spectral associé. La représentation d’Enneper-
Weierstrass et une formule de type Sym-Tafel sont présentées. A partir de cette section, nous

utilisons la notation
d = — 0= — Oy i= — dy = —. (3.1)

Dans le cas d’une fonction d’une variable complexe, nous écrivons

d¢
0 = 3.2
()= (3.2)
3.1 Surfaces minimales et représentation d’Enneper-Weierstrass
Considérons une variation de la surface
F:MCE—NCE? (3.3)

le long d’un champ vectoriel Vv € T,N s’annulant sur la frontiere de F, ot T,N est un espace
tangent en un point fixé x. La variation correspondante de 1’aire, jusqu’aux termes d’ordre

supérieur du paramétre infinitésimal €, est donnée par le calcul variationnel de déformation
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infinitésimale
d(ﬁ+8?)—d(ﬁ):—ZE/HV-IVdd+O(82), 0<e<<l, (3.4)
F

ou F est une surface dans E3, V est un champ vectoriel de déformation, N est un vecteur
normal 4 la surface tel que N - N = 1, et H est la courbure moyenne sur la surface. Les surfaces

a courbure moyenne nulle (H = 0) sont nommées surfaces minimales.

3.1.1 Equations de Gauss-Weingarten, équations de Gauss-Mainardi-Codazzi et surface
paramétrisée conformément dans I’espace euclidien >

Soit F une surface lisse orientable dans I’espace euclidien >
F=(F,FF):%-E (3.5)

ot # = CU{co} est la surface de Riemann. La paramétrisation conforme requiert que les

vecteurs dF et dF soient nilpotents
(OF |0F) = (JF|0JF)=0. (3.6)
De plus, les vecteurs tangents o F, JF et la normale unitaire N forment un repére mobile

o := (3F,0F,N);_,

e M>3(C) (3.7
et sont tels que

(OF [N) = (dF|N)=0 (orthogonalité) (3.8)

et

(N|N) =1. (unitaire) (3.9)



45

Les fonctions u, H (courbure moyenne) et Q (coefficient du différentiel de Hopf Qdz*) sont

définies par
(OF | 9F> = %e”‘, (dOF |N) =: %He“, (3°F|N) =: Q. (3.10)
La fonction u caractérise la surface et est telle que

u(z,7):UcCC—R (3.11)

car <8F ‘ 9F> € R implique que " € R et ainsi u € R. Les équations de Gauss-Weingarten

sont
06 =%o, do =¥o, (3.12)
ol
Ju 0 0 0 0 31He
U = 0 0 %Heu ) V= 0 9“ Q 3 %,V¢5U(3,C),
—H —2e7¢ 0 —2e7%Q —H 0
(3.13)

ol I’algebre de Lie su(N,C) et le groupe associé sont définis par la représentation matricielle

fidele

su(n,C) = {A € Myxn(C) |AT = —A et Tr(A) =0}, (3.14)

SUN,C)={A e MVN(C) |ATA=AAT =1 et det(A)=1}. (3.15)
Les €quations de Gauss-Mainardi-Codazzi sont

- 1 .
Jou+ 5Hze“ —2|Q?¢™* =0,  (équation de Gauss) (3.16)

00 = -0He", 0Q=—0He". (équations de Codazzi) (3.17)
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La condition assurant qu’une surface est minimale est la courbure moyenne nulle (H = 0)
dou =2|0Q)%e ", 00 =00 =0, (3.18)

i.e. Q = Q(z) est une fonction holomorphe. Nous remarquons que les équations (3.6) a (3.17)
décrivent des contraintes imposées sur F, %, ¥, N, H, u et Q découlant de contraintes géomé-
triques telles que la contrainte d’orthogonalité, la paramétrisation conforme et la contrainte de

compatibilité sur les matrices de potentiel du systeme (3.12).

3.1.2 Représentation d’Enneper-Weierstrass

I1 existe différentes approches directes pour I’immersion des surfaces. On présente dans [19;
20] la formule originale de Weierstrass pour I’immersion de surfaces minimales dans I’espace
euclidien R3, aussi nommée représentation d’Enneper-Weierstrass, i.e. des surfaces de cour-
bure moyenne nulle H = 0. Cette représentation bien connue a été fortement étudiée et est
construite a partir de deux fonctions holomorphes arbitraires ¢(z) et ¢(z) des coordonnées

complexes (z,7)

F=Re (/ (i(9? +¢2), 9~ 2, —29¢))" dz') eR?, (3.19)
r

ou I' C C est une courbe arbitraire. La formule (3.19) a été¢ généralisée dans [17] par une
formule permettant de représenter toute surface de courbure moyenne prescrite dans R>. Cette

représentation est construite a partir de deux fonctions f(z,7) et g(z,2)

= ¢ 2 2 T / 3

F=Re /(l—f,z(H-f ), 20) gdd ) € R, (3.20)
ou f(z,Z) et g(z,z) sont liées par la condition de compatibilité

= 2fdf
8logg:—l+|f|2.

(3.21)
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Nous considérons dans la présente étude une variante de la formule (3.20) décrivant une sur-
face minimale [12], composée de deux fonctions méromorphes arbitraires 1 et ¥, soient des
fonctions holomorphes sauf en un nombre fini de leurs poles respectifs. La représentation

d’Enneper-Weierstrass prend alors la forme

ﬁ—%ReUZ(l—xz, i(1+x2),2x))Tn2d§> ER?, (3.22)

J 20

oll 9N = dx = 0. Dans le contexte d’une paramétrisation conforme et sous la contrainte de

minimalité, 1a fonction vectorielle

=X
Il
st
"y

0:R—-C>,  ¢:=0F o (3.23)

ainsi que la normale unitaire N peuvent étre exprimées en termes de deux fonctions méro-

morphes 1 et x telles que

, 1—x? X+
. ) s ! In—dy—0 3.4
¢—2 il+x*) |, N=|iz-2 e n=dxy=0. (3.24)
2x xx—1

Sous cette forme, nous vérifions que (¢ |¢) = 0 et (N|N) = 1. De plus, nous aurons que

e = n**(1+|x*)? et Q=-1%dx. (3.25)

En effet, de (3.10), nous avons que

2 72
B _ 2
e =2(IF |0F) =26 =27 | i(1+2?) (1427 (3.26)

2x 2X

r\)|31\'J
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= (=D = 2 +ii(1+ )1+ 2% +4x%)

=~ (24 20° 77 +4x )

= In*1P(1 +|x[*)? (3.27)

et en posant 11(z) := n>(z), nous tirons de (3.10) que

0:={dIF|N) = (3¢ |N) (3.28)
T
B(1—x%) —pxdx X+ 1
=[SO+ +imxox | | ik-0 | 1555 (3-29)
duy +pdy XX —1

(Qux(xx—1)+udx(xx—1)) (3.30)

_ THXIxXX — Ky

3.31
1+xx (3-31)

= —n28x_ (3.32)
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La fonction d’immersion F, nommée représentation d’Enneper-Welerstrass, est donnée par
(3.22) et lorsque Q = 1, les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi se réduisent a I’équation de
Liouville

00u="2e " (3.33)

dont la solution est donnée en terme de la fonction holomorphe

a9
W+ 2P (39
_ 9]
& u=-2log ((1 B (3.35)
De plus, Q = 1 implique que
n? = _51; (3.36)
et la formule d’immersion (3.22) devient
1 é 2 . 2 7 1 3
F:—ERe /é (l—x,z(l+x ),2)()) 5;0’2 e R’ (3.37)
0

Considérons la relation (3.34) et remarquons que le dénominateur p(z) := (1 + |x|*)? # 0, car
sinon |x| < 0.1l n’y a donc aucun point singulier a considérer. Aussi, e ™ #0 Yu €¢ R =
dyx # 0. Ainsi, le dénominateur du cdté droit de I’équation (3.35) ne peut étre nul; la fonction

u est donc définie partout sur C (aucun point singulier) sauf aux points qui sont des zéros de

ax.

3.2 Description quaternionique des surfaces

Dans I’algebre des quaternions H, le groupe multiplicatif des quaternions est noté

H. = H\{0} (3.38)
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et est engendré par la base canonique

B:{]Li)lak}a izzlzzkzz

k= —1. (3.39)

o~

Les relations entre les matrices de Pauli {O'k}z:1 et la base B sont les suivantes

—_ o
o —_
~ o
o |

|

Ju—
(@)
—
(@)

oy = —ik, op:= ~1, (3.40)

ou

0a0p = i€upy0y,  Og =00,  Oh =0, (3.41)

€ étant le symbole de Levi-Civita défini en terme du & de Kroenecker

&1 6n On . >
1 si m est en position n ,
Eaﬁy = 5j 5j2 5j3 ) 5mn = 0 sinon . (3-42)
S G2 s

En utilisant une application analogue 2 (2.73), nous identifions E* avec 1’espace des quater-

nions imaginaires ImH ~ su(2) par le changement de base
~ 3 —
F=-iY Fpoq€ImlH~su2) « F=(F,FRF)eE, (3.43)

a=1

FT:—F‘7 O'(;:O'a’ (344)
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et tirons profit de 1’isomorphisme s0(3) ~ su(2) ~ R?, ot I’algebre de Lie s0(3) et son groupe

associé son définis par la représentation matricielle fidele

50(3) = {A € M3,3(R) | AT = —A}, (3.45)

SO(3) ={A e M3, 3(R) |ATA=AAT =T et det(A) =1} (3.46)

Montrons que F est anti-hermitienne. En substituant (3.40) dans (3.43), nous trouvons que

3
F=-i) Fyoq (3.47)
a=1
0 1 0 —i 1 0
1 0 i 0 0 —1
—iF —iF|—F
- : b (3.49)
—if+ 5 iF3

~ —iF —iF — F -
SNy . I (3.50)
—iF+ 5 iF3
Remarque. La transformation (3.43) est un cas particulier de I’isomorphisme (2.73) de I’exemple

2.1.5, ol la partie scalaire du quaternion est nulle, i.e. Sc(q) = Sc(F) := Fy = 0.

Definition 3.1. Le produit scalaire symétrique, bilinéaire et défini positif sur su(2) est défini
par

(X|Y) = —%Tr(XY)., VXY € su(2). (3.51)

Notons F et N les matrices obtenues par les vecteurs F et N et considérons I’élément du

groupe de Lie spécial unitaire @ € SU(2,C) qui transforme la base {i, j,k} en repére mobile
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{0:F,0yF N} par les relations

AF =e207'i®d, OF =c2d7' j@, N=>0 'kd. (3.52)
Par (3.1), les dérivées de £ en termes de z et 7 s’écrivent
(OcF +id)F) (3.53)

~ ]_ 1] u = ~ ]_ H
& OF = (foliv—ito~ jo), IF =5 (doTivrito o) 354

. —ier [ _ . |[0 1 0o 1)
1
& F=—— | — @ |, (3.55)
2 1 0 -1 0
- - —ie% ) 01 0 1
oF = o + |, (3.56)
2 1 0 -1 0
L .
N . 0 0 . . 0 1
& JF = —je2d™! &, JF = —ie2d™! P, (3.57)
10 0 0

et les conditions de conformité (3.8) et (3.9) sont toujours respectées.

3.2.1 Formule explicite de la surface

Les composantes de la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22) pour I’'immersion de la

surface dans R3 s’écrivent

Z ) Z "z
Fi = LRe (/ (1 —xz)nzdz') Py = —tm (/ (1 +x2)n2dz') B =Re (/ xnzdz'> ,
2 0 2 0 0

ol z=x+iy € C. Par la transformation (3.43) et par les résultats présentés dans [7; 12], nous en

effectuons une description quaternionique par I’identification de la représentation d’Enneper-
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Weierstrass (3.22) avec une matrice 2 x 2

3
F=-i) Faoo€Imi « F=(F,FR,F3) €k, F'=-F o,=0a, (358

a=1

et trouvons que

F3 Fi—iF . .
. Fiy Fpp
Feoi =" T (3.59)
Fy —Fyy
Fi+iF, —F
Posons
Z Z Z
a=[0-mPad, B=[Qapdmiad, c= [ mPad. G60)
20 20 20
Alors
] 1
Fi=SRe(4), R = Re(i-B), F3=Re(C). (3.61)

= £ =—i(Re(C)) = —i<c+c> (/ xn?d7 +/ yn?dz ) — By (3.62)

Fio = 5 (Re(A) ~ Re(i- B)) = — 5 (Re(A) +ilm(B)
= ((A+A)+ (B-B)) = (4+B)+7B)
%(/n d7 — /xnzdz> (3.63)
For =~ (Re(A) +Re(i- B)) = —2 (Re(4) — ilm(B)
= (AT~ (B-B)) =~ ((A-B)+ATB)
_ %( /x2n2dz+/ n2dz> (3.64)

san*dE+ [ian?dE  [in*dE— [ x*n*dé
= F=__ €su(2), (3.65

—JExPntdE+ [En2dE — [Lxm?dE— [Zxn? d&
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car Tr(F) =0 et FT = —F. La formule (3.65) pour F est une représentation quaternionique

paramétrique en z de la surface dans 1’algebre de Lie su(2).

3.2.2 Probleéme linéaire pour la représentation des surfaces minimales par des matrices
de dimensions 2 x 2

Utilisant I’isomorphisme des algebres de Lie so0(3) =~ su(2), les équations de Gauss-Weingarten
pour le repere mobile peuvent étre décrites en termes de matrices 2 x 2, ot ¢ € SU(2,C)

satisfait les équations différentielles linéaires

0D =Y, 0b =¥, (3.66)
ou % et ¥ sont de la forme
Loy —0e 3 —1ou —iHes
w=\"*" ¢ , v=| €sl(2,0), %T=-v. (367
%Hef —4'—18u Qe 2 4'—18u

et ot I’algebre de Lie sI(N,C) et le groupe associé sont définis par la représentation matricielle

fidele

sI(N,K) = {A e MV*N(K) | Tr(A) = 0}, (3.68)
SL(N,K) = {A € MV*N(K) | det(A) = 1}. (3.69)

Dans le cas des surfaces minimales (H = 0), nous obtenons

1ou —Qe? Y —1
0 —J—lau ’ Qe 1

U = €5l(2,C). (3.70)

QU
=

P f—

Si H =0, les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (3.16) et (3.17) se réduisent a un systeme
a deux inconnues

00u—200e™ =0, 90=0, H=0, (3.71)
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qui a comme solution générale

u=2log(nA(1+x%)) et Q=-n°dy, In=0dx=0. (3.72)

A la suite de la transformation de jauge ¥ = M®, M € SL(2,C) (voir le chapitre 4), la fonction

d’onde W satisfait le systeme linéaire suivant

_1 _
oW = An? x2 ¥, ¥ =0, (3.73)
X X
A -1
oY = _8—Q x ¥ (3.74)
X\x* —x
carn’ = —9%, etou 17 et x sont localement holomorphes.

3.3 Immersion des surfaces dans I’espace hyperbolique H3(1)

Considérons I’immersion conforme de la surface de Riemann &% par F
F:%—HA)CR¥, (IF|JF) =0, (JF |dF) =0, (3.75)

(en coordonnées complexes locales z = x + iy et Z = x — iy) ainsi que H>(1), un espace hyper-

bolique de courbure prescrite A avec le produit scalaire
(X|X)=—-A"2 VYXecH). (3.76)

La métrique induite est définie positive et posseéde une courbure sectionnelle constante. De

plus, les vecteurs F, F;, F; et la normale unitaire NV constituent un repere mobile

o = (F,dF,dF,N) (3.77)
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sur a surface par une base de Gauss-Weingarten complexifiée de R*!. La fonction u caractérise
la surface et est telle que

u(z,2):U CC—R. (3.78)

La courbure moyenne H et le coefficient du différentiel de Hopf Q sont définis par
= 1 = 1
(OF[0F) = 2¢* (JOF|N) = SHe", (I*°F|N) =0, (3.79)
et les contraintes s’appliquant au repére mobile sont définies par les équations de Gaus-Weingarten

9%F = JudF + ON
JOF = X e*F 4 LHeN . (3.80)
ON = —HOF —2Qe “0F

Dans ce contexte, les relations entre u, H et O sont définies par les équations de Gauss-

Mainardi-Codazzi
00u+ L(H* = A%)e" —2|Q?e™ =0

0Q = 1H,e" . (3.81)

Remarque. Lorsque H = A, les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi se réduisent a I’équa-
tion de Liouville en u, comme nous I’avons montré précédemment en (3.33) pour H = 0 dans

le cas de ’immersion de surfaces dans I’espace euclidien R>.

3.3.1 Spineurs et représentation des équations de Gauss-Weingarten par des matrices
2x2

Identifions les éléments X de I’espace de Lorentz par des matrices hermitiennes X© [5] par la
transformation

3 Xo+X3 X1 —iX
X = (Xo,Xl,Xz,X3) — X9 =X, + Z X0, = : 2 (3.82)

k=1 X1+iXo Xo—X3
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ou
H2 - , O1= , O2= , 03 = - (383)

Le produit scalaire est alors défini par
(X°|Y°) = —%Tr (chz (roy" 02) . (3.84)
Nous utilisons I’homomorphisme p [12] défini par
p:SL(2,C) = SO(3,1),  (p(A)X)® =ATX%A, (3.85)

Le coté gauche de 1’équation est une représentation de 1’élément p (A)X € R>! apres transfor-
mation. La fonction p(A) agissant sur X est élément du groupe de Lie SO(3,1) alors que la
fonction A agissant sur X est élément de SL(2,C), ou 'algebre de Lie s0(3,1) et le groupe

associé sont définis par la représentation matricielle fidele

s0(3,1) ={A€gly AL +5,A=0}, (3.86)
SO0(3,1) ={Ac M¥*C) |AT1 A=1T et det(A) =1}, (3.87)
ol
-100 0
100
Ly = (3.88)
010
0 00 1

Nous sommes 2 la recherche de la matrice de changement de base ¢ € SL(2,C) permettant de

passer de la base orthonormale B = {1, 0|, 02, 03 } & la base orthonormale B’ = {F, d,F, d,F,N }

(AF®,e”70,F%,e"19,F° ,N°) = ¢'(I,0y,02,03)¢ (3.89)

& (AF%,e 19, F%,e 10, F° N°) = (679, 97010, 07020, ¢T030). (3.90)
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Nous abordons le PL 2 x 2 et définissons les fonctions %/ et ¥ a valeur dans s!(2,C) par
00 =%, dp=¥"¢. (3.91)
Les matrices % et ¥ sont de la forme [12]

u

+ou —Qe" 1 _ —3ou Qe™2

%: >
%ﬁ(;{#—H) —%(%t %e%(/’t—H) %3”

€sl(2,C),  (3.92)
Tr(%Z)=Tr(7)=0. (3.93)

3.3.2 Formule d’immersion

Considérons une solution (i,Q,H) des équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (3.81) et une

solution donnée ¢ & valeur dans SL(2,C) du systéme linéaire (3.91). Nous obtenons

F° = %w(p c H* (L), (3.94)

qui représente une immersion conforme dans H>(). Losrque A — 0, I’hyperboloide H>(A) se

réduit 4 ’espace euclidien R?
L—=0 =  HL) =R (3.95)

Nous souhaitons considérer une surface minimale dans I’espace euclidien a partir de la formule

(3.94), mais nous ne pouvons prendre directement la limite a cause du dénominateur

A—0 = F°(z0,%0) — o°. (3.96)



59

Nous effectuons donc d’abord une translation correspondant a un déplacement de 1’origine du

centre de 1’hyperboloide vers un point sur I’hyperboloide [12]

50 _ pim A (oT6 —
F _M}M@(p ]12). (3.97)

3.3.3 Surfaces a courbure moyenne constante CMC-A

Dans le contexte ou H = A, les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (3.81) sont réduites a

dou—2|0)Pe™ =0, d0=0 (3.98)
et le PL réduit s’écrit
1ou —Qe 2 - —19u 0
o= " ¢ ®, Id=| * | (3.99)
Ae2 —}18u Qe™2 %8u

Les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (3.98) sont identiques a celles découlant des contraintes
liées & des surfaces minimales dans E? (3.18) et (3.71). Considérant deux fonctions holo-

morphes arbitraires 7] et ¥, la solution générale du systeme réduit (3.98) est

e?=nii(l+x%), Q=-n’dx. (3.100)

Remarque. Il est a noter que ce résultat, s’appliquant aux surfaces de courbure moyenne
constante (H = 1) plongées dans un espace hyperbolique, est identique au résultat (3.72) s’ap-
pliquant aux surfaces de courbure moyenne constante nulle (H = 0) plongées dans un espace

euclidien.
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3.4 Approche par les surfaces solitoniques et probleme spectral linéaire

Les surfaces solitoniques sont des familles de surfaces & un paramétre obtenues du probléeme

spectral linéaire. La condition de compatibilité
WU (A)— oV (A)+ % (A),V(A)]=0 (3.101)
résulte du systeme intégrable de deux équations linéaires a deux variables indépendantes x et y
Y =%A)Y¥Y, ¥ =7(L)¥, (3.102)

pour ¥ € SU(N,C), ol A est le parametre spectral du probléme spectral linéaire et ot SU (N, C) C
SL(2,C) tel que défini en (3.14) est le groupe de Lie spécial unitaire 2 N> — 1 parametres. Dans
ce contexte, le probleme spectral linéaire (3.102) est qualifié de paire de Lax et la famille de

surfaces associées a ce systeme est une famille de surfaces solitoniques.

Remarque. Le paramétre spectral A provient d’une symétrie de la conditions de compatibilité
équivalente aux équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (3.16) et (3.17). Cette condition est de
la forme (3.101), mais sans le parametre spectral. L’application de la transformation (opérateur
différentiel) définissant cette symétrie mene a la condition (3.101) et au probleme spectral

linéaire (3.102). Ces notions dépassent le périmetre du présent projet de recherche.

3.4.1 Formule d’immersion pour les surfaces solitoniques

Théoréme 3.4.1. Soir L € C fixé. Si % (L) et ¥ (1) sont éléments d’une algébre de Lie semi-
simple g et si ¥(A) est élément du groupe de Lie G associé a g, alors la formule de Sym-Tafel
(ST)

FST(Ax,y) =¥~ (Aix,y) W (Aix,)) € 9 (3.103)

représente une surface dans g, a condition que les vecteurs tangents

WF =¥ ()Y, OF=¥"'"(h)¥ (3.104)
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soient linéairement indépendants.

La formulation (3.102) est un PL dans lequel a €té introduit le parametre spectral. Dans
ce contexte, cette formulation du PL est nommée paire de Lax. Les matrices de potentiel %
et 7 telles que formulées en (3.67) sont éléments de sI(2,C), mais meénent tout de méme
I’obtention d’une surface dans su(2) par le théoréme 3.4.1. Cela est dii au fait que les fonctions
de la formule (3.103) sont exprimées en termes des coordonnées réelles x et y, ol z=x+iy. En
effet; en utilisant les relations (3.1) et la formulation du PL (3.66) en termes de coordonnées

complexe z et complexe conjugué Z, nous obtenons

00>~ =
EP—— (3.105)
1ou —Qe 3
%(8)((1)— i8y¢)) ol = * u ¢
%Hei —%8u
o ) ) (3.106)
| _ | —tou —IHe:
b} (8,((1)—1—18},(1)) (I)i = _ " _
Qe 2 %8u
0,0 ! — 30 —Qe™i—3Het
X = .
De™ %+ LHet LoLu
S ¢ 2 RS (3.107)
3 oo 70U —iQe" 2+ sHe?
’ —iQe™2 + %He% — L0

\

oll 9, 2P ~!, 9, PP ! € 5u(2), car Tr(d, 2P~ ') =Tr(d, @~ ') =0et (0P~ )T = -9, PP,
(0,1 = —9,®®P 1. Ce résultat correspond a celui présenté dans [7]. Ainsi, la formulation

(3.67) est consistante avec le théoréme 3.4.1.
Remarque. Les formulations (3.101) et (3.102) sont équivalentes.

Démonstration. Dans ce contexte, une solution W(A4;x,y) est une fonction d’onde appartenant

au groupe de Lie G = SU(N,C) et % (x,y,A), 7 {(x,y,A) sont des fonctions appartenant a
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I’algebre de Lie g = su(N,C) associée a G. L'existence de I'inverse de W est assurée :
YeG = WYW'leG W' =vlv= (3.108)

La premiere équation du PL (3.102) devient donc

HPY ! =% (3.109)
& QU =d(P¥") (3.110)
S U = 0,0 P¥ ! + 9, ¥a, ¢! (3.111)
& QU = WY + AP (- WY ). (3.112)

De la méme maniére, nous trouvons que 0,7 = oxdyP¥ ™! + 0, ¥ (—¥ 19, P¥ ). Ainsi,

AU — oY = — (¥ o, W¥ ! — o w¥ o, ) (3.113)

& WU -V =—(UV—-VU) (3.114)

& U -V —|U,V])=0, (3.115)

ce qui montre la condition de compatibilité (3.101). U

La présence du parametre spectral A permet de trouver les vecteurs tangents JiF et oy F

en fonction des matrices de potentiel % et 7.
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Démonstration. Soient W(A;x,y) la fonction d’onde et % (4;x,y) la matrice de potentiel du

PL (3.102). Ces applications sont telles que

oY =Y
& U = o, Yy (car ¥ € G)
= (U =0 (YY)
S QU =0 0¥V + 0,9
& QU =YY '+ ¥(-¥ o vy
s Yl uY=¥100¥Y—-¥Y¥ '9,¥).

D’un autre c6té, nous tirons de (3.103) que

F=v"lo,¥w

OF =, (¥ 'y,)

OF =¥ W, +¥ 1y,

OF = (Y 'v ¥y, +e Ty,

T ¢ v ¢

HF =¥10.h¥— o ¥¥ 19, ¥).
Nous concluons que
WF =¥ 2)¥, OF =Y h¥)V. (3.116)

O

Pour A € C fixé, F peut étre interprétée comme une surface dans g a condition que les
vecteurs tangents o F et d,F soient linéairement indépendants (cohérence géométrique), i.e.
Va,b e K,

adF +bd,F =0 = a=b=0. (3.117)
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Cette condition sera remplie si dy % et d; ¥ sont linéairement indépendants car

aaxF+bayF:0

& a¥ Y Y)Y +bY (9, 7)¥ =0

- aa,ﬁ?/ +b<9,17/ =0.

La formule (3.103) a d’abord été proposée dans [30], puis utilisée dans [31]. Elle permet d’éta-
blir un lien entre la géométrie classique et les systémes intégrables, menant a 1I’exigence que
toutes les surfaces solitoniques en deux dimensions soient décrites par une famille de surfaces
a4 un paramétre, paramétrisées par le parametre spectral A [32]. L’applicabilité de la formule
de Sym-Tafel a des problemes géométriques li€s a des équations solitoniques a été étendue. En

particulier, de nouvelles informations ont €t¢ ajoutées a sa forme originale [6; 13; 14].



CHAPITRE 4

TRANSFORMATIONS DE JAUGES ET PROBLEME LINEAIRE SIMPLIFIE

4.1 Transformations de jauges des équations de Gauss-Weingarten

Nous décrivons dans ce chapitre une nouvelle méthode permettant de déterminer la fonction

d’onde appartenant au groupe de Lie spécial unitaire
®(L;2,7) € SU(2) 4.1)
définissant une immersion conforme d’une surface plongée dans su(2) par la relation (3.103)
FST =7 1(2,2,1)0,®(z,7,A) € su(2). (4.2)

Ce faisant, nous simplifions le PL (3.66) en considérant un probleme équivalent ayant pour
solution une fonction d’onde holomorphe. La deuxieme égalité de (3.66) sera donc de la forme
0¥ = 0. Contrairement 2 la formulation de la fonction d’onde en (3.103), la formulation (4.2)
exprime une paramétrisation par des variables complexe et complexe conjuguée. L’objet résul-
tant est le méme.

Par un choix judicieux de jauge, nous introduisons le parametre spectral et les fonctions
arbitraires holomorphes 7 et ¥ de la formule (3.22) dans le probleme, créant un lien entre la
résolution du PL et la forme explicite de la surface associée plongée dans R*. Nous prenons
comme point de départ le fait que les équations du repere mobile (3.66) sont décrites par le
systeme

0D = Y ®, 0P =V, (4.3)

ol ¥ =—%Tet%,¥ € sl(2,C). Considérons I’action du groupe SL(2,C) sur les équations
du PL (4.3). La méthode que nous proposons consiste a agir sur les équations du PL a ’aide
de jauges

M, € SL(2,C), ke{l,2,..N}, NEeN, (4.4)
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afin de produire a chaque étape une nouvelle fonction d’onde &, et de nouvelles matrices de
potentiel %, 7; € sl(2,C) formant un nouveau PL; découlant des transformations de jauges

effectuées. Ainsi, a la k'*™e étape, le PL; considéré sera de la forme
P, = U Py, éq)k = %Py, U, % € 5[(2,@). (4.5)

Remarque. A chaque étape entre O et N, nous obtenons un probléme équivalent PL;, mais en
général, nous aurons &, ¢ SU(2). Il importe de garder a 1’esprit que les fonctions d’onde qui

sont d’intérét sont les fonctions d’onde initiale ® = &y € SU(2) et finale ¥ = Oy € SU(2).

4.1.1 Méthode en cascade pour Pimmersion des surfaces dans R3
Etape ly.

L’étape Iy consiste en une initialisation basée sur les hypotheses déja admises et les résul-
tats montrés précédemment. Notamment, sous les contraintes de paramétrisation conforme, de
compatibilité (Gauss-Weingarten) et de minimalité (surfaces minimales), la solution (u, H, Q)

des équations de Gauss-Mainardi-Codazzi s’écrit

u=2logm(1+x%)), H=0, Q=-n%dx. (4.6)

Puisque I’ordre des matrices est de 2, que dim(su(2)) = 4, et que la courbure moyenne H est

nulle, alors les matrice de potentiel sont de la forme (3.70)

% _Qe—u/2 _ Odu 0

Y = . V= €5((2,C). (4.7



Etape 1.

Pour un certain M, € SL(2), considérons la fonction d’onde modifiée P,

b =MD
= 8(1)1 :8(M.<I>)
< 8(131:(8M1)(I)+M1(8(D)

En utilisant (4.3) et (4.8), I’égalité (4.10) devient

& 0D = (IM)M; D+ M UM D,
= &(IDI = ((8M1)M1—1+M1%Mr])¢1

\ /

=Y
De maniere analogue, nous trouvons que

0D = (MM, '+ M7 M ") P,

=

et le PL modifié devient

0D, = U, P, 0d, = ¥,

(PL;)
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(4.8)
(4.9)
(4.10)

4.11)
(4.12)

(4.13)

(4.14)

ol 2,7 € sl(2,C). La matrice M, la plus simple, déterminée de fagon non-arbitraire & des

fins de simplification, serait

6”/4 0
M, = € SU(2) C SL(2,C)
0 e—u/4

4.15)
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et ainsi, de (4.12), les deux termes composant %/ sont

., dull O o, Jufl O 0 1
(oMM = T , MM = T -0 (4.16)
0 —1 0 —1 00
7 0
= Y= €s5((2,C). 4.17)
aLl
0 -7

_ 0 0
¥, = Qe € s1(2,C). (4.18)

Par les relations (4.0), le terme en évidence peut étre exprimé en terme des fonctions 1) et ¥

_ - 1
=9 (4.19)
o (u%(lﬂc%)),
0 0
= N=|_ €s5((2,C) (4.20)
da 0

ol U = nz, et ainsi, par (4.17) et (4.20), le PL (4.14) s’écrit

)

b, = Py, 0P = P,. (4.21)
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Etape b.

Nous cherchons M, € SL(2,C) telle que ¥ = 0. Si le probleme peut étre satisfait avec cette

mp m
condition, alors celle-ci servira de critére d’arrét forcé a la procédure. Posons My = : :
ms  ny
En reprenant la forme (4.13) pour #3, nous obtenons
(MM + My ViM; =0 (4.22)
& (MM =My iM;5 ! (4.23)
& (IMy) = My (4.24)
& N=-M;(IM). (4.25)
Or, de (4.20), I’expression pour #] est connue et la relation (4.25) devient
0 O —mg4 m om, om
’ = T T (4.26)
da 0 msz  —my dmz dmy
Nous trouvons que My, =1 —a € SL(2,C) est une solution particuliere satisfaisant
10
(4.26) et effectuons une nouvelle transformation de jauge sur la fonction d’onde, i.e.
6”/4 0
Dy =MD, = (MaM,)P = d. (4.27)
_aeu/4 e—u/4
Dans ce contexte, la fonction d’onde ®; est telle que
D, =0 (4.28)

puisque ¥, = par hypothese ajoutée. Aussi, ®, doit étre holomorphe, car ® I’est par hypothese

initiale de 1a méthode. De (4.3), nous pouvons écrire

OD) = U P, dP; =0 (PL,) (4.29)
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oul

U = (IM)M5 ' + My 2Z My (4.30)

%8u—aQ —Q
o U= € 51(2,C). “231)
—adu+a*Q—3da aQ— %814

Utilisant les relations (4.6) et (4.19), nous pouvons exprimer %5 en terme des fonctions 7 et ¥

dlog(nx)  n*dx
Uy = € s1(2,0). (4.32)

0 —dlog(ny)
Etape .
Nous cherchons % telle que

03 = U3, U= (OM)M; ' +Ms2M; . (4.33)

L0
Posons M3 := | "% € SL(2,C). Alors

0 nx
Lo dlog(ny) 7
(OM3)M; ' = —dlog(nyx) (o ) MM, ' = (4.34)
0 —dlog(nyx)
|
0 _‘9(2) |
= 9= e s1(2,C). (4.35)
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La fonction d’onde

1 1
b3 = X1 eSL(2,C) (4.36)
satisfait la relation le probléme résultant
0Dy = U b5, 05 = 0. (PL,) (4.37)

Etape 1.

Il est maintenant possible de déterminer la fonction d’onde @ satisfaisant au PL de départ (4.3)

en procédant a rebours car

Dy = MMM | D (4.38)
H—/
Me SL(2,C)
& d=M'M; M D, (4.39)
1/2 1/2
n — (1
| (n) x (n)
s b= . (4.40)
T+x0)' |
7 0 >
) ()77
Posons ) = re'®, r € RT, 6 € [0,2x]. Alors
xel®  —ei®
1
O(2,7,0) = — € SU(2), 4.41
e—z.e —ie—,e

ou O agit a titre de parametre spectral. Nous calculons finalement les facteurs composant la

représentation de type Sym-Tafel (4.2) de la surface dans su(2)

, (4.42)
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i)(e"6 —iet?
1
_le—ze _17€~16
[ 1=xx 2
— F”:ﬁ csu2) ~R>, Jdx =0, Q#0, (4.44)
2y —14+xx

i.e. que la méthode permet I’application de la formule d’immersion de Sym-Tafel (3.103).

4.1.2 Méthode en cascade pour I’immersion des surfaces dans H>(1)

Par une méthode identique a celle présentée a la section 4.1.1, nous simplifions le pro-
bleme linéaire (3.99) associé au repere mobile de surfaces de courbure moyenne constante A
plongées dans 1’espace hyperbolique H>(A). A partir des mémes jauges M € SL(2,C), k =

1,2,3, nous obtenons les matrices de potentiel intermédiaires

o _ Jl 29 0 -d(%
u—|? 52 e ognx)  mIx 2= (X) |
A% A —dlog(nx) Ay 0

(4.45)
0
N = , =0, 73 =0, (4.46)
a 0

ou %, ¥, € s1(2,C), k=1,2,3. Ainsi, aprés trois transformations de jauges, le probleme sim-

plifié s’écrit

0 —d(i }
03 = (‘) ds, 03 = 0. (4.47)
An*x? 0

Considérons une solution $3 sous la forme d’une série de puissances en A

D3 =Ag+AA +A%A5 + ... (4.48)
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et la décomposition de la matrice de potentiel 24 := Uy + AU, ou

0 —d+ 0 0
Uy = U = ) (4.49)

0 0 n?x? 0
L’existence du développement (4.48) est assurée par le fait que la fonction d’onde ®3 dépend
des fonctions arbitraires 1 et x ; elle est donc elle-méme arbitraire. La premiere équation du

PL (4.47) devient
Ao+ AN+ ..) = (Uy+ AU ) (Ag+ AA+), (4.50)

équation a résoudre par la méthode des coefficients indéterminés pour chaque puissance de A,

menant a la relation de récurrence
dAog = UpAo, 8Aj:U0AJ-+U1Aj_1, j=12.. (4.51)

Pour A = 0, nous trouvons la solution particuliere du PL (4.47)
1
Ag = X | eSL2,C). (4.52)

Par substitution de (4.49) et (4.52) dans la relation de récurrence (4.51) pour j = 1, nous trou-
vons
—y P dE—[*n*al o [P’y dE— [*n*dE
Al = . (4.53)
J*n*x* g ~[*n*y d&
Les matrices A, j = 2,3,... sont calculées par la récurrence (4.51). La solution du PL initial

(3.91) peut étre calculée par la relation (4.39)

O =M;'M, 'M; ' @3,
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permettant de calculer directement la formule d’immersion de type Sym-Tafel (3.94)

F= %qﬁ«’p € H>(L).

L’immersion d’une surface minimale dans I’espace euclidien peut alors &tre obtenue de la for-
mule (3.97)

F— lim ~ (q>‘fq> _ 112) € R3. (4.54)
A—=0 A

Nous appliquons une nouvelle transformation de jauge au systeme (4.47) a partir de la jauge

1 L
My:=Ay' = z | €SL(2,C) (4.55)
0 1
et obtenons la matrice de potentiel singuliere
2 X
Uy = AN ) € sl(2,C). : (4.56)
X —x

En laissant tomber les indices et en posant % = % et ¥ := &y, le PL simplifié résultant sera

noté

—1 B}
oY = An? X ¥ ¥ =0, (4.57)

X X

=U
o dn =dy=0etA €C.Lesysttme (4.57) a été obtenu par transformation de jauge ¥ = MP
de la solution du PL (3.91), ou

M = MyMsMoM, € SL(2,C). (4.58)

Remarque. Le PL (4.57) correspond au systeme (3.73). 1l est d’intérét car il sera utilisé en

tant que systeme simplifié & résoudre dans les sections et chapitres subséquents.
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4.2 EDO du second ordre découlant des surfaces CMC-A

La sélection des surfaces CMC-A est déterminée par le PL pour la fonction d’onde holomorphe
Y. Posons

Y= (¥,¥,)7. (4.59)

Nous aurions pu poser ¥ comme étant une matrice 2 X 2; nous aurions alors considérer le

méme objet, dans un espace différent. Ainsi, W satisfait au systeme (3.73)

¥ 2 X —1 \Pl - -
0 =2 , dn=0dx=0, A €C, (4.60)
¥, x —x) \¥
sujet a la condition initiale z =z : ¥(z9) = Wy, ol
o x 1
Y = A . (4.61)
X —x

En posant la transformation linéaire ¢(z) = ¥, (2)x(z) — W2(z), le systéme peut étre transformé

en deux équations différentielles ordinaires selon les composantes de la fonction d’onde W
¥ =An*e, IV, =An’ey, (4.62)
ou de maniere équivalente, en une EDO du second ordre en ¥,
2 an 2
0 ¥ —27(9‘111 — /’LT] (9)(‘1]1 =0. (4.63)

En effet, en réécrivant I’équation matricielle et en exprimant ¥, en fonction de ¥y, nous trou-

vons

oV = AN (x¥, —¥) (4.64)
oY,

W (4.65)

& Y =x¥ -
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et

PN
IV = An*(x*¥ — %) & I¥=An’ (xz‘Pl - (x‘i‘l - W;)) . (4.66)

En dérivant ¥, une seconde fois, nous obtenons donc

O7W) = 22NN (x¥) —W2) + An*(9x¥) + XV — %)

g
& W, =2Andny¥, —2An9n (x‘l‘l — i—n» +AN20x¥| +Anty 0V,

oY,
SRR ))

& (92\111—2‘1’—”8\111—/1172(9;@11. =0. (4.67)

4.3 Méthode pour la résolution du probleme linéaire et la détermination des surfaces
solitoniques associées

L’EDO (4.67) est centrale dans la méthode utilisée au chapitre 5. Les coefficients de cette EDO
y seront associés aux coefficients de diverses EDOs décrivant des polyndmes orthogonaux.
Cette association permettra simultanément la résolution du PL associé a la famille de surfaces
solitoniques recherchée ainsi que la détermination de la forme explicite de cette famille de

surfaces en termes des fonctions 1 et x.

Soit une EDQ de la forme

A: 82w+@8w+@w:0.

2% @ (4.68)
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La méthode suivante permet de déterminer les surfaces associées aux solutions décrites par

cette EDO.

Etape 1. Association des variables.

(W1,2) — (w,2). (4.69)

Etape 2. Association des coefficients.

_28_17 = @7 (4.70)
n  p
_antay =9 4.71)
p(z

L’équation ( 4.70) permet de déterminer la fonction méromorphe 7(z). Ce résultat est substitué

dans I’équation (4.71) afin de déterminer la fonction méromorphe ¥ (1;z).

Etape 3. Détermination de la matrice de potentiel % (A, 1;z) en termes des fonctions 1(z) et

x(A;z) tel que définie en (4.61).

Etape 4. Détermination de la fonction d’onde W(A, A;z) en termes des composantes ‘¥ et \P.
La composante W correspond a la solution générale de 1’équation (4.67); celle-ci doit donc

étre résolue. La composante W, est décrite par la relation (4.65).

Remarque. Les éléments % (A, A;z) et W(A, A;z) calculés vérifient le PL. Les étapes subsé-
quentes consistent a déterminer la forme explicite de la famille de surfaces solitoniques asso-

ciée au PL solutionné.

Etape 5. Calculer la famille de surfaces solitoniques minimales décrite par la représentation
d’Enneper-Weierstrass F € R® en termes des fonctions 7(z) et x(A;z), telle que décrite en

(3.22).

Etape 6. Calculer la description quaternionique de la famille de surfaces minimales décrite par

F € s5u(2) en termes des fonctions 1(z) et x(4;z), telle que décrite en (3.65).
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Etape 7. Fixer le paramétre spectral A a une valeur réelle non nulle pour sélectionner une
surface en particulier. Fixer les constantes d’intégration et les parametres de 'EDO (4.68).

Calculer les surfaces résultantes Fy et .

4.4 Représentation d’une EDO du second ordre par un systéeme d’ordre premier

Apres transformations de jauges, le PL simplifié (3.73) s’écrit

EPUTY IV A s
O = An ¥ oW =0. (4.72)

2
X X
Nous démontrons qu’il n’existe pas de matrice A € M,2(C) permettant d’exprimer le pro-

bléme par la formulation alternative
¥ =A0Y, oY =0, (4.73)

ol par hypothese, la fonction d’onde W(z) est solution du PL et ol les composantes de la ma-
trice A a; j(z),i,j = 1,2 sont des fonctions méromorphes. La matrice de potentiel % décrite en
(4.61) est singuliere, car det(% ) = 0, et ainsi A ne peut étre son inverse multiplicatif. L’ intérét
d’une telle forme provient du fait qu’une EDO A(z; ®,d®,d%>®) = 0 linéaire homogene du
second ordre peut €tre représentée par un systeme différentielle matricielle linéaire homogene

d’ordre premier (réduction de 1’ordre).

Théoreme. Toute EDO linéaire homogene du second ordre de 1a forme
p(2)0°0+q(z)d® +r(z)w =0 (4.74)

telle que les coefficients sont intégrables non nuls, peut étre ramenée a la forme équivalente

Y a a Y
1 1ap 1 4.75)
¥ az; ax b $)
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oll la variable indépendante @ peut étre identifiée 2 ¥, ou 2 . De plus, si @ est identifiée
Ay, la composante aj; doit étre identiquement nulle et les composantes aj; , aj2 et a;; ne
peuvent I’étre alors que si @ est identifiée 3 ¥,, la composante a;| doit étre identiquement

nulle et les composantes aj, , az| et aps ne peuvent 1’ étre.

Preuve. Le systeme considéré est équivalent au systeme

Y\ =ay 0¥ +a20¥,,

‘}72 = a218‘1~’1 +0228‘}72. (4.76)

Dans un premier temps, nous identifions @ 4 . En substituant 0¥, = da, 0¥ +az,0*¥, +

dar ¥, + a»d*¥, dans la premiere équation, nous obtenons
a12a2182‘171 + a12a2282‘f’2 + (0128612[ +a )8‘171 + 6112861228‘{72 — ‘{71 =0, 4.77)

qui peut étre vu comme un systeme sous-déterminé comportant une équation et deux incon-

nues, pour a; j(z),i,j = 1,2 fixés. Cette équation s’écrit alors de maniére implicite par
G(z;¥,,0¥,,0¥,,0%¥,,0%¥,) =0. (4.78)

Il existe dons des entiers naturels iy, jo € {1,2} telles que a;, j,(z) = 0. Analysons toutes les
possibilités afin de déterminer celles qui sont compatibles avec une EDO du second ordre d’une
seule variable indépendante.

Cas 1.a1|(Z)EO = G:Gl(z;@l,c)‘?l,&‘ﬁg,&z‘ﬁl,82‘171):O.

Cas2. ap(z) =0 = G=G(;¥,0¥))=0.

Cas3.ay(z2) =0 = G=G;3(z;¥,0¥,,0%,,0°¥%,)=0.
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Cas 4. azz(Z)EO = G:G4(Z;lp1,8\ﬁ1,82\p]):0.

Nous concluons que la composante ay, doit étre identiquement nulle alors que les compo-
santes aj, aj2 et a;) ne peuvent 1I’étre. L’équation du second ordre en ¥, exprimée par le

systeme d’ordre premier devient

_ 0 - I - -
a2, 4 P20 AN g g g, (4.79)
a? a
Le systeme (4.75) devient
g ay a Ry
~1 _ (9 anr 2 ~1 (4.80)
¥ a 0 ¥
et nous complétons cette partie de la preuve en posant
apdax +ap 1
p@)=an, gl)=—"——", r)=-—. (4.81)
ap a

Dans un deuxiéme temps, nous identifions @ 2 ¥5. En substituant 0¥, = da; 0¥, +a,,0°¥F, +

dai»0%¥, + a;20*¥, dans la deuxieme équation, nous obtenons
a11a210"F| +a120210°¥; + (a219a12 + a0 )0, + a1 9a) 1 0¥, — ¥, =0, (4.82)

qui peut &tre vu comme un syst¢eme sous-déterminé comportant une équation et deux incon-

nues, pour a; ;(z),i,j = 1,2 fixés. Cette équation s’écrit alors de maniére implicite par
G(z;9¥,,0¥1,0%,,0%¥,,0°¥,) = 0. (4.83)

Il existe dons des entiers naturels ig, jo € {1,2} telles que a;, j,(z) = 0. Analysons toutes les
possibilités afin de déterminer celles qui sont compatibles avec une EDO du second ordre d’une

seule variable indépendante.
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Casl.aj(z) =0 = G=G(5;¥,,0¥;,0%¥,) =0.
Cas2.a2(2) =0 = G=Gy(5;¥,,0¥),0°¥) =0.
Cas3.a21(z2) =0 = G=G3(z;¥2,09,)=0.

Casd.an(z) =0 = G=G4(5;¥2,09,,0¥,,0%°¥,,0?¥,) = 0.

Nous concluons que la composante a); doit €tre identiquement nulle alors que les compo-
santes a2 , az| et ayy ne peuvent I’étre. L’équation du second ordre en v, exprimée par le

systeme d’ordre premier devient

. 0 - 1 -
1 92, ¢ 10T o LG (4.84)
ap ap
Le systeme (4.75) devient
g 0 a ¥
= Plal T, (4.85)
Y, ay axn ¥,

et nous complétons cette partie de la preuve en posant

0 1
p(z) = ayy, q(z) = a—zl—alz—mz, r(z) = ——. (4.86)
ap a2

Nous venons de montrer que par identification des coefficients de I’équation (4.68) avec les
coefficients de ’EDO (4.67) découlant du systeme d’ordre premier, la variable @ peut étre
identifiée 3 ¥, ou a ¥, (supposons @ = P}, sans perte de généralité). En d’autres termes, ‘¥
est solution de I’EDO considérée comme dans la section précédente et ainsi ¥, =¥, ot ¥,

est la premiére composante de la fonction d’onde ¥ = (¥, ¥;)” qui est solution du PL.
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Nous montrons maintenant que ¥, # W,. Pour ce faire, nous étudions le lien entre la
matrice A et la matrice de potentiel % du PL. La fonction d’onde solution W est solution du
PL

Y=Y, J¥=0 (4.87)

et il n’existe aucune matrice A € M, 4> (C) telle que
¥ = AJY, oY = 0. (4.88)

En effet, nous pouvons supposer qu’une telle matrice existe pour montrer que cela meéne a
une contradiction. Par cette hypothese, ¥ est a la fois solution du PL et ¥ = Ad¥. Nous
remarquons d’abord que si 'V est identifiée a @ (sans perte de généralité), alors arp =0et ayj,
ay, ap; non identiquement nuls implique que det(A) = —ajpay| # 0 et ainsi A est inversible.

Le systeme d’ordre premier est donc équivalent au systéme
o¥=A""w, J¥=0. (4.89)
Or, la premiére relation du PL est 0¥ = % ¥ donc
(% —A"")¥=0. (4.90)

La relation est vérifi€e si et seulement si (% —A‘l) =0ou¥ =0. Or, la fonction d’onde ¥
est non nulle donc % = A~!, une contradiction, puisque % n’est pas inversible. Ainsi, bien
qu’une EDO puisse étre décrite par un systeme d’ordre premier, le PL ne peut étre exprimé

sous la forme (4.75).



CHAPITRE 5

SURFACES SOLITONIQUES ASSOCIEES A DES POLYNOMES ORTHOGONAUX

5.1 Analyses de cas

La stratégie proposée est de déterminer les fonctions holomorphes na(z) et xa(z) associée a
des polyndmes orthogonaux, ou la dépendance en A fait référence a I’équation considérée. Ces
fonctions sont déterminées par la comparaison des coefficients de '’EDO A (4.68) fixée et des
coefficients de I’EDO linéaire du second ordre découlant des surfaces CMC-A (4.67). Rappe-
lons que cette EDO découle de I’hypotheése que la fonction d’onde ¥ = (¥, ¥,)? satisfait la
relation 0¥ = ZW. Or, % (A;z) dépend de i} et ) ; nous pouvons ainsi déterminer entierement
% et¥. Lareprésentation d’Enneper-Weierstrass (3.22) et la description quaternionique (3.65)
sont ensuite utilisées pour décrire la forme explicite de la surface associée & la solution de A,
et ce dans I’espace euclidien R? isomorphe 2 1’algébre de Lie su(2). Les représentations inté-
grales de chaque composante des surfaces sont simplifiées/calculées afin de réduire le temps
de calcul lors de la saisie dans un logiciel de calcul symbolique.

La détermination des fonctions méromorphes 1 et y permet de calculer explicitement les
formules d’immersion (3.22) et (3.65). Dans le cadre des analyses de cas qui suivent, nous
identifierons chaque composante des représentations d’ Enneper-Weierstrass dans R? et quater-

nionique dans su(2) par (F|, B>, F3) et par (F1, Fi2, Fa1,F2;) respectivement.

En posant
¢ 2 S 22 S 2
A ::/ n-dz, 12::/ xn-dz, b ::/ xn-dz, (5.1)
o 48 €o
la surface (3.22) plongée dans R? devient

T
F(AAyz) = (%Re (1, —Iﬁ,—%ﬂm([l +5),Re (I3)> e R (5.2)
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et la surface (3.65) plongée dans su(2) devient

. L+L L —hL
F(AA;z) = ——;- € su(2), (5.3)
—L+1, —(B+h)

ot Tr(F)=0et FT = —F. Ces formes seront utilisées dans la plupart des cas pour morceler
les calculs. Nous montrons finalement que la représentation de la surface est consistante en
s’assurant que la forme explicite des différentes composantes du PL que nous trouvons sont

effectivement des solutions dudit probleme.
5.1.1 Equation de Legendre
L’équation de Legendre [26] en @ s’écrit
A (1-2)0%w—2z0w+a(a+1)o=0, acN, z#+l (5.4)

Comparant les coefficients de (5.4) avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67)

et en intégrant, nous obtenons

Z an afa+1) 2
-2 =-2— — 2 =—An‘o
1—2z2 n 1272 o
2
5 ¢ a(e+1)z+c
& =15 x(2) Y , (5.5)
ollcy,co € C, 917 = éx = 0 et z # +1. La matrice de potentiel % (4.61) devient donc
o X
U0, Ayz) =An , (5.6)
X —X
_a(at)zteo ]
— 23172 Acl (5.7)

(a(a+)zter)?  a(at1)zter.
A%t Ac?
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_a(atljzte _Adt

_ 1—22 -2

T | (alarDzte)?  alatl)ito csl(2,R). (5.8)
/’{C%(I—ZQ) 1-22

En effectuant la substitution de 17 et ¥ (5.5) dans 'EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67),

nous trouvons 1’équation de Legendre (5.4) en W,

%W, — (2%) oW — (An29x)¥, =0

C1Z
3
_ Act 1
-z
(1-22)7
2 z a(o+1)
& JVY) -2 oV, +——¥, =0
1—-22 122
dont la solution est donnée par
¥1(2) = k1 Pa(2) + k20a(2), (5.9)

ol Py(z) et Qq(z) sont respectivement les fonctions de Legendre de premiere et de seconde
espéce d’ordre «. Si « est un entier positif, alors Py(z) est polynomial et s’exprime par la
formule de Rodrigues [26]
Pae) = T a1 2y (5.10)
’ 20q! ’ ‘

Qa(z):/()m<z+ zz—lcosh(z)>_a_l dt+%(log(z—1)—10g(—z—1))Pa(z), 5.11)

ol & € Net Re(z) > 1. La définition de Py(z) et de Qq(z) varie selon que ¢ est pair ou impair,
entier ou non, etc. Aussi, il existe plusieurs cas a considérer pour la convergence et ’existence
de ces solutions. Les polyndmes de Legendre sont orthogonaux pour o entier positif. Pour o

quelconque, on généralise avec les fonctions de Legendre. Par (4.65), nous trouvons pour la
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deuxieme composante de la fonction d’onde ¥ = (¥, ¥,)”

oW
l1’2(2) =x¥) - %_21
| 0 (k| Py Qg
= SOV o) ko)) - LTI L) )2y
1 1
Or, par I'identité 8.5.4 de [1],
(22 — 1)0Py(2) = 0zPy(2) — aPy—1(2),
(22— 1)0Qa(z) = azQa(z) — 0Qu—1(2), (5.12)

= W) = o (Pl + 2 +6) — aPa i (2)
Cy

+ka(Qa(2)(a(ot+2)z+¢2) — 0Qq-1(2))]. (5.13)

La fonction d’onde ¥ (4.59) ayant comme composantes ¥ (z) et W¥»(z) (par hypothese) et
satisfaisant le PL (3.73) est

k1Py(z) +k2Qa(z)
\Pl(z,a)

}2(27 ’A)

+ky (Qa(2)(a(a+2)z4¢2) — Qa1 (2))]

ou ¢y et ¢; sont des constantes d’intégration arbitraires, z # +1, et A est le parameétre spectral

du PL. Les intégrales (5.1) s’écrivent

cf :
I = > [log(1+z) —log(1 —z)]éo,

b= ﬁ (@ +1) +c2)log(1+2) = (afa+ 1) — ) log(1—2) —2aX(a+ 1)

L= % [(a(a+1)—cp)log(l —z) + (a(a+1)+cz)log(l +Z)]§0- (5.15)
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Les composantes de 1a représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R s’écrivent

alors

[(A%¢] = (a(a+1) +c2)?) log(1+2)

— (A%t = (a(a+1)—c2)?) log(l —z) + 20 (o + 1)%] EO) . (5.16)

b= —%]Im (/121 2[Rt + (a(a+1) +¢2)%) log(1+2)
|
— (22 4 (o +1) —e2)?) 1og(1—z)—2a2(a+1)2z}§0), (5.17)
F; = %Re ([((X((X+ 1)—c2)log(l —z)+ (a(a+1)+ca2)log(l +z)]§0) : (5.18)

Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans 1’algebre

de Lie su(2) s’écrivent

F= —é (% ({04 1) —c2)log(l —z) + ({4 1) +ca)log(l +Z)]§0

»% [(a(a+1)—c2)log(l —z) + (a{a+ 1) +c2) log(] +z)]§0 ) , (5.19)

. __i 5 B T
Fia =~ (Hllog(1+2) —log(1 - D),

—l%‘l‘ [(o(a+1)+c2)%log(l+2) — (a(o+ 1) —cz)?log(l — 2) — 2% (ot + l)zz]go ) . (5.20)

£

Fyy = (# (oo 1) + ) log(1+2) — (ax(o+ 1) — ea)?log(1 —2) 20+ 12]}

—c?{log(1 +z) —log(1 _Z)]Eo > . (5.2D)
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i

Fyy = 3 (% [(a(a+1)—c2)log(l—2)+ (ax(a+1)+c2)log(1 +Z)]§0

—% [(a(a+1)—cp)log(l—z)+ (a(ot+1)+c2)log(1 +z)]§o ) . (5.22)

Les composantes (F\1, 2, 51, Fx) et (Fy, Fy, F3) s’écrivent en termes de la fonction log(1+z).

La famille de surfaces posséde donc des points de branchement en {1, c0}.

Cas particulier.

Posons o = 1. Alors ’équation de Legendre devient (1 —z%)d?® — 2z0@ + 2w = 0 et par

association des coefficients avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A, nous trouvons
2z4¢)

les fonctions holomorphes % = oot =g Posons pour les constantes d’intégration
1
et le parametre spectral c; =1, ¢ =0, k; =1, kp = —1 et A = —2. Les fonctions simplifiées
deviennent
1 - -
La matrice de potentiel %/ s’écrit alors
2 _
U(1,-2;2) = 5 € sl(2,R) (5.24)
F-1\2 —

et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est

1 )
\P(L_Z;Z): WV, _ Z(1+2(10g(1 Z) 10g(1+2)))+1 - (5.25)
v, 3 (2424 1—(z%+1)tanh ™' (z))

La représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass s’ écrit
I g
'2—R€ (Z ‘50)
F(1,-2;2) = | —1Im ([log(l +2) —log(1 —2) —z]go) eR3 (5.26)
Re(log (1-2%) ‘5 )
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et les composantes de la représentation paramétrique de la surface plongée dans 1’algebre de

Lie su(2)
Fiy  Fi

F(1,-2;0)= | _ Sl su@),  Tr(F)=0F'=-F (5.27)
P Fp
s’écrivent
Fn—z<log1—z \5 +log(1 —z? \5 ) (5.28)
Fip=— 1 ((10g(1+z)—100 (1—2)) ‘é (log(1+z) —log(1—2z) - ‘5 ), (5.29)
b =7 <(log(1+z)—log(1—z ‘5 (log (1 +z) —log(l—2z)) ‘5 ) (5.30)
E _ L 100(1—22)‘5 —HOO(I—zz)‘é (5.31)
LRV G g T e & |- :
Fa($)
-2 0 2
2
1
Fa(¢)
0

A °
Figure 5.1 Représentation de I'équation de Legendre dans R*.
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Remarque. La figure 5.1 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en

intégrant de & =1 +ia & =re®, re[-8,8], 60,67

5.1.2 Equation de Legendre associée

L’équation de Legendre associée [26] en @ s’écrit

A (1—z2)82a)—2z8a)+<a(a+1)— )w:o, a,meN, m#0, z# £1. (5.32)

1—272

Comparant les coefficients de (5.32) avec ceux de ’EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67)

et en intégrant, nous obtenons

z on ala+1) m? )
-2 =-2— — = —An‘d
1—Z2 n ) 1—22 (1_Z2)2 n-ox,
2 m?
c Z(log(l+z)—log(l—z))—a(a+1)z+c
PN ﬂf( ): 1 =) XA(Z) _ 2 ( g( ) g( 5 )) ( ) . (5.33)
11—z Aci
ol ¢1,c0 €C, dn =dyx =0, z # +1. La matrice de potentiel (4.61) devient donc
—1
U =An? x
X —x
'"—22(Iog(l+z)—log(l—z))—(x((x—i—l)z-i-cQ 1
A 2
= lc%(l —Zz)_l 2 K 2 2
(7(1055(1+Z)—|0g(l—Z))—Ov(Ov+1)z+02) - (log (1+2) —log (1-2)) —a(a+1)z+c
A2ct o Act
%(]og(l—i—z)—log(lfz))-(x(cx—i—l)z—i—cz Act
_ e s =) € 51(2,R)
= (%z(log(H—Z)—log(1—z))—(x(0¢+1)z+c2) %(bg(1+Z)—log(l—z))—(x((x+1)z+C2 )
Act(1-22) - 1-72

(5.34)
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car Tr(% (z,a,1)) = 0. En effectuant la substitution de 1 et x (5.33) dans I’EDO découlant

des surfaces CMC-A (4.67), nous trouvons 1’équation de Legendre associée (5.32) en ¥,
2 an 2
d lPl — 27 8‘1’1 — ()LT[ 8%)‘1’1 =0

1 2
Z28T1+<a(a+)_ m )\Pl:o
Z

& 0P -2
- 1-22 (1-2%)?

dont la solution est donnée par
Wi(z) =kiPy(2) +hoQ(2),  ki,k2 €C, (5.35)

ou PJ(z) et Q% (z) sont respectivement les polyndmes de Legendre associés de premiére et de
seconde espece d’ordre « et de degré m. Le polyndme de Legendre et son polyndme associé
sont liés par la relation [26]

P(2) = (2 —1)29"Py(2). (5.36)

En utilisant la formule de Rodrigues pour Py, (5.10), nous trouvons que

2 1\% m(_l)Za o/ 2 1\a
—(Z 1)28 Koo d (Z 1) N
(1_22)% m+a 2 a
:2a—a‘8 (Z —1) R m,aEN, m#O (5.37)
m (Zz—l)m/z 2y—1 am+tes 2 a mtot12 a
= 8Pa(z):2a—a'[mz(l—z) 0" (2 —1)*+4 (Z—1)%. (538)
De méme,

") = (22— 1)20"Qu(z), ma €N, m+£0. (5.39)
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Par (4.65), nous trouvons pour la deuxieme composante de la fonction d’onde ¥ = (‘Pl,‘Pz)T

V¥
Wy =¥ — A—n;
2 Coe(] A
_ 3 (log (1+7z) Og(iczz)) alo+1)z+c K PP(2) + k07 (2]
I
— a(klpc,xn(z)tsz,g(Z))(l_ZZ) (5.40)
Aci
1 2
=72 (m7 (log (1 42) —log (1 —z)) — a(a+1)z+c2) [ki Py (2) + k205 (2)]
1
2 __1\ym/2
+k (Z za(lx)! (mzam+a(z2 _ 1)05 + (22 _ l)am—Hx—H(ZZ _ l)a)
Fho (22— 1) (mz0™ Qe (z) + (2% — 1)8'"+1Qa(z))} : (5.41)

La fonction d’onde W (4.59) ayant comme composantes ¥ (z) et W,(z) (par hypothese) et sa-
tisfaisant le PL (3.73) est

ki Py (2) + ka0 (2)

W(a,m,A;z) = ch% (%(log(l—kz)—log(l—z))—a(a+1)z+cz)[kng(z)—szQ’g(z)] , (5.42)
+k (z22_a|0):;,/2 (mza"'+“(z2 _ ])a + (22 _ 1)am+a+1(zz . l)a)

+k2(22 _ 1)n1/2 (mza’"Qa(z) + (22 — 1), (Z))]

ol ¢; et ¢; sont des constantes d’intégration arbitraires, z # +1, m,a € N, m # 0 et A est le

parameétre spectral du PL. Les intégrales (5.1) sécrivent

4
(log(1+2z)—log(1—2))| ,
o

—bo

C
Iy =

0|



93

1

= i (—240%z— 480z — 240z — m*log®(1 — 2) + 12c3 log(1 +2)
1

I

+24cpal0g(142) + 120 log(1 +2) +24c,0% log(1 +2) + 240> Tog(1 +2)
+120*log(1 4 2) + 6cym? log? (1 +2) + 6m> alog? (1 +2) + 6m* e’ log? (1 +2)
+m*log?(142) +3m?log?(1 —2)(2c; — 20 (e + 1) + m?* log(1 +2))

—log(1 —z2)(12¢3 —24cya (o + 1) + a(a + 1) (120 + 120> — m? 10g(16777216))
¢

+12m?(cy + o+ a®)log(1 +z) + 3m*log? (1 + 7)) — 24m*a(ct + 1) Liy <__§>)

?

2
&o

L= % (m*log(1—2)* +log(1 —z)(4(a(a+ 1) — ;) — 2m*log(1 +2))
¢
-|—10g(1-|—z)(4(oc(oc-|—],)-I—c_o_)-|—1712]og(1-|—z))) , (5.43)

&o

ol Li,(z) est la fonction polylogarithmique [22] définie par

ok
Li,)=Y =,  |<1. (5.44)
k=1

»
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Les composantes de 1a représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R s’écrivent

alors

1 3
Fl = E]Re <|:C

1
B 24120%

— N

(log(1+2)—log(1—2))

0|

(—240a’z— 480’z — 240z — m* log> (1 —z) + 12c3 log(1 + 2)

+24cralog(14z) + 1202 log(1 4 z) + 24c 0% log (1 + z) + 240> log (1 + 2)
+120* log(1 +z) + 6cym? log?(1 + 2) + 6m*alog?(1 4 z) + 6m* & log?(1 +2)
+m*log®(1+2) +3m* log?(1 —2)(2c2 — 2a(a + 1) + m* log(1 +2))

—log(1 —2)(12¢3 —24cr0(a + 1) + a(a 4 1) (120 + 1202 — m? log(16777216))

+12m%(cy 4 a+ a?)log(1 +2) + 3m* log?(1 +z2)) — 24m? e + 1) Lia ((1 —z)/2))]§0> . (5.45)

2
F= —%Hm <[El (log(1+z)—log(1—2))
1

+24lch

(—240%z— 4807 — 240’z — m*log (1 — 2) + 12c3 log(1 + 2)

+24c,alog(1 +z2) + 1202 log (1 +2) 4 24c,a log(1 +2) + 2402 log(1 + 2)
+120* log(1 +z) + 6¢3m? log? (1 + ) + 6m*alog?(1 + 2) + 6m* &’ log? (1 +z2)
+m*log> (1 +2) + 3m*log?(1 — 2)(2c2 — 2 (ot + 1) + m*log(1 +z2))

—log(1 —2z)(12¢3 — 24cra{a+ 1)+ a(a+ 1)(12a + 120 — m* log(16777216))

+12m?(c2 + a4+ o) log(1+2) + 3m* log?(1 +2)) — 24m>a(c + 1) Liz (1 — z)/2))]§0> . (5.46)

£ =Re ([% (m*log(1 —z)* +log(1l —z)(4(a(a+ 1) — e3) — 2m* log(1 + 2))

+log(1+2)(4(a(e+ 1)+ ) + mPlog(1+2)))] 20) . (5.47)
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Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans 1’algebre
de Lie su(2) s’écrivent

_ (]

Fi = —% (x [m?log(1—2)% +log(l - 2)(4(a(a+1) —c2) — 2m? log(1 +2))

€

+log(1 +2z)(4(a(a+1)+c2) +m*log(1 +z))]50

+% [m2log(1 —z)2+1log(1 —2)(4(a(a+1) —c3) —2m2log(1 +2))

+log(1+z)(4(a(o + 1) +cp) +m?log(1 +Z))]§O ) , (5.48)

Fip = —% ([c% (log (I +2z) —log(l —z))]go
1
12A2¢3

[(—240%2—480%z — 24z — m#log* (1 — 2) + 12c} log(1 +2)

+24coalog(1+2) + 12a%log(1 4 z) + 24c 02 log (1 + z) + 243 log(1 + 2)

+12a*log(1 +z) 4+ 6¢cam? log? (14 2) + 6m2atlog? (14 2) + 6m2a? log?(1 + z)

+m?log* (14 2z) 4+ 3m2log?(1 — z)(2¢cr — 2a(a + 1) +m?log(1 4 2))

—log(1 —2)(12¢5 — 24c,a(a+1) + a(a+1)(12a + 12a% — m?1og(16777216))

+12m2(cy + o+ a?) log(1 +2) +3m? log?(1 +2)) — 24m2 (o + 1)Lip ((1 —Z)/2))]§o ) , (5.49)

_ i1
Fi==—s
1Ty <12/12c$

+24cy0log(1 4 2) 4+ 120* log(1 +2) 4 24c 0% log(1+ z) + 240 log(1 4 2)

[—240%z — 480’z — 24z — m* log* (1 — ) + 123 log(1 + 2)

+12a* log(1 4 z) 4 6com® log? (1 + z) + 6m? alog? (1 + z) + 6m* & log? (1 +z2)
+m*log>(1+2) 4+ 3m?log?(1 - 2)(2c2 — 2a(a + 1) +m? log(1 4 2))
—Jog(1 —2)(12¢2 — 24cra (a4 1) + a{a + 1) (120 + 12a% — m? log(16777216))

+12m?(cy + a + a)log(1 +z) + 3m* log?(1 4 2)) — 24m* at(c + 1)Lip ((1 — z)/2)]§0

—[c? (log (1 +2) —log(1 —z))]éo ) : (5.50)
Fy = % (% [m*log(1 —z)* +log(l —z)(4(a(a+ 1) — c2) — 2m* log(1 +2))

+log(1+2)(4(a(a+ 1) +cr) +m*log(1 +z))]§0

% 2 log(1 — 2)2+ log(1 — 2)(4(ax(ct + 1) — c) — 2m2 log(1 +2))

+log(1+z)(4(a(a+1)+c2) +m?log(1 +z))]§o ) . (5.51)
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Les composantes (Fi1,Fi2, Fy |, F) et (F, B>, F3) s’écrivent en termes des fonctions log(1 +z)

et Lip ((1 —z)/2). La famille de surfaces posséde donc des points de branchement en {£1,e0}.

Cas particulier.

Posons & = 1 et m = 1. Alors I’équation de Legendre associée devient (1 —z2)0?®m —2zd @ +

(2 — ﬁ) o = 0 et par association des coefficients avec ceux de I’EDO découlant des surfaces

2
CMC-A, nous trouvons les fonctions holomorphes 1% = li—'zz ety = e
1

3 (log (1-+2)—log (1-2)) ~2z+¢

Posons pour les constantes d’intégration et le parametre spectralcy =1,¢0 =0,k =1, kr = —1

etA = % Les fonctions simplifiées deviennent

1 - _
nt=-—"s, x=log(l+z)—log(l—2)—4z, In=2ax=0.

La matrice de potentiel %/ s’écrit alors

| log (14z)—log(1—z)—4z 1
) = 2(1-2%) 2(1-2°)
4 (1’ L 2’Z> (log(142)—log(1—2)—42)*>  log(l+z)—log(1—z)—4z €sl(2,R)
2(1—22) 2(1—22)

et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est

7 (22=1)(log(1—z)—log(1+2))+22
1 w, Ve —1+ Nz
DY (1, 1,—;z) = =
2

2z(2(z2— 1) tan™! (z)4z(z-+6)— l)
V21

Les composantes de la représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass

1
F<1717§7Z> :(F17F2>F3)T ER3

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)
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s’écrivent

P = 2Re ([log(2 - 1)] ).

Les composantes de la représentation paramétrique de la surface plongée dans I’algebre de Lie

su(2)

-~ Fiy Fi - ~t -~
F=|"" ""lesu@), 71rF)=0, F'=—F (5.56)
o1 Fn
s’écrivent
) £ ¢
Fiy=—i log(z2—1) + logz2 —1 ,
& &
} i1 : :
Fo=—5 | 5(log(1+z)—log(l—-2))| +8-2z+log(l—2)—log(l+2)| |,
& &
i i ¢ :
= -5 8(2z+log(1—z) —log(1+2))| + 5 log(1+2) —log(1—z2) :
& &
) : g
Fp=il|log(z*=1)| + logz2—1 (5.57)
&o &
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Figure 5.2 Représentation de I’équation de Legendre associée dans R>.

Remarque. La figure 5.2 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22) , en

intégrantde &g = —1—ia & =re'®, rc[-5,5], 6 €[0,2n].

5.1.3 KEquation de Bessel
[’équation de Bessel [26] en @ s’écrit

A z282w+z8a)+(z2—p2)a):0, peC. (5.58)
Comparant les coefficients de (5.58) avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67)

et en intégrant, nous obtenons

1 an 22— p° 2
L hali = An2%d
; m > n°dx

- 1 2
o mE=a, 6= (Poe@-S+a), )
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ol 917 =dy =0, ¢|,c; € C. La matrice de potentiel % (4.61) devient donc

¥ —1
Uz A)=An*| ”
X —X
B %m (pzlog(z)—z—+cz> —1
= Az | 2 2 2 2
2a (p ]og(z)—7+cz> Acl (p log(z) — 7+c2>
2

B %(leog(Z)—%JrCz) ~ta

- € sl(2,R). (5.60)

2

2 2
pra (pzlog(Z) -4 +Cz) —1 (leog(z) - +C2>

En effectuant la substitution de 1 et ¥ (5.59) dans ’EDO découlant des surfaces CMC-A

(4.67), nous trouvons 1’équation de Bessel (5.58) en ¥,

(92‘{‘1 — (2%) 8‘{‘1 — (An28x)‘{‘] =0

d(c1z~ %) 1 22-p?
2 2
& 9w, -2 OW) —An (_W 2 >qf,:0

ClZ_2

& 220 +20¥ + (2 - pH)¥, =0.
La solution de cette équation s’ écrit

¥ (2) = ki Zp(2) +ka¥)p(2) (5.61)

et s’exprime en termes des fonctions de Bessel de premiere _#,(z) et de seconde espece %),(z),

d’ordre p et définies par [1]

S ) R (o 1. et 1O S

S = L T e pr 1) sin(p1)

ou I est la fonction gamma d’Euler [1] définie par

I(z) = /0 TEldr, Re(s) >0, (5.63)
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Pour p € N, la formule de Rodrigues pour la fonction de Bessel de premiere espece [21]
s’énonce

Fo(2) =27Pe9P7PPe 7?7, (5.64)

Par (4.65), 1a deuxiéme composante de la fonction d’onde ¥ est

oY
W) = ¥ l—n;
1 2
- oo sz log (z) — % +cz> W) —z0 (ki Zp(2) + k2% (2)) (5.65)

2
N 7%61 [<P2log (2) - % +c2> g — % (k1(Zp-1(2) = Fpr1(2) + ko (Zp-1(2) = Fp11(2))) | -

La fonction d’onde ¥ (4.59) ayant comme composantes W (z) et W»(z) (par hypothése) et
satisfaisant le PL (3.73) est

ki Zp(2) + k2 (2)

¥(p,A;z) = (5.66)

[l (—5. 1@+ (P02 (@)~ § +02) £y + 5551 (0)
tha (Zp-1(2)+ (PPlog () =5 +2) %(2) = % (2) )|

Les intégrales (5.1) s’écrivent

3
Iy = cilog(z)| ,
&o
1 2 P222 z 2,2 272 P4 3 :
L= e (log(z) <c2—7> +l—6(—8cz+4p +2°) +cop”log (z)+?log (z)> : )
0
3
2 2
_ P22
L 2/1 log“(z) m + i log(z) 5 . (5.67)
0
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Les composantes de la représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R* s’écrivent

alors

_ 1 1 22 2, P 29n02 p 3
F = ERe T A7ct —c5+ == | log(z) — cap”log~(z) — = log’(2)
g

—(4p® — 8¢, +z2)i
16]¢,

| 1 N TN AT
F=—2Im| A2c 4¢3 — log(z) 4 c2p”log™(z) + —-log’(z)
2 A Cl 3

g
+(4p2 — 8¢ -1—22)i
16 £

F3=R lclo()+p—2102()—i€ (5.68)
3—€Azgzzgz 450. .

Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans 1’algébre

de Lie su(2) s’écrivent

. 2 2 g 2 2 &
= ! P 2 2 2 14 2 z (&)
Fiy = —— oo _ - ad P i _ - il
T 5 ({21 log”(z) 27 + . ]og(b)LOJr {2 log*(z) a1 + - log(z)} §0>
[ clo()é— : log(z) cz—ﬁ +£(~8c +4p?+22)+¢ 2102()+P—410 3(2) i
==y | elog@)] — g (leel@) (&~ (<802 +4p? +22) 2 p? og? (1) + - log’ (2 .
&
g
_ ; | 2.2 2 4 g
Br=1 — | log(z) C%_p_z +Z—(—8cz +4p2+z2)+czp2Iog2(z)+p—log3(z) ~cylog(z)
2 Az 2 16 3 & 50
. 2 2 3 2 2 &
- 1 p 2 Z 2 14 2 Z 2
Foo=-| | £ s 4= L -2 4 Zloe )
2= 3 ({2 log“(z) E) + 7l log(z)Lo—F {21 log”(z) vl + ) lob(z)LO) (5.69)

Les composantes (F|,Fia, F21,F) et (F1,F, ) s’écrivent en termes de la fonction log(z).

La famille de surfaces posséde donc des points de branchement en {0,}.
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Cas particulier.

Posons p = 0. Alors I’équation de Bessel devient 7202 +z0 @ + 72 @ = 0 et par association des
4 q p

coefficients avec ceux de ’EDO découlant des surfaces CMC-A, nous trouvons les fonctions

holomorphes 12 = C‘ ety = Z +C2 . Posons pour les constantes d’intégration et le parameétre
spectral c; =1, ¢ =0,k =1, ky = 1 et A = —1/2. Les fonctions simplifiées deviennent
2 1 2 3 A
i = X =z, dn=dy =0 (5.70)

1 1 (22 -1 |
U0, —=z | =—— ) € sl(2,R) (5.71)

et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est

Wy a5
‘P(O,—%;z)z " = Ho(2) + () . (5.72)

¥, 2(2( _Zo(2) +P(2)) = 2( Z1(2) + % (2)))

La représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass s’écrit

$Re | (log() - %) I3

1 3
F (O’_E;Z) = ng(z ;) \éo} €R (5.73)
2\ (&
e () I
et la représentation paramétrique de la surface plongée dans I’algeébre de Lie su(2) s’écrit
216 ¢ & _ A5
¢ ‘€0+22‘€0 log(z)‘éo_z‘éo

2 (0,—1;z> - —% su(2), (5.74)
T : T
R RO G AT

Tr(F)=0, FT = —F. (5.75)
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Figure 5.3 Représentation de I’équation
de Bessel dans R3, 0 € [0, 7]. Figure 5.4 Représentation de 1’équation

de Bessel dans R?, 6 € [0,27).

Remarque. La figure 5.3 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en
intégrant de & =1 a & =re'®, re [}5,2], 6 € [0,7), alors que la figure 5.4 est obtenue
par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en intégrant de £y =12 & = re®, r €

[ﬁ,Z], 6 € [0,2x], rajoutant une anse a la surface.

5.1.4 Equation de Chebyshev de premicre espece

L’équation de Chebyshev de premiere espece [3] en @ s’écrit
A: (1-22)0%w—z0w+n*w=0, neN, z+#+l. (5.76)

Comparant les coefficients de (5.76) avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67)

et en intégrant, nous obtenons

z on n? 5
ol n? arcsin(z) + ¢

n%(z) = x(z) = - To : (5.77)
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ouz#0, c,c; € C, 917 = dy = 0. La matrice de potentiel (4.61) devient donc

A __ narcsin(z)+c2 1
. _ Cl AC]
%(n,l,z) T /T2 | (rfarcsin()4+c2)?  nParcsin(z)+c; (5.78)
1-2z A2¢? Ac
I
_ narcsin(z)+c, A
_ Vi Vi
T (rfarcsin(z)+c2)?  n?arcsin(z)+c; < 5[(2’ R) (5.79)
AcV1=22 Vi-22

ol ¢y et A sont non-nuls, z # +1 et Tr(% (z,n,A)) = 0. En effectuant la substitution de 7
et x (5.77) dans ’'EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67), nous trouvons 1’équation de
Chebyshev (5.76) en ¥,

P, — (2%7) oW, — (An2dx)¥, =0

s 4 —2\/5/2(1 —)
1 \/C_l(l _ZZ)~1/4
& (1-22)0%Y, — 0%, +n¥, =0,

oW+ (Aer(1-22)7V22 A e (1= 2) ") e, =0

dont la solution est donnée par
¥ (2) = ki Tu(2) + ko vV 1= 22U,-1(2), ki ky € C, (5.80)

ol T, (z) et U,—(z) sont respectivement le polyndme de Chebyshev de premier espeéce d’ordre
n et le polyndome de Chebyshev de deuxieme espéce d’ordre n — 1. Par la formule de Rodrigues

[1],

(AL
2i(n—1/2)!
Un-1(2) = 2"“((;2;(/”2;(11)\—/?2)1/2‘9"(1 —Zyre,

Tn(Z): (1—22)’1_1/2,

Nous avons de plus la représentation intégrale [1]

_ 2\ —(n+1)
Ty(z) = — /C(l )t dr, (5.81)

T AmiJe 1—21z+ 12
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ou I'intégrale est prise sur un contour fermé englobant I’origine. Par (4.65), nous trouvons pour

la deuxiéme composante de la fonction d’onde W

0¥,
Y =9¥Y) — —=
2=XT) An2
n?arcsin(z) + ¢ 5
R, aT(2) + oV T=220, 1 (2)]
27 (k9T (2) +hod (V1= 20,1(2)))
1 . ki(n+1)
- 4 _k 2 - 1 Z T —F in—
7 { 1(n-arcsin(z) +¢2) T, (2) + \/1——z2T 2(2)
kin—2k
+ (—k;g(n2 arcsin(z) +c2)V1—22+ %) U,_) (z)] . (5.82)
-z

car 3T,(z) = nU,_(z) [36]et (1 —2z2)0U,(z) = —nzU,(z) + (n+1)T,-(z) [37]. La fonction
d’onde ¥ (4.59) ayant comme composantes ¥ (z) et W, (z) (par hypothese) et satisfaisant le
PL (3.73) est

ki Tn(2) + kv 1 = 22Up-1(2)

P(n,A;z) = : (5.83)

%Cl [—kl (n? arcsin(z) +¢2) T (z) + k\'/%) T, 2(2)

+ (—kz(n2 arcsin(z) +c2)V1— 22+ %) Up-1 (Z)]

oll ¢| et ¢ sont des constantes d’intégration arbitraires, z # 1 et A est le parametre spectral

du PL. Les intégrales (5.1) s’écrivent

§
I, = ¢ -arcsin(z)|
%o
1 e &
L= e [c% arcsin(z) — n’c; arcsin®(z) + 3 arcsin3(z)} . :
1 n2 g
I3 = —— |cparcsin(z) + — arcsinz(z) ) (5.84)
A 2 %
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Les composantes de la représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R3 s’écrivent

alors
1 I n :
F| = ERE (ﬂcl {(120% — ¢3) arcsin(z) 4+ n’c; arcsin® (z) — 3 arcsin3(z)} €0> )
1 I n :
B = —E]Im (1261 [(lzc% + ¢3) arcsin(z) — n’cp arcsin® (z) + 3 arcsin3(z)] €0> :
1 n2 ¢
Fy = —Re (1 [cz arcsin(z) + 5 arcsin2(z)] €0> : (5.85)

Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans I’algebre

de Lie su(2) s’écrivent

i 2 9
Fi, = L coarcsin(z) + n arcsin®(z)| 4 = |c2arcsin(z) -l— — arcsin®
21 A 2 g A
i S 5
Fip=—~ | ¢/ -arcsin(z)| — c% arcsin(z) — n?c; arcsinz(z — arcsm
(]

[ 4 :
F = L ¢5 arcsin(z) — n’ea arcsin®(z) + L arcsin® ()] —cr- arcsm(z) )
2 A2C| 3 & £

o e arcsin(-)—l—ﬁacs' 2()Zs—l—l arcsi ()+ﬁarc'2( )_é (5.86)
22—212442r1nz€01czrmz2smz_€0. :

Les composantes (£1,Fj2,F21, ) et (Fy, B>, F3) s’écrivent en termes de la fonction arcsin(z).

La famille de surfaces posséde donc des points de branchement en {41, c0}.

Cas particulier.

Posons n = 1. Alors I’équation de Chebyshev de premiére espece devient (1 —z2)d%w —zdw +
® = 0 et par association des coefficients avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A,
arcsin(z)+c¢

nous trouvons les fonctions holomorphes 1° = ﬁ et = —— - Posons pour les

constantes d’intégration et le parametre spectral c; = 1,0 =0, ky =1L, kp =1let A = —1. Les
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fonctions simplifiées deviennent

1 - -
2 .
= , = arcsin(z), on =dy =0 5.87)
Ly S (2) n=0dx (
La matrice de potentiel % s’écrit alors
1 arcsin(z) —1
U(1,—1;2) = — € sl(2,R) (5.88)
V1—2% \ arcsin?(z) —arcsin(z)
et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est
cosh(> 122_:21) arcsin(z)) 4 isinh(= IZZZI) arcsin(z))
w1 1= | (5.89)
,— 1 Z) = = A V=2 : :
¥, cosh( \/1;_:1) arcsin(z))(arcsin(z) +i lzzil))

+sinh(VEE) arcsin(2)) (U2 + faresin(2))

La représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass s’ écrit

IRe [(arcsin(z) — Larcsin®(z)) ‘go]
F(1,=1;2) = | —LIm {(arcsin(z) + L arcsin®(z)) \go] eR3 (5.90)
IRe [arcsinz(z)\go]

et 1a représentation paramétrique de la surface plongée dans 1’algébre de Lie su(2) s’écrit

i %arcsinz(z) ‘éo + %arcsinz(z) ‘f;o arcsin(z) ‘éo - %arcsin3(z) éo
F(l,—l;z):~§ su(2),
—Laresin’(z) |§ + arcsin(z) ‘g —Larcsin®(z) |§ — Larcsin®(z) ;
3 &o &o 2 & 2 718

59h)
Tr(F) =0, F1 = —F. (5.92)
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. G

Figure 5.5 Représentation de I’équation de Chebyshev dans R?.

Remarque. La figure 5.5 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en

intégrantde &g = 132 & =re®, rc[-10,10], 6 €[0,2x).

5.1.5 Equation de Chebyshev de seconde espece

L’équation de Chebyshev de seconde espece [10] en @ s’écrit

A: (1-22)0*0 —z00+n(n+2)w =0, neN, z#+1. (5.93)
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Comparant les coefficients de (5.93) avec ceux de ’EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67)

et en intégrant, nous obtenons

z an n(n+2)

— =2 = —An?dy,
1 — Z2 n ’ 1— Z2 n-ox
cy n(n+2)arcsin(z) + ¢
" =y 1l = HEEEREe s
ou z# *1, c;,c0 € C, 917 = dy = 0. La matrice de potentiel (4.61) devient donc
e __n(n+2)arcsin(z)+¢; ]
U(n, A7) = ——1_ ke . (5.95)
R _ 2 | (n(n+2)arcsin(z)+c2)*  n(n+2)arcsin(z)+c
\/ﬁ mn /lzcl% 2 ! e 7)+c
_n(n+2)arcsin(z)+c; __Acq
_ Vi-72 Vi=Z2
- (n(n—i—Z)arcsinfz)—i—cz)2 n(n+2) arcsinz(z)—i-Q < 5[(2’R)’ (5.96)
),C] \lﬁ—zz \/] —22

oll ¢; et A sont non-nuls, z # +1 et Tr(% (z,n,A)) = 0. En effectuant la substitution de n
et ¥ (5.94) dans ’EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67), nous trouvons I’équation de
Chebyshev de seconde espece (5.93) en W)

Py, — (2%”) OW¥) — (An?dx)¥, =0
& (1-22)0%W| —20¥ +n(n+2)¥, =0,  z#+1,
dont la solution est donnée par

W (z) =kjcosh(v/nVn+2log(\/ 72 — 1+2z)) +ikysinh(v/nvn+2log(V/22 — 1 +2)), (5.97)

ol ky,k, € C. Par (4.65), nous trouvons pour la deuxieme composante de la fonction d’onde ¥

oY)
W, =y — 2oL
2= X1 An2
1
= (—n(n+2)arcsin(z) + ¢2) ¥ +kjvnvn+ 2sinh(v/nvn+2log(V2 — 1 +72))
I

+kov/nvn+2cosh(v/nvn+2log(v/z2 — 1 +z))} : (5.98)
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La fonction d’onde ¥ (4.59) ayant comme composantes W;(z) et W,(z) (par hypothese) et
satisfaisant le PL (3.73) est

ki cosh(y/ny/n+2log(Vz? — 1+ z)) + ik sinh(y/nv/n+2log(Vz? — 1 +2))

W(n, A7) = , (5.99)

%C] [(kl (c2 —n(n+2)arcsin(z)) + kav/nv/n+ 2) cosh(y/nv/n+2log(Vz2 — 1 42))
+ (ika(ca - n(n+2) arcsin(z)) + k1 /nv/n+2) sinh(y/nv/n +2log(vV22 — 1 +z))]

ol ¢ et ¢, sont des constantes d’intégration arbitraires, z # +1 et A est le parametre spectral

du PL. Les intégrales (5.1) s’écrivent

€
I, = ¢ -arcsin(z)|
&
| 2(4.2)2 §
h=+3 [c% arcsin(z) + —n(n+2)cy arcsin?(z) n+2) aresin’(z)|
€1 o
1 2 .
L= - [cz arcsin(z) + n(n+2) arcsin’(z)| . (5.100)
S

Les composantes de ]a représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R? s’écrivent

alors
1 1 n?(n+2)? ¢
Fi = =Re (A2¢3 — 3) arcsin(z) + n(n +2)cp arcsin?(z) — ———— arcsin®(z) :
2 12C1 3 &
1 1 n?(n+2)? s
Fp=—=Im (A%¢2 + ¢5) arcsin(z) — n(n +2)cp arcsin® (z) + ————~ arcsin’(z) ,
2 12C1 3 &
1 n(n+2) ) ¢
F;=—Re T [cz arcsin(z) -+ arcsin (z)] : (5.101)
S
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Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans 1’algebre

de Lie su(2) s’écrivent

5o

2 £
nin+2) arcsinz(z)] + T [cz arcsin(z) + n(n;— 2) arcsinz(z)} ) ,
&

N |1 .
Fi1 == | = |cparcsin(z) +
2 \A &

- i : 1 n2(n+2)2 §
Fip = —= | ¢;-arcsin(z)| — c3arcsin(z) — n(n+ 2)cp arcsin®(z) + ————— arcsin®(z) ,
2 AZCI 3
& =
- i 1 n*(n+2)* : :
) = 5 | e {c% arcsin(z) — n(n+ 2)c; arcsin®(z) + — 3 arcsin’ (z)} — ¢y -arcsin(z) ,
¢l & 5
) (1 2 | 2 NE
By = L cparcsin(z) + nn+2) arcsin®(z)| + = |cparcsin(z) + n(n+2) arcsin®(z) .
2 A 5 A le
(5.102)

Remarque. En comparant les résultats associés a 1’équation de Chebyshev de premiere espece
obtenus a la section 5.1.4, nous remarquons que pour obtenir les résultats associés a I’équation

de Chebyshev de seconde espece, il suffit d’appliquer la transformation n +—— \/nv/n+2.

Les composantes (Fiy,F2, 51, F) et (Fy, Fy, F3) s’écrivent en termes de la fonction arcsin(z).

La famille de surfaces posseéde donc des points de branchement en {41, 00}.

Cas particulier.

Posons # = 1. Alors 1’équation de Chebyshev de seconde espéce devient (1 —2z2)d?w —zdw +

3w = 0 et par association des coefficients avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A,

; 2 _ ¢ _ 3arcsin(z)+e
nous trouvons les fonctions holomorphes 1° = \/1‘_—3 LY = "7 Posons pour les
constantes d’intégration et le parametre spectral ¢; = 1, ¢ =0,k =1, kp =1 et A = —3. Les

fonctions simplifiées deviennent

¥ =arcsin(z), odn=dx =0. (5.103)
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La matrice de potentiel % s’écrit alors

3 arcsin(z) -1

V1—2% \ arcsin®(z) — arcsin(z)

U(1,-3;2) = — € sl(2,R) (5.104)

et 1a fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est

cosh (\/_‘/I—Tarcsm( )) + isinh (ﬂ% arcsin(z))
g
‘P(1,3;z)< ') - . (5.105)

¥, cosh (\/_—*— arcsm(z)) (arcsin( )+ \/_ )
+sinh (\/_\/—”Zz_jarcsin(z)) (zarcsm( )+ ‘QV _]2)
La représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass s’ écrit
IRe {(arcsin(z) — Larcsin’(z)) ‘go]
F(1,-3;2)= | —1Im {(arcsin(z) + Larcsin®(z)) ‘go] cR? (5.106)

I 20816
;Re [arcsm (Z)‘éo]
et la représentation paramétrique de la surface plongée dans 1’algebre de Lie su(2) s’écrit

1 c 2086 ] 20816 §
5 arcsin (z)‘éo—kiarcsm (z)“50 arcsin(z ‘.5 3alcsm >‘§o

1:"(1,—3;2):—% su(2),
— % arcsin®(z) \go + arcsin(z) \EO -1 argsinz(z) \20 — 1 arcsin®(z) \EO
(5.107)
Tr(F)=0 et FT=—F. (5.108)

Remarque. Aucune image numérique n’est présentée, car la surface obtenue par simplification
des constantes et des parametres est identique a la figure 5.5 présentée dans 1’analyse de cas de

I’équation de Chebyshev de seconde espece.
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5.1.6 Equation de Laguerre
L’équation de Laguerre [3] en @ s’écrit
A 20°0+ (1 —z2)00+aw=0, oeN, z#0. (5.109)

Comparant les coefficients de (5.109) avec ceux de ’'EDO découlant des surfaces CMC-A

(4.67) et en intégrant, nous obtenons

L %= anax,
Z n Z
et acie i +c
Ni(z) = v xa(z) = % (5.110)

oucy,cp €C, én = 9% = (. La matrice de potentiel (4.61) devient donc

40
et acie "oy -1
U, Asz) = — Ao B
c1z | (acie*+e)” acie”i+e
Al A
a+%€z _M
_ z €1z
= €sl(2,R 5.111
(acie i 4cp)2e? _OH—E—TeZ ( ’ ) ( )
}.C]Z 4

car Tr(% (z,,A)) = 0. En effectuant la substitution de 1 et x (5.110) dans I’EDO découlant
des surfaces CMC-A (4.67), nous trouvons 1I’équation de Laguerre (5.109) en ¥,

82l}11 — (2%) 8‘111 - (AT]28X)\I11 =0

11— (04
& 82l}11 + —Zglpl +—¥, =0,
Z Z
dont la solution est donnée par

¥\ (2) =k La(2) + kU (-, 1,2),  ki,ky €C, (5.112)
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ol Ly(z) et U(—0t,1,z) sont respectivement le polyndme de Laguerre d’ordre « et la fonction

hypergéométrique de deuxieme espece. Le polynome de Laguerre prend la forme [3]

La(z) = kizb (_kl!k) (Z) 2,

(5.113)
que 1’on peut exprimer par la formule de Rodrigues [3]
ed . _,
L”(Z):Hd_z"(z e ). (5.114)

I existe également une forme intégrale du polynéme de Laguerre [2], ou I’intégration se fait
sur un contour fermé C incluant zg = 0, mais pas z; = 1

1 e
C

La fonction hypergéométrique de deuxieme espece prend la forme [26]
Fi(vi,v2,2)
U(vy,Vv2,2) = Tcos(mv 1 —
( 12 ) ( 2)<F(V1—V2+1)
=2 " Fo(1,14 v — vy, —z ")
1 /oo =z, vi—1 v—v—1
e T (1 4-1) 2T T de,
F(Vl) 0 ( )

27V Fi(vy —V2+1,2—V2,Z)>
I'(v1)

(5.116)

ou F| est la fonction hypergéométrique confluente régularisée et ,Fg est la fonction hyper-

géométrique confluente généralisée. Par (4.65), nous trouvons pour la deuxiéme composante
de la fonction d’onde ¥

V¥,

VYo =y¥ ——
2=XT] An?
_acie it

¢ - —2z
2 kiLa(z) + kU (-, 1,2)] - 9 (kiLa(2) +sz/1( a,1,2))cize
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= L ltacie® + o) La(2) +haU(~a,1,2)

A
—cize”? (kmcLa(Z) —La-1@) +hkyaU(1 — a,2,z))}
Z

= % [kl (C2La( )‘i‘ﬂLa 1(z ))

a a
o ((F+e)u(-a1,0- “Fu01-0,2,)], (5.117)

car 2L, (z) = mLy(2) —mLy,— 1 (2) 28] et JU (vy, va,2) = —viU (v +1,v, 4+ 1,2) [1]. La fonc-
tion d’onde W (4.59) ayant comme composantes ¥ (z) et W»(z) (par hypothese) et satisfaisant
le PL (3.73) est

kiLa(z) +koU(—a,1,z)
(k1 (caLa () + S Lo 1 (2)) , (5.118)

Y(a,A;z) = 7
e (9 + ) U(—a,1,2) = “EU(1 - @,2,2))]

ol ¢ et ¢, sont des constantes d’intégration arbitraires, z # 0 et A est le parametre spectral du

PL. Les intégrales (5.1) s’écrivent

. 3
I, = —FEi(z)| ,
€
o
1 ¢ é
L= P <a2c1Ei(—z)+ C—2E1( z) + 20z log(z )) ’
i
o

; (5.119)

ou Ei(z) est I’exponentielle intégrale [39] définie par

el — 1 1
Ei(z) = dt I —log
[t s ()

:;%—i—% <log( ) —log (‘)) T
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vy étant la constante d’Euler-Mascheroni. Les composantes de la représentation paramétrique

(3.22) de la surface plongée dans R3 s’écrivent alors

€
Fi = %Re (% li(lz — 3)Ei(z) - o’ci Ei(—2) —2a6210g(2)1 ) )

€l &

&
Fr= i | L | L2+ Qi) + o1 Bi(—2) + 20cs108(2) | |,
2 A2 | ¢ &o

1 (&) &
Fy=Re| {alog(z) + —Ei(z)} . (5.120)
2 €o

Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans I’algebre

de Lie su(2) s’écrivent

. 5 £
~ 1 | e l e ..
Fn=—5|7 [aEz(z) +oc10g(Z)} o laEl(Z) + alog(Z)] >
éo 50
) i1 g °
Fo=—> | —Ei(z)| —55 [—2Ei(z) + a?c)Ei(—2z) +2ac; log(z) ,
2\ ¢ A ¢ le
&o °
- i 1 [c3 : 1 é
Fi=2153 {—2Ei(z)+a2clEi(—z)+2aczlog(Z)1 ——Ei(z)] |,
2\ A% ¢ & Cl
&o
£ €
. 1 1 {cr .. 1 e .
o= | — | 22E —|= o . 12
n=3|7 [Cl z(z)+alog(z)] éo+;L [ClEz(z)+Oclob(z)} . (5.121)

Les composantes (F|,F12, 51, Fy) et (Fy,F», F3) s’écrivent en termes des fonctions Ei(z) et

log(z). La famille de surfaces possede donc des points de branchement en {0,0}.
Cas particulier.

Posons o = 1. Alors 1’équation de Laguerre devient zd?@ + (1 —z)d® + @ = 0 et par asso-
ciation des coefficients avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A, nous trouvons les

fonctions holomorphes n? = é ety = C‘e—l“? Posons pour les constantes d’intégration et le
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parametre spectral ¢y = 1,¢» =0,k =1, kp = 1 et A = 1. Les fonctions simplifiées deviennent

La matrice de potentiel % s’écrit alors

1 -1 e
U(,1;2) = - € 5l(2,R)
T\ _e2

et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est

(z— 1) (Ei(z)+1) — €

¥
Y(1,1;2) = =

Y
—e¥(Ei(z) + 1)

ol la composante ‘P, a été obtenu en utilisant le fait que

Z
IEi(z) = %

La représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass s’écrit

1Re {(Ei(z) —Ei(-2)) ‘go}

F(LLi2)= | ~3Im [(Ei() + Ei(-2) |3 | | € R’

&
Re {log(z) ‘EO}

(5.122)

(5.123)

(5.124)

(5.125)

(5.126)

et la représentation paramétrique de la surface plongée dans ’algébre de Lie su(2) s’écrit

i

F(l,l;z):—E

~Ei(-2)[ +Ei)];,  ~log()[z, ~log(2)

Tr(Fy=0 et FT=—F.

log(2)|;, +1og(2)[},  Ei()|, —Ei(-2)[},

(5.127)

(5.128)
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R

Figure 5.6 Représentation de 1’équation de Laguerre dans R>.

Remarque. La figure 5.6 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en

intégrant de & = 1+ia & =re'?, re[-3,3], 6 €[0,27]

5.1.7 Equation de Laguerre associée

L’équation de Laguerre associée en @ s’écrit
A 2%+ (0+1—-2)0w+nw =0, neN, a>1, z#0. (5.129)

Nous posons I’hypothese que le parametre & est un entier positif (cas particulier). Comparant

les coefficients de (5.129) avec ceux de ’'EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67) et en
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intégrant, nous obtenons

a+1“Z:_2a_n, ﬁ:_lnzaX?
Z U] z
et neilN(oe+1,2)+c¢
& HQ(Z)ZCIZ—QH, x(2) = L 7 ) 2 (5.130)

ot c,co €C, dn =0dx =0,z 0eton I'(v,z) est la fonction gamma incomplete [26] définie
par

I'(v,z) ::/ ¥ ledr. (5.131)
Z
Notons que si v =N € N, alors [43]

N—1 _r

T(N,z)=(N—1)le? Y = (5.132)
r=0 r!
nejole iY® L4
= x(@x)=— E’—O TR (5.133)
La matrice de potentiel (4.61) devient donc
L8 ncf(a—{l.,z)—i—cz ]
U(a,n,Aiz) = T | el ighel  aN(atigte (5.134)
AZ A
no T(a+1.2)+e A
_ 7%t le? 120!
| (el (a+1,2)+¢)? _neil(a+1,2)+e < 5[(2’R)’ (5.135)
lclza“e"z Clza+le—z

ol ¢; et z sont non-nuls et 7r(% ) = 0. En effectuant la substitution de 1 et ¥ (5.130) dans
I’EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67), nous trouvons 1’équation de Laguerre associée

(5.129) en ¥,
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9
9w, — (27”) I, — (An2ax)¥, =0
é_
2% (1_ a;rl) et nez*
2 crz - 1 _
o %W, -2 - ¥, — (lclzaﬁ iy )‘Pl 0
1.

1

o 82‘P1+a+z “ow, + "w, =0
Z

dont la solution est donnée par

() = LY + kU (—n,0+ 1,7),  ki,ky €C, (5.136)

ol L%(z) et U(—n,a + 1,z) sont respectivement le polyndme de Laguerre associé d’ordre n
et de degré « et la fonction hypergéométrique de deuxieme espece. Le polyndme de Laguerre

associé est défini par la formule de Rodrigues [3]

L’?(Z) _ e ’i' an(e—zzn—l-a) (5137)
= ’i(—l)r (nta)! 7 (5.138)

= (n=r)a+r)!r"

Par (4.65), nous trouvons pour la deuxieme composante de la fonction d’onde ¥

v,
Y, = y¥) — —
2 ] lnz
I 1
:nCl (a‘;{ )Z)+C2 [leg(Z)_}_sz(—n,(X—}—llz)] (5139)
a+l,—z
_ % [kJZ‘l (nLg(Z) —(n+ (X)L,‘f_l(z)) +knU(—n+1,« +2,Z)]

car AL (z) =z (nLY(2) — (n+ @)L |(z)) (28] et QU (v(,v2,2)(z) = —viU (Vi +1,v2+1,2)
[1]. La fonction d’onde ¥ (4.59) ayant comme composantes ¥ (z) et W, (z) (par hypothese) et
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satisfaisant le PL (3.73) est

kL% (2) +kU(—n, 00+ 1,7)

\P(a,n,l;z) = , (5.140)
= [k (((ne Do+ 152) +e2) —ney2%e ) LE () + (n+ a)e 2T le2LE | (2))

+hy ((ne\T(o+ Lz) +)U(—n,a+1,2) —neyz®+ e U (—n+ L a +2,2))]

ol ¢ et ¢p sont des constantes d’intégration arbitraires, z # 0 et A est le paramétre spectral du

PL. La premiere intégrale de (5.1) s’écrit

4
1 _
I =——7 "Eq+1(—2)| , (5.141)
€o
ol E,,(z) est définie par
o0 e—zl
Ene)= [ S . (5.142)
La deuxiéme intégrale de (5.1) s’écrit
0 (i) (i) :
1|, [fela+lz) 5[5 & & el(a+1,2)
L= ﬁ n Cl/éo Wd,z—f"a/éo ZOH-I dz+2ncz/€0 Wdz y (5143)
&
L’intégrale (i) est connue, car
4
(ii) = (] -11 = —ZiaEa_H (—Z) (5144)
€o

Supposons que N € N. Alors par (5.132), nous pouvons écrire I'(N,z) = (N — 1)le”2y " ny f.
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et ainsi, puisque « est un entier, alors

dz

2
0=/ dG ZZ o)

(a!)z/jwdz
/&

Z0+1
(04 [0
_ a')2 Z Z / —2,ptq- (a+1) dz
p=0¢=0P
¢
- e Dpt+q—a,2)
2 ’
a!) ;)Zb plg!
p_ q_ 50
De la méme maniére, nous trouvons que
_ ¢
(iti) [a' Y oo —Hog( )] : (5.145)
o
En résumé, les intégrales (5.1) sont
! ¢
L= ——z_aEa+1(—z) )
Cl
&
1 & T(p+qg—a,z) 3 = - :
12 = EW —ﬂzCl((X!)z Z Z % — —22_aEa_H( +27’lC2 Z +100( ) )
A =00=0 plq! cy = %
= alaf 77 e @) | ~ 2 ®Eqii(—2) é (5.146)
=" =ri(r—a) glz ClZ o112 é. ’
0
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Les composantes de la représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R3 s’écrivent

alors
! L2 2y v Lptg—a,2)
Fi=-Re| — !
1 2R€ (/,{{2 l:)’t Cl((X ) p;oqgo p!q!
1 5 5 o—1 7« ¢
J— —_ —a —7) — X ' -
+Cl (c5—A%) 2 “Eqy1(—2) —2nc; | @ r;) r!(r_a)+log(z) )
- &
1 1 L ET(p+qg—a,z)
F2:——]Im — —HZCl(a!)2 ’
2 (,12 ,]Z::Oqzo plq!
1 a-—-1 7 5
—— (A2+C%) 7 “Eqi1(—2)+2ncy | a! Z ——— +log(z) )
| = ori(r—a) ‘,
a—1 r—a §
B=Re |2 |n|a Y ——+log(z) | = 2 %Egi(—2) (5.147)
A =orli(r—a) © c .
0

Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans 1’algebre

de Lie su(2) s’écrivent

¢

N i | 'a—l Pl € _a 1 'a—l 7= | Q. ) s
Fu=-5|7|n|a Z T +log(z) | - e Ear1(=2)| +|n|o! ;J Tt og(z) | - ot Eati(=2) '
r=0 & r= So
& = = B = == — = = é
- il ‘5 1 X . % & T(p+q—a,z) C% . azl  rea
— L LBy (=) 4= |- N2 PTIZRY G oap, ()42 | @l Y~ 4 log(z x
Fi 5 (fl 7 YEqqi( z)%:. | c(al) ,,g'ong i = Eqri(—2)+2nc; | & ,);0 ir—a) +log(z) .

&o
[p+q-a,z) o azl e : 1 °
3 < —~0 -
= = =7 “Egyi(—2) +2nc2 | ! 2 Ar—a) +log(z) ] + EZ aEa+|(—Z)‘_ )
& =

: 14 o
o ' 2 2
b= —n“cy(a! -
21 2 (12|: '( )pgbng plq! Cy r=0""

4 4
i1 azl @ c 1 ]l g s
—— | — 1 = . o _ L, — — 1 — — Lt —a _
F» 5 (l |:n (a rgé "r—a) +lob(2)) ]Z Egn(—-2) &)+l n(a.rgb Tr—a) +log(z) Clz Egt1(—2) 5 .
0

Les composantes (Fi 1, Fi2,F1, Fxy) et (Fy, Fy, F3) s’écrivent en termes des fonctions Eq 4 (—2) =

2°T(—a,z) et log(z). La famille de surfaces posséde donc un point de branchement en {0} et

une singularité essentielle en {eo}.
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Cas particulier.

Posons o = 2 et n = 1. Alors I’équation de Laguerre devient z0%w + (3 —z)d® + » = 0 et par

association des coefficients avec ceux de I’'EDO découlant des surfaces CMC-A, nous trouvons

les fonctions holomorphes 1% = C% ety = alBate

) 42 Posons pour les constantes d’intégration

et le paramétre spectral ¢y = 1, ¢ =0, ky = 1, ko = 1 et A = 1. Les fonctions simplifiées

deviennent

et = =
=5 x=TB2), In=0x=0.

La matrice de potentiel 2 s’écrit alors
e [ T'(3,2) -1

% (2,1,1,7) = € sl(2,R)
¢ F2(37Z) —F(37Z)

et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est

(2= 3)EiD)+¢ (5 +2-1) +2-3
w1~ | ) =
S ¥, B I'(3,2) ((z—3)Ei(z)+ez<z%+%—l)+z—3)

3 s
—Z(Ei(2) + 1) +z2(z+1)+2
La représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass s’écrit

%Re(ll—lz)
F2,1,1;2) = | —dIm(1,+n) | €R,
Re[h]

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)

(5.152)
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Pour calculer les intégrales I, et I3 de (5.152), nous utilisons le fait que pour une fonction

I'(v,z) incompléte quelconque,

N—=1 r

v=NeN = TI(N)=@N-Dle*y = (5.153)
r=0 "
Dans le cas présent,
2 Zr Z2
_ —Z I —Z -
3eN = TI(3,z)=2l ;}r! = 2e (1+z+ 2) (5.154)
et ainsi
6 2\1° 2 17¢
b= [2Ei(z) —e ¢ (Z+5 + -+ —2)1 , L= [log(z) ——— —2] . (5.155)
z 0z €o L Ulg
La formule d’immersion s’écrit donc
g
1Re ([—%Ei(z)— 1€ (%ﬂ%) +e” (z+5+§+z%)ho
g
F(2,1,1;2) = | —4lm ([gEi(z) —1et <§ + z%) —e? (z 5+8+ %)Lj eR  (5.156)
0

Les composantes de la représentation paramétrique de la surface dans 1’algebre de Lie su(2)

s’écrivent

£ £
_ 21 2 1
FH:—i [logz ————2} + {log(z)————z} ),
Z Z o Z Z &
~ (1 2+ 1)7° 6 2\1°
Fio= % —{Ei(o—‘"(zj )] —[2Ei(z)—e‘z(z—|—5+——|—3)} ,
2\? < g ¢ /g
T 6 2\1° 1 d(z+1)]°
F2,:i 2Ei(z)—e ¢ <z—|—5—|———|——2>} ——{Ei(z)—e(zzr )] ,
2\L ¢ /)]y 2 g

S ¢ ¢
N 2 1 2 1
F22 = % ( IOg(Z) — —Z— — ‘2—2} + [log(z) — E — —2:| ) . (5157)
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Figure 5.7 Représentation de I’équation de Laguerre associée dans R>.

Remarque. La figure 5.7 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en

intégrantde §y =3+3ia & =x+iy, x€[-3,3], y€ [6%1,3].

5.1.8 Equation d’Hermite
L’équation d’Hermite [10; 26] en w (aussi nommée équation de la fonction d’erreur) s’écrit
A 2w —2700—2nw=0, neZ. (5.158)

Comparant les coefficients de (5.158) avec ceux de ’EDO découlant des surfaces CMC-A

(4.67) et en intégrant, nous obtenons

—2%’7 = -2z, —An%0y = —2n,
22 2 Z
= Nalz) =cie?, xa(z) = l—nz/ e ds, (5.159)
Cl ZO

ouc; € C, n€Z. Ainsi, ya(z) = ‘/{—f;(erf(z) —erf(z0)), ol erf est la fonction d’erreur [1]
1
définie par

erf(z) = % /O o s, (5.160)
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La matrice de potentiel (4.61) devient donc

¢ _S d —1
U (p,A;z) = Ac2e” lCZJ s 2
4n? ( s ds) 2 (2 =5t g
}ch‘]’ ZO /'Lcl 20
) 2n [7 e ds —Ac?

€ 5[(2 R). (5.161)
2 ) ’
—i”c% ( ¢ s a’s) —2n_fzi)e S ds

En effectuant la substitution de 1 et ¥ (5.159) dans I'EDO découlant des surfaces CMC-A

(4.67), nous trouvons I’équation d’ Hermite (5.158) en W,

2y, — (2%’7) oW, — (An?x)¥, =0

2

0 (cle"f> o
2 2
P G R T P

cez

& PW, —220¥, —2n¥, = 0.

La solution de cette équation s’exprime en fonction du polyndme d’Hermite H__,, et de la fonc-

tion hypergéométrique confluente de Kummer | F; (5, 2,22)

1
Wi(z,n) =k H_n(z) +ky |F) (—

2
ki, k, € C, 5.162
2 2 )) 1,A~2 ( )

ou par la définition 22.3.10 de [1] et la définition 9.1 de [3],

—2k -
k (2Z)n Vl)kZ
_nlz 7/{1 (n— 200" F1(visva;z) Z kk'. (5.163)

Dans ce contexte, (x), est le symbole de Pochhammer [1] défini par

Vn e N, (X)pi=x(x+1)(x+2)- - (x+(n—1)). (5.164)
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Le polynome d’Hermite s’écrit en termes de la formule de Rodrigues [1]

2

Hy(z) = (—~1)"e"d"e,  neN. (5.165)

Par (4.65), nous trouvons pour la deuxiéme composante de la fonction d’onde W

¥
Yo =¥, —
2n (% _po 1
-l—cl/ e’ ds-W¥(z,n)— 3V (z, n);t 267
_ ! (2) ~ 2n¥ ) ( )/Z—Szd (5.166)
=1\ E nWi(z,n ZOe s .

La fonction d’onde (4.59) s’écrit donc
KH_n(2) + ke (Fi1(5,5,2)

P(n,A;z) = 2z (kl (‘f;—ZZH_n_I(Z)—H—n(Z))

o (P13 41,32+ P8, 4 2) [ e ds))

(5.167)

Les composantes de la représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R* s’écrivent

1 ¢ 2n [T 2 2 2
F; = —Re cz/ 1-— (—/ e’ a’s) et dz |,
l 2 ( l 50 ( AC% ZO
1 § 2n [ _2 2 2
F, = —=Im cz/ 1+<—/ e’ a’s) et dz |,
2 2 ( l 50 ( AC% ZO Z

n € 2 2 2
Fy — 2Re (—/ /e—s ds - & a’z). (5.168)
AJey Jy

alors
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Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans 1’algébre

de Lie su(2) s’écrivent

N i(2n S 2 o 2 2n & 2
EF,=—— —/ / e ds - é a’z+—/ / e ds - e? dz |,
ll 2 A« 0 ZO A’ (V] ZO
N : 3 an? (& [ g2 2
I 2 2 n 2 2
Fio,=—=|c / e dz — / (/ e=s a’s) e dz |,
12 2\ & 120% 0 \Y20
~ [ 4n? 8 ¢ 2 z ¢ 2
By =—= -——/ (/ e’ a’s) et a’z+c2/ e dz |,
2 A2C% . 0 ZO l. 50
- if2n % 2n [ [?
Byt _”/ / e ds - & dz+l/ / e ds - e dz | (5.169)
2\ A Jg Jy A Je Jy

Les composantes (£, Fi2, F>1, ) et (F), F>, F3) s’écrivent notamment en termes de la fonc-

tion erfi(z). La famille de surfaces posséde donc une singularité essentielle en {co}.

Cas particulier.

Posons n = 1. Alors I’équation d’Hermite devient d°@ —2zdw — 2w = 0 et par association des
coefficients avec ceux de ’EDO découlant des surfaces CMC-A, nous trouvons les fonctions

2 . . .
holomorphes N? = c?e* et y = % Posons pour les constantes d’intégration et le

1
parametre spectral ¢; =1, ¢, =0, k) = \/LE’ ko = 1 et A = /7. Les fonctions simplifiées

deviennent

n2:e22, x =erf(z), on=dyx =0. (5.170)

La matrice de potentiel %/ s’écrit alors

2T =vae | 7Y T ) caam (5.171)

erf*(z) —erf(z)

et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est
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& (erf(z)+1)
¥ vmo) = B . (5.172)
(erf (@) +1) (erf(z) - Zoz) - Ze~?

La représentation paramétrique d’Enneper-Welerstrass s’écrit

IRe [£(1-erf(2))e” dz

F(LVmz)= | —3im[ (1+erfi(e)e dz | € (5.173)

1 2 3 5..2y(8
LRe (2,F5(1,1:3,2:27)|; )
et la représentation paramétrique de la surface dans I’algebre de Lie su(2) s’écrit

_ F, F _ . _
Favma) =" | su@), 1r(F) =0, F1=-F, (5.174)
)y Fn

ou

Terfi(z)

VI —— go) |

. 3 3 "
Fro=—F+= (Zzze(l, 1;572;22)‘204-222}72(1: 1;572;2“)‘§0> ' (5.175)
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F5($)

Figure 5.8 Représentation de I’équation d’Hermite dans R>.

Remarque. La figure 5.8 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en

intégrantde &y =14+3ia & =x+1iy, x€[-2,2], y€[-2,2].

5.1.9 Equation de Gegenbauer
L’équation de Gegenbauer [3] en @ s’écrit
A (1—z2)82w—(2a+1)8a)+n(n+2a)a):0, neN, aeC, z#=£1. (5.176)

Nous vérifions que la formulation de 1’équation A sous la forme du probléme de Sturm-

Liouville suivante est équivalente

(1 _Z)1/2+a(1 +Z)—1/2—a

do | (12" %1 42)"127%9w | +n(2a+n) — w=0 (5.177)
N J \, / —Z ,
p(2) A

p(2)
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~ _(1/2+a)(1_Z)a_l/2(1+Z)_l/2_aa(0
+(1_Z)1/2+a (—1/2—a)(1+z)_a_3/28w+(1+Z)—1/2—aa2w

n2o+n)(1 —2)1/2+%(142)" 1272

(1-2)(1+2z) =0

PN (1—Z)a+3/2(1+2)_a+|/282(0
+[(1/2- ) (1= 21422 4 (<172 - @)1~ )"2(1 4272 o

+n2a+n)(1—2)%12(1 +2)7% 2w =0
et en multipliant par (1 —z)~% !/2(1 4-2)®**1/2, nous trouvons que

(1-2)(14+2)*0+[(-1/2—a)(1+2) +(=1/2—a)(1—2)]dw+nRa+n)o =0

& (1-2)%0 - 2a+1)do+n(n+20)o = 0.

En comparant les coefficients de (5.176) avec ceux de ’EDO découlant des surfaces CMC-A

(4.67) et en intégrant, nous obtenons

2+1  _dn n(n+2a) 5
I i Mmex
= n’(2)=c (1—_Z> , x(2)= ( i Ail(zail) ) 3

(5.178)

o, z#+1,0#c|,c2€C, a#—1/2, dn =dyx =0.La matrice de potentiel (4.61) a donc

comme composantes
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n(ﬂ+2a)+cz(l+z)a+l/2(l—z)_a‘l/z
(Qa+1) ’
iy = —Aci(14+2)* /2 (157712
n(n+200)2(1 =) 2(142) 712 1 2eon(n+20) + 3 (1 +2) %1/ (1 — )@ 1/2
cll(2a+1)2 ’
71(”—1—206)—}—62(1—}—1)0”"1/2(1—z)’a’]/z
Qa+1)

Uyl =

Uy =

Urp = — y (5.179)

ol ¢j et A sont non-nuls, z # +1, o # —1 et Tr(% ) = 0. En effectuant la substitution de 1
et x (5.178) dans ’'EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67), nous trouvons 1’équation de
Gegenbauer (5.176) en ¥,

*W, — (2?) O¥) — (AN29)¥, =0

—_ 2 1)/4
¢/ (1/4) 200+ 1) ((11__2)2 4 %_Z) (%)( a-1)/

) n(n+2a) ..,
= 8‘1’1—2 l/2(ﬁ)(2a+1)/4 8‘1’1—}—71_22 ‘PI—O
l -z
2 2
P 1a+?131y] Mwl 0.
— 7 —z?

En posant k = v/4n?2 + 8an + 1, nous exprimons la solution générale de 1’équation de Gegen-

bauer en termes de la fonction hypergéométrique

1 —
k2712 (1) 2 R, (—a —1/2K,1/2K;3/2 - at; TZ> (5.180)

oll ,F{Vvy,V2;v3;z) est la fonction hypergéométrique de Gauss s’exprimant sous la forme

d’une série convergente

oo

Vl
SFi(vi,vasvasz) = )
r=0 V3

VZ rZ
r‘

(5.181)
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sivsg Z™ V|zl < 1,etsi Re(vs—vi—wp) >0, vy ¢ Z~ V|z| =1 [26]. Par (4.65), nous

trouvons pour la deuxieéme composante de la fonction d’onde ¥

¥,
%_lel_l—nz
B n(n+2a)(1_Z)a+1/2(1+z)—a—l/2 + ¢y
N Aci(2a+1) i G182
L (O 120 DW2AR =) o ey 1 120 1),
Acp \1+z ! a+1/2 20 ’ ’
a+3/2;%> +(1/2=0)2% Py (z— 1)1 27, Ry (—a— 1/2x, 1/21(';3/2—06;%)

12— K(0+1/4K)

_n0=3/2 _
ka2 = 1) 32—«

2

1_
2F1(1—1X—1/2&1+4/2K§/2~a;~—5>1.

La fonction d’onde ¥ (4.59) ayant comme composantes W (z) et Wo(z) (par hypothese) et
satisfaisant le PL (3.73) est

ki Fr(=1/2(c+1),1/2(k = 1); 004 1/2;152)
2072 (2 — 1)V LR (—a - 1/2K,1/2K;3/2 — o 152)

1 n(n--2a)( };;)a+1/2+(‘l . 1=z
Yamd)=| 7q |k TaiT 2P (=1/204 1), 1/2(k =150+ 1/252) || (5.183)
_ NG 4 -
ICACS) (L=n) et g, (1—1/2(K+1),1+1/2(K—1);a+3/2;%))

l—z\a+1/2

+b2“””&—lﬁﬂ‘“<<ﬂﬁﬂw§fa +‘2+(1/2_oz)(z—1)“)
F (—o—1/2K,1/2K;3/2 — a; 152)
AR Ry (1—a— 1261 41/2655/2 - 3 159) )|

car d,F (v, Va;v332) = %zFl(vl +1,v, +1;v3+ 1;z) [41]. Les intégrales (5.1) s’écrivent

3 ol/2-a
' a3

?

1
(z+1)*32,F, (a+ 1/2,a+3/2;a+5/2;%)
%
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L=

1 )12(n+2a)2.2(1+3/2 - Z+l
- —o—1/2,1/2— o
A2c;2a+1)? ( 12« (1+2) 2F 1/2,1/2—-a;3/2 > )

2.0 /2-a 741 °
2 (z+1)%%2,F, (a—l— 1/2,004+3/2;00+5/2; T) +2con(n+2a)z

200+ 3

1

So

et n(n~|—2oc)~|—02.21/2ﬁa(—|—1)0‘+3/2F a+1/2,a+3/2;0+5/2; +1\\ [
3T 22a+1) MDY NI R * 2

So

Posons

F=oF ) (—1/2(k+1),1/2(k — D0+ 1/2;159),
Fy=F1 (—a—1/2x,1/2K;3/2 — a; 2)
3:21«"1(1—1/2 (x+1) 1+1/2(r<—1)'06+3/2'%)’
Fiy =oF) (1 )
5_2F1 (a+1/2 a+3/2 a+5/2 Z“)
(—a—1/2,1/2— a;3/2 — a; L),

2F 1
Alors la fonction d’onde s’ écrit

kil 4 k20712 (2 — 1)+ 2 Fy

= ) nnr2a)(152) " P aer L ) et (em1) (1ogy Qe ))/4 L :
Ta{"l( 04T Fi+ 3 et (15) 3

Na+1/2

-z C
+h20 7 2 (g~ 1)/2e <<”(n+2a)(21c;_':|-)1 AL (1/2—a)(z— 1)_1> Fy— ((31721/2’()1:* )}

et les intégrales (5.1) s’écrivent

¢
6.1.21/2—(1
— 41 (Z+3/2F*_
: [ 2a+3 (z+1) By
&o
¢
! n}(n+2a)?-20+3/2 | 2. 2!/2-a
L= 1 /2— aF 2 = 1 (1+3/2Fk 2 +2a .
2 1261(20[_,_1)2{ - 2a (1+2) 16+ 2a+3 (z+1) s +2can(n )z é’
0
1 ¢, -21/2-¢ w32 G
N 2a)z+ = DFEFS| 5.184
Iy CTERY n(n+2a)z+ 03 (z+1) 155 (5.184)
0
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Les composantes de la représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R s’écrivent

alors
1 ¢y -21/2-a . 1 n?(n+2a)? - 20+3/2 e
Fl=-R 1 a+3/2F* _ 14z 1/2 ok
) e([ 2a+3 &Y 157 X2, 2a+ 1)? 120 (1+3) 16
2 9l/2—-a ¢
52 a+3/2 px
+—m(z+l) F15+262n(l’l+2a)z y
o
1 c -2/« nz(n+205)2-2"‘+3/2 .
F :__H ot 1 a+3/2F* 1 1/2 an
) m([ 2as3 @D 5t e a1 1-2a (1+2) 16
¢
2 .01/2-a )
ﬁ(z + 1)a+3/2F1'5 + 2C2)’l(l’l + 2a)Z ,
&o
1 cy- 21/2—(1 oy ¢
F=Re| —— 20 - 1)x+/ 2R 5.185
3T A2a+1) nln +20)+ 20+3 (z+1) 15 . ( )

Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans I’algebre

de Lie su(2) s’écrivent

¢
- [ 1 C2_21/2—a .
Fi=—f—| — 20 a+3/2 p*
0 =2\ F@agy M2t e Bl FlSé
Q
7] 462-21/2_‘1 o+3/2 :
+/1(2a+1) n{n+2c)z+ a3 (z+1)0H3/2F5 ,
0
£
2 if|e2!e a+3/2
F = — = —_— 1 Fvs
) 200+3 (@+1) 15
&o
1 n2(n+2a)?-20+3/2 2.21/2-« €
- (1+g)!/2-0Fx + 2~ (74 1)a3/2F% + 2¢con(n+ 20 z] ,
;{26'1(2&-%1)2[ 1-2¢ 16 200+3 ( ) 15 ( ) .
¢
- 1 n2(n+2a)2-20+3/2 @
Far = 2 (1261(2a+1)2 [ 1 -2« (l+Z)l/2 aFlvﬁ+ﬁ(Z+l)a+3/2Fl'5 +2€2n(l’l+2a)z
%o
_ 61-21/2—(1( +l)a+3/2F* é
20+3 7 15 & )
0
2 ! L ¢ 21/ 043/2 o :
F22—2 22at ) n{n+20)z+ 7013 (z+1) Fs (5.186)
o
1 ¢y -21/2-a w32 e ¢
FAGar) MRt gy G DERERS|
0
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Cas particulier.

Posons & = 5 et n = 1. Alors I’équation de Gegenbauer devient (1 —z2)d%®w — 20w +2® =0

et par association des coefficients avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A, nous

trouvons les fonctions holomorphes 1% = 1+Z ety = ((]1:?)?{2.2 Posons pour les constantes
d’intégration et le parametre spectral c; =1, ¢ =0,k = 1, ko = —1 et A = 1. Les fonctions
simplifiées deviennent
1+z -z 5 3

e
La matrice de potentiel %/ s’€crit alors

1 .

Y <§,1,1;z) = .. 2—1‘ c sl(2,R) (5.188)

—

J’_

~N

et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est

(14+2)? (1 +log (152)) +2(z+2)

1 ¥
W (—, 1, 1;z> - - B . (5.189)
2 v, (1-22) (1+log (1=2)) 42124 (?ﬁ)“)
+2zz+(z2—l) lcl)izi—:_;)—i-Zz—l

La représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass s’ écrit
p p p

—Re((log((l 2)(1+2))) \5)
F(%,l,l;z)z —Hm([log(l—irz)—log(l—z)—z]go) cR? (5.190)

Re (z]g, )

et les composantes de la représentation paramétrique de la surface dans 1’algebre de Lie su(2)

s’écrivent
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- I T E
Fi=-5 (215 + 15 ).

L

Fip =3 <(2log(l—z \5 (2log(l+2)—z \5 )

. i £

k= 5 ((2103(1 +2) -2 ‘5 (2log(1 — Z)‘%) )

L S-S

Fo=3 (z\éoﬂ\éo). (5.191)

Figure 5.9 Représentation de 1’équation de Gegenbauer dans R>.

Remarque. La figure 5.9 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en

intégrant de § =02 & = re'®, r € [135,10], 6 € [0,27).

L’impression 3D présentée a la figure 5.10 a été réalisée conjointement avec le dépar-
tement de Génie €lectrique et génie informatique et le département de Génie mécanique de
I’Université du Québec a Trois-Rivieres. Le nombre maximal de récursions de I’algorithme

ParametricPlot3D de Mathematica a été fixé a N = 4 afin de raffiner la résolution. Puisqu’une
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Figure 5.10 Impression 3D de la représentation de 1’équation de Gegenbauer.

surface ne possede a priori aucune épaisseur, celle-ci a été générée a partir de I’option Thi-
ckness . Le modele 3D a été créé en exportant I’image sous la forme d’un fichier .stl (ste-
reolithography), créant une discrétisation du modele par maillage polygonal. Le modele a été
redimensionné a 1200% a partir du logiciel Stratasys GrabCAD. L'impression 3D a ét€ réalisée

sur une imprimante Stratasys F170, a partir de plastique acrylonitrile butadiene styréne (ABS).
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5.1.10 Equation de Jacobi

L’équation de Jacobi [26] en @ s’écrit
A: (1-2) o+ B-a—(a+B+2))do+nn+a+p+1)o=0, (5.192)

ounneN, aff €C, z+# +1. Comparant les coefficients de (5.192) avec ceux de 'EDO

découlant des surfaces CMC-A (4.67) et en intégrant, nous obtenons

an nn+a+p+1)
1—22 n’ 1-22

= N =ca(l+2) PV -z leth,

+a+B+12%+ )P R (—a, B+ 18+ 2,40 +
x(Z)Z—n(n SEAL O )ACI(ZB-I%(l)aB & ) 2 (5193)

= —An?dy,

ol z#£1,0#c,2€C, B#—1, In=0x=0eton ,F|(—a,f+1;8+2!) estla

fonction hypergéométrique ayant comme représentation intégrale

dt (5.194)

I'(v Leve=l(1 — g)va—ve!
2Fi(vi,va;v332) = (vs) /o ( )

F(VQ)F(V3—V2) (1 —TZ)"I

qui converge si Re(vs) > Re(v,) > 0 [1]. La matrice de potentiel (4.61) a donc comme com-

posantes

n(n+ o+ P+1)2%(z+ D F (—a, B+ LB+ 2 20 4o
(B+1)(1+2)p+1 (1) |

Uy = —

—Acy
M2 B (1 el
(n(n+o+B+12%z+ )P F (—a, B+ LB +25) +0)°
Aei(B+1)2(142)B+1(1 —z)o+! ’
n(n+oa+B+12%z+ PR (—a, B+ 1;8+2,5) 4+ ¢
(B+1)(1+2)BH1(1 — g)ot! ’

Uz =

Uyy = (5.195)

oli ¢; et A sont non-nuls, z # +1, B # —1 et Tr(% ) = 0. En effectuant la substitution de 1 et ¥
(5.193) dans ’EDO découlant des surfaces CMC-A (4.67), nous trouvons 1I’équation de Jacobi
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(5.192) en ¥,

azw.—( aﬂ”)awl (AN29x)¥; =0
261/2(1_*_2)7({34-3 /2( ) (a+3)/

1/2(1+Z) (B+1/2(] — ) ~(a+1)/
—Aei(14+2) P (1 =) VA e (cn(n+ et B+ 1) (1 +2)P (1-2) "W =0

& (1-20 +B-a—(a+B+2)2)0¥in(n+a+B+1)¥ =0.

- 82‘{’[ —

(((Hﬁ +2)z+a— )oY

Le polynéme de Jacobi est solution de cette équation et peut étre exprimé par la formule de

Rodrigues [1]

AP = U0 e g tar (-9 ). (5.196)

La solution générale de 1’équation de Jacobi s’exprime en termes de la fonction hypergéomé-

trique ,F 1 (V1, V23 V3;2)

Wi(z) =ki1oF  (—n,a+B+n+La+1;(1—-2)/2)

+2%(z—1) "% F 1 (—a—n,B+n+1;1—0a;(1—2)/2), (5.197)
2

ou le polyndme de Jacobi est lié a la fonction hypergéométrique par la relation [1]

n

P'Sa,ﬁ)(z): (ﬂ+(X> 2F1(—n,n+a+13+1;(X+1’<1_Z)/2)' (5.198)

Par (4.65), nous trouvons pour la deuxieéme composante de la fonction d’onde ¥

¥,
Yo =x¥ ——
2= XY An?
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o

(e v (s ) i)

kinn+a+B+1),Fi(l—noa+B+n+2,00+2;(1-2)/2)

- 2(0+ D) Aci(1+2)~B+D (1 —z)~(a+1])
. ko2%a(z— 1)) F (—a—n,B4+n+1;1—o;(1—2)/2)
Acy(1 +Z)~(B+1)(1 _Z)—(a+l)
. k2%(z—1)"%(a+n)(B+n+ 1) Fi(-a—n+1,B+n+2;2—a;(1-2)/2)
2Aci (00— 1)(142z)~B+D(1 — )= (a+D)

(5.199)

car d,F(vi,vo;v3;2) = L2 F (vi +1,vo + 1;v3+ 1;z2) [41]. Posons

V3
Ff =, Fi(—na+B+n+La+1;(1-2)/2),
Fy = Fi(~a—nB+n+1;1-a;(1-2)/2),
Ff = ,F(~0,B+1,8+2;(1+2)/2),
Ff:=,Fi(1-nmoa+B+n+2;0+2;(1-2)/2),

Alors, la fonction d’onde W (4.59) ayant comme composantes ¥ (z) et W»(z) (par hypothése)
et satisfaisant le PL (3.73) est

kiFf 4 2%k (z—1)"9F;

| 2% ey Ly I B
W(a,Bn, A7) = E{"‘“( e ZFl+2(a+l)(1+‘)ﬂ+l(1_Z>a+1F4> . (5200
B+ px
o —20 TR gy apy

+2%(=1)% (— (1 + 2P Fp 4 EBRE (14 )P+ (1 - g)Fs ) )]

Les deux premieres intégrales de (5.1) s’écrivent

1 &
I = ¢, -27(042) {(HZ)_‘? (1—+§an (1—B,a+1;2—ﬁ;%> +§2F1 (—B,a;l—ﬁ;%n} ,
a &
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(1) (&)

1 5 Qa/é (1+2)f+! 142 2/'5 -
- — |2 RS —=
I pER K o (1=t il —a, B+ 1B +2; 5 d +c2. s (TP g dz

(i) g

E,F (—a, B+ ;B +2;142)
_ a+l 201 2
c2K2 /éo (=9 dz| . (5.201)

o

Remarque. Afin d’exprimer la fonction ,F (v, v2;Vv3;z) sous la forme d’une série conver-
gente, posons V3 ¢ Z~ si|z| < 1,et Re(vs—v;—Vv,) >0, v3 ¢ Z~ si|z| = 1. Nous pouvons
alors écrire ,F' (vi,V2;V3;2) = Y7 %()Vf)” Pour la fonction ,F'| ( o,B+1;B+2; %),
nous posons par exemple 3 +2 ¢ Z~ et |z+ 1| < 2. Nous pouvons alors écrire

SJFi(—a, B+ 1B+ = (B+1)Yr, (=) _(+U" 5hras simplification des factorielles

(B+r+1) 27!
ascendantes.
Ainsi,
. & (14z)PH! 142
(l):/éo( )a+12F1< op+1Lp+2— ) dz
P e (B 1))
_/50 (1ot (; B+r+1)-27 1l ) dz
_ ¢ +Z)B+l aiad (—a)s(— o)i(z+1)5t*
_/50( Z)oH-l 'B—|—1 2;)1;) +S+1)(B+k—|—l)s!k!-25+k dz
13 (—a)s(~a) € (1 4 2)he)
=B+ 2;)/;) (B+s+1)(B+k+1)slk!- 2s+k/é (1—z)e+! dz
/3 1)2 s (—0)s(—a)p(z + 1)THFBH!

oo

Z;'),; /3+s+1 (B+k+1)(B+s+k+1)slk!-25Fk

s

1+
<2F1 <s+k+/3+1 o+ 1lys+k+pB+2; TZ>

1+
—,F, <s+k+/3+1 os+k+ B +2; ;)) (5.202)

&
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Un test de convergence de D’ Alembert montre que les égalités ci-haut sont vraies si |[z+ 1| <
2|a|. Cette condition s’ajoute aux conditions sur les parametres de la fonction hypergéomé-

trique assurant I’existence d’une représentation en série équivalente.

Les intégrales (ii) et (iii) s’écrivent

(ii):—2a1+2(z+1)‘ﬁ<z+12F ( —B,a+1;2—B; I—J“—Z>

p—1
§
2 PRE
peioni3)|
N o [(—a)s(et+ 1) oFy (s+ 1,004 Lis+2; 59) ]
= +1)s§6[ (BsT o+ sl 2961 LO (5209

Pour I’intégrale I3 de (5.1), nous posons les mémes hypothéses que pour I’intégrale (i) afin
d’assurer la convergence de la représentation en série de la fonction hypergéométrique et nous

obtenons

1
S Y(ERY

2 (—0)s(z+ 1) TR (s+ 1, a4 15542, 142)
K(ﬁ+1)5§0 (B+s+1)(s+1)s!-2sF! :

§

_%(z-{-l) ﬁ<;+11 2F1< —B.a+1;2—B; 1+Z)+%2F1 (—ﬁ,a 1-B; ﬂ))] (5.204)
o
Posons
Ffi=,F (1= B,a+1;2— B;132),
F7* :2F1( ,B (X'I—B'ﬂ)
Fi o= oF 1 (s+k+B+1,a+ lis+k+p+2; 152),
Fy = ,F1 (s+k+B+1,a55+k+ B +2;142),

Fiy:=,F (s+1,oc+1;s+2;%).
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Les composantes de la représentation paramétrique (3.22) de la surface plongée dans R? s’écrivent

alors
1 sl 14z, 2. \]° 1 s
Fi = ;Re (—2;’12 [(1+z) p (iiF(,' —E@)LO—M—C[ [K*(B+1)%2
o oo (_a)s(_a)k(z+1)s+k+[3+l . . c2 5 z41 2
S);; (([3+s+ )([3+k+1)([3+s+k+l)s!k!2~“+’\’(F8 "F"‘)) gz e+ 1) ([3 1F‘5+[3F7)

¢
1 @)s(z+ D!
—c k(B +1)2¢ Z [3+5+1)(5+1)s'2f+0‘+‘1:10 ,
o

g
1 14z 2 . 1
_ - B 1T4rs <« R ) 24
"2 2Hm< T {(1 2 (l—z 6B 7)}5 27e, (B +1)72

3 (= @)s(=@)elz + )P & gzl 2,
;); ( [3+s+1)([3+k+1)([3+s+k+l)s'k'23+’~( 5~ )> et B(ﬁ—1F6+EF7>

0)y(z+ 1)

a+1 ¥
—eK(f 1) Z [3+s+1)(s+1)s‘2“0‘ tFi0

oo (—a)x(z+1)”‘ ;
Brh Y ((/3 Fst D)(s+ 1)s-2e7] F”’)

G pletl . 2., ¢
2a+z(Z+1) <ﬁ_1F6+ﬁF7)Lo . (5.205)

1
F3=R€ (—m

Les composantes de la représentation paramétrique (3.65) de la surface plongée dans 1’algebre

de Lie su(2) s’écrivent

PR S S
72 A+

1
MY

¢

. a)s(z+ 1) ) g2+l 2
- z+1 —F F
Z [3+s+1 +1)st-2s+1 710 20‘+2(“L ) B—1 6+[3 7

o

4
Z ﬁ-i-s—i—l S+l)s' 2V+1F10 2a+2( z+1)7P ﬁF()—E@ g ’
0
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j ¢
7 ! l+z .
= — .p—(a+2) B Fr 4 F*
Fi2 7 (Cl [(1—{—2) - o+ gh §

) (Z+1)s+k+ﬂ+1 g

! a. 0t)s(— R
+lzcl K172 ZZ(B+s+1 B+k+1)(B+s+k+1)s'k'25+k(F F9)>}

s=0k=0

&

(=a)s(z+ 1)+ )

[ §
1 c3 +1
— 5 +1)-B e F 4 )20+l F
A%c 20‘+2(Z b (ﬁ—l B’ ) cax(pr1 Z (B+s+1)(s+1)s12stot! 10} )’

o o Ot)s( ) (Z+1)s+k+ﬂ+l . .
(B+1)72% ;; ( (B+s41) (B+k+1)(ﬁ+s+k+1)s'k'2°+’<<F F9))

- 1
Fy = (/l—
Gy P (s 2p —cK(B+12°‘+'Z Capery
T2a42 p-1°"p"’7 ’ (B+s+1)(s+1)st2stot1 710 .
0

¢
_{_2—(a+2)c1 [(1+Z)'B (ﬁp*_{_ By i )} ,
1=z ) ]

¢

o0 (z+1)s+1 . gzt 2,

é)
%o

(5.200)

&

b — ). s+1 ¢ . ,
KB+, (B +(s fl);z: 33! Sranithy zaiz (z4+1)7P (%Fé’ - %F7*>

Cas particulier.

Posons ot = 1, § =2 et n = 1. Alors I’équation de Jacobi devient (1 —z%)9?@w + (1 —5z)dw +

Sw = 0 et par association des coefficients avec ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A,

10(1+2)3 ,F 1 (—1,3:4; 142 )+
nous trouvons les fonctions holomorphes 1% = (l+)(:7é)2 ety =— (I+2)°, 13(/16] )+

Posons pour les constantes d’intégration et le parametre spectral ¢y =1, ¢, =0,k =1,k =1



et A = —1. Les fonctions simplifiées deviennent

) 1 10
T T T ra—2 473

2

La matrice de potentiel % s’écrit alors

—$oF (134 ) (1+9)~
_ — (1-2)~2 (1-2)~2
“(L2L-h2) = | 0y 1 sai) 0,8 (<1t | ESIER)

(1-2)72 (1-2)72

et la fonction d’onde découlant de ces choix particuliers est

pUE LY8 | 352t (0g (2 — 1) — log (2+ 1)) +2— §

W(1,2,1;,-1;2) = 2(5-32)((z— H)(z+1)>(z+ 1)(z— 1)1 (22(152% + 127 — 13) — 16))

+(B-32)(z+1)*(z— 1)1+ 15(z—1)*(z+1)*)(log (z— 1) — log (z + 1))
+2(z(z(z(z+31) +28) — 52) —49) + 17

Les intégrales (5.1) s’écrivent

I [—6z(z+1)+4 r
h=—|—"" _4+3(log(z+1)—log(z—1))| ,
1= 16 {(Z_l)(zﬂ)z (log(z+1) —log(z—1)) .
259, .5 17, 32 2257°
= _ P o554 2 —48log(z— 1)+ ==
b 144[4 +57 2z z+1 p og(z—1)+ 4]&),
5[ 2 ¢
[ _ —_—— [ J— .
3 12{ 1Jrfilog(z 1) .

Les composantes de la représentation paramétrique d’Enneper-Weierstrass

IRe[l) — ]
F(172a1;—1;z): —%Hm[ll—f—[z] ERB,
Re [13]

“(1+2) 2F1< 1,34 HZ), on =dy = 0.

147

(5.207)

(5.208)

. (5.209)

(5.210)

(5.211)
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s’écrivent

m +3(log(z+1) —log(z— 1)))

17 32 225\ 1%
Z4+523——22—552+——4810g(z—1)+— ;
2 1—2 4 )]

—62(z+1)+4 )
3(1 1) —log(z—1
(s +3top(e 1) —tog(e 1)
25/9, 4 17, 32 225\1°
=~ 2 T 48] _ i
+9 7 +5z 52 552+1—z 8log(z— 1)+ 7). )
5 2 :
F=——Re| |——+3loglz—1)| |. (5.212)
12 Z—l 50

Les composantes de la représentation paramétrique de la surface plongée dans I’algebre de Lie

su(2)

| Bt+h L-h
l

F(1,2,1;—1;z):—2 su(2), Tr(F)=0, F'=—-F (5.213)

~L+I, —-h-L

s’écrivent

; ¢ ¢
~ S5i 2 2
Fi = 2 ([Z_—l+3log(z—l)Lo+ |:Z_—1 +3log(z—1)Lo> ,

_ i ([—6z(z+1)+4 ¢
Fo=—— | | —=T "7 1 3(lo 1) —log(z— 1
12 32([(z—1)(z+1)2 (log (z+1) (z ))L)
2519 17 32 2251%
—— |2+ 52 — =22 =552+ —— —48log(z— 1)+ — :
9 |4 2 1—z 4|
N i (2579 17 32 22575
Foy=—| = |2 +522 — =22 —55:+ —— —48log(z— 1) + —=
21 32<9 L{Z—F Z =5z z+1_Z og(z— 1)+ Tl

)
).

F = _o ([L+3log(z— l)r + {L+3log(z— l)rj

[—6z(z+ 1)+4

e e D toa(e—1)

(5214)
z—1 4 z—1 o
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-1.5 b

=99 40

Fa(8)

Figure 5.11 Représentation de I’équation de Jacobi dans R>.
Remarque. La figure 5.11 est obtenue par la représentation d’Enneper-Weierstrass (3.22), en

intégrant de & =02 & = x+iy, x€ [~1+ 35,0, ¥ € [0,1 - 7).

5.2 Condition de compatibilité entre la fonction d’onde et la matrice de potentiel

Dans chacune des analyses de cas précédentes, nous avons calculé la matrice de potentiel et la

fonction d’onde
U (A7) = An*(z) A : Y(z) = 1) : (5.215)
12 —x(2) £ 2169

ol W (z) est la solution générale de 'EDO découlant des surfaces CMC-A, et donc de 'EDO
considérée dans chaque cas, par association des coefficients. Nous vérifions dans cette section

que les éléments % et ¥ calculés dans les cas particuliers (olt les parametres de 'EDO et les
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constantes d’intégration sont fixés) sont bien des solutions du PL. Posons

A
YW i=A=|""]. (5.216)
Ay
Nous calculons A dans chaque cas et montrons que
A1 == 8‘{’1 (Z)
A=Y & & UMY =Y. (5.217)
Ay =9V, (2)

1. Equation de Legendre :

UMY = = =d =dJd¥
Ao \P2
z [llog(i—;;) +oig (P - 1)}
2. Equation de Legendre associée
A
UMY :=
Ay
—(12_11)3/2 (2(z* = D)log (152) +2° +22* —2—4)
(log(l—fi)—4z) W( 2(2? )log( )+Z +272 —z—4)
¥
=d =Jd¥
¥,
3. Equation de Bessel
+ % (z
A (A1(2) +21(2)) v,
Ay 5 ¥,
Z[= (A1) + Z1(2))]
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4. Equation de Chebyshev de premiére espece :

sinh(\/l-_-j arcsin(z )>+1cosh<%_'2_drcsm z))

221

2-1

A
UMWY : = (A‘) - -
2 sinh " 2 arcsin(z) ) +icosh
arcsin(z) { <‘/4_' >

5. Equation de Chebyshev de seconde espéce

/3 (bmh<\/—\/_ arcsm( )>+icosh<\/—$_a_ arcsm(z)))

2-1

3

-1

Ay
YA = ( ) =
A 5 3
2/ sinh (ﬂ V12 arcsin(z)) +icosh (\ﬁ L arcsin(z))
arcsin(z) | V3

¥
=0 = 0¥
¥,

6. Equation de Laguerre :
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8. Equation d’Hermite :

2 (2= 1)log (53) +22 + 22— 1)

UMY = - =9 =¥

172 [ (@ = Dlog (152) + 2+ 22— 1)]

] 2(z(z(z(z4+31)+28)—52)—49)+17
I5log () + 555 (z+}l)3(2—l)l :

I

1_30(Z+ 1)321:] (_1,3;4; %) [1510g (;—L_i) + z(z(z(z(z+31)+28)—52)—49)+17]

(z+1)(z—1)?
¥
=0 ( =¥

¥,

Nous remarquons un phénomene récurrent dans chaque cas :
I¥2(z) = f(2)dW¥1(z) (5.218)

pour une certaine fonction f. Nous montrons dans la prochaine section que la relation d¥, =
f(z)d¥) est toujours vraie et trouvons une formule explicite pour les fonctions méromorphes

n et x, formule s’exprimant en fonction des coefficients de ’EDO considérée.
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5.3 Formule explicite des fonctions méromorphes 7 et x

Dans le contexte ou ¥ = (¥, ,92)" est une solution du PL et ol I’on effectue une identification

entre les coefficients de ’EDO

q(2) r(z)
)8w+ (

A 22w+
p(z p(z)

=0, p=z0,

et ceux de I’EDO découlant des surfaces CMC-A, montrons que

n(e) =kiExp{ -4 J§ 43 at |
oW, (2) = f(2)d¥1(z), f(z2)=x(2),

X(2) =% [ Exp {J§ 58 48 } 75 dz,

ol ki, ko = —k; % A € C\{0} et ol les zéros d’ordre k € N de p(z), §'ils existent, sont des

pbles d’ordre k des fonctions 9(2) o 1(0)
px) " pd)

Démonstration. Soit la fonction d’onde ¥ = (¥, ¥,)”, solution du PL, i.e. 0¥ = % (A)¥.

Considérons ’EDO linéaire homogene du second ordre (4.68)

9(2) 54 12

. 2
R T T R

p£0, (5.219)

équation pour laquelle nous effectuons une identification des coefficients avec I'’EDO du second

ordre découlant des surfaces CMC-A (4.67)
2 an 2 _
oY, — 27 ¥, — (An“dy)¥, =0. (5.220)

Supposons que les fonctions p, g, et r sont intégrables et que p posséde un nombre fini de

zéros. Par hypothese, W) (z) est une solution de A et pour ¢ =¥, x — ¥y,

W) = An?(2)o(2) W = ¥ - 5
=

(5.221)
oW, = x [An*(2)9(2)] 0¥, = x0V¥,

W=%)¥Y &
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Or,

¥ 1

O, =9 (xlyl - /1—17’;) = W) + 0¥~ (a (%) oW, +%82l}'1> (5.222)

et par association des coefficients de 1’équation A (4.68) avec ceux de I'EDO découlant des

surfaces CMC-A (4.67), nous avons que

=~ T)(Z):klExp{——/OZ%dé}, ki :—k;1/2€C\{0}. (5.223)

515 . —szxp{/(: ;])((2 d&j} = 9 (1-715) - —kz%Exp{/oz% d&j} (5.224)

et par substitution de (5.224) dans (5.222), nous trouvons que

8‘1‘2:8‘1‘1—1—)(8‘1‘1—1—% (%Exp{ OZ%daj}awl+Exp{/OZ%Efj—;daj}azwl>.

Toujours par association des coefficients de 'EDO A (4.68) avec les coefficients de I’EDO

découlant des surfaces CMC-A (4.67), nous avons que

e o -8 fro{ 28}

p(2) p(2)
Donc
= 0 par hypothese
o=t | [0y de (P o T

el e ) g 4
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ko “q(8) }r(Z)
= a\Pz_\)L /Exp{ i p(é)dé e di oW, (5.225)
@)
& 0¥, =x(2)dV. (5.226)
O

La relation (5.226) s’explique par le fait que nous avons posé¢ ¥ = (‘Pl,‘Pz)T comme étant
une solution du PL. Nous retrouvons ainsi dans chaque cas les relations (4.62) découlant de ce
contexte

oV, =An?
=W o = AN S oW, — 3oV, (5.227)

o¥r = x [An*(2)9(2)]
ot ¢ =¥y —¥,.

Remarque. Dans chaque EDO étudiée dans ce chapitre, les quotients 1‘% et % possedent un

nombre fini de pdles et sont intégrables.






CHAPITRE 6

CONCLUSION

L’objectif principal de cette étude était de construire les surfaces minimales associées a
divers polynémes orthogonaux (PO) classiques, par la méthode des surfaces solitoniques. Cet
objectif a été atteint. En effet, le probleme linéaire (PL) a été résolu dans chaque analyse de cas
du chapitre 5 et les matrices de potentiel, de méme que la fonction d’onde, ont été déterminées.
De plus, la forme explicite des surfaces a été calculée. Celles-ci sont maintenant connues.

Dans le chapitre 3, dans le contexte ou une surface est plongée dans ’espace hyperbolique
H?*(A) etott H = A, nous avons montré & la section 3.3 que les équations de Gauss-Mainardi-
Codazzi (GMC) se réduisent a une équation de Liouville (3.98) ayant pour solution générale
(3.100), résultat identique au résultat présenté en (3.18) et (3.71) pour les surfaces minimales
plongées dans 1’espace euclidien E3 (H = 0).

Nous avons présenté au chapitre 4 une nouvelle méthode de transformations de jauges

permettant de passer d’un PL de la forme (3.66) a un PL simplifié de la forme (3.73)

_1 _
ow—n2| * W, W=,

2
X =X
ot la fonction d’onde recherchée est holomorphe et oli la matrice de potentiel % (A; x(z),n(z))
s’écrit en termes des deux fonctions arbitraires de la représentation d’Enneper-Weierstrass

(3.22) et comprend un parametre libre A. Nous avons exprimé le systeme d’ordre premier

(3.73) par une EDO du second ordre de 1a forme (4.67)
d
22y, —2#8‘1’1 _An?9x¥, =0,

ol ¥, est la premigre composante de la fonction d’onde ¥ = (¥, ¥;)7. Le fait que les PO

sont solution d’une EDO linéaire homogene du second ordre de la forme (4.68)

82w+®8w+iz)w:0, pZ0,

p(z) p(2)
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a permis une comparaison des équations (4.67) et (4.68), car de méme nature. Nous avons effec-
tué une association entre les coefficients de ces EDOs, permettant de solutionner le PL associé
aux PO décrits par (4.68) et de déterminer la forme explicite de la représentation d’Enneper-
Weierstrass (3.22).

Dans le chapitre 5, le PL a ainsi été résolu de maniere explicite et les surfaces associées
plongées dans I’espace euclidien R? et dans 1’alggbre de Lie su(2), ont été déterminées pour les
cas suivants : Legendre, Legendre associée, Bessel, Chebyshev de premiere espece, Chebyshev
de seconde espece, Laguerre, Laguerre associée, Hermite, Gegenbauer et Jacobi. Ces résultats
sont regroupés sous la forme de tables en annexe 7.A. Cette annexe comprend neul tables pour
dix analyses de cas. En effet, bien que I’équation de Chebyshev de premiere et de seconde
espece se ressemblent (seul le parametre diftfere), nous avons traité ces deux équations comme
des cas séparés, et avons constaté que les résultats associé€s a I’équation de Chebyshev de se-
conde espece peuvent étre obtenus a partir des résultats associés a I’équation de Chebyshev de
premiére espéce, par la transformation n — /ny/n+ 2. Les tables de I’annexe 7.A montrent
que I’expression explicite générale des familles de surfaces obtenues est composée de plusieurs
termes. Rappelons que dans chaque analyse de cas du chapitre 5, nous avons illustré un cas par-
ticulier de surface obtenue en fixant les constantes. Par exemple, la premi¢re composante de la
représentation d’Enneper-Weierstrass de la famille de surfaces associées a I’équation de Bessel
(5.68) s’écrit

Fi=tre [ L (2222 3122 Y tog(2) — exptlog? () - oo 3()_(42~s;c-+2)i5
A 2Ty ) R map e R T e i T e T yg |,

alors que la premiere composante de la surface fixée donnée 2 titre d’exemple (5.73) se réduit

1 4 g
F)=_Re {log(z) - —]
2 :
0
Ainsi, nous sommes en mesure d’obtenir une expression explicite, pouvant étre programmée
dans un logiciel de calcul symbolique.

Le cas de I’équation de Bessel illustre bien que 1’expression explicite de la représentation
d’Enneper-Weierstrass ainsi que la description quaternionique ne s’écrivent pas nécessairement
en terme des PO considérés. Cela est db au fait que 1’association des coefficients de I’EDO
(4.67) avec I’EDO décrivant des PO (4.68) méne a des nouvelles EDOs décrites en (4.70) et

en (4.71), a résoudre pour les fonctions arbitraires 1 et . Cependant, les PO qui solutionnent
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I’EDO considérée apparaissent dans la forme explicite de la fonction d’onde ¥ = (¥, ¥,)7.
En effet, par définition, la premiere composante ¥, est la solution générale de I’'EDO (4.68),

alors que la deuxieéme composante s’écrit par la relation (4.65)

8‘1‘1

(6.1)

Cette relation fait intervenir la dérivée de la solution générale ¥, et a pu, dans chaque cas, étre
simplifiée par une expression strictement algébrique, en tirant profit de relations de récurrence
pour les PO qui sont bien connues. 11 s’agit d’un résultat nouveau, car nous étions incertains,
a priori, d’étre en mesure d’effectuer de telles simplifications.

Dans la section 5.2, nous avons vérifié la compatibilité entre 1la matrice de potentiel (4.61)
et la fonction d’onde (4.59) pour chaque analyse de cas, montrant que le PL (3.73) est satisfait.
Ces vérifications ont montré empiriquement la relation différentielle liant les composantes de

la fonction d’onde

oW1 (z) = x(2)d¥1(z) (6.2)

ou x est une des fonctions arbitraires de la représentation d’Enneper-Weierstrass. Cette relation
découle des égalités (4.62) obtenues du PL simplifié par transformations de jauges (3.73).
Aussi, la section 5.2 a permis de déterminer la forme explicite des fonctions arbitraires de la

représentation d’Enneper-Weierstrass en termes des coefficients de ’EDO (4.68)

n(Z)ZkJExp{—%/OZ%dé}, /E {/i—;a’é};(—?)dz, (6.3)

résultat présenté a la section 5.3.

Certaines analyses de cas du chapitre 5 ont nécessité la considération de restrictions sur
le domaine de paramétrisation du plan complexe et/ou sur les parametres de I’EDO étudiée.
Par exemple, I’équation de Jacobi (section 5.1.10) meéne & une surface s’écrivant en termes de
la fonction hypergéométrique ,F ((Vvi, v2; v3;z) possédant une représentation en série dont la
convergence doit étre assurée en imposant certaines contraintes sur ses parametres. Ces res-

trictions ne sont pas absolues en ce sens que le choix d’une représentation différente (une



160

intégrale de contour, par exemple) pourrait mener a des contraintes différentes. Dans le cas qui
nous intéresse, le domaine de convergence considéré pour I’immersion de la surface associée a

I’équation de Jacobi est

Dracobi = {& € C[|E] <1 et [§+1] <2[al},

ol « est un parametre complexe de I’EDOQO. Le calcul de certaines intégrales a pu étre faci-
liter en passant a une telle représentation en série. Cependant, ce passage a mené a d’autres
contraintes puisqu’il a forcé la tenue d’un test de convergence dans les calculs subséquents,
ajoutant de nouvelles contraintes sur le domaine de convergence de la paramétrisation et des
parametres de ’'EDO (voir (5.202)).

Nous avons mentionné en introduction I’'importance d’obtenir une représentation numé-
rique d’objets mathématiques, insistant sur les avantages que peuvent apporter la visualisa-
tion du comportement autrement caché dans des expressions mathématiques implicites. Dans
chaque analyse de cas, une image numérique de la représentation de la surface plongée dans
I’espace euclidien R? a été effectuée. Ces image ont été obtenues 2 Iaide du logiciel Mathe-
matica. Des essais ont d’abord été effectués pour programmer 1’affichage en représentation

intégrale par un code du type

(«xDéfinition des fonctions holomorphes \[Psi] et \[Eta]x)

\N[Psi] [N[Xi]l_] := flz];

\[Etal [N[X11_] := glz];

(% Composantes de F dans R"3 )

Fllx_,y_1:=1/2+xRe[NIntegrate[ (\[Psi] [\[Xi]1]"2-1)«*\[Eta]l [\[Xi]]l"2,

(\N[Xi], 20, x + Ixy}l];
F2[(x_,y_1:==1/2*Im[I«NIntegrate[ (\[Psi] [\[X1i]1]172+1)*\[Eta]l [\[Xi]]"2,

{(N[Xi] , 20, x + Ixy}ll;
F3[x_,y_l:=2+Re[NIntegrate[\[Psi] [\[Xi]]*\[Eta]l [\N[X1i]]1"2,

{(\N[Xi], 20 , x + I*xy}]l];

ParametricPlot3D[{F1[x,vy],F2[x,v],F3[x,y]}, {(x,a,b},{y,c,d}]
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Le probleme avec un tel code est qu’il demande a la machine d’intégrer les fonctions 77 et ¥
autant de fois que le nombre de points que contiendra la trace de la surface, multiplié par le
nombre de composantes. Le nombre d’opérations est alors élevé, d’autant plus si’on considere
que les fonctions a intégrer, soient 7 et ¥, ont dans certains cas elles-mémes une représentation

intégrale. Nous avons donc calculé la primitive des intégrales (5.1)

¢ ¢ ¢
I ::/ n’dz, b ::/ ¥’n’dz, kL ::/ xn? dz,
o ) )

afin d’exprimer la surface dans Mathematica par une expression du type (5.2)

T
1 1
F = <§Re(11 _12)aV§]Im(11 +[2),R€ (13)> = ]R3’

tel qu’illustré dans I’annexe 7.B. Cette stratégie a permis d’optimiser considérablement le
temps de calcul pour I’affichage d’une surface, passant de quelques heures a quelques secondes.
Nous avons présenté a la figure 5.10 une impression 3D de la surface associée a I’équation
de Gegenbauer, réalisée conjointement avec le département de Génie électrique et génie infor-
matique et le département de Génie mécanique de 1’Universit€é du Québec a Trois-Rivieres.
Plusieurs questions liées a la caractérisation des surfaces associées aux PO restent ou-
vertes. La surface (5.16) associée aux polyndmes de Legendre ne possede aucun pdle alors que
des pdles d’orde o € N se manifestent dans I’expression (5.147) décrivant la surface associée
aux polyndmes de Laguerre associés. Quelle est la structure de singularité de ces surfaces?
Les anses (trous) apparaissant dans certaines surfaces sont-elles li€es a ces singularités ? No-
tamment, les figures 5.3 et 5.4 présentées a la section 5.1.3 soulevent la question du genre de
la surface (genus). En effet, en exprimant la variable paramétrique sous forme polaire et en
considérant un angle 8 € [0, 7], nous obtenons une figure qui n’est pas centrée par rapport a
I’axe Fj (&), comportant une seule anse. En considérant un angle 8 € [0,2x], nous obtenons
une figure centrée par rapport a I’axe Fy (&), comportant deux anses, ce qui suggere que Genre
> 2. Les surfaces sont-elles bornées ? Peut-on exprimer les zéros et les optimums, s’ils existent,
en termes des fonctions méromorphes arbitraires de la représentation d’Enneper-Weierstrass ?

Quelles sont les symétries de ces surfaces ? Ces questions devront étre abordées de maniere
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analytique.

Des travaux futurs pourraient tenir compte de I’intervalle d’orthogonalité des PO dans
I’étude des surfaces qui y sont associées. Par exemple, il est bien connu que les polyndmes de
Legendre réels forment un systéme orthogonal sur I’intervalle ]-1,1[. Dans certains cas, nous
avons observé que cet intervalle décrit une courbe sur la surface. Quelle est la signification
géométrique d’une telle courbe ? Peut-on lier 1a courbure et la torsion décrivant cette courbe a
des propriétés intrinseéques de la surface ? Finalement, il serait intéressant d’étudier le compor-

tement de la surface lorsqu’une déformation est appliquée a celle-ci.



CHAPITRE 7

ANNEXES

7.A Sommaire des résultats du chapitre 5

Nous résumons dans cette annexe les résultats du chapitre 5 sous la forme de tables pré-
sentant la forme explicite des surfaces ainsi que les éléments du PL. Chaque table comporte
cinq parties : les fonctions méromorphes 1 (voir (4.70)) et x (voir (4.71)), les composantes de
la matrice de potentiel % (voir (4.61)), les composantes de la fonction d’onde W (voir (4.67)
et (4.65)), les composante de la surface F € R3 (voir (3.22)), et les composantes de la surface
F € su(2) (voir (3.65)).

Dans chaque cas, nous considérons le parametre spectral A € R\ {0}, les parametres de
I’EDO et quatre constantés d’intégration arbitraires ¢; € C\{0}, ¢2,k),kp € C. Pour plus de
clarté, nous utilisons la notation z* pour désigner le complexe conjugué de z. Nous identifions
les fonctions spéciales apparaissant dans les formules au bas de chaque table, accompagnées
des notations et des contraintes assurant la convergence de la représentation, lorsque cela est

nécessaire.



Tableau 7.1 Sommaire : équation de Legendre

d’o

»ndeLegendre:(1—z2)d—22—2z‘fi—?+a(a+l)w:0, aeN, z# L1,

<1 — _ LAzt
2 X="7 a2

2 2
_ Aizte _ c _ 1 {(A1zt0)
“U = — ]I_Z.’27 Upp = —A‘ l—lZ?" U1 = y C%(]—ZZ) ‘

1Pa(2) thoQalz),  Wo= ﬁzl' (k1 (Pa(2)(A2z+ c2) — Po—1(2)) + k2(Qa(2)(Aoz + ¢2) — @Qu-1(2))].

SRe (?; [As(6) — 02) +24%7]

e e
(=]
S

Fo = —gialm (i [4a(01 = #2) ~ 285, ).

Re ([(A1 — ) Tog(1—2) + (Af +¢2) log(1 +z)]§0).

=3 (181 = )82+ (A1 + e2)n]z, — ([(A1 — e2)ga + (A +C2)¢1]§0>* )

(610 0f,— e (& 410 o235 )

(lec? [(A1+e2)*01 — (A1 —2)¢2 —2A72] 20 - (C% (91— Mgo)* )

Polynémes de Legendre d’ordre v, 1% et 2°™ espéce.

a+l), A=ala+2), Az=2A%]—(a(a+1)+c)? ¢ =log(1+2), ¢ =log(l—z).



Tableau 7.2 Sommaire : équation de Legendre associée

e Legendre associée : (1 —zz)‘%" —2z‘fi‘; + ( (a+1)— ) w=0, a,meN, m#0, z#*1.
2
_ 15 @—¢)-Arto
X =7 2
2 2
_ B (o-¢)-Arter _ a4 (B 0-e)-azter)
IR 1—22 ) Uppg = — -2 up = g C%(l—zz)
'(2) + k205 (2),

( 2 I)m/l ante gmta+l

(5(01 = 62) — A2+ 02) i PR (2) + ko 0(@)] 1 Sy~ (o (= 1)% 4+ (2= D) i (22— 1))
(22 = 1)"/2 (e 0al2) + (2~ 1) £20a(2)) .

2
[%‘(q)l—(pz) 24A72( 24(0? + 203+ aM)z+12(c3 +2c0a + a? +2c202 + 203 + at) 9
 +A)Z +mi PP +3mP 92 (202 — 28+ mP9y) —m* ¢ — ¢ (1265 — 24c,A + A(12A— 7,225 - m?)
+12m2(cy + Ay + 3m §2) — 24mPALiy ((1 —z)/z))]go),

({; — )+ 2—5)—'2—2 (—24(a? +20° + a*)z+ 12(c + 20000+ o + 2c20° + 207 + a*) 9
y + A+ mt o]+ 3mP 92 (20 — 28+ m? ¢1) —m* 03 — ¢ (1265 — 24,4 + A(12A — 7,225 - m?)

+12m?(cy +A)dy +3m* ¢F) — 24m*ALi; ((1 —z)/2))}§0),

(1203 +0:(4(A=c2) = 2m201) + 01 (4(A+c2) +mP00)] ).




Tableau 7.2 (suite)

i

P =~z ([m292 + (4(A = 02) = 2020) + 01 (4(A+c2) + 201§

o+ ([m203 + 92(4(8 = c2) —2m20))+ 01 (48 + )+ mPo)]g ) )

4 ([} (01 —tog (1= )3, — 77 (&
+ot) )+ 6m(ca+A)9Z +m* @ +3m? 97 (2c0 — 2A+m? ¢1) — m*¢3 — ¢o(12¢3

[(—24(0% +203 + o)z + 12(3 + 2020+ (202 + 1) + 207
FA(128 7,225 m? = 24¢;) + 12m2(c3 + )1 +3m*9F) — 24mALi> ((1-2)/2))]3,) ),
(mlzc% [—24(0? +20° + a®)z+ 12(3 + 2000+ (22 + 1) o® + 207 + )@y + 6m*(cr + A)pF + m* 9}
+3m3(2c) = 20+ m*¢1) — m* 93 — 92(12¢3 + A(12A - 7,225 - m* — 24¢,)
+12m?(cy + A) @y + 3m* 93) — 24m>ALiz ((1 —Z)/2)}§0 + ([C% (61— %)]go) )’

? . Fonctions de Legendre associées, 18t et 2°M€ espece,  Lis : Fonction polylogarithmique.

oa+1), ¢r=log(l+z), ¢ =log(l-z).



Tableau 7.3 Sommaire : équation de Bessel

2
Bessel : 242 4220 4 (2 — pY)o =0, peC.

2
=15 (Plog@ -5 +er).

2
2
=1 (pzlog(Z)—%Jrc‘z), wp=—28 =41 (pZIOg(z)~7+Cz) :

Z

:
(i K,lch — A3+ %Zz) log(z) — c2p?log’(z) — & log* () — (4p* — 8 + Zz)%} 50) ,
2

§
n (% [(lch +c5— &> log(z) + c2p? log?(z) + §10g3(z) + (4p* —8c2 +z2)f—26} éo)’ F3=+Re ([cz log(z) + %zlogz(z) — Zﬂ €0> :

2 ENT
c)log z)\éO - (l {log(z) (c% — P;—*) + %(—8cz+4p2 +22) 4+ cap?log?(z) + %410g3(z)} ) )




Tableau 7.4 Sommaire : équation de Chebyshev
neN, 7# £1.

< . 2
n de Chebyshev de 19® espece!) : (1 — zz)‘zz(é’ — 242 +n’w =0,
Cl _ _in2¢+C2
172 X = A '
_ _n¢+o _ A _ 1 (P04cr)?
="z MT Ty MIT 1o

1Tn(2) + ko V1 — 2215 1 (2),

- (—kl (n?arcsin(z) +¢1)Tu(z) + %Tng (z) + (—kg(n2 arcsin(z) +¢;)vV1—72+ %ﬁ) T2,n-l)-
o 1 22 2 2. 42 nta3 ¢ ]

e [(), ct—c5)0+ncrp”— %5 ¢ ho , F,=—3

¢
Im (A%c, [(),20% +C%)¢ - n2c2¢2 + %(pﬂ éo)’

)L2Cl

T{Re ( [cz(p + "2_2(1,2} EO) .

Ao (o8, (foo 8 )).
; (Cl . (P‘EO)*-

ci i n é : = i n 5
_71¢‘§0+m (ﬁ [C%¢_H2C2¢2+;¢3]50> = e C%¢—n2C2¢2+_;_¢3}€0_

Polynémes de Chebyshev d’ordre n, 1% et 2°™ espece. ¢ = arcsin(z).
>btenir les résultats associés a I’équation de Chebyshev de seconde espece, il suffit d’appliquer la transformation n+— y/nvn+ 2.



Tableau 7.5 Sommaire : équation de Laguerre

eLaguerre:z‘fT‘;’-l-(l—z)‘fi—‘;’-l-aw:O, aeN, z#£0.

acie +co

X:

C z
. a+;21-e gy — e o — (acie i +cp)?e?
) =— 12 = 0= e

(2) +hoU(—a,1,2), Wo =+ [k (c2La(z) + D2La1(2) + ko (92 +¢2) U(—0t,1,2) — SEU(1 - 0,2,2))].

g g
ﬁ(}ﬂ +c3)Ei(z) + a’c|Ei(—z) +2ac210g(z)} 50), F3 = Re (/% [alog(z) + %El(z)} 50)‘

~
N
>—>|,__
o
—

2

i (AL [%Ei(z) -l-alog(z)}io +4 [%Ei(z) +alog(z)}§0 ) ,

1 : 1 [, i £
aEl(Z) — 7z [ﬁEl(z) +a2c\Ei(—z) +2aczlog(z)]é i
o - 0
¢
1 C% . 2 . g |
7 [C—lEz(z) +ac Ei(—2) +2aczlog(z)} b aE,(Z)
o

ynction gamma incompléete, fo : Polyndme de Laguerre associé, U(Vvy,Vvy,z) : Fonction hypergéométrique , 2°™ espece,

ction exponentielle intégrale.



Tableau 7.6 Sommaire : équation de Laguerre associée

n de Laguerre associée : zd 2+(a+1-72) ‘Z"-{—nw:O, a,neN, z#£0.

% Y
o X =z +c)

_ nagite _ é _ 1 (nargi+er)?
U2 = oo up = _lclz”““ ) Wy =z 2% e

L&)+ kU(—n,a+1,z),
[kl (((nc| O +¢2) —nc1z% )L (z2) + (n+ Ot)clzo“rle"zL,‘z‘_l (z))

+ho ((ne1 @1 +c2)U(—n, 0+ 1,2) —ne 2% e U (—n+1,a+2,2))].

£
[’1201 (al)? D ) —’14;)—"4'“—” + o ( 3= A%) 2 Eqni(—2) - 2”02(?2]5 )
0

|
A
oz - § o §
Im <1L { n*c)(a!)? Z‘:oZ,‘}:o F(pJ;z!lq!aw) - % (,12+c%)z “Egt1(—2) +2ncz¢2]§o>, F3= %Re ({n(pz— 2z "‘Ea+1(—z)] i )

o
F _ i Q.—af s Q,-ap A
2= —371 |:7’l¢2 - C—'I‘L o+l (_Z)] & + |:’1¢2 - E]—Z a+1 (_Z)] & ’
—_ 7 2 é *
(C]—)z_“Ea“ z)\iﬂ + 72 <[—n2c1(a!)2 g:ozz‘:ow#qﬁw) — 32 %Eq41(-2) +2nC2¢z] ) )

£
1 C(p+g—0z) & _
(m[ niei(al) Ly o Lo — a7 “Eani(—2 Hz”cm]gﬁ( T Ean(-9),) )

- . N A% A .z . < P > N
Fonction gamma incompléte, L,? : Polyndme de Laguerre associé, U(vy,vz,z) : Fonction hypergéométrique , 28™ espece,

>nction exponentielle intégrale. ¢ =I(a+1,2), ¢ =aly 7, r,E:_a +log(z).



Tableau 7.7 Sommaire : équation d’Hermite

’ i 2
Hermite : ‘2—“’ 2zd —2nw=0,neZ.
z Z
— 2n
xX= e ZO " ds
2 rz —s? 2 2 an? ;2 7 —g? 2
y = 2nét S € ds, qu:—lcle , Uy = 17eZ (Zoe $ ds) )

/ _22
k <e. H_, (z)—H- n(z)) (Fl(%+1,%,zz)+1F1(§,%,z2) zf)e_sz dS))

o (féo Zoe's ds - & dz+(f5 et ds et dz)*),

s eZd—ﬂ<%f¢ (fz - dS) Zdz) )

%fé( Zzoe—s2 ds) ¢ dz - (c%ffoezz dz)* )

1es d’Hermite d’ordre n, ,F g, : Fonction hypergéométrique.



Tableau 7.8 Sommaire : équation de Gegenbauer

n de Gegenbauer : (1 —z2 )71—“—’—(2a+1)d“’+n( n+2a)w =0, neN, aeC,

z# £1.
(1+Z)a+l/2 o _1_Az(1—Z)a+]/2(l+z)_a_l/2+cz
-2 ) X=7 o
1/2 1/2 2
 Mpto(lE)Y son (L) @172 W) M e n (1) Y
U2 = As ) U = —AC) (]_) ) W) =z CIA2

191+ k20712 (7 — 1)74 L2,

a+1/2

202 (2 = 1)1/ ((—A“f”z*” +(1/2- @)z 1)”) {ch:

A : oz+l/2+ 3 A4
L[ (B 4 et (i,

/_\

: £
c 21/2 a A2.2a+3/2 1/2— 62.21/2—[1
{ a3 95— xzc,Az ( e (1+2) / %P6 + g3 95 22002 ,
cl 21/2- a 1 A%Q‘H}/z 1/2—a c2 21/2- :
20043 KZCJA% 1-2a ( ) (p + “2a+3 ¢5 + 262AZZ )

€o
22 1/2 o é
Re [A2Z+ 2013 ¢5} 50




Tableau 7.8 (suite)

E_ 2!/2 a 5 1 72[/2 o *
)= 37 (A3 {A2Z+ 2043 ‘Z’S} (A—3 {Azz + S ¢5} ) ;
/ c:2!/2-@ 2]/2 a 1 A%_211+3/2 1/2_a {:2 2/ é *
\[ 2013 ‘Z’S} - —2 anl | 12 (142) b6+ Sa3— (Ps +20MA97 ,

0

€
1 A2.9G+3)2 g 22l/2-a o12-a 16
(Z¢ A7 [ e (1+2) /2406 + Larz 95 +202807 . - [_C'2a+3_¢5} & -
0

tion hypergéométrique. Ay =V4n? +8an+1, Ay =n(n+2a), Az =20 +1.
—1/2(A1 +1),1/2(A) — 1); 00+ 1/2;152) ¢ =, F | (—a—1/2A1,1/2A153/2— o, 15
1—1/2(A +1),1+1/2(A) — 1); 0 +3/2; 152), ¢ =, F 1 (1—o—1/2A1,1+1/2A1;5/2 -

)

Vo2 R (a+1/2,00+3/2; 00+ 5/2; 142) | 96 =F1 (—a—1/2,1/2—-;3/2~ o %)



Tableau 7.9 Sommaire : équation de Jacobi

undeJacobi:(1—zz)‘fT‘zo+(B—a—(a+ﬁ+2)z)‘fi—‘;+n(n+a+ﬁ+l)a):O, neN, a,f€C, z# E1.

_ _ B+1 c
(142 B(1 =g,y = ot gre

] _ A(z+ 1B g 4c) _ 13 1 (A(z4+ DB gn4c5)2
U22 = T B (1+0)BF (1)@ Hi2 = A(H—z)ﬁ“(l—z)““’ M= A B2 (1+2P T (1—get -

101 + 2%, (z— 1) "%y,

o B+1
o [_1”2% (2 (ZHI%H B2 4, a]+|)(1+2)ﬁ+l(1 "Z)a+'¢4)
ﬁ n 1
h (_zaAz (2731411+ B2 (2 — 1) 7%y +2%(~1)" (_0‘(1 + 9Py + TR 9P —z)‘PS)H

5 [(1+z)‘ﬁ (%ﬁ%—%@)f — = [§—§(B+1) d10 — 2a+2(2+ 1)-B (ﬁl_]]¢o+%¢7) _2C2A(ﬁ+1)¢8:|§0>,

b (=58 (1078 (1506 Fon)], + b (BB + 2200 52+ )78 (it + ¢7)—262A(ﬁ+1)¢3]§o),

o

%Re(< L 0208 4 Do — (e )8 (52054 307 )
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7.B Affichage numérique des surfaces

Plusieurs commandes en lien avec les fonctions spéciales sont implémentées dans le langage du
logiciel de calcul symbolique Mathematica. On y offre plusieurs outils liés a la géométrie dif-
férenticlle et a la théorie des groupes et des algebres de Lie. Pour ces raisons, notre choix s’est
arrété sur Mathematica pour I’affichage numérique des surfaces calculées dans cette étude.

Lorsque le parametre spectral est introduit dans la représentation d’Enneper-Weierstrass
(3.22), celle-ci représente une famille de surfaces solitoniques obtenues par la résolution du
PL. Cette famille est paramétrisée par ce parametre spectrale A. Dans le cas d’une surface
plongée dans I’espace euclidien R?, le parametre doit étre fixé & une valeur réelle pour obtenir
une surface en particulier. Cependant, cette surface décrit une famille de solutions si les pa-
rametres de 'EDO (vi, v,,... etc.) et les constantes d’intégration (kj,a;, j = 1,2) ne sont pas
fixés a priori. Nous devons donc fixer ces parametres pour obtenir une représentation tridimen-
sionnelle d’une surface en particulier.

La formule d’immersion (3.22) représente une surface plongée dans R>, A condition de
faire varier la borne d’intégration supérieure &. Nous devons donc fixer la borne d’intégration
inférieure & et faire varier & sur un certain domaine du plan complexe C. Nous considérons
les formes rectangulaire & = r 4 i@ et polaire & = re’® d’un nombre complexe, ot r,6 € R.
Dans le premier cas, nous faisons varier les parties réelle et imaginaire alors qu’avec la forme
polaire, nous faisons varier la norme et I’argument de la borne intégrale supérieure. Avec la
forme rectangulaire, nous intégrons sur un rectangle, alors qu’avec la forme polaire, 1’intégra-
tion se fait sur un disque ou sur une couronne (annulus). Les choix de bornes d’intégration et
d’intervalles doivent tenir compte de la structure de singularité de la surface. Un point trop pres
d’un point singulier produira une trés petite valeur ou une trés grande valeur.

L’ensemble de tous les points calculés

F(Vig, V2, 40; 057, 8) = (x0,0,20) € R (7.1)
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s’écrit
F={F(vy,, V2, -3 A0:E0;1,0) €R? | r € [a,b], 6 € [c,d], a,b,c,d € R fixés}  (7.2)

et représente une partie de la surface décrivant les solutions de I’EDO (4.68). 1l est bien connu
que le calcul intégral numérique fait appel a des méthodes d’approximation et nécessite une
quantité importante d’opérations. Par exemple, pour I’équation d’Hermite, nous avons obtenu

pour la premiere composante

& nos o
A@=; [ 0-2@m@d @)= [ a0

Le calcul de centaines (voir milliers) de points définis par des expressions de la sorte résulte
en un temps de calcul trop élevé. Pour pallier cela, nous calculons d’abord la primitive de
I’intégrale de chaque composante de (3.22), nous tirons profit du théoréme fondamental du

calcul intégral et calculons des points par une expression de la forme

ﬁ(v107v20;-'~;l0;€0;r76) = G(g) _G(g()) € R3a (74)

réduisant considérablement le temps de calcul (de plusieurs heures a quelques secondes). La

commande d’affichage Mathematica utilisée est
ParametricPlot3d[{ Fi[r, 0], F>[r, 0], F3[r,0]},{r,a,b},{0,¢,d}]. (7.5)

Nous présentons a la page suivante un exemple du code Mathematica utilisé pour afficher la
figure 5.6, soit un cas particulier de la famille de surfaces solitoniques associée aux polyndmes

de Laguerre, plongée dans I’espace euclidien.
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Code Mathematica pour I’affichage de la figure 5.6

\N[X1]0 =1 + I ; (xBorne inf. intégralew)
a = -3; (xBorne inf. ParametricPlotx)
b = 3; (*Borne sup. ParametricPlotw)
c = 0; (*Borne inf. ParametricPlot«)
d = 2%Pi; (xBorne sup. ParametricPlotw)
(* Composantes de F dans R"3 x)
Fllr_, \[Thetal_] := 1/2+Re[N[ExpIntegralEi[ (r+Exp[Ix\[Thetall)]l, 3]

- N[ExpIntegralBi[-(r+Exp[I*\[Thetall)]l, 3]

- (N[ExpIntegralEi[\[Xi]0], 3] - N[ExpIntegralEi[-\[Xi]0], 31)1;
F2[r_, \[Theta]_] 1= -1/2+Im[N[ExpIntegralEi[ (r+Exp[I+\[Thetall)]l, 3]

+ N[ExpIntegralEi[- (r+Exp[I*\[Thetall)], 3]

- (N[ExpIntegralEi[\[X1]0], 3] + N[ExpIntegralEi[-\[Xi]O0], 31)] ;

F3[r_, \[Thetal_] 1= Re[N[Log[ (r+Exp[I*\[Theta]])]] - N[Log[\[Xi]O0]1] ;
(* Affichage du résultat et configuration des options d’affichage )

ParametricPlot3D[{F1l[r, \[Thetal], F2[r, \[Thetal]], F3[r, \[Thetalll,
{r, a, b}, {\[Thetal, ¢, d},
AxesLabel -> (Style["\!\(\+SubscriptBox[\(F\), \(1\)I1\) (\[Xi])", Black],
Style["\!'\ (\+SubscriptBox [\ (F\), \(2\)]\) (\[Xi])", Black],
Style["\!\ (\*SubscriptBox [\ (F\), N(3\)]1\) (\[Xi])", Black]},
LabelStyle -> {20, Black}, TicksStyle -> (Directive[FontSize -> 20],

AxesStyle —> 201}]
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