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Introduction

On dit qu’une variable aléatoire obéit a une loi de Skellam si elle s’exprime comme la
différence de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes. Cette loi de probabilité
est ainsi nommeée en ’honneur du statisticien et biologiste John Gordon Skellam (1914-
1979), qui a été parmi les premiers a I’étudier (Skellam, 1946).

La loi de Skellam trouve des applications dans divers domaines. Elle a notamment
été utilisée pour modéliser la différence entre les scores de deux équipes sportives (Karlis
& Ntzoufras, 2003) ou la différence, avant et aprés un traitement préventif, dans l'indice
épidémiologique du cumul de nombre de dents cariées, absentes ou obturées. Hwang et
coll. (2007) ont employé la loi de Skellam pour mesurer la différence d’intensité des
pixels entre deux images numériques. Strackee & van der Gon (1962) évoquent une
application plus ancienne de cette loi en physique.

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier le comportement asymptotique des
estimateurs des parametres de dépendance des lois de Skeilam bivariées de premiere
et de deuxiéme espeéce introduites récemment par Genest & Mesfioui (2014). Dans un
premier temps, la loi limite des estimateurs des moments des parametres de dépendance
des lois BS; et BS, sera déterminée. Dans un second temps, nous aborderons I'estima-
tion de ces parametres au moyen de la méthode du maximum de vraisemblance. Des
résultats asymptotiques relatifs a ces estimateurs seront présentés et des simulations
seront employées afin de comparer l'efficacité de ces deux approches d’estimation dans
le cadre des lois de Skellam bivariées de premiere et de deuxieme espéce.

Ce mémoire est structuré comme suit. Au chapitre 1, nous rappellerons la définition
et les principales propriétés de la loi de Skellam univariée, qui comporte deux para-
meétres. Nous verrons ensuite comment il est possible d’estimer ces parametres par la
méthode des moments et par la méthode du maximum de vraisemblance. Les résultats
asymptotiques de Alzaid & Omair (2010) concernant le comportement limite gaussien
de ces deux types d’estimateurs seront rappelés. Nous montrerons aussi comment il est
possible d’exploiter ces résultats pour tester 1’égalité des parameétres de la loi de Skellam



au moyen d’un test du rapport des vraisemblances maximales.

Le chapitre 2 donne une description détaillée de trois modeles de Skellam bivariés
récemment, proposés. Dans un premier temps, nous décrirons et critiquerons le modele
introduit par Bulla et coll. (2012). Nous entamerons ensuite une étude exhaustive de
deux modeles de Skellam bivariés alternatifs, notés BS; et BSs, qui ont été suggérés
par Genest & Mesfioui (2014). Nous décrirons plusieurs propriétés de ces modeles et
verrons comment il est possible d’en estimer les différents parametres par la méthode
des moments.

Les principales contributions de ce mémoire sont présentées au chapitre 3. Nous y
verrons comment il est possible d’estimer les parametres des lois BS; et BS, par la mé-
thode du maximum de vraisemblance. Nous préciserons en outre les lois asymptotiques
des estimateurs des moments et a vraisemblance maximale des parameétres de dépen-
dance de ces modeles. Nous donnerons en outre des expressions explicites des variances
asymptotiques de ces estimateurs, dont nous explorerons 'efficacité asymptotique rela-
tive en termes numériques et graphiques.

Le mémoire se termine sur une courte conclusion et une annexe technique. Tous les
travaux cités sont énumérés dans la bibliographie.



Chapitre 1

La loi de Skellam univariée

Ce chapitre rassemble un certain nombre de faits connus concernant la loi de Skel-
lam univariée et les méthodes d’inférence qui lui sont propres. A la section 1.1, nous
rappelons d’abord la définition et les principales propriétés de cette loi discrete a deux
parametres. Nous présentons ensuite a la section 1.3 d’autres représentations de cette
loi. A la section 1.1, nous expliquons comment il est possible d’estimer les parameétres de
la loi de Skellam univariée par la méthode des moments et la méthode du maximum de
vraisemblance. Nous nous intéressons plus particulierement au comportement asympto-
tique des estimateurs a vraisemblance maximale. Nous verrons en outre comment il est
possible de tester 1'égalité des deux parameétres de la loi de Skellam univariée au moyen
de tests du rapport des vraisemblances maximales. La plupart des résultats présentés
ici sont repris de l'article de Alzaid & Omair (2010).

1.1 Définition et propriétés de base

Rappelons d’abord la définition de la loi de Skellam univariée, popularisée par Skel-
lam (1946) mais dont ’origine remonte en fait aux travaux de Irwin (1937).

Définition 1.1.1. Seoient Y1,Y> deux wvariables aléatoires de Poisson indépendantes
telles que E(Y1) = Ay et E(Y3) = Ay, On dit alors que la variable aléatoire X =Y, — Y,
obéit a la loi de Skellam de paramétres (M, Ay), notée S(A, A2). La fonction de masse
de X est donnée par l’expression suivante, valable pour tout x € Z :

[e’s] A\ )Is:

_g) = i)y e _(Aida)”

PriX =1z)=¢ ZPW > Ry

k=max(0,z)
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Par définition, la loi de Skellam est symétrique, au sens ou
XNS(/\l,/\Q) = —XNS(/\Q,/\l).

De plus, la fonction génératrice des moments de la loi S(A;, A2) est donnée de fagon
explicite en tout t € R par

Mx(t) = E(e”) = exp{—(A1 + A\g) + A&’ + Age™'}. (1.1)

Cette expression permet de calculer facilement les premiers moments de la loi de Skellam
univariée. kin particulier, on trouve

E(X) = /\1 - /\2, var(X) = /\1 + /\2. (12)

De plus, les coefficient d’asymétrie et d’aplatissement normalisé de la loi S(A;, Az) sont
respectivement donnés par

A1 — Ag 1

= gy Pe=34b
ﬁl (/\1 + /\2)'3/2 ﬁ2 + /\1 + /\2

La loi de Skellam possede en outre une intéressante propriété de stabilité par convo-
lution, tel qu’énoncé ci-dessous.

Proposition 1.1.1. Soient X;, ..., X, des variables aléatoire telles que X; ~ S( A1, Ai2)

5 5

pour tout i € {1,...,n}. Alors

zxpw(z&hz&g.
1=1 i=1 =1

Démonstration. Le fait que X; ~ S(/\“, Ai2) pour tout i € {1,...,n} entraine I'existence
de variables aléatoires de Poisson indépendantes, disons Y;; ~ P(Aa) et Yo ~ P(Ain),
telles que X; = Y;; — Yjo. Il en résulte que

w n .
ZX-,: = ZY'LI - Zyiz
i=1 i=1 i=1
Or, les variables Y3, ..., Y, étant mutuellement indépendantes pour k € {1,2}, on a

zm~P@p@.
=1 i=1

La conclusion s’ensuit. O
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1.2 Autres représentations de la loi de Skellam

La fonction de masse de la loi de Skellam peut aussi s’exprimer en termes de la
fonction de Bessel modifiée de premiére espece définie en tous x € Z et y > 0 par

v\ o (vP/4)"
h = (2) 5 0L
2 k; Kl (z + k)]
Prékopa (1952) montre en effet que si X ~ S(A1, A2), alors pour tout z € Z, on a
\ z/2
Pr(X —z) =M% (A—l) L, (2 /\1/\2> . (1.3)
2

Cette expression est rarement utilisée en pratique, compte tenu des difficultés de calcul
qu’elle présente. En conjuguant les formules (1.1) et (1.3), on peut toutefois déduire
certaines identités propres a la fonction de Bessel modifiée de premiere espece.

Commencons par rappeler quelques propriétés connues de cette fonction spéciale.
Pour tous A > 0 et x € Z, on a

yez yEZL
ainsi que
A - A2
LA == IZE T 1, — 1, 1.4
(M) (2) 0 1(T+ 4) (1.4)
ou
Gl =3
(b 2) =
o & KT (b + k)

est une fonction hypergéométrique régularisée et I'(-) dénote la célébre fonction Gamma
d’Euler, qui généralise la notion de factorielle.

Le résultat suivant énonce d’autres relations satisfaites par la fonction de Bessel qui
peuvent étre facilement déduites des formules (1.1) et (1.3).

Proposition 1.2.1. Pour tous A >0, Ay >0 el Aa >0, on a

\ z/2
Z (_1) [1'< /\1/\2> =Mt
Az

z/2
A
() (/) = - e
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/2
A
3o a? (A_D I, <2\//\1/\2) = { A1+ Ao+ (A = Np)? e

x€Z
> 2P, () = Ae
xEL
el
STzt (A) = A (BA+ 1),

€L

Démonstration. La premiere identité découle du fait que l’expression (1.3) est celle
d’une fonction de probabilité. Les deux identités suivantes sont des réécritures des
formules données en (1.2) pour la moyenne et la variance de la loi de Skellam univariée.
La quatriéme identité est un cas spécial de la troisieme obtenu en posant A\; = Ay = A/2.
La derniere expression découle du fait que le quatriéme cumulant de la loi est 3u2. O

Puisque la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce est liée a la fonction
hypergéométrique oF par 'identité (1.1), on peut en déduire d’autres expressions pour
la loi de Skellam univariée. En invoquant le fait que pour toute valeur entiere de z,

on trouve facilement que

Pr(X =z) = e M) F(a+1; M)
= 6_/\1_/\2/\2_1 OFI(; —r + ]., /\1/\2)
e MR (A ) O ENT OB |z + 15 A he). (1.5)

De fait, la formule (1.5) est plus naturelle que celle fondée sur la fonction de Bessel
modifée de premieére espéce puisqu’en procédant par simple conditionnement, on voit
directement que si la variable X = Y] — Y5 est tel que précisé a la définition 1.1.1, alors

Pr(X =2) = SO Pr(¥s Y, = 1|V = y) Pr(Y, = y)

yeN

= Y Pr(Yi=z+9)Pr(Ya=y)

yeN

> AAg)®
— —/\1—/\2/\1 ( 112
¢ L2 Tk

k=max(—x,0)

6_/\1_/\2/\1[ Opl(; T+ ]., /\1/\2)
en tout = € Z. De plus, on a immédiatement

e M\

Pr(X:I):(’—/\l/\foﬁ‘l(;x‘i‘l;()): 7
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en tout z € Z dans le cas particulier ot Ay = 0, c’est-a-dire quand S(A\,0) = P (\y).
Cette correspondance est moins évidente lorsque I’on se référe & la représentation fondée
sur la fonction de Bessel modifiée de premiére espece.

1.3 Estimation des parametres

Nous allons maintenant voir comment il est possible d’estimer les parametres de la loi
de Skellam par la méthode des moments et la méthode du maximum de vraisemblance.

1.3.1 La méthode des moments

Soit X1,..., X, un échantillon aléatoire de la loi de S(\1, A\2). Soient en outre
P B T
n n = i n n—1 — i n)

la moyenne et la variance de I’échantillon. La méthode des moments consiste a estimer
les paramétres A, et A, par les formules

(52— X,).

T

B —

~ 1 _ “
Marm = 5 (52 +X,), Aomm =

Ces estimateurs des moments sont sans biais. Toutefois, ils n’ont aucun sens lorsque
52— |X,n,| < 0, puisqu’ils conduisent alors & une estimation négative de A\; ou de A,.
Cette situation peut se produire, notamment quand 'un des parameétres est tres petit
par rapport a lautre, par exemple lorsque max(A;/Az, A2/ A1) > 10 comme mentionné
dans l'article de Alzaid & Omair (2010). Afin de résoudre ce probléme, on peut convenir
de poser l'estimation négative égale a zéro, dans lequel cas 'autre estimation est alors
égale a la valeur absolue de la moyenne.

1.3.2 La méthode du maximum de vraisemblance

Considérons & nouveau un échantillon aléatoire Xi,..., X, de la loi de Skellam
S(A1. Ag). La fonction de vraisemblance est donnée par

Bl 2
/\ i/
{6_/\1—/\2 (/\—;> 117 (2\//\1/\2)} .

—s

L(CB],...,ITL,/\],/\Q) = HPI'(XZ = IEZ') =
i=1

i=1
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Les équations a résoudre sont obtenues en dérivant son logarithme naturel par rapport
a Ap et & Ay, On utilise pour ce fait les relations

3].5(/\) = %I-E(/\)—}_I-Eﬁ-l(/\)a
L) = 2D 004 L),

valables en tout z € Z. On obtient ainsi

0
a—Al ln{L(I], P ,In, Al, AQ)}
RN s Lo, (2VA02) + Lo (2VA00:)
= —Nn _—
201 Ve S L, (2vA1%)
_ + n_f + AQ n ]$i+1 (2\/ /\1A2)
M VA1A i=1 1.»61- (2\/ /\1/\2)
et

iln{L(Il, . ,In;Al',AQ)}

8/\2
nE b g AL, (2VA02) + L (2VA00%:)
2 Vo I, (QM)
Mg L (V%)
\/mizl ]I? (QM) )

= —n —

expressions dans lesquelles T = (x; + -+ + x,)/n. Les estimateurs & vraisemblance
maximale A1 gy et Aopasy peuvent donc étre obtenus en résolvant les deux équations

non linéaires suivantes :

\ 3 ] . 2\/:\—:\/
nX, A noAX+1 < 1EMV A2E M\ )
2EMV Z

- — = — = =n (1.6)
MEMY VAiemvicemy =1 Ix, (2 MpmvAogmy)
et
M gary i Ix; 1 <2\/ /\IEMV/\ZEMV> . 0

\/ A Eamy Ay i=1 Ix, <2\/ :\IEZVIV;\ZEMV)

En multipliant I’équation (1.6) par Mewmy et I’équation (1.7) par Nogary, on obtient,
apres soustraction,
nX, —nAepmv +nhopmy =0
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ou encore
MeMmy = Mpmv + Xp. (1.8)

Puis, en substituant I’équation (1.8) dans ’équation (1.7), on trouve

;\2511/“/ + )_(n n Ix41 (2\/(;\2EMV + Xn);\,?EMV)

\/(:\2EMV + Xn):\QEAIV i=1 1x1(2\/(:\251\f1v + Xn):\2EMV)

=n. (1.9)

Par conséquent, on peut déterminer Mopav en résolvant ’équation non linéaire (1.9)
et, par suite, calculer Ajgasy en utilisant 'équation (1.8). En faisant appel a 'identité

0

v 0

oA
valide en tout = € Z, on peut aussi déduire Iestimation & vraisemblance maximale
Xopnmy de la formule (1.5) en résolvant ’équation non linéaire ci-dessous :

BG-z+ 1N =oF1( -7 +2;)),

o 0Bl X+ 2 Casny + K)o
(/\2EMv+Xn)ZO~1{’ + ’(AQE“V+ N )A2E1\1v} -
SoF X+ 1 (Aagmyv + X)) Aaemv )

1.4 Loi asymptotique des estimateurs a vraisem-

blance maximale

Alzaid & Omair (2010) ont montré que quand n — oo, la loi de l'estimateur
N, = (:\IEAJV;:\QEMV) du couple de parameétres A = (A1, Ay) est approximativement
gaussienne, d’espérance A et de matrice de covariance I3 ' /n, ou I, est la matrice d’in-
formation de Fisher dont 1’élément (7, k) est donné en tous j,k € {1,2} par

82
Liy(N) =E | ———In{L(MN)}| .
De facon plus formelle, ces auteurs ont montré que lorsque n — oo, le vecteur /7 (A, —
A) converge faiblement vers la loi A5 (0, 171 (A)).

Sous des conditions de régularité faibles, la matrice d’information observée ](;\) est
un estimateur convergent de I (A). Cet estimateur de type “plug-in”, viz.
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peut étre déduit comme suit au moyen de la formule (1.5) :
. 5?2
In(A) = _8—/\‘?lnL|/\1:;\l

n)_(«n 5 {OFI G X+ 1; Memv ey o Fy G X + 3; MEmv daeuv)
— + Ay Z

OFI(; X; +1; :\lEhiv:\QEAJV)
0F1(' Xi+ 2 MEmvdoemy)? }

1EMV

oF (X + 1, /\lEMV/\QE‘MV)

- 5‘2

B A Z oF1( Xi + 1 Mpmv aenv o Fr G Xo + 3 Mgmv Aoeny)
= Mgy = = =
: oF1GXs + 1 Mgy Aeemy)
3 oF1(; Xi + 2, Mipav Aaemy )’
oF1 (G Xs + 1, Mpav Aeemy ) ?

112(;\) = 121(:\)
82
“onan, L i,
_ Z OFl X + 2; /\]EMV/\QEMV)
TR GX+ L Memv daEmy)
N oFl( X+ 1, ;\1ENIV:\2EN1V)OF1(§ Xi+3; :\IENIV;\QENI\/)
= _/\lEMV/\QFMVZ = = =
i=1 oF1(Xi + 1; Mpmv A2gmy )
OFI(' Xi+2; ;\]E1\4\/:\2EAIV)2
oFl( Xi+1; /\lEM\//\QEMV>

Au vu de ces résultats asymptotiques, on peut donc obtenir des intervalles de
confiance approximatifs pour Ay et Xy, Si za/2 = ®71(/2) dénote le quantile d’ordre
«/2 de la loi normale centrée réduite, les intervalles ayant pour bornes

122 1 111

A+ ———, M Ezao| ——5
L e Iylog — 1% 2 rap Iy — Iy

ont un degré de couverture approximatif de 100 x (1 — a)%.
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1.5 Tests du rapport des vraisemblances maximales

Dans leur article, Alzaid & Omair (2010) expliquent aussi comment il est possible
de confronter les hypotheses

Ho : Les données sont issues de la loi S(A, ),
H; : Les données sont issues de la loi S(\1, Ag)

au moyen d’un test statistique.

Etant donné un échantillon aléatoire X1,..., X, de méme loi que X, la statistique
du test consiste a évaluer le rapport des vraisemblances maximales, & savoir

A o L(le"'aX’nn:\)
DXy, X, A )
ou L(xy,..., %y, ;‘\n) est la probabilité de I’échantillon calculée sous Hq en supposant que
A est égal & I'estimateur du maximum de vraisemblance, tandis que L(z1, ..., T, A1, Aa)

représente la probabilité de I’échantillon calculée sous H; au moyen des estimations a
vraisemblance maximale de A\; et A\y. Notons que sous Hy, la vraisemblance est

L(zy,... 20, A) = e 27N 1T oF1( T +1;0%),

i=1
ot Z = (z, + -+ z,)/n. La log-vraisemblance est donc de la forme

In{L(z1,..., 70, A)} = —20X + nZ In(\) + > In{oF1(;z; + 1; A7)}

1=1

L’estimation & vraisemblance maximale A de X est obtenue en résolvant 1’équation non
linéaire
2o (T + 2, 02)

0 nT
,—1 L Yoy 717/\ :—2 +—+2)\ =
oy L@z ) Y ?;loFl(;xiH;/\?)

= 0.

Par conséquent,

L(z1, .., Ty A) = €28 T o (2 + 15 42).
k=1

En revanche sous Hi, la vraisemblance maximale est donnée par

L(l‘], ey Ty 5\1, 5\2) = (f_nj‘linj‘gj\?i H oﬁ‘](; Z; —+ 1, 5\15\2).

i=1
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Il s’ensuit que la statistique du test est

—2In(A,) = —2| — 2nA + nX,, In(}) + ZIH{OFI(; X, +1;3%)

i=1

+ 1A+ nds — nX, ln(;\l) — Zln{oﬁ}(;Xi +1; Xl:\g)} .

i=1

Wilks (1938) a étudié le comportement asymptotique de la statistique —2In(A,).
Il a montré que cette derniére converge vers une loi du khi-deux a un degré de liberté
lorsque n tend vers I'infini. On rejette done Ho au seuil o si =21In(A,) > x7_o ;.

Lorsque I'on veut vérifier si le modele de Poisson est plus approprié que le mo-
dele de Skellam, on peut construire d’'une maniere semblable un test du rapport des
vraisemblances maximales permettant de confronter les hypothéses

Ho : Les données sont issues de la loi S(A,0), & savoir une P(A),
H, : Les données sont tirées de S(A;, A2).

Supposons pour ce faire que les valeurs prises par X, ..., X,, soient toutes entieres
et non négatives. La statistique du test est alors donnée par

L(Xy, ..., Xu N)

Ap = N
L(Xb s 7X7La /\la/\Q)
ou L(zy,...,x,, :\) représente la probabilité de I’échantillon sous Hg calculée en utilisant
'estimation du maximum de vraisemblance de A et L(zy,...,Z,, A1, \2) représente la

probabilité de I’échantillon sous H; calculée aux valeurs estimées de A; et Ay obtenues
par la méthode du maximum de vraisemblance. Sous Ho, A = = = (2, + - + z,,)/n
puisque les données proviennent d’une loi de Poisson. Ainsi,

-~

n
L(.’L‘l, < Ly /\) = 6_271:2:2‘7151/ H rLL|
i=1

Sous H,, on a toutefois

L(‘rl’.l‘/ s ):L.n):\l);\Q) = (,—"-;\1—”;\2:\115 HOFJ(;xi + 11 ;\1:\2)'

i=1
Par conséquent, la statistique du test est

n

—2In(A,) = —2| — 2nX, + nX, In(X,) — > In(X;!)

i=1

+ n:\] + n:\g — 72/\7,,7, 11’1(:\1) — Zln{oﬁﬁ(; Xi + 1; :\1:\2)} .

=1
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Pour n assez grand, la loi de la statistique —2In(A,) s’approche d’une khi-deux a
un degré de liberté. On rejette donc Hg au seuil o si —21In(A,) > x7_, ;.



Chapitre 2

La loi de Skellam bivariée

Quelques généralisations possibles de la loi de Skellam univariée ont récemment été
proposées. Ce chapitre donne un compte rendu de ces modeéles. Nous commengons par
étudier le modéle de Skellam bivarié introduit dans l’article de Bulla et coll. (2012).
Apres une breve critique de ce modele, nous examinons deux modeéles de Skellam al-
ternatifs récemment proposés par Genest & Mesfioui (2014). Nous présentons ensuite
plusieurs propriétés de ces lois de Skellam bivariées dites de premiére et de deuxieme
espece. En particulier, nous montrons que ces modeles sont stables par convolution et
monotones par rapport aux parametres de dépendance. Finalement, nous exposons une
fagon d’estimer les parametres de ces modeles par la méthode des moments.

2.1 Définition et propriétés de base

Nous commencons par définir la version de la loi de Skellam bivarié définie dans
'article de Bulla et coll. (2012).

Définition 2.1.1. Soient Ag > 0, A} > 0 et Ay > 0. On dit que le couple aléatoire
(X1, X2) suit une loi de Skellam bivariée, notée BS(Ag, A1, A2), st et seulement si

Xi=Y1-Y, X=Yo-Y

ou Yy, Y1 et Yy sont trois variables aléatoires de Poisson mutuellement indépendantes
telles que E(Y;) = A; pour tout j € {0,1,2}.



Chapitre 2. La loi de Skellam bivariée 15

La fonction de masse de (X;, X2) est donnée en tout (x,, ;) € Z? par

— — _ (M t+Ag) yx1 y 22 . (/\‘O/\‘l/\\Q)IC
P s e s e . 2 (z1 + k) (z + k)R

k=max(0,—z1,—x2)

Il est clair que les variables aléatoires marginales du couple (X, X3) suivent des
lois de Skellam univariées, a savoir X; ~ S (A, \g) et Xo ~ S (Ao, Ag). Puisque le
parametre g affecte les lois marginales X et X, il ne peut pas étre considéré comme
un véritable parametre de dépendance. Nous allons voir plus loin que les parameétres de
dépendance des lois de Skellam bivariées définies dans le travail de Genest & Mesfioui
(2014) n’affectent pas les marges.

Voici quelques résultats liés au modéle de Skellam bivarié de Bulla et coll. (2012).

Proposition 2.1.1. Soit (X, X2) un couple de loi BS (Ng, M1, Aa) pour certains choix
de parametres Ag > 0, Ay > 0, Ay > 0.

a() Ona E(_Xl,XQ) = (/\1 — /\0,/\2 - /\0) et

b) Le coefficient de corrélation du couple (X1, X3) est donné par
Ao
VOL+A0) (A2 + Ao)
c¢) La fonction caractéristique de (X1, X2) est donnée en tout (t1,ts) € Z* par

D1 xa) (B, 1) = M (ED Dhale? Dghale 11t H2-1)

corr (X1, X2) =

En utilisant la fonction caractéristique de (X1, X3) ~ BS(Xo, A1, X2), la fonction de
masse de (X, X3) peut étre exprimée en tout (z,,z,) € Z* par

1 b b B B
PI‘(X] = .Il,XQ = SL‘Q) = (27)2 / d)(/\'l./\'z) (tl,tg) € kxltl@ kzate dtl dtg.
En particulier, on a I'identité suivante :
/7‘( /77 e/\l(ek"l41)€A2(5‘1¢2_1)e’\0(5k”- kl'lfl)e——k;:z;tle—kyb dtl dtQ
JowJ -

> oA dg)*
= (92 2."(/\1+/\2+/\0)/\:c/\:c ( 0A1A2 '
(&) ! 2,?_:_0 (21 + k) (25 + Kk)IK!

La proposition suivante, due a Bulla et coll. (2012), donne une approximation de la
loi BS(Ao, A1, A2) par la loi normale bivariée.
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Proposition 2.1.2. Soient \g > 0, A\; > 0 et Ay > 0. Pour A\ et )y assez grand, on a
lapprozimation suivante :

/\]_/\0 /\1_/\0 /\0
Mo, A1, Ao) A '
BS(Xo, A1, A2) N2(</\2_/\0)’< Ao /\2—/\0))

2.2 Meéthodes d’estimation des parametres

Cette section est consacrée a I’estimation des parametres de la loi BS(Ag, A1, A2) par
la méthode des moments et celle du maximum de vraisemblance. Ces procédures ont
été développées dans 'article de Bulla et coll. (2012).

2.2.1 La méthode des moments

Soit (X171, X12), - .-, (Xn1, Xn2) un échantillon aléatoire de loi BS(Ag, A1, A2). Posons
_ 1 n _ 1 .
Xm:—ZXn, Xn2:_ZXi2
n.3 n;3

et
1 & — _
Sp12 = m L(Xi - X'n.l)(XzQ - Xn.z)-
) =1

La méthode des moments consiste a trouver les valeurs des parametres pour les-
quelles les moments théoriques sont égaux aux moments échantillonnaux. Au vu de la
proposition 2.1.1, on trouve

Xo=Sn2, A =Xu+A, A= Xu+ o

Notons que 'estimation par la méthode des moments de Ay n’existe pas si S,12 < 0. En
effet, ce modele induit toujours une dépendance positive entre les variables.

2.2.2 La méthode du maximum de vraisemblance

La fonction de masse du modele de Bulla et coll. (2012) est donnée en tous A =
(Mo, A1, A2) € (0,00)% et (z1,x2) € Z? par
= o)’

G(A z1,22) = AT AP '
(A, 21, 22) 1 A2 1§]<$1+k)!($2—|—/¢,)!k!
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Afin de maximiser la vraisemblance, on doit détermiuer les points critiques de cette
fonction. Le résultat suivant est utile a cette fin.

Proposition 2.2.1. Pour tout (z,,72) € Z*, on a

0 Ty Ao
—G(\ = —=G(\ — G(A 1 1
a/\l ( 1171:2) /\] ( >1‘1>$2)+/\1 G( aI+ a$2+ )7
0 z A
he G(A 11, 22) = /\_Z G(A, x1,72) + /\—2 G(A,z1+ 1,20+ 1)
et 9
—G(/\ Tl,l‘g) G(/\,Il—f—l,l'g—f—l).
g
Etant donné des observations (X1, X12) = (z11,Z12), -+, (X1, Xn2) = (Tn1, Tn2)

du modele de Bulla et coll. (2012), la fonction de vraisemblance du parameétre A =
(No, A1, A2) est donnée par

LX) = H Pr(X; = 2,4, Xy = 250) = g nothitA) H G(A, za, Tia).-

i=1 i=1

Lorsque I’échantillon est de grande taille, cette fonction de vraisemblance peut
prendre des valeurs extrémement grandes ou petites : elle prend souvent des valeurs
qui sont bien au-dela des possibilités des nombres a virgule flottante que les ordina-
teurs manipulent. C’est pour cette raison, entre autres, qu’il est d’usage de maximiser
le logarithme de la fonction de vraisemblance plutét que la fonction de vraisemblance
elle-méme. On obtient évidemment la méme solution en procédant ainsi, car le loga-
rithme de la fonction de vraisemblance £(A) = In{L(\)} est une fonction monotone
croissante de L(\). Par conséquent, si la fonction £(A\) est maximisée en ), il en va de
méme pour L(\).

Pour j € {0, 1,2}, la dérivée partielle de la log-vraisemblance par rapport a A; est
donnée par

0 0
— In{L = - — G (A 21, 240) -
8/\] n{ ( n+ Z /\ IllylZQ) a/\] ( y Lil 12)
En invoquant la proposition 2.2.1, on trouve
0 1 & /\0 i G(/\ T+ 1 , Lo + 1)
— In{L(AN)} = —n+—=> =,
2% ) A1 ; /\1 ?:I G (A T, Ti2)

5 B 1 n G(/\ T + 1, 7712+1)
o, IO} = —nk 3 s+ 3 Z G\.7i1,2:2)

25
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et
8 nG/\Izl—f—lIlg—f—l)
— In{L
dXo n{L(}) n+z G(X\ zi1, Z:2)

~

L’estimateur & vraisemblance maximale A\, = (/\no, Aoty Ana) de (Mo, A1, Ag) est donc la
solution du systéme d’équations suivant :

1 & Mo 2 GO, X+ 1, X0 + 1

= ZXM + = Z ( ! 2+ ) =n,
/\-nl i=1 /\nl i=1 (;(A X117X12)

1 :\nO G(/\n>le + 1, XzQ + 1)

:\nQ i=1 ;\'n2 =1 G(/\n.a Xil7Xi2)
GO Xa +1, X +1)

n
1y g y
3. S .

=1 G(/\n;Xil:le?)

Au vu de la troisieme équation, on conclut que
/\nl = Xn.l + /\nO; /\TLQ = XnQ + /\-n,O-

Si on tient compte de ces identités dans le systéme (2.1), on voit que le probleme est
entierement résolu dans la mesure ot I’on peut trouver numériquement la valeur de A,
telle que

~

2”: {( Mo

>4>

n0 + XTL-]) :\nO + XnQ)aXil + 1:)(7;2 + 1} o
{(:\n.Oa:\nO +Xn17:\0 +Xn2)7Xi1>—X712}

Le résultat suivant est démontré par Bulla et coll. (2012).

Proposition 2.2.2. Quandn — 00, \/n (A,—\) converge en loi vers une N3 (0, 171 (X)),
ot I (N) est la matrice d’information de Fisher 3 X 3 dont ['élément (j, k) est donné en
tous j,k € {1,2,3} par

82

—— In|L{\, (X1, X
8/\_'/—18/\[(—1 ln[ { ’( 1, 2)}]

Lik(A) = -E

Cette matrice peut tre estimée de facon convergente par I(}), ce qui permet de
construire des intervalles de confiance et des tests d’hypotheses.
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2.3 Modeles de Skellam avec véritables parameétres

de dépendance

Comme on ’a vu plus haut, le modéle de Skellam bivarié proposé par Bulla et coll.
(2012) présente un probléme conceptuel. En effet, le parameétre de dépendance g affecte
les lois marginales. Idéalement, il est préférable qu’il n’en soit pas ainsi. Pour éviter ce
probléme, Genest & Mesfioui (2014) proposent deux modeéles de Skellam bivariés qui
exploitent la notion de choc commun. Nous commencgons par présenter le modele de
Skellam & un seul parametre de dépendance.

2.3.1 Modele de Skellam bivarié de premiére espéce

Soient A11, A12, A21 et Aop des paramétres positifs. Posons A; = min(Ayy, Ag;) > 0.
Pour tout § € [0, \], considérons des variables aléatoires Yj, Y7 et Y, mutuellement
indépendantes telles que

Vi~ S —0,A12), Yo~ St —6,A22), Yo~ P(0).

7

Par convention, Yy = 0 lorsque § = 0. Soient Gy et Gy les fonctions de répartition

respectives de Y] et Y.

Définition 2.3.1. On dit que le couple aléatoire (X1, X2) obéit a la loi de Skellam
bivariée de premiére espéce, que l'on note BS1(0; M1, M2; Aa1, Ao2), si et seulement si

X1=Y1+Y,, Xo=Y,+Y.

Notons que dans ce modéle, le parametre § n’affecte pas les lois marginales de X et
Xo. Ce parametre peut donc étre considéré comme un indice de dépendance, d’autant
plus que, pour tous z7, 25 € R,

e 09k
k!

Hy(xy,@3) = Pr(X) < 21, Xy < 29) = Y Gro(zy — k)Gag(an — k)

keN

est une fonction croissante de 4, tel qu’on le montre dans la proposition suivante.
Proposition 2.3.1. Pour tous 21,7, € R et 61,0, € [0, \y], on a

6, <0 = Hyl(x,22) < Hyy(x1,12).
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Démonstration. Désignons par Fy la fonction de répartition de la loi de Poisson de
paramétre A — 6, ou A > 0 et 6 € (0, A). Il est facile de voir que pour tout k € N,
0 e~ =0 (X — h)*

o Fo(k) = Fo(k) = Fy(k — 1) = B

Il en résulte que pour tous =z € Z et j € {1,2},
0
950(x) = 55 Gio() = Gjo() — Gye(z — 1) 2 0.

Par conséquent, pour tout (z1,z,) € Z2,

O Foln, ) = 3 guo(es — K)Gan(a — )
v T _ L s
a6 o{T1, T2 keNgw I 20\ T2 X
6—00k
+ > Grolz1 — k)gag(z2 — k) ol
keN ’
6—00k
+ Z Glg(ll — k- l)Ggg(Ig -k — 1) il
keN :
e—@@k
— Z Gl()(Il — k)GQ(}(l'Q — k) k" .
keN -
Apres simplification, on trouve
0 e~ 0p*
— Hy(z1,22) = Y g1o(z1 — k)goo(x2 — k) > 0.
80 keN k'
Il s’ensuit que la fonction 8 — Hy(x1, ;) est croissante. O

A Dinstar de la loi de Skellam univarié, ce modéle est stable par convolution. Cest
la I'objet du résultat suivant, dont la démonstration est omise, puisqu’elle est en tout
point semblable a celle de la proposition 1.1.1.

Proposition 2.3.2. Soient X,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes telles que, pour tout 1 € {1,...,n}, X; ~ BS1 (0;; Mi11, hir2; Mia1, Nigz). Alors

ZXi ~ BS, (Z 9i;ZAi11,ZAi12;Z)\12172)\z‘22> .
i=1 i=1  i=1 2==1 i=1 i=1

Le résultat suivant donne une expression explicite pour la fonction génératrice de
probabilité du modele BS;(8; A1, A12; 21, Aoz). Cette formule peut étre utilisée pour
calculer les moments mixtes de ce modéle.
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Proposition 2.3.3. La fonction génératrice de probabilité de la loi de Skellam bivariée
BS1(6; A11, M2, Aap, Aao) est donnée, en tout (t1,ty) € (0,00)%, par
E(tf(lié(z) = exp{()\“ — 9)(t1 — 1) + )\12(1/t1 — 1)} X exp{()\gl — 9)(t2 — 1)
+)\22(1/t2 — 1)} X exp {9(t1t2 - 1)} .

Démonstration. Par définition, X; = Y; + Yy et Xy = Y, + Yy, ou Yy, Y7, Y5 sont des
variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que Yy ~ P(6), Y1 ~ S(A\;; —
6, A12) et Yo ~ S(Ay; — 6, \yg). Par conséquent, on a

E(t1;°) = E())E(t")E{(t1t2) "}

pour tous t1,t; € (0,00). En utilisant le fait que pour j € {1, 2}, Y; s’exprime comme la
différence de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes de parametres A;; — 6
et Ajo, on déduit en outre que

E(t;”) = exp{(A\j; — 0)(t; — 1) + A\ja(1/t; — 1)}

Le résultat découle du fait que E{(f;#,)"°} = exp{f(t;t2 — 1)} O

On a entre autres E(X;) = A\j; — Ajp et var(X;) = Aj; + Aj2 pour j € {1,2}. De plus,
0 Al

corr( Xy, X5) = < .
\/()\11 + A12)(A21 + A22) \/()\11 + A12) (A1 + Ag2)

Notons que la plus grande valeur possible de corr(X;, X3) se produit dans le cas
particulier ou X; et X, sont de méme loi, c’est-a-dire quand Aj; = Ao; = Ay et Ap =
Aoo = Ag. Dans ce cas particulier, on trouve
Al

COTI(X],XQ) = m s
1 2

qui est strictement inférieur & 1. En particulier, corr(Xi, Xa) = 1/2 si A\; = As.

2.3.2 Modéele de Skellam bivarié de deuxieme espece

Soient A1, A2, Aoy et Aoy des parameétres positifs. Posons A; = min{Aj1, Ag;) > 0.
Pour tout § € [0, A;], considérons des variables aléatoires Yy, Y7 et Y, mutuellement
indépendantes telles que

Y ~ SOt = 01, A = 62), Yo~ SOhar — 01, a0 — 2), Yo~ S(61,65).
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Définition 2.3.2. On dit que le couple aléatoire (X1, X3) obéit & une loi de Skellam
bivariée de deuzieme espéece, notée BSo (61, 02; A1, M12; Aa1, Aoz ), $i et seulement si

Xi=Y1+Y,, Xp=Yo+Y.

Dans cette construction, le vecteur de parameétre © = (6, 0;) n’affecte pas les lois
marginales de X et X, respectivement notées F) et F,. Lorsque 8, = 0, on voit que
Yo suit une loi de Poisson d’espérance 6, tandis que Y7 ~ S(Aj; — 6, A12) et Yy ~
S(Aa1 — 0, Ay2). Par conséquent,

BS1(01; M1, A12; Aar, Aga) = BSa(01, 0; A, Axz; Aar, Agg).

La fonction de répartition de la loi de Skellam bivariée de deuxiéme espece est donnée,
en tout (z1,2,) € Z?, par

Pr(X: < 21, X5 < 25) = Ho(z1,22) = Y Gre(z1 — k)Gao(z2 — k)ga(k),

kEZ

ou ge représente la fonction de masse de Yy. La proposition suivante montre la croissance
de la fonction © — Hg en ses deux arguments, ot la comparaison entre vecteurs se fait
composante par composante.

Proposition 2.3.4. Pour tous (z1,72) € R? et ©1, Oz € [0, \] % [0, X2], on a

91 S @2 = Hel (xl)a:Q) S Hez(l'hlé)'

Démonstration. En procédant de la méme maniere que pour la démonstration de la
proposition 2.:3.1, on voit que pour tout x € Z,

0
a8, go(z) = go(x — 1) — go(z)
et que, pour j € {1,2},
9]
gje(x) = 8—91Gj@(33) = Gje(z) — Gje(z — 1) 2 0.

Il s’ensuit que pour tout (z;,z7) € Z%, on a

5 .
%He(ll;ﬂh) = Z 91(—)(9«"1 - k)G2®($2 - k)g(_)(k)
1 keZ,
+ Z Gro(z1 — k)geo(T2 — k)go (k)
keZ
+ Z Gie(r1 — k)Gre(z2 — k)ge(k — 1)
ke

+ 3 Gro(z1 — k)e(z2 — k)go(k).

keZ
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Au terme de quelques calculs algébriques simples, on trouve

0

50, Ho(z1,22) = > gio(z1 — k)ge(z2 — k)ge(k) > 0.

keZ
De méme, 0Hg(x;,22)/08, > 0. On en conclut que la fonction © — Hg(xz1, z2) est bel
et bien croissante en ses deux arguments, tel qu’annoncé. O

Ftant donné que Y ~ §(0,0) correspond au cas ou Y = 0, on a, pour tous z;, 23 € R,
Ho o) (1, 22) = Fi(x1) Fa(12).

Ainsi la proposition 2.3.4 entraine que quel que soit © € [0, ;] x [0, A2], Hg est en

dépendance positive par quadrant (DPQ). Toutefois, il est possible de construire une
généralisation du modele qui permette de rendre compte d’une éventuelle dépendance
négative. Cette question fera l'objet de la section 2.3.3.

Les résultats suivants sont des généralisations des propositions 2.3.2 et 2.3.3.

Proposition 2.3.5. Soient X1,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépen-
dants telles que X; ~ BS2(0;1, 0i2; M1, Mz, M1, Mio2) pour tout © € {1,....n}. Alors

Z Xi~ BSs (Z b1, Z Oio; Z Ail1, Z Az, Z Aia1, Z /\7122> -
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Proposition 2.3.6. La fonction génératrice de probabilité de la loi de Skellam bivariée
BS3(0y,00; A1, A2, A1, Aaz) est donnée, en tout (t1,t2) € (0,00)%, par

E(t2) = exp{(M1 —01)(t1 — 1)+ (A2 — 8)(1/t) — 1)} x exp{(Ag1 — 6))
+(A22 — 02)(1/t2 — 1)} x exp[i(tita — 1) + 62{1/(t:t2) — 1}].

Démonstration. Par définition, on sait que I’on peut écrire X; = Y+ Y et Xo = Yo+ Y,
en termes de variables aléatoires mutuellement indépendantes Yy, Y7, Y5 telles que

Vi~ Sy = 01, A0 — B),  Ya ~ S(har — 01, has — B2), Yo ~ S(0,65).

Or pour j € {1, 2}, Y est la différence de deux variables aléatoires indépendantes ayant
des lois de Poisson de paramétres respectifs Aj; — 81 et Ajo — 6, ce qui permet de déduire
que pour tout (t1,%2) € (0,00)2,

E(t;”) = exp{(A1 = 01)(t; — 1) + (A2 = 62)(1/t; = 1)}.
Il s’ensuit que pour tout (#,,) € (0, 00)?,
B{(tit2)"°} = explfi(tit2 — 1) + 02{1/(ts12) — 1}],

ce qui permet de conclure. O
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En particulier, E(X;) = A;; — Ajg et var(X;) = Aj; + Ajp pour 5 € {1,2}. On peut
voir en outre que

01 + 0, < AL+ A
\/(/\11 + A2)(Aar + o) \/(/\11 + Az)(Az1 + Az

La plage de valeurs pour corr( X, X3) est donc plus grande que celle du premier modele.
En fait, corr(Xl‘,Xg) =1 est atteint lorsque X et X, sont identiquement distribuées,
c’est-a-dire lorsque A;; = Agp = A et Ajp = Agp = Ao, Eneffet, si 6, — A et 60, = Ny,
onaY; =Y, =0et X; = X3 =Y, presque slirement. Dans ce cas, les variables X et

corr( X1, Xy) =

X, sont comonotones.

2.3.3 Modeles a dépendance négative

Les deux modeles de Skellam bivariés décrits dans la section précédente peuvent
étre facilement adaptés pour tenir compte d’une éventuelle dépendance négative entre
X1 et X,. Ceci peut étre réalisé en exprimant X; et X, comme suit

Xi=Y1+Y, Xo=Y-Y, (2.2)
en termes de variables aléatoires mutuellement indépendantes Yp, Y;, Y5 telles que
Y1~ S — 01,012 = 02), Yo~ S(Ay — 0y, Apo — 01),

et }/0 ~ 5(01, 02) avec 0] < K = min(/\u, /\22) et 02 < Ky = min(/\lg, /\21).

Notons par G1e et Gy les fonctions de répartition respectives de Y; et Y. Soit gg
la fonction de masse de la variable aléatoire Y. La loi jointe de la paire (X, X,) est
donnée en tous 1,2 € R par

Ho(xy,72) = i Gro(z1 — k)Gael(zy + k) go(k).

k=—00
I1 est clair que ce modéle engendre une dépendance négative entre les variables X; et
Xs. En effet, par construction

(Xb —Xz) ~ 352(91,92; A1, /\12; 22, /\21)- (2-3)

Remarquons que pour ce modele, les parametres Ag; et Ayo n’apparaissent pas dans
le méme ordre que dans la définition du modeéle initial décrit par la construction 2.3.2.
Ceci vient du fait que —Ys ~ S(Aaa — 1, A91 — 2). En utilisant la proposition 2.3.4,
on voit que (X7, —X5) est DPQ et donc que la famille des couples aléatoires (X, X5)
obéit a la propriété de dépendance négative par quadrant. De plus, cette famille est
décroissante par rapport au parameétre de dépendance 8, tel qu’énoncé ci-dessous.
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Proposition 2.3.7. Pour tous x1,z5 € R et ©1,05 € [0, k1] X [0, k2], on a

@1 < 92 = Hel(l'],l'g) > }]@2(.1'1,1132).

Ce modeéle permet aux variables aléatoires X; et — X, de décroitre I'une en fonction
de l'autre quand elles sont identiquement distribuées, c’est-a-dire lorsque A;; = Ago
et Ajo = Ag;. Dans ce cas, la plus faible dépendance possible est obtenue en prenant
01 = A1 = A2 et O3 = Ajp = Aoy, Il en résulte que X; = — X5 = Y presque slirement ;
en d’autres mots, X; et X, sont alors comonotones.

Grace & la relation (2.3), on peut montrer que la fonction génératrice de probabilité
du couple aléatoire (X7, X,) définie par (2.2) est donnée en tout (t;,t:) € (0, 00)?, par

B(t'?) = B{y'ty (t1/0)")
exp{(A11 — 01)(t1 = 1) + (A2 — 02)(1/t1 — 1)}
X eXp{(/\21 — 91)(t2 — 1) + (/\22 — 92)(1/t2 — ])}
x exp{f(t1/ta — 1) + ba(t2/t1 — 1)}.

En particulier, E(X;) = X\j1 — Ajo, var(X;) = Aj; + Aj2 pour j € {1,2} et

0, + 6
\/(/\11 + A12)(Aa1 + Az)

corr( Xy, Xp) = —

2.4 Estimation des parametres des lois BS; et BS;

Soit (Xj1, X12), ..., (Xn1, Xn2) un échantillon aléatoire de la loi de Skellam bivariée
de premiére ou de deuxiéme espece. Comment peut-on en estimer les parameétres ?

Comme Romani (1956) I’a montré, les parameétres des lois marginales S(A1q, Aj2) et
S(Aa1, Aga) peuvent étre estimés par la méthode des moments en résolvant les équations

suivantes :

~ ~

/\nll - /\n12 = an; /\n2l - /\n22 = Xn2

et

/A\nn + :\n12 = 5727,1> /A\n21 + :\n22 = 522-

Dans ces équations,

_ 1& - 13,
szggXﬂ, anzﬁg)‘ﬂ
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et

Il en résulte que

i o So+ )_(-n,l 2 St — Xm
nll — 9 ) nl2 — 9 3
)\n21 - 2#27 /\77,22 = %2 (24>

La loi des grands nombres assure la convergence de ces estimateurs. Notons que
pour que ces estimateurs soient positifs, il faut que SZ; > | Xn;] pour tout j € {1,2}. Si
cette condition n’est pas vérifiée, on peut procéder comme Alzaid & Omair (2010) en
réduisant I'estimation négative & zéro, et en posant I'autre égale a | X,;|.

Il reste donc a trouver une facon d’estimer les parametres de dépendance des deux
modeles. C’est la question qui sera abordée dans les deux prochaines sections, au moyen
de la méthode des moments. Nous commencons par traiter le cas du modele de Skellam
bivarié de premiere espece.

2.4.1 Estimation du parameétre 6 pour le modéle BS,

Etant donné un échantillon aléatoire (X11, X12), - - -, (X1, Xna) provenant du modele
BS1(0; A11, M2; Aoy, A2), estimateur des moments du parametre de dépendance 6 est

donné par
. 1 o _ _
977. = S-n12 = Z(Xll - )(nl)(XiQ - Xn2)- (25>

n—1:*°

i=1

Ceci découle du fait que la covariance du modele BS1(8; A11. A12; Aa1, Ago) st exactement
6. Ici encore, la loi des grands nombres nous assure que cet estimateur est convergent.
Lorsque la taille de I’échantillon est faible, il existe toutefois une probabilité non nulle
que Sp12 < 0; dans ce cas, on peut poser 0, = 0.

Dans la pratique, une valeur négative de 5,12 suggere de considérer le modele de
dépendance négative décrit par (2.2). Comme nous avons indiqué & la section 2.3.3, cela
revient a supposer que (X;, —Xs) ~ BS1(0; A11, A12; Aa2, Aa1). Noter que cela n’affecte
pas les estimations des parametres marginaux donnés par (2.4). Comme cov(X;, —X5) =
6, —S,12 > 0 sera alors un estimateur convergent de 6.
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2.4.2 Estimation des parameétres ¢; et 6, pour le modele BS,

Lorsque les données proviennent du modele plus général BS (61, 02; A\11, A12; A2, A22),
deux équations sont nécessaires pour estimer #; et 8, par la méthode des moments.
L’identité cov(X1, X3) = 01 + 63 nous conduit a I'’équation d’estimation

Snl2 = ’971.1 + '9n2a

a partir de laquelle un estimateur convergent de § = #; + 8, peut étre déduit. Quand
n — o0, la probabilité que 5,12 < 0 devient négligeable. S’il s’avere néanmoins que
Sp12 < 0, c'est vraisemblablement que le modele (2.2) est plus approprié.

2.4.2.1 Cas Sn_lg >0

Afin d’estimer 8, et 6, sous la contrainte énl +§n42 = S.12, on doit disposer d’une seconde
équation. Celle-ci peut étre obtenue au moyen du résultat suivant.

Proposition 2.4.1. Supposons que (X1, X3) ~ BSa2(61,02; A11, A12; Aa1, Azz). Alors

cov(X1,X3) = (61— 02) +2(N\s1 — Ap2) (61 + 62),
COV(XIZ, XQ) = (0] — 92) + 2(/\11 - /\12)(0] + 92)

Démonstration. Par définition, on a X; = Y] + Yy et Xo =Yy + YY), ou Yg, Y7, Y, sont
des variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que Yy ~ S(81,63),

1~ S =0, e —02), Yo~ S(Aar — 01, App — 02).
Par conséquent,

cov(X, X2) = cov(Yy, YY) + 2E(Ya)var(Yp)
= E(Y{) + {2E(Y2) — B(Yo)}var(Yo) — {E(Yo)}*.

Ainsi expression souhaitée pour cov(X;, X2) est donnée par
E(Yo) = 91 - 92, E(YQ) == /\2] - /\22 — (91 — 92), V&I‘(Yo) == 9] + 92

et
E(Y) = (61 — 62) + 3(65 — 63) + (61 — 62)°.

La formule pour cov(X?2, X,) peut étre obtenue d’une maniére semblable. 0
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Les estimations des quantités cov(X?, X,) et cov(X;, X2) sont respectivement don-
nées par

v 2 2 2
Thi2 = Z i2 n2 le Snl_er)

et

3

2 2 V2
rzl X12 Sn.? - X‘I'L2>'

n2l -
i=1

Etant donné que /\nll — /\nlg = X, et /\ngl — /\n22 = X2, les estimateurs de 8, et 6,
s’obtiennent en résolvant I’équation

— ~ ~

1 " . _
5 (Thaz + Tho1) = On1 — Ono + (X1 4+ Xn2)(0n1 + 0n2)
et en tenant compte de la contrainte S,;2 = ém + 9n2. Les estimateurs possédent donc
une forme explicite, a savoir

~ 1 — - 1
077.1 = 5 {SnIQ(]- - X-n] - Xn,?) + 5 (Tn12 + Tn21>} )

A

1 . 1
O = 5 {Sn,lz(l + Xn1 + Xn2) — 5 (Th1a + Tn?l)} .

ncore une fois, il découle de la loi T res que ¢ 1 urs sont conver-
Enco fois, il découle de la loi des grands nombres que ces estimateurs sont conve
gents. Notons que si I'un d’eux est négatif, on peut le poser égal a zéro.

2.4.2.2 Cas 5,52 <0

Tel que mentionné plus haut, s’il avere que Sy, est négatif, il peut alors étre préfé-
rable de postuler un modéle de dépendance négative pour (X;, X,), défini par (2.2).
Cela revient & supposer que (X1, —X2) ~ Ba(01,602; A11, A12; Aoz, Aop). Noter que dans
I’expression de la loi, les parametres Ao et Ags ont été intervertis. Compte tenu de cette
situation, on peut facilement déduire de la proposition 2.4.1 que

COV(Xl, X22> = (01 — 02) — 2(/\21 — /\22)(01 + 92),
cov(X:, Xa) = (02— 61) = 2(A11 — M2) (61 + 62).

Les estimateurs de ces parameétres sont obtenus en résolvant les équations suivantes :

A ~ 1 A A _ _ A ~
Spia = —(0n1 + b12), 5 (Thiz — Tho1) = 01 — Ona + (X — Xn2) (0 + 62).

1l vient 1 1
en] = 5 {57712()(71] - X.n2 - 1) + 5 (Tnl2 - Tn?l)} > (26>
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~ —_ . 1
9n2 = {S’nIQ(XnQ - an - 1) - 5 (Tn12 - Tn21>} . (27>

DO =

Ici aussi, la convergence des estimateurs découle de la loi des grands nombres. Dans
le cas ou I'un de ces deux estimateurs est négatif, on peut le poser égal a zéro.



Chapitre 3

Contribution principale

L’objectif principal de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotique des
estimateurs des parametres de dépendance des modeles de Skellam bivariés BS; et
BS;. Le premier volet de ce chapitre est consacré a 1’étude des lois asymptotiques des
estimateurs des moments des parametres de dépendance des lois BS; et BS, identifiés
par Genest & Mesfioui (2014). Des expressions explicites des variances asymptotiques
de ces estimateurs sont données. La vitesse a laquelle ces approximations deviennent
valables est ensuite mesurée par voie de simulation.

Le deuxiéme volet du chapitre concerne I’étude des estimateurs & vraisemblance
maximale des parameétres des lois BS; et BS5. Dans un premier temps, nous présentons
les équations normales qui conduisent & ces estimateurs. Nous montrons ensuite la
convergence et la normalité asymptotique des estimateurs. Nous présentons en outre
des résultats de simulation permettant de valider les formules de variances obtenues.

Ce chapitre est structuré comme suit. Les sections 3.1 et 3.2 décrivent le compor-
tement asymptotique des estimateurs des moments des parametres de dépendance des
modeles BS;, et BS,. Les sections 3.3 et 3.4 montrent ensuite comment calculer les
estimateurs a vraisemblance maximale des parametres de ces deux modeles. Puis, leur
comportement asymptotique respectif est étudié dans les sections 3.5 et 3.6. Enfin, des
comparaisons d’efficacité entre les estimations des moments et du maximum de vrai-
semblance sont présentées a la section 3.7. Certains détails concernant le calcul de la
variance limite des estimateurs a vraisemblance maximale des parametres du modele

BS; sont consignés dans une annexe.
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3.1 Loi asymptotique des estimateurs des moments

des parametres du modele BS;

Le but de cette section est de déterminer la loi asymptotique de T'estimateur des
moments du parameétre de dépendance 6 du modele BS:(6; A1, Ao1; A1z, Aoz). Pour ce
faire, nous aurons recours au résultat suivant, qui énonce une version multivariée du
théoréme central limite et la transformation de sa limite par la méthode Delta.

Proposition 3.1.1. Soit X, X, ... une suite de vecteurs aléatoires mutuellement in-
dépendants issus d’une loi en dimension d dont tous les moments d’ordre 2 sont finis.
Pour toutn € N, soit X, = (X1 +---+X,)/n. Soit en outre u = E(X,,). Alors il existe
une maltrice 2 de taille d X d telle que, quand n — o0,

Vv (Xn — 1) = Ny(0,%).
Soit en outre h : R — RP une fonction dont la dérivée h' existe et est non nulle au
point . Alors, quand n — o0,

Vi {h(Xn) = h(u)} = Np(0, 1 (1) TS ().

En utilisant ce résultat, nous pouvons établir la loi asymptotique de I'estimateur
des moments défini par I’équation (2.5).

Proposition 3.1.2. Soit (X1, X2), (X11, X12), (Xo1, X22), ... une suite d’observations
mutuellement indépendantes de loi BS,. Soit 0,, l'estimateur des moments du parameétre
de dépendance 6 défini par I'équation (2.5). Quand n — oo,

v (B, — 0) = N(0,02),

ot
0’; = 0 + 02 + ()\11 + )\12)()\21 + )\22).

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que E(X;1) = E(Xj;) = 0,
et que var(X;) = var(X;s) = 1. Posons cov(X,1, Xi2) = v et, pour tout 1 € N, W, =
(Xi1, Xi2, X Xi2) T Pour tout n € N, soit en outre W,, = (W, + - + W,,)/n.

11 est clair que Wy, Wy, ... forment une suite de vecteurs mutuellement indépen-
dants de méme loi dont tous les moments d’ordre 2 sont finis. 11 découle donc de la
proposition 3.1.1 que, quand n — o0,

v (W, = T') = N3(0, %),
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ouI'=(0,0,v)7

1 7 E(X12X2)
= ¥ 1 E(X1X22)
E(X?X;) E(X1X7) E(XPX3) -

Considérons ensuite une application h : R®* — R définie, pour tout (z;, 2o, 3) € R3,
par h(xy,22,23) = T3 — T12,. Alors h{0) = v et

- - 1
6=h (W LleXﬂ - X'n.IXnQ,

i=1
ot Xp1 = (Xy1 + - + Xn1)/n et Xpo = (X21 + -+ + X,2)/n. En faisant appel a la
proposition 3.1.1, on se convainc facilement que, quand n — oo,

Vi {h(W,) = h(I)} = N(0,¢%),

ou c® =€ Xe et 5
= h =(0,0,1)".
6 8“} ( ) ( > ) )

w=0

Par conséquent, ¢ = E (X2 X%) — 72 = var(X1: X12).

Pour déduire ’expression de la variance asymptotique 0’ , il suffit de remplacer X,

et Xip par
Xy — BE(Xy) ot Xy — B(Xy)

v var(Xy) _ Vvar(Xs,)

dans ’expression de ¢?. Il vient

{X1 — E(X)} { X — E(Xy)}

v/ var(X7) v/ var(Xs)

2
0

o5 = var(X;) var(X,) var

Il s’ensuit que
op = var(X1 Xp) + {E(Xq)}?var(Xy) + {E(Xy) P var(X))

— 2E(X1)COV(X2,X]X2) — QE(.XQ)COV(XI,XIXQ)
+ QE(XI)E(XQ)COV(XI,XQ).

Afin de simplifier cette expression, on peut exploiter le fait que puisque (X7, X3)
obéit & une loi de Skellam de premiere espece, il existe des variables mutuellement
indépendantes Yy, Yi, Y5 telles que

Xi=Y+Y, Xo=Y+Y,
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On trouve alors

var(X1Xy) = 4var(Yo)E(Y))E(Ys) + 2E(Y)E(Y))
—2var(Yo)E(Y0)E(Y1) — {E(Yo }3E
+ 2E(YS)E(Y2) — 2var(Yo)E(Yo)E( 2)
—2{E(Y0)}’E(Y2) — [var(Yo) + {E(Y0)}]”
+E(Yy) — E(Y)E(Y2) + E(Yo)E(Y1) + E(Yo)E(Y2)
+{E(YD)}? + [var(Yp) + var(V1) + {E(Yo) + E(Y1) }F]
x[var(Yy) + var(Ya) + {E(Yy) + E(Y2)}?],

De plus,

cov(X1, X1Xo) = E(Yy)var(Y7) + E(Y7)var(Ys) + E(Y2)var(Yp)
+ E(Yy)var(Y7) + E(YF) — E(Yo)var(Yy) + {E(Y0)}?

et, par symétrie,

cov(Xa, X1Xo) = E(Yo)var(Yy) + E(Ys)var(Yy) + E(Y))var(Yy)
+ E(Y))var(Ys) + E(Y$) — E(Yo)var(Yy) + {E(Y0)}?.

Or, sachant que Yy est une variable de Poisson de parameétre 4, on a
E(Yo) = Va.I'(Yo) =46

et aussi
E(YE)S) = 03 + 302 + 6, E(Ybll) = 6 + 603 + 702 40,

Faisant en outre appel au fait que

E(X11) = Mi1— A2, var(Xu) = A+ Ao,
E(X12) = Xog — Ao, var(Xipg) = {\21 + A

et

E(Y)) = Ay —0— )y, var(Yy) = Ay — 0+ Apy,
E(YQ) = /\2] -8 - /\22; var(Yl) = App — g+ /\22,

on trouve, apres simplification,
0'92 = 92 +6+ (/\11 + )\12)(/\21 + /\22).

C’était ce qu’il fallait démontrer.
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Pour valider la formule de variance asymptotique 6; donnée dans la proposition 3.1.2,
100 échantillons de taille n de la loi de Skellam bivariée de premiere espéce ont été en-
gendrés en fixant

9 = 05, /\]] = 1, /\]2 = 2, /\21 - 3, /\22 =4.

La variance expérimentale 527’ de 8, a ensuite été calculée et comparée ag/n. La
procédure a été répétée pour chaque valeur de n € {100, 500, 1000, 1500,2000}. Les
résultats sont consignés dans le tableau 3.1, ot 'on peut voir que la correspondance est,
excellente, surtout pour les grandes tailles d’échantillon.

n Sy oZ/n  Ecart

100 0.200 0.217 0.017

500 0.039 0.043 0.004
1000 0.020 0.021  0.001
1500 0.0148 0.0145 0.0003
2000 0.0104 0.0106 0.0002

TABLE 3.1 — Ecart observé entre I'approximation asymptotique de la variance de 0,
et sa valeur moyenne observée sur la base de 100 échantillons de taille n, ot n €
{100, 500, 1000, 1500, 2000}

3.2 Loi asymptotique des estimateurs des moments

des parametres du modele BS,

L’objectif de cette section est d’établir la loi asymptotique des estimateurs des mo-
ments des parameétres de dépendance du modeéle de Skellam bivarié BS; donnés par (2.6)
et (2.7). Pour ce faire, nous allons étudier le comportement asymptotique du vecteur
des estimateurs des moments défini par (:),, = (én],éng).

Proposition 3.2.1. Soit (X1, Xa), (X11, X12), (X21, X22), ... une suite d’observations
mutuellement indépendantes de loi BSy. Soit (:)n = (0,1, 0,2)7 Uestimateur des moments

du parametre de dépendance © = (61,02)" de la loi, dont les composantes sont définies

par les équations (2.0) et (2.7). Quand n — oo,

Vi (0, —©) = N> (0,5g),

2 .

Y. — 0151 T9,0,
© o, o2
6162 25

o
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est une matrice 2 x 2 dont les termes, qui sont fonction des paramétres
po =01 =0, 1 =A1— A2, 2= A — As,

03 =01 + s, Uf = A1+ Ao, 0; = Ag1 + Ag2,

s’expriment comme suit :

5 1 13 5, 1 1 1 1 o4 1 445 1 53
5, = §M0+§Mo+ZMOM‘FZMOM—FEMM—gMM—gM#z‘FZM#z
1 5 s L g L o0 1 oy 1 55,5 3 55
+§‘70+§‘70+Z‘70+§‘7001+§”002+5000102+§0102
1 1 1
4 _2 4_2 4_2 2 4
+ - 0001 + 7 0005 + < + - oj0
4 7091 T 4 0002 T g 0102 T 9 0102
+§ 2+1 o 1 2 1 o 1 2
2:UOUO 2#001 + 2MOUQ + 4,“102 + 4M201
9 9 3
+ 4 pap20g — ZN]!QO'S + 16 pioias
3 999 3 99 3 9
+ 75 H20103 + g HIH3OT + T5 M0,
Ug__l +E2+1 +1 +1 _124__42+_33
b 2#0 3 Ho 4M0M1 4N0M2 8#1#2 8#1#2 8#1#2 4M1M2
1 11 1 4 1 1 1 3
+§ag+§ag+ZUS—Féa(Q,Uf—Féagag—kéagafag—kgafag
1 1 1
+ 1 agai? + 1 0803 + 3 a?a% + gafag
3 002 — = oo — X ot — ot — 1 o2
9 Ho0g 9 o0 5 009 1 H105 1 207
9 9 3
+ 7 M0 = 7 Ipiz0G + T2 110103
3 3 3
b hodod ol + o o,
13 5, 1 1 1 2, 4 g0 1 33
Tho, = T g Mo Mok T g flofia g Make o ke g Bk — o Hike
7 I g 1, L oo 1 ooy 1 5,
—gag—Zao—éaoaif—50002—5000102+§0102
1 1 1 1.
—ngdf—zggdg—gd?gg—ggfg
9 2, 9 S
— g Pk + ZMN?US ~ 16 H1719%2
3 3 3
— g M3010% — 1g MH30T — 5 HIM303:
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Démonstration. Pour tout ¢ € {1,...,n}, posons
Wi = (Xa, Xio, X1, Xy, XaXig, X Xio, X X5)

et pour tout n € N, soit en outre W, = (W; +- - - +W,)/n. Puisque Wy, Ws, ... forment
une suite de vecteurs mutuellement indépendants de méme loi dont tous les moments
d’ordre 2 sont finis, il découle de la version multivariée du théoréme central limite
énoncée a la proposition 3.1.1 que, quand n — 00,

Vn (W, —T) = N7(0, %)
ou I' et ¥ dénotent respectivement l'espérance et la variance du vecteur
W = (X1, Xo, X7, X2, X1 X2, X2 X0, X1 X3).

Considérons maintenant deux applications h; : R” — R and h; : R” — R définies, pour
tout (z1,...,z7) € R7, par

1 Ty + T — Loz — 124
hi(zy, 22, 23, T4, T5, Te, T7) = 5 {(15—I1$2)(1—I1—I2)+ 5 },

1 T7+ X — ToXy — T124
ho(z1, %2, T3, T4, Ts5, Te, T7) = B {(15 —x1z2)(1 + 21 + 22) — ! 7 ! }

On déduit alors immédiatement des équations (2.6) et (2.7) que

— A —

O = ha(Wy), b = ho(W,).

Si on traite le couple (hi, hy) comme une fonction h : R** — R?, on a alors

h(W,) = (b (W), ha(W,))T = 6,
En faisant appel a la méthode Delta, on conclut que, guand n — oo,

Vi {h(Wa) = h(I)} — Na(0, Ze),

ou la matrice ¥g = ¢ Se est déduite de T a ’aide d’une matrice ¢ de dimension 7 x 2
dont les deux colonnes sont données par

€& = Vhl(w> |w=r= (611,621,631,641765176617671),

€2 = th(w) |w=r: (612762275327642>€52;€62»€72>'
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Apres quelques calculs élémentaires, on trouve

€11
€21
€31
€41
€51
€61

De plus,

€12
€22
€32
€42
€52

€62

Il ne reste alors qu’a calculer les 49 éléments de la matrice de variance de W.
Compte tenu de la symétrie de var(W), il faut étudier 28 termes faisant intervenir des
moments mixtes de la forme E(X{Xé“), ou j,k € {0,1,2,3}. Pour ce faire, on peut
utiliser la fonction génératrice des moments de la loi BSa(61,62; A1, A21; A1z, A2e), dont
I’expression est obtenue en posant s; = e'* et s, = ¢'? dans la fonction génératrice de

1 [2{EC0))? + 4E(X)E(XS) — 2B(Xs) - 2B(X,Xs) — E(x3)],
§ [PECOY + 4E(X)E(X,) — 2E(X,) - 2B(X, X,) — E(XD)],
~1E(X),
L E(X),
21 - B() — B(G)),
1

€71 = Z .
$ [EOX3) — 2B(X,) ~ 2(E(X,))? + 2B(X, Xy)  4B(X,)E(X)],
1 (B3 — 2B(X) — 2(E(X,)) +2B(X,Xa) — 4E(X)E(X)],
JE(X),
B,
%{1 +E(Xp) + E(X,)},

B 1
=

probabilités énoncée dans la proposition 2.3.6. On a, pour tous 1,1 € R,

o(tr, t2) = exp{(An = B1)(e" = 1) + (M2 = ) (™ — 1)}

X eXP{(/\zl - 91)(€t'2 - 1) + (/\22 - 92)(€_f’2 - 1)}
x exp{f ("t — 1) + fh(e™" 72 —

Ainsi on a, pour tous 7,k € N,

BOAXE) = 2 ot 1) |
at{atg t1=0,t2=0
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On voit facilement que

9 bt ta) = H(ty, t)(t, 1),

oty
et 5
_ (,b(tl, 12) = K(tl7t2)¢(t1, t2)7
oty
ou
H(tita) = (1= 61)e" — Mz — o)™ + Brei+2 — gpetite,
K(ti,t2) = (Ao —01)e” = (Mg — br)e™ " + 61172 — foe™017",
et

R(tl,tg) = 91€t1+t2 — 926_t1_t2.

Posons en outre

H(tl,tg) = (/\11 — 91)6“ + (/\12 — Qg)e_tl + 916t1+t2 + 026_“_”,

K(t,t2) = (A1 — 01)€” + (Ag2 — fa)e 2 + 01 H12 4 fhe 1712

et
R(ty,tg) = 177 4 fpe™"1 72,

Il vient alors

a%H(tl,tQ) = H(t1,t3), -(%H(tl,tg) = H(ty,ts),
3K(t1 ty) = K(t1,t5) if((t1 ty) = K(t1,t2),
Oty ’ YT Oty ’ e
—a—H(t1 to) = R(ty,t2) iK(t1 ty) = R(t,ts)
Oty ’ T Ot ’ ’
et

3Er(tl t2) = R(t1,ts) if{(tl ty) = R(t1,t2)
Ots ’ YT ot ’ e

De plus on a, pour j € {1,2},

0 _ 0 -
8—75]- R(t1,t2) = R(ty,t2), 8—t] R(t1,t2) = R(t1,t2).

Par conséquent, on peut aisément exprimer 07T5¢(t;,t,)/0t,0t5 en fonction de ¢ &
travers les fonctions H, K, R, H, K et R. Il suffit en fait d’évaluer ces fonctions en
(0,0). On trouve ¢(0,0) =1 et

H(0,0) = 1, H(0,0) =0},

K(0,0) = 2, K(0,0) = o?
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et
R(0,0) = o, R(0,0) = op.

Ces informations permettent ensuite de calculer E(X7 X*) pour tous 7,k € {0,1,2,3}

en fonction des parameétres pg, w1, 42, 05, 03 et oa. Au bout du compte, on obtient les

expressions de o7, 052 et 05 5, annoncées dans la proposition. Le détail des calculs se
/1

trouve dans 'annexe. O

2 2
6, 62
100 échantillons de taille n de la loi de Skellam bivariée de deuxiéme espece ont été en-

Pour valider les variances asymptotiques o et o% énoncées dans la proposition 3.2.1,

gendrés en fixant
01 == 05 92 = 15, )\11 = 1, )\12 == 2, )\21 == 3, )\22 =4.

Les variances expérimentales Sgnl et Sgﬂ ont été calculées et comparées respectivement
a Ugl /n et 032/71. La procédure a été répétée pour chaque valeur de n € {100, 500, 1000,
1500, 2000}. Les résultats sont consignés dans les tableaux 3.2 et 3.3, ol I'on peut voir
que la correspondance s’améliore a mesure que croit la taille d’échantillon.

n S 002‘ /n Ecart
100 0.795 0.801 0.006
500 0.150 0.160 0.010

1000 0.075 0.080 0.005
1500 0.052 0.053 0.001
2000 0.038 0.040 0.002

TABLE 3.2 — Ecart observé entre I’approximation asymptotique de la variance de 9,7,1
et sa valeur moyenne observée sur la base de 100 échantillons de taille n, ou n €
{100, 500, 1000, 1500, 2000} .

n Sgnz 032 /n Ecart

100 1.107 1.101 0.006

500 0.223 0.220 0.003

1000 0.111 0.110 0.001

1500 0.074 0.073 0.001

2000 0.054 0.055 0.001

TABLE 3.3 — Ecart observé entre I'approximation asymptotique de la variance de éng
et sa valeur moyenne observée sur la base de 100 échantillons de taille n, ou n €
{100, 500, 1000, 1500, 2000} .
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3.3 Estimateurs a vraisemblance maximale des pa-

rametre du modeéele BS;

Nous allons maintenant examiner comment il est possible d’estimer les paramétres
de la loi de Skellam bivariée de premiere espece au moyen de la méthode du maximum
de vraisemblance. A cet effet, soit (X1, X12),. .., (X1, Xn2) un échantillon aléatoire
provenant de la loi BS)(8; A11, Aa1; A2, As2). Posons

A = (A]17A217/\]27A22a0)) A:l = (AII)AQI)) A? = (AIQ)AQQ)
et dénotons par
X; = (T11,. -, Tu1), X2 = (T12,. .. ) Tn2)
les vecteurs d’observations correspondant aux deux marges de la loi. La fonction de

vraisemblance de ce modele est donnée par

n
L(A, X1, XQ) _ e—n(x\11+/\12+/\21+/\22—9) H h(A7 i1, I'iQ))

i=1

ol, pour tout (z;;, T;2) € Z2,
h(A, 231, xi0) = Z 9,\1,9($z'1 - f’v’)g,\z,o(%z — k)ga(k),
k=0

avec gy(k) = 6% /k! et, pour j € {1,2},

[e'e) (/\]1 _ 0)1-{-7‘/\;2
D N P I

r=max(0,—zx)

(3.1)

On commence par énoncer deux résultats préliminaires.

Lemme 3.3.1. Pour tousz € Z et j € {1,2}, on a

8 X /\jg
— Q). = . 1),
Dhor 9x,.0(2) py— gx,0(z) + N 0 g 0(z+1),

0
aTjQ!JA]-,o(I) = gy ez +1),

0 0

a—gg,\j,o(-r) = —%9/\],0(@)

0

= gs(z) = go(z —1).
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Démonstration. Partant de (3.1), on remarque que

0 o0 z +7)( Ay — 0)FHINT
= 6(z) = Z ( jl 2
0/\jl r=max(0,—z) (I + T)!T!

z A
- 0 o+ 1).
A — 0 9n,.0(2) + Y- gy e(T+1),

soit la premiere identité. Les autres relations se déduisent de maniére semblable.

Lemme 3.3.2. Pour tout (x1,z;) € Z%, on a

T /\12
A = A h{A, z 1,z
a/\]] h“( ,.'131,332) /\]]_eh( ’xl’x2)+/\]]_9 7’( 7T1+ 7‘7'2)
9
—/\H_gh(A,:Ll—l,:cQ—l),
ih(Ax r2) = h(A,z1+1,25)
a/\12 y 1, A2 - s 1 y 42/,
0 T2 A2
a/\m h(A,.’E],.’EQ) /\21_9}1( l$],$~)+/\21_9h( ,$],$2+ )
9
- /\21 ) h(A,xl - 1,1’2 - 1),
ah(A:r zy) = h{A x1,20+ 1)
a/\22 y 1y 2 - y b1y L2 3
2h(A ) = — 9 h(A, zq1,29) — —— h(A, 21, 22)
90 y L1, X2) = W : L1, L2 o » L1, T2

Fh(A 2y — 1,25 — 1),

41

O

Démonstration. Ces identités sont de simples conséquences de la définition de h et du

lemme 3.3.1.

O

Ces lemmes jouent un réle dans la démonstration du prochain résultat, qui précise

les équations & résoudre pour l'obtention de I’estimation & vraisemblance maximale A,

du parametre A dans le modele de Skellam bivarié de premiere espece.

Proposition 3.3.3. Les estimations a vraisemblance mazimale des paramétres A1, Aa1,

A2, Agg et 8 sont les solutions des équations suivantes

- ~ = R n _
/\nll - /\77,.]2 = Anla /\n21 - /\n22 = Xn2;
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" h(An, Xi + 1, X
Qu = (A, Xy 2)=n, (3.2)
1 h(ATL;Xi]aXiQ)

7

" h /A\n,Xi ,X.L- +1

Qo = 3 M XaXet D) (33)
i=1 h(An,Xﬂ,X-ﬂ)
" h(An, X — 1, X — 1

Qns = 3 (A, X =l _ (3.4)

1 h‘(An',XilaX‘L'Q)

T

sous la contrainte 6, < min{A,11, An12).

Démonstration. L’estimateur & vraisemblance maximale de A est obtenu en résolvant
le systéme a cing équations suivant :

0
— In{L(A,x1,%2)} =0, - In{L(A,x1,%x2)} =0 5, ke {1,2}. (3.5)
oo 0Nk
En exploitant les relations énoncées dans le lemme 3.3.2, on trouve que, pour j € {1, 2},
o i 1 0
1 L A, s == — h A, i1y Ly - O,
5)\]'2 n{ ( XIIXQ)} n+; h(A,CCil,l'»z.z) a)‘j2 ( o IQ)

ce qui entraine que (1 = Q2 = n. On voit de maniére semblable que (),,3 = n et que

n)_(n.] )‘n.IQin enQnQ o
= — + = — = = — =N,
)\nll - en )\n]] - e-n )\n]l - en
n)_(nQ )‘n22 in en Qn.Q o
= — + — = =~ = "N.

)\n21 - en 5\n2] - én )\n21 - en

1l s’ensuit que 5\n11 — A2 = X et 5\n21 — An22 = X9, ce qui permet de conclure. [

En pratique, on commence par remplacer S\n]] par )_(m + 5\,7,12 et 5\n21 par )_(nz + S\HQQ.
Puis on résout le systeme non linéaire composé des équations (3.2), (3.3) et (3.4) en se
servant de

A, = (X1 + Az Az, Xz + Mgz, Anaa, én)

ce qui permet d’obtenir 5\n12, Aoz €t é.n.

3.4 Estimateurs a vraisemblance maximale des pa-

rameétre du modele BS,

Nous allons maintenant établir les équations normales permettant d’estimer les pa-
rametres A11, Ao, Ao, A2a, 81 et 8o par la méthode a vraisemblance maximale pour le
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modele BS;. A cet effet, soit (X11, X12), ..., (Xn1, X,2) un échantillon aléatoire prove-
nant de la loi BSy(61, 02; A11, A21; A2, Aea). Posons

A= (/\11,/\21,/\12,/\22,91;92)) /\1 = (/\11,/\21), Ay = (/\12,/\22), 0= (91792)
et dénotons par
X1 = (1117 ce ,I-nl), X2 = (112, ce 1In2)

les vecteurs d’observations correspondant aux deux marges de la loi. La fonction de
vraisemblance de ce modele, & savoir

n
EERREESYS VIR PRI VS PO S .
L(A,xl,XQ)—en( 11+AM 2+ 21+ A2 —0; Q)Hh(A7Ii1717:2),
i=1

dépend de la fonction de masse de (X, X,) définie en tout (z;,z,) € Z* par

h(A, z1,22) Z 9r.0(x1 — K)gr,e(z2 — k)ge(k)

k=—00

et ou, pour tout x € 7Z,
[ee] 91:+r9r
1 U

go(z) = Z m

r=max(0,—z)
et pour j € {1,2},

(A1 = 01)"7 (Mo — )"
(x + r)lr! '

o0
g/\j,e(x) = Z
r=max(0,—x)
Commencons par établir deux lemmes préliminaires.

Lemme 3.4.1. Pour tout x € Z et j € {1,2}, on a

0 x Ajo — 0

o, I olz) = py— gr,e(T) + " gnelr +1),
a/\iﬂgA],e(Z) = gy elr+1),

%QA]-,@(H?) = ‘a%jl 9,\],(—)(55),

o onele) = —onele+ 1),

et
0 0
8—9199(55)-‘99(55—1)7 0—9299(1)—99(27—#1).
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Démonstration. En partant de (3.6), on trouve, pour tout x € Z et j € {1, 2},

0 B (LE + T)()‘jl _ ‘91)1+T_1()‘j2 o 192)7'
IAj o ele) = szg(:o ) (z +r)ir!
z Aj2 — b2
Jy—" 90(7) + " gre(z+1),

ce qui conduit a la premiere identité. Les autres équations se déduisent de la méme
maniere. ]

Lemme 3.4.2. Pour tout (z1,7,) € Z*, on a

1 Ag — Oy
h(A = h(A, h(A, 1,
W (A, z1,72) W ( ,xl,x2)+/\11_01 (A, z1 +1,20)
2 0y
— h(A,zy — 1,20 —1 h(A 1 1
)\11_01 ( y T1 » L2 )+)\11_01 ( ,.T]+ ,.'If2+ )7
ah(Ax x9) = h(A,z1+1,29)
a)\12 s 41,42 — y 41 s 2/,
o To Aoo — Oy
h(A : = hA,x h(A, x1, 1
Oay (A, 21, 22) J— ( ,1‘1,1“2)4”)\21_01 (A, 21,22 +1)
b h(A 1 1) + b2 hA, 21+ 1,20+ 1)
— , X1 — 1, T — » T » L )
A1 — 6y Lo Aor — 6y Lo
Mo h(A,.zl,xg) = h(A,x1,29 + 1),
0 0
8—01 h(A,.’El,CEQ) = _8)\11 ]l(A,I],.’EQ) — —(9/\7 h(A, iE],IQ) + h(A,Il + 1,1'2 + 1),
0
aTh(A,Il,JTQ) = *}'L(A.,.T] + l,iEg) — h(/\,I],fEQ + 1) + h(A,.T] - 1,1‘2 — 1)
2

Démonstration. Pour démontrer la premiere identité, notons que

e 0
I (A, z1,22) k;m T 9 0(x1 — k)ar,e(zs — k)go (k)
I A1z — 03
= h(A, 21, z9) + hiANz:+ 1,z
)\11 - 01 ( 1 2) )\]] - 01 ( 1 2)
1 oo
- gn 0T — k)gr,e(xs — k)kge(k)
Ann — 6
T A2 — 0,
= h(A, 21, 22) + h(A,z; + 1,2
A — b, ( 122 A =6 ( : 2)
6, 9
- R(A, 2, — 1,29 — 1 h(A, 1, 1).
A — bt (A 2 )+)\11—91 (A 214122 +1)

Cette derniére égalité est vraie parce que kgo(k) = 61go(k — 1) — f2g0(k + 1). Toutes
les autres formules énoncées dans le lemme s’obtiennent de maniére semblable. O
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Armés de ces lemmes, on peut aisément déduire les équations qui conduisent &
I’estimation & vraisemblance maximale de A = (11, Ao1, A12, Aag, 01, 62). Le résultat est
énoncé ci-dessous.

Proposition 3.4.3. Les estimations a vraisemblance maximale des parameélres A1, Ma1,
A12, Aga, O1 et Oy sont les solutions des équations sutvantes :

~ A~

N 3 \ v
/\nll - /\n.]2 = Xn1> /\n21 - /\n22 = An27

" (A»,I,Xil - 17Xi2 - 1)

O = ; WA X Xa)
" (A, Xa + 1, X))

On ; h([\-mXil’X-iQ) -
=1 h(An)XiszQ)

Ous — ih(ﬂn,xﬂﬂ,xﬁﬂ):n’

h(Ann Xil7 Xi2)

Q
Il
—

sous les contraintes suivantes :

A~ A A~ A~

énl S mil’l(/\nu, :\7112)7 077.2 S min(/\n21-, /\n22)-

Démonstration. En invoquant le lemme 3.4.2, on voit que

0 0 0
% ID{L(A,Xl,Xg)} = ('9/\12 ll]{L(A,X],XQ)} = —a—/E ln{L(A,Xl,Xg)} = 0.

Il s’ensuit que Qn1 = Qn2 = Qn3 = Qna = n. On déduit ensuite que
”«)—(na n (:\n12 - én2)in B é-lenB n énQQ-nél

~ ~

/\n.ll - 977,1 /\nll - 071] /\n]l - 017,1 /\nll - 0711

n)_(n2 + (;\71.22 - én2)Qn2 é77,169713 + 077.2Qn4

/\n.21 - enl /\n21 - (9711 /\n21 - 071.1 /\n.21 - 071.1

A~ —

Apres simplifications, on conclut que Ap11 —An1z = X1 et Apo1 — Anaa = Xp2. Le résultat

:'n7

= n.

s’ensuit. O

Dans la pratique, on pose d’abord A1 = Xy + An12 et A21 = Xpo + Aoz, puis on
résout le systéme non linéaire formé des équations @, = Qnz = Qnz = Qg = n en
posant

A A~

/A\n = ()_(nl + /A\n127 :\n127 )_(n’Z + :\-n227 /A\-n227 en,lu 0112)7

ce qui permet de calculer :\.,-,,12, :\ngg, énl et éng.
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3.5 Loi asymptotique des estimateurs du maximum

de vraisemblance des parametres du modele BS;

L’objectif de cette section est d’établir la loi asymptotique de 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance A,, décrit dans la section précédente. Commengons par rappeler
que la fonction de masse d’une paire aléatoire (X, X5) obéissant a une loi de Skellam
BS; de paramétre A = (A1, A1, A1z, Ao, ) est donnée en tout (xq, ;) € Z* par

o0

FA 21, 22) = Gaso(er — k)Gage(ze — k) ga(k),

k=0
ot Gg(k) = 6%¢=%/k! pour tout k € N et, pour tous z € N et j € {1,2},
o (A — )TN
; o Dot A0) (A 32
I0(z) =€ 2 (@ +7)lr!

r=max(0,—z)

Proposition 3.5.1. Soit A, lestimateur & vraisemblance mazimale du vecteur A =
(M1, Aoty A1, Ao, 0) des parametres de la loi de Skellam de premiére espéce. Quand
n — 0o,

Vi (R = A) = N5(0, 171(A)),
ou I(A) est la matrice d’information de Fisher de taille dont I'élément I est donné,
pour tous j, k € {1,...,5}, par

]j,k = E{EJ(A/ X])XQ)ZIC(A> X]a XQ)}?

ot
lo(A, X1, X,) = F(A, X ffl(w/\)%gl,_){g()/\,XI)XQ) |
LA, Xy, Xy) = f(A’Xl-f)jf(X}h—)é()A,Xl,Xz),
LA, X1, Xy) = f(A’Xh)j-?(X, 21’—){2()/\,)(1,)(2))
et
(A, X1, Xo) m {FIN, X1 =1, Xy —1) = f(A, Xy + 1, X5)

—f(A, X1, Xa + 1) + f(A, X1, Xo) )
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Démonstration. 11 découle de la théorie asymptotique classique de ’estimation a vrai-
semblance maximale que, pour tous 7,k € {1,...,5},

0 0 .

Ij,k(A) = E oo ln{f(A7X11X2)}:— ln{j(AaXlaXQ)} 3
00; 00,

ol on pose par commodité 6, = Xy, 0y = A2, 03 = Aoy, 04 = Ao, 05 = 8. On vérifie

facilement que

0 .
ETR In{f(A, X1, X2)} = £;(A, Xy, X)
J

pour tout j € {1,...,5}, d’ou le résultat. O

En particulier, la variance limite de l’estimateur du maximum de vraisemblance
de 6 est donnée par le terme (5,5) de l'inverse de I{A). Pour vérifier la qualité de
I’approximation asymptotique, 100 échantillons de taille n de la loi de Skellam bivariée

de premiere espece ont été engendrés en fixant
= 05) A11 = 17 A12 = 2) AQI = 3’ A22 =4

La variance expérimentale S?n de 6, a ensuite été calculée et comparée A ang/n.
La procédure a été répétée pour chaque valeur de n € {100, 500, 1000, 1500, 2000}. Les
résultats sont consignés dans le tableau 3.1, ou I’'on peut constater que la correspondance
est excellente, surtout pour les grandes tailles d’échantillon.
n Sgn O-O;)MV /n Ecart
100 0.227 0.217 0.010
500 0.045 0.043 0.002
1000 0.022 0.021 0.001
1500 0.015 0.014 0.001
2000 0.011 0.010 0.001

TABLE 3.4 — Ecart observé entre I'approximation asymptotique de la variance de 0,
et sa valeur moyenne observée sur la base de 100 échantillons de taille n, ou n €
{100, 500, 1000, 1500, 2000} .

3.6 Loi asymptotique des estimateurs du maximum
de vraisemblance des parametres du modele BS,

Cette section a pour objectif d’établir la loi asymptotique de ’estimateur de maxi-
mum de vraisemblance A pour le modéle BS,. Rappelons que la fonction de masse de
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(X1, Xq) ~ BS2(0y, 09, A\11, Ma1; M2, Ago) est donnée en tout (x,x5) € Z?% par
[N, 2y, 20) = Z gn 01 = k)gas0(z2 — k)go(k),
k=—00
ou pour tout z € Z,

0140 - 077705
Jo(x) = e~ 1t02) > G

r=max(0,—xz)

et pour j € {1,2},

(Aj14+Aj2—01—02) i (/\jl - ?1)I+T()/\j2 - 92)T .
x+7)lr!

r=max(0,~z)

gre(@) =€

Proposition 3.6.1. Soit /A\n Uestimateur @ vraisemblance mazimale du vecteur A =
(A1, Aoty A12, Ago, 01, 64) des paramétres de la loi de Skellam de deuziéme espéce. Quand
n — 00,

V(R — A) = N5(0,171(A)),

ou I(\) représente la matrice d’information de Fisher dont l’élément (j, k) est donné,
pour tous j, k € {1,...,6}, par

Ly =E{(A Xy, Xo) (A, X1, Xo)}

ou
A Xy — 1, X)) — (A, Xy, Xo)
(A, X, X)) = .
bA, X, X) FOA, X0, X) '
f(A,X] + 17X2) - f(A7X]aX2)
AX X)) = ,
O5(A, X1, X2) FOA X0, X0) ;
f(A7X17X2 - 1) - f(A7X17X2)
l3(A, X, Xp) = ,
sl X, o) TR, X, %)
FIA Xy, X +1) — f(A, X1, Xo)
AX X
b X, o) FA, X7, Xz) ’
1
ES(AaXhXZ) = m{f(Auxl - 17X2 - 1) - f(AaXI + 17X2)
P b 17
— f(A Xy, X +1) + f(A, X1, X3)}
et
1

ls(A, X1, X2) = {fIA, X1 +1, X +1) = f(A, X5 — 1, X5)

f(A1X1,X2)
— f(A, X7, X2 — 1) + f(A, X1, X2)}-
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n S of /n Ecart
7l 1AMV

100 0.600 0.514 0.086

500 0.120 0.102 0.018

1000 0.062 0.051 0.011

1500 0.042 0.034 0.008

2000 0.028 0.025 0.003

TABLE 3.5 — Ecart observé entre I'approximation asymptotique de la variance de 01
et sa valeur moyenne observée sur la base de 100 échantillons de taille n, ou n €
{100, 500, 1000, 1500, 2000} .

Au vu de ce résultat, les variances asymptotiques des estimateurs de 6; et 65 sont
donc données par les termes (5, 5) et (6, 6) de I'inverse de I{A). Pour vérifier la qualité de
lapproximation asymptotique, 100 échantillons de taille n de la loi de Skellam bivariée
de premiere espece ont été engendrés en fixant

01 - 0.5,02 - 15, /\11 - 1, /\]2 - 2, /\21 - 3, /\22 - 4

Les variances expérimentales Sg et S? de 6, et ,, ont ensuite été calculées et
1

£ 0112
comparées respectivement & o2 ) /net ol /n.

Ormy fanry
Comme dans tous les cas précédents, la procédure a été répétée pour chaque valeur
de n € {100, 500, 1000, 1500,2000}. Les résultats sont consignés dans les tableaux 3.5
et 3.6, ou l'on voit que la correspondance s’améliore & mesure que n — 0.
n ngn ang /n Ecart
100 0.996 0.905 0.091
500 0.197 0.180 0.017
1000 0.097 0.090 0.007
1500 0.065 0.060 0.005
2000 0.049 0.045 0.004

TABLE 3.6 — Ecart observé entre I'approximation asymptotique de la variance de 0,2
et sa valeur moyenne observée sur la base de 100 échantillons de taille n, ou n €
{100, 500, 1000, 1500, 2000} .
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3.7 Comparaison entre les deux approches

Cette derniére section explore brievement la question de savoir si la variance asymp-
totique de I'estimateur du maximum de vraisemblance 6%, du paramétre de dépen-
dance de la loi de Skellam bivariée est plus petite ou non que la variance asymptotique
62, de Pestimateur des moments.

La réponse peut évidemment varier selon que I'on considére la loi de Skellam de
premiere ou de deuxieme espece. Elle peut aussi dépendre des valeurs des parameétres
marginaux. A des fins de comparaison, on se limitera ici au cas ou

/\11 - 17 /\12 - 2, /\21 = 3, /\22 - 4 (37)

La figure 3.1 montre le comportement de 6;MV et de 60?”1” lorsque # varie dans
intervalle [0.05,0.95] dans le cadre du modele de Skellam bivarié de premiére espece.
Comme on peut le constater, 6§Mv < 6;MM si # < 0.28 (environ) et le contraire se

produit quand 6 > 0.28. Il seinble donc que l'estimateur des moments soit plus effi-
cace que celui du maximum de vraisemblance (pour cette combinaison de parameétres
marginaux), ce qui est un peu étonnant a priori. La contrainte # < min(A11, A12), qui
fait en sorte que ’espace paramétrique n’est pas carré, invalide sans doute la borne de
Cramér—Rao—Fréchet. Si tel est le cas, on ne s’étonne pas que 'EMV soit inefficace.

Variance asymplotique

Paramétre

FIGURE 3.1 — Variance asymptotique de deux estimateurs du parametre de dépendance
6 dans le modele de Skellam bivarié de premiere espéce lorsque les parameétres marginaux
sont tels que donnés en (3.7). En rouge : estimateur a vraisemblance maximale ; en bleu :
estimateur des moments.
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FIGURE 3.2 - Différence entre la variance asymptotique de deux estimateurs du para-
metre de dépendance #; dans le modeéle de Skellam bivarié de deuxiéme espece lorsque
6, € [0,1] et 85 € [0,2]. En bleu : zone ou l'estimateur des moments est moins efficace.

Le méme phénomeme se produit lorsque I’on compare 'eficacité asymptotique des

estimateurs des moments et a vraisemblance maximale des parameétres de dépendance 6,

et 8, dans le modele de Skellam bivarié de deuxieme espéce. La différence 53-»:/\1 - &g_w
3 M A 7 M

est tracée en fonction de 0, et de 05 dans les figures 3.2 (pour j = 1) et 3.3 (pour j = 2).

Cette différence peut étre positive, négative ou nulle, selon les valeurs de ) et 6.

FIGURE 3.3 — Différence entre la variance asymptotique de deux estimateurs du para-
meétre de dépendance 0 dans le modeéle de Skellam bivarié de deuxieme espece lorsque
6, €10,1] et 65 € [0,2]. En bleu : zone ou 'estimateur des moments est moins efficace.



Conclusion

Ce mémoire est consacré a 1’étude du comportement asymptotique de différents
estimateurs des parametres de dépendance des lois de Skellam bivariées de premiére et
de deuxieme espéce récemment proposées par Genest & Mesfioui (2014).

La premiére contribution originale de ce travail a consisté a montrer que les es-
timateurs des moments présentés par Genest & Mesfioui (2014) sont convergents et
asymptotiquement gaussiens. Aprés avoir déterminé de facon explicite les variances
asymptotiques de ces estimateurs, nous avons validé nos calculs par voie de simulation.

La seconde contribution originale de ce travail porte sur I’estimation des parameétres
de dépendance des lois de Skellam bivariés de Genest & Mesfioui (2014) par la mé-
thode du maximum de vraisemblance. En plus d’avoir montré comment calculer ces-
estimateurs au moyen des équations normales, nous avons établi leur convergence et
leur normalité asymptotique.

Enfin, le calcul explicite des variances limites des estimateurs des moments et du
maximum de vraisemblance nous a permis de réaliser une étude numérique de 'efficacité
relative de ces estimateurs dans le contexte des lois de Skellam bivariées de premiere et
de deuxieme espéce.



Annexe

Pour calculer les moments de la forme E(X{X%) pour tous 7,5 € {0,1,2,3}, on a
recours a la fonction génératrice des moments bivariée, définie pour tous t;, {3 € R, par

Bt tz) = exp{(hny — 01)(" — 1) + Az — )™ — 1))

xexp{(Aa1 — 01)(e"” — 1) + (Ngp — f2)(e™" — 1)}
X exp{fy ("t — 1) +by(e7" 7 — 1)}
En effet, on a
(X'Xj) iti ( )
BE(Xi1X3) = ————¢(t1, b2 .
: Btiot) L0t

On a d’abord, pour tous ty,t; € R,

i ¢(tla t2) = H(tl’tQ)(p(th tQ)’ i ¢(t11t2) = K(t17t2)¢(t17t2)7

(9t1 8t2
ou
H(tl,tg) = (/\11 - 01)6“ - (/\12 - 92)6#“ + 01€t1+t2 - 026*“*,12,
K(tl,tg) = (/\21 — 01)6t2 — (/\22 — Qg)e_tz + 91€t1+t2 — 02€_t1_t2,
et

R(tl,tg) = 01€t1+t2 - 02€_t1_t2.

Définissons aussi, pour tous ty,t, € R,

.[?(L:l)tQ) e (A]] — el)etl _+_ (AIQ _ 02)6_‘!1 _+_ 916t1+l.2 _+_ 026‘t1_t2’
R(tl’tQ) = (Ao — 0)e? + (Ngg — Bh)e 2 + g1tz + Gpe~t17t2,

et

R(tl,tg) = 01€t1+t2 -+ 026_“*1:2.
On se convainc facilement que

0 - 0 =
a—tlf[(t],tg) - ]‘[(tl,tg), a—tQH(tl,tQ) = R(tl,tg),
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0
— H(t),ty) =

o, Hty,t,),

o _
a_tl K(tl, tg) - R(tl,tg),
et

o -
— K(t1,1y) =
atl (tla 2)

Pour 7 € {1,2}, on a en outre

0
ot;

R(ty,1s),

——R(t1,t2) = R(t1,15),

o4

0
a_ ]{(tbtz) = R(t17t2)7
2
ath—R@t)
atg 1, 42) — 1542/,
9 Rtty) = Kb, 1)
atQ 15462 1,02
-zmtﬂ—Rtﬂ

Il est donc clair que 0" ¢(t,,t,)/0t,dt] s'exprime en termes de ¢ et des fonctions
H., H, K, K, R et R. 1l nous reste & évaluer ces fonctions au point (0,0). On trouve

¢(0,0) =1, H(0,0)=
et
K(0,0) = 2, K(0,0)= o2,
Il s’ensuit que
0
E(X:) = ot b(t1, t2) =
1 (t1,t2)=(0,0)
2 0
E(X;) = o(t1,t2)
: o " =00
3
E(X3) = ——é(t,t
( l) at‘% ¢( 1 2) (01,42)=(0.0)
4 o
E(X}) = o(ty,t
(X7) &?hzmmwm
0
E(Xp) = e o(t1,t2)
2 (t1,t2)=(0,0)
2
E(X2) = ty,t
(Xa) 6t2 ot t2) (t1,t2)=(0,0)
3 o
E(X5) = ty,t
(X3) &M“QMWHW
4 o
E(X5) = ty,t
(X2) ot ot t2) (t1,£2)=(0,0)

H(0,0) = o2
R(0,0) = Mo, R(O O) = 0'0
- lu’17
= u% +ai?,

= 4p? + i + 0% + 30t + 6uiol,
= M2,

= p + 03,

= L2 + s + 3203,

= 4p3 + iy + 05 + 303 + 6303,
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et
02 9
(X, X,) = — o(tg,t — to?
(X1X2) D110t o(t1,12) (12 £2)=(0.0) K12 0
2 83 2 2 2
E(X7X,) = 2—¢'(t17t2) = po + pipe + 2105 + peoy,
01101, (12,42)=(0.,0)
3
B(X1X3) = 5550t t) = pio + pajy + 2004 + 03,
Ot 013 (t1,42)=(0,0)
B(X{X3) = oaa5¢(t,t2) = 2popn + 2popz + i + 05 + 205 + pioy
ot10t; (t1,42)=(0,0)
+ p307 + dpn o0,
o .
E(X7Xz) = = o(t,t2) = 3pop + pmape + pp
Ot10t, (1,62)=(0,0)
+ 05 + 30507 + 3uios + 3upao.
o
E(X:X3) = .98 P(t1,12) = 3popa + 12 + p1/
ot,0t3 (t1,t2)=(0,0)
+ 03 + 30505 + 31508 + 320,
On trouve aussi
32 °
e 0t30t3 (11,62)=(0,0)
_ ¢ 2 2 3.2 2 2 2
= o+ 3popy + papy + pypy + 6poog + 3peoy + 2pa0y
+ 3u10§ + 6105 + P05 + u?ag
+ 6o 2 + Bpua 307 + 64l oy + 3 otoy + 6pogar,
5
E(X2XD) = == ¢t t2)
1 otiot3 (11,42)=(0.0
= o+ Bpops + i pe + i3 + 61007 + 3005 + 24107
+ 3108 + 6oy + 20t + paot
+ 6o 2 + 3pi a0k 4 6py pion + 3usolor + 6uioios,
65
E(X4X2) = T A gb('lf],tg)
' 0t10t, (11,2)=(0,0)
= o+ Bpop + pipe + Apius + 6100; + 8oy
+ 11207 + 300t + il + 120507 + 6pipo?,
4 65
B XD = =2 bt t
(X1X3) o101 ¢(t1,12) )00

= po + Bpops + paps + dpa s + 6005 + 8pgos
+ p103 + 305 + 4u30h + 12050007 + 61 p503,
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ainsi que
86
e (b,
etes (bn,12) (t1,£2)=(0,0)
= Qup + pops + Bpope + pap + pras + popd + pis + pop iy + ot e
+ 05 + 904 + 605 + 30507 + 30505

E(X}X3)

+3usop + 3pzos + 18uop s + o os + Yoo

+ 91208 + 31 pa0 + Bpapaoy + 184y pio0g + 3pa 30

+ 3021319 + 18ug050% + Ypiosos + Yusogos

+9uiogoy + 15050305
86
E(XIXY) = —— o(ty,t
( 1 2) (-'_)#11at% ¢( 1 2) (111[,2):(0,0)
= 6ug + Spop + 2popz + Aptosd + Apiis + pind + 120p3 o
+ 0% + 804 + 6020} + 120507 + 0105 + 30705

+60au3 + 120503 + 4pd0f + pfos + ortpd + 3usor

+ a0t

+ 24popn0g + 1201107 + 120011207 + 16111 007

+8uipa0f + 9pipiot + Ipfotol + 24p paoioy,

et
86
5598 " D, -0
= 6up + Buopa + 2pop1 + dptops + i + pius + 1200
+ 02+ 80¢ + 60i0or + 120505 + oio;y + 3020y
+ 6003 + 120013 + 4507 + p30; + o3l + 3ufo;
+ 24,LL0,u,203 + 12;;0#20% + 12u0u10§ + 16;;1/1,208

E(X7X3)

+ 8307 + 9piusos + 9pz0i0s + 244 peoiiy.
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