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�{ �w�~�)�(�t�)� r 
1 �~� (h) (h) { 1 �~� 
;;, jf:1 çj Çk cos (tWj,n) - ;;, �~� t sin (tWe,n) Rje 

4 n rI } 
- ;;, �~� (Rje + Rej) Jo cos(tw)(l + ln w) dw 

x cos (tWk n) - - '" t sin (tWel n) Rke' 
{

l n 
�' �n �~� , 

e'=1 

-; t, (R." + R",) l' cos (tw') (1 + ln w') dW'} 

et 

En effectuant les multipli cations à l 'intérieur des accolades de ces deux der

nières expressions, et en faisant ensuite la somme {wkh)(t)p + �{�w �~�)�(�t�)�P�,� on 

retrouve des expressions de la forme cos x cos y + sin x sin y et sin x cos y -

cos x sin y. En utilisant les identités trigonométriques cos x cos y+sin x sin y = 

COS(.T - y) et sinxcosy - cosxsiny = sin(x - y), on parvient à montrer que 
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IW~h) (t)12 = ~ t f,Y)f,kh) 
j,k=l 

4 n 11 + n2 L (Rke' + Re'k) Rje t sin {t (We,n - w)} (1 + ln w) dw 
e,e'=l 0 

4 n t - ;;, L (Rje + Rej) Jo cos {t (Wk,n - w)} (1 + ln w) dw 
e=l 0 

4 n 11 + n 2 L (Rje + Rej ) Rke, t sin {t (We',n - w)} (1 + ln w) dw 
e,e'=l 0 

xlI 11 cos {t (w - w')} (1 + lnw) (1 + lnw') dWdW'}. 

Soient maintenant les fonctions 

f31 ( a ) 1 cos ( ta) dQ ( t) , 

f32(a) 1 t sin(ta) dQ(t) , 

f33(a) 1 t 2 cos(ta) dQ(t). 
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En définissant la matrice vg E IRnxn dont les éléments sont 

on a 

4 n 11 + n 2 z= (Rk€, + R€'k ) Rje /32 (We,n - w) (1 + ln w) dw 
e,e'=l 0 

4 n 11 + n 2 z= (Rje + Rej) Rk€' /32 (W€"n - w) (1 + ln w) dw 
e,e'=l 0 

16 n 

+ 2" z= (Rje + Rej ) (Rk€, + R€'k) 
n e,€'=l 

X 11 1
1

/31 (w - w') (1 + ln w) (1 + ln w') dw dw' , 

S~,( h) = llw~h)(t)12 dQ(t) = ~ t f,y) f,kh) V;k o 

lR j,k=l 

Enfin, si on définit le vecteur 

on obtient la représentation matricielle 

69 
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Cette formule compacte est facile à implémenter, notamment dans Matlab. 

De plus, il est à noter que la matrice VQ dépend uniquement de l'échantillon. 

Ceci rend aisée l'obtention d 'un grand nombre de copies S~,( 1 ), ... , S~,(M) de 

la statistique de test sous Ho. À partir de ces répliques de la statistique de 

test , la valeur critique s'obtient par 

1 M 
if = M L 1 (S~ , (h) > S~) . 

h= 1 

On rejette alors l'hypothèse nulle d'une copule extrême bivariée si ffi < Q', 

où Q' E (0, 1) est le seuil de signification du test. On prend souvent Q' = 0,05. 

/31 (a) 

, 
6.6 Etude de l'efficacité des tests 

6.6.1 Param èt res de la simulat ion 

Dans un premier temps, on va étudier la capacité des tests à conserver leur 

seuil nominal de Q' = 0.05 sous la copule extrême de Gumbel- Hougaard. 

Ensuite, la puissance des tests , c'est-à-dire la probabilité qu 'ils ont à rejeter 

l'hypothèse nulle lorsqu 'elle est fausse sera évaluée sous les modèles de Clay

ton, Frank et Normale. Ces estimations de probabilité seront basées sur 
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1 000 répétitions. Dans la suite, on écrira S~ pour référer à la statistique 

de test construite avec la fonction de poids dQ(t) = e-"'t
2

. Dans les études 

de simulation qui suivent, on comparera S;.05, S;.l, S;.25 , S;.5 et S~. Les tailles 

d 'échantillons considérées dans notre étude sont n = 50,100, 200. Pour le cal

cul des valeurs critiques, on utilisera M = 1 000 échantillons multiplicateur. 

Enfin, l'approximation de la fonction wTn se fera avec N = 1 000. 

6.6.2 Aptitude à conserver le seuil nominal 

On déduit de l'Exemple 4.6 que la copule extrême de Gumbel-Hougaard dans 

le cas d = 2 est de la forme 

[ { 0 O}1/0] CO (u, v) = exp - ( - ln u) + ( - ln v) , (6.9) 

où () E [0, 1 J. En simulant des observations de cette copule, on peut ainsi 

évaluer la capacité des tests à conserver leur seuil nomimal de 5% sous 

l'hypothèse nulle. Les résultats obtenus sont présentés au Tableau 6.1. En 

général, les test conservent assez bien leur seuil de 5%, sauf peut-être pour 

les statistiques S;.05 et S;.l quand n = 50. Les tests ont généralement un peu 

plus de problèmes lorsque T = 1/4, bien que ce ne soit pas dramatique pour 

n = 200. En résumé, les statistiques S:;5, S; et S~ tiennent très bien leur 

seuil et ce, peu importe la taille de l'échantillon. 
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6.6.3 Puissance sous la copule de Clay ton 

Le générateur de cet te copule Archimédienne a été présenté à l 'équation (4.5) . 

La copule associée est 

( 

d ) -l/ B 

C(u) = ~ ujB - d + 1 

Quand d = 2, on a 

Les résultats pour ce modèle se retrouvent au Tableau 6.2. Ici , on souhaite 

que la probabilité de rejet soit la plus élevée possible, car la copule de Clay

ton ne fait pas partie de la famille extrême. D'emblée, on remarque que 

la statistique S;-,,05 performe mieux que les autres; elle est suivie de très 

près par S;-"l. Par contre, S;-,,25 , S; et S~ sont nettement moins puissantes. 

Tel qu'attendu, les puissances des statistiques augmentent à mesure que la 

taille de l 'échantillon augmente. Également, on remarque que pour une taille 

donnée, la puissance est généralement la plus élevée lorsque T = 1/ 2. 

6.6.4 Puissance sous la copule de Frank 

Le générateur de cette copule Archimédienne a été présenté à l 'équation (4.7). 

La copule associée est 

C(u) = -~ ln {1- 1 rrd (1- e-BUj
) } . e (1 - e-B)d-1 j=l 
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Quand d = 2, 

Les résultats, assez semblables à ceux obtenus pour la copule de Clay ton, 

se trouvent au Tableau 6.3 . En effet, les statistiques S~5 et S~l performent 

mieux que les autres. Par contre, les puissances sont nettement inférieures à 

celles obtenues sous le modèle de Clay ton. Cette observation est en accord 

avec les résultats de simulation de Quessy (2012) . L'influence du paramètre 

T n'est pas très marquée, surtout pour les statistiques S~25, s; et S~. 

6.6.5 Puissance sous la copule Normale 

Cette copule a été présentée à l'équation (4.4). Les résultats de simulations 

sous ce modèle sont dans le Tableau 6.4. Ici , S~05 et S~l démontrent une 

meilleure puissance que leurs concurrentes. On constate également que la 

puissance augmente avec la taille de l'échantillon, mais de façon beaucoup 

moins marqué que pour les copules Clay ton et Frank. De plus, on constate 

que la puissance est inversement proportionnelle à la valeur de T. 
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Tableau 6.1: Estimation, basée sur 1 000 répétitions, de la probabilité de 

rejet de l'hypothèse nulle d 'une copule extrême sous le modèle de Gumbel

Hougaard pour les tests basés sur S~05, S~l, S~25, s; et s~ avec M = 1 000 

échantillons multiplicateurs. 

n 

50 

100 

200 

1/4 

1/2 

3/4 

1/4 

1/2 

3/4 

1/4 

1/2 

3/4 

13.0 

7.8 

6.1 

9.1 

7.6 

5.3 

10.7 

6.5 

6.7 

10.1 

8.3 

6.0 

6.8 

5.9 

5.6 

7.6 

5.3 

5.3 

8.5 

7.1 

4.8 

7.0 

5.4 

5.8 

8.3 

5.0 

7.0 

8.7 

5.3 

5.5 

5.1 

5.9 

6.1 

7.0 

6.1 

5.2 

7.6 

5.1 

6.0 

4.4 

5.1 

6.1 

6.1 

4.9 

5.7 
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Tableau 6.2: Estimation, basée sur 1 000 répétitions, de la probabilité de 

rejet de l'hypothèse nulle d'une copule extrême sous le modèle de Clay ton 

pour les tests basés sur S~05, S~l, S~25, S: et S~ avec M = 1 000 échantillons 

multiplicateurs. 

n 

50 

100 

200 

1/4 

1/2 

3/4 

1/4 

1/2 

3/4 

1/4 

1/2 

3/4 

38.9 

49.7 

29.6 

50.1 

67.9 

46.0 

70 .6 

92.0 

71.2 

28.7 

37.6 

23.9 

35.7 

53.1 

33.3 

53.3 

84.9 

61.0 

18.9 

19.6 

12.5 

18.1 

28.7 

17.7 

23.1 

41.4 

24.8 

13.6 

15.2 

10.0 

13.9 

13.7 

11.7 

16.4 

21.5 

14.1 

10.9 

14.0 

9.5 

10.7 

13.1 

9.4 

12.2 

13.5 

11.5 
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Tableau 6.3: Estimation, basée sur 1 000 répétitions, de la probabilité de 

rejet de l'hypothèse nulle d'une copule extrême sous le modèle de Frank pour 

les tests basés sur Sn. 05 , 5-1 5-25 5-5 et 51 avec M = 1 000 échantillons n' n' n n 

multiplicateurs. 

n 

50 

100 

200 

1/4 

1/2 

3/4 

1/4 

1/2 

3/4 

1/4 

1/2 

3/4 

5.05 
n 

20.3 

18.8 

13.4 

20.0 

23.7 

12.2 

21.4 

25.4 

17.4 

16.0 

13.0 

9.2 

12.8 

14.9 

8.6 

17.2 

17.3 

12.0 

10.7 

10.0 

6.4 

10.3 

11.6 

7.1 

9.8 

8.9 

8.6 

9.7 

8.9 

5.1 

8.8 

5.6 

5.6 

7.7 

7.9 

7.1 

10.7 

8.9 

7.2 

7.5 

7.1 

5.4 

7.1 

6.9 

7.0 
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Tableau 6.4: Estimation, basée sur 1 000 répétitions, de la probabilité de 

rejet de l'hypothèse nulle d 'une copule extrême sous le modèle Normal pour 

les tests basés sur Sn' 05 , 5-1 5-25 5-5 et SI avec M = 1 000 échantillons n' n' n n 

multiplicateurs. 

n 

50 

100 

200 

1/4 

1/2 

3/4 

1/4 

1/2 

3/4 

1/4 

1/2 

3/4 

S ·05 
n 

18.5 

17.7 

8.5 

20.7 

17.0 

9.9 

25.9 

19.8 

11.8 

15.7 

11.7 

7.5 

11.4 

13.7 

5.9 

15.7 

14.5 

7.4 

9.5 

7.7 

7.3 

10.1 

8.2 

7.3 

9.0 

8.5 

8.1 

9.4 

7.7 

6.4 

9.2 

7.6 

6.2 

8.4 

6.8 

6.2 

8.8 

8.5 

8.6 

8.3 

7.1 

6.3 

9.1 

7.9 

5.7 
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CONCLUSION 

Dans ce mémoire, de nouveaux tests pour détecter de la dépendance extrême 

ont été développés. L'idée maîtresse a consisté à travailler avec la fonction 

caractéristique associée à la transformation intégrale de probabilité d 'une 

copule. Dans le cas des copules à valeurs extrêmes, cette fonction possède 

la propriété particulière, et utile, d 'être de la même forme peu importe le 

type de copule extrême. Une estimation non-paramétrique de cette fonction 

caractéristique fondée sur les rangs des observations a été proposée. Des 

statistiques de test basées sur la comparaison de cette version empirique 

avec la version attendue sous l'hypothèse nulle ont ainsi pu être proposées. 

Le calcul des valeurs critiques, ou de façon équivalente des valeurs critiques, 

a été abordé via la méthode de ré-échantillonnage du multiplicateur. Grâce à 

une adaptation judicieuse de cette technique de type bootstmp, on a développé 

une façon valide de recréer le comportement des statistiques de test sous 

l'hypothèse nulle. Les simulations effectuées tendent à démontrer que la 

méthode est aussi valide pour des tailles d 'échantillons relativement petites. 
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L'idée de traiter les problèmes d 'inférence dans les modèles de copules en 

utilisant une fonction caractéristique semble porteuse. À notre connaissance, 

personne n 'avait eu l'idée d 'ut iliser ces fonctions avec les copules. Pourtant , 

la t héorie est bien développée dans le cas à une variable et les procédures 

statistiques qui en découlent ont généralement de belles propriétés . 

Il serait intéressant de démontrer rigoureusement la validité de nos tests. 

D'abord, il faudrait démontrer que le processus 'lin converge dans un espace 

de fonctions complexes. Pour ce faire, il faudrait faire appel aux outils de la 

t héorie des processus empiriques telle que développée dans les ouvrages de 

van der Vaart & Wellner (1996) et de Kosorok (2008). Il faudrait également 

établir formellement la validité de la méthode de ré-échant illonnage qui nous 

a permis d 'obtenir les valeurs crit iques. Finalement, il serait intéressant 

d 'étudier une version f onction caractéristique de la populaire copule em

pirique, qui est ut ilisée à outrance dans l'inférence de copules. 
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ANNEXE A 

PROGRAMMES EN MATLAB 

A.I Programmes utilitaires 

A.l.I Transformation d'un vecteur de données en rangs 

1 function R = rankit(X) 
2 

3 R = tiedrank (X); 
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A.1.2 Simulation de paIres selon un modèle de copule 

choisi 

function X = s im _cop ul a ( n , mode l , t a u ) 
2 

3 "10 Generates a bivariate sample of size n from the following copulas: 
4 "10 1. Clayton 
5 "10 3. Ali-Mikhail-Haq 
6 "10 4. Gumbel-Hougaard (extreme) 
7 "105. Frank 
8 "10 7. Farlie-Gumbel-Morgenstern 
9 "10 8. Plackett 

10 "10 9. Gumbel A (extreme) 
Il "10 10. Marshall-Olkin (extreme) 
12 "10 11. Normal 
13 "10 12. Student 
14 "10 13. Fréchet 
15 "10 15. Galambos (extreme) 
16 "10 16. Cuadras-Augé (extreme) 
17 "10 17. Ordinal sum 
18 "10 18. Durante A 
19 "10 19. Durante B 
20 "10 21-40. Student with "model-20" degrees of freedom 
21 "10 
22 "10 author : Jean-François Quessy, Ph . D. 
23 

~ X = zeros ( n ,2); 
25 

26 theta = t a u _ th e t a( model , t a u ); 
27 

28 "IoClayton 
29 if ( mode l == 1) 
30 i f ( t h e t a == 0 ) 
31 X = rand ( n ,2) ; 
32 el s e 
33 for i=l : n 
34 v rand ; 
~ rand ; 
36 a vl\( - th e t a) ; 
37 b t 1\( - th e t a 1 ( th e t a + 1 » - l ; 
38 XC i , 1 ) (H b+l )"(- I/th e t a); 
39 X( i ,2) = v; 
40 end 
41 end 
42 

43 "10 Ali-Mikhail-Haq 
44 el sei f ( mode l == 3) 
45 i f ( t h e t a == 0 ) 
46 X = rand ( n ,2); 
47 el s e 
48 for i = 1: n 
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u 
a 

rand ; t = rand ; 
- theta - 4*t*theta"2*u + 2*theta*t*u - 2*theta*t 
+ 2* theta"2 * t + 2*theta"2*t*u"2 + 1; 

86 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

b = 1 - 2*theta + 4*t*theta"2*u"2 + 4*theta*t*u 
4*theta"2*t*u + theta"2 ; 

57 end 
58 end 
59 

X( i , 1) 
X( i ,2) 

60 "10 Gumbel-Hougaard 
61 elseif (model == 4) 
62 if (t h e t a == 0) 

c = -2* theta"2 * t *u + theta"2* u"2 * t - theta + theta"2 * t ; 
u; 
(a-sqrt (b»/(2* c); 

63 X = rand (n,2); 
64 el s e 
65 for i = 1: n 
66 UO = rand ; UI = rand ; U2 = rand ; 
67 z = (UO"(I-theta»/(UO"(I-theta)+(I.O-UO)"(I-theta»; 
68 if ( rand < I- theta ) 
69 w UhU2; 
70 el se 
71 

72 

73 

74 

75 

76 end 
77 end 
78 

79 "10 Frank 

w U2; 
end 
tl = «(l-z)"(l/(I - theta» + z"(I/(I- theta»)"(1 - theta) ; 
X( i , 1 ) w" ( z / t 1 ); 
X(i ,2) = w"«1.0 - z)/tl); 

80 elseif (model == 5) 
81 i f (t h e t a == 0) 
82 X = rand (n,2); 
83 el se 
84 for i=l:n 
85 U = rand ; t = rand ; 
86 t 1 = t * exp( - the ta) + (1 - t ) * exp( - the t a * u ) ; 
87 t2 = t + (I-t)* exp(-theta*u); 
88 X( i , 1) u; 
89 X (i , 2 ) log ( t 2 / t 1 ) / the ta ; 
90 end 
91 end 
92 

93 "10 Farlie-Gumbel-Morgenstern 
94 elseif (model == 7) 
95 i f (t h e t a == 0 ) 
96 X = rand (n ,2) ; 
97 el s e 
98 for i = 1: n 
99 u rand ; t = rand ; 

100 b = theta *(I -2* u); 
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101 root = sqrt ((I+b)"2 - 4 * t *b); 
102 X( i , 1 ) u ; 
103 XCi , 2) = 2* t/(I+b+root) ; 
104 end 
105 end 
106 

107 % Plackett 
108 elseif (model == 8) 
109 i f (t h e t a == 0) 
110 X = rand (n,2); 
111 else 
112 for i=l:n 
113 u rand ; t = rand ; 
114 a t *(I - t); 
115 b theta + a *( theta - 1 )"2 ; 
116 c 2* a * (u * theta"2 + 1 - u) + theta *(l-2*a) ; 
117 d sqrt (theta) * sqrt (theta + 4 * a *u*(l - u) *(l - theta)"2) ; 
118 X( i , 1 ) u; 
119 XCi ,2) = (c - (l-2* t) * d)/(2 * b); 
120 end 
121 end 
122 

123 % Gumbel A 
124 elseif (model == 9) 
125 C = (4+ theta )/(4 - theta ); 
126 for i=l:n 
127 U1 = unifrnd(O,I); U2 = unifrnd(O,I); U3 unifrnd(O , I) ; 
128 % rejection method 
129 Z = 0; Zl = 1; % arbitrarily 
130 while (Z -= ZI) 
131 Z 1 uni f r n d (0 , 1 ) ; UO = uni f r n d (0 , 1 ) ; 
132 tl = ( 2 - theta *(2*ZI"2 - 2*ZI + 1) ) 
133 / ( (theta *ZI"2 - theta *ZI + 1)"2 ) - 1; 
134 i f (UO<= t 1 / c ) 
135 Z = ZI; 
136 

137 

138 

139 

140 

141 

142 

143 

144 

end 
end 

t2 2* theta*Z*(l - Z)*(theta*Z"2 - theta *Z + 1); 
t3 2 - 2*theta *Z"2 + 2* theta *Z - the ta 

- (theta *Z"2 - theta *Z + 1 )"2 ; 
t4 t2/t3 ; 
if (U3<=t4) 

W = U1 ; 
145 el s e 
146 W = UhU2; 
147 end 
148 t5 = theta *Z"2 - theta *Z + 1 ; 
149 X( i ,1) = W"(Z/ t5 ); 
150 X(i , 2) =W"((l-Z)/t5) ; 
151 end 
152 
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153 % Marshall-Olkin (equal parameters) 
154 elseif (model == 10) 
155 if (t h e t a == 0) 
156 X = rand (n, 2) ; 
157 el se 
158 for i = 1 : n 
159 U = uni f r n d (0 , 1 , 1 ,3); 
160 XCi ,1) max(U(I,I)"(II(I-theta»,U(I,3)"(I/theta»; 
161 XCi ,2) = max (U(1 ,2)"( 1/(1 - theta» ,U( I ,3)"(I/theta »; 
162 end 
163 end 
164 

165 % Normal 
166 elseif (model == II) 
167 mu = [0 0] ; sigma = [1 theta ; theta 1] ; 
168 for i=l:n 
169 XCi ,:) = mvnrnd(mu ,s igma) ; 
170 end 
171 X = normcdf(X) ; 
172 

173 % Fréchet 
174 

175 

176 

el sei f (model == 1 3) 
if (theta == 0.0) 

X = rand (n, 2) ; 
el se 

for i = I:n 
177 

178 

179 

180 

181 

182 

183 

t = rand ; s = rand ; 
i f (t <= the ta ) 

X( i , 1) s; 
el se 

X( i ,1) rand ; 
IN end 
185 end 
186 end 
187 

188 % Galambos 
189 elseif (model == 15) 
190 i f (t h e t a == 0 . 0 ) 
191 X = rand (n,2); 
192 el s e 
193 for i=l:n 
194 V = rand ; S = rand ; 

X( i ,2) 

% CA(x, V) * A(r) - r* A" (r) / V 

s; 

f = @(x)( X* exp ( «- Iog ( abs (x»)"(-theta) 
+( - log (V»" ( - the ta»" ( - Il the ta) ) 
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195 

196 

197 

198 

199 

200 

201 

202 

203 

204 

*(1 - (- Iog ( abs (x»)"( theta+I) *«- log ( abs (x»)" theta 
+ (- log (V»"theta)"(-(theta+I)/theta» - S ); 

o/oif (tauj=.5) 
U = fzero (f ,.5); 

"Ioelse 
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205 

206 

207 

208 

"10 U = fzero(f,V): 
'Ycend 

X ( i , l ) U ; X ( i , 2 ) 
209 end 
210 end 
211 

212 "10 Cuadras-Augé 
213 elseif ( mode l == 16 ) 
214 i f ( t h e t a == 0) 
215 X = rand ( n , 2 ); 
216 else 

for i=l:n 

y . , 

217 

218 

219 

220 

221 

222 

223 

224 

t = rand ; v = rand ; X( i ,2) = v; 
if ( t < ( 1 - th e t a) *V "( 1 - th e t a) ) 

X( i , l ) = t *Y "th e t a /(l - th e t a); 
elseif ( t < v" (1 - th e t a» 

X( i , 1 ) v ; 
el se 

X( i , l ) t "( l/ ( I - th e t a»; 
225 end 
226 end 
227 end 
228 

229 "10 Ordinal sum 
230 elseif ( mod e l == 17 ) 
231 for i=l : n 
232 

233 

234 

235 

236 

t = rand ; v = rand ; XC i ,2) 
i f ( v <= 1 / th e ta) 

X( i , l ) tlth e t a; 
else 

X ( i , 1 ) v; 
237 end 
238 end 
239 

240 "10 Durante A 
241 elseif ( mod e l == 18) 
242 i f ( t h e t a == 1. 0 ) 
M3 X = rand ( n , 2 ); 
244 el s e 
245 for i = 1 : n 

v ; 

M6 t = rand ; v = rand ; XCi , 2) = v; 
247 if ( t < th e t a *Y*( I - v)"( th e t a - 1) ) 
248 X ( i , 1 ) t / ( th e t a * ( 1. 0 - v ) "( th e t a - 1 . 0 ) ) ; 
249 e 1 sei f ( t < 1.0 - ( 1.0 - v )" th e t a) 
250 X( i , 1 ) v ; 
251 el s e 
252 X( i , 1 ) 1 .0 - ( 1. 0 - t ) " ( 1 . 0/ th e t a) ; 
253 end 
254 end 
255 end 
256 
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257 % Durante B 
258 e l seif ( mod e l == 19) 
259 i f ( t h e t a == O. 0 ) 
wo X = rand ( n ,2); 
261 e l se 
262 for i=l : n 
W3 t = rand ; v = rand ; XC i , 2) = v; 
264 i f ( t < ( t h e t a + 1 ) * v / ( th e t a *Y + 1 )" 2 
265 X ( i , 1 ) ( th e t H V + 1 )" 2 * t / ( th e t a + 1 ) ; 
266 e 1 sei f ( t < ( t h e t a + 1 ) *Y 1 ( th e t H V + 1) ) 
267 X ( i , 1 ) v ; 

268 

269 

e l se 

270 end 
271 end 
272 end 
273 

274 % Student 

X ( i , 1 ) t I ( 1 + th e t a - th e t a * t ); 

275 e l seif ( mod e l <= 40 && mode!>= 2 1) 
276 s ig m a = [1 th e ta; th e t a i l ; 
277 for i = 1 : n 
278 XC i ,:) = mv trnd (s ig ma, mode l - 20); 
279 end 
280 X = t c d f (X, mode l -20); 
281 end 
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A.1.3 Calcul du tau de Kendall empirique 

function t = tau (X) 
2 

3 a size (X); n = a(I); d a (2); 

4 

5 C 0; 
6 for i=l : n 
7 for j= l :n 
8 mark = 0 ; 
9 for k=l:d 

10 if ( X(i ,k) < X(j ,k) 
11 mark = mark + 1; 
12 end 
13 if ( mark==d 
14 c = C + 1; 
15 end 
16 end 
17 end 
18 end 
19 

20 b cl ( n * ( n - 1 )) ; 
21 (2"d*b - 1 )/(2"( d -1) - 1); 



A NNEXE A . PROGRAMMES EN M ATLAB 

A.2 Tests d'extrêmes bivariées 

A.2.1 Statistique de test et valeur critique 

function [Sn , pv, tes tSn , Sh a t ] = Tes t_ Ouim e t (X,M, kappa ,N) 
2 

3 n = length (X ); 
4 

5 % Calculs de Rjk 
6 R = zeros ( n , n ); 
7 for j=l:n 
8 for k=l : n 
9 if ( (X( j , 1 ) <= X( k , 1 )) && (X( j ,2) <= X( k ,2)) ) 

10 R( j , k ) = 1; 
11 end 
12 end 
13 end 
14 

15 %Calcul des pseudo-observations Wl , ... ,Wn 
16 1 = on es ( 1 , n ); 
17 W = (I *R ). ' 1 n ; 
18 

19 %Calcul de Wltilde, ... , Wntilde 
20 ke nd a ll = max ( t a u (X ) , 0 ); 
21 W _ tild e = s im _ K_e xtre me (N , k e nd a ll ); 
22 

23 "IoCalcul de la statistique de test 
24 templ = zeros ( n , n ); te mp2 = zeros ( n ,N); te mp 3 zeros (N, N); 
25 for j = 1: n 
26 for k= 1: n 
27 templ ( j , k ) = exp ( - (W(j) - W( k ))"2 / (4* ka ppa)); 
28 end 
29 end 
30 TI = sum (sum ( te mp 1 )); 
31 

32 for j=l : n 
33 for k= I :N 
34 te mp2(j , k ) exp ( - (W( j )- W _ ti 1 de (k))" 2 1 ( 4 * ka ppa)) ; 
35 end 
36 end 
37 

38 T2 = sum (sum ( te mp2)); 
39 for j=I :N 
40 for k= I :N 
41 te mp 3( j , k ) = exp (-( W_ tild e( j )- W_ tilde( k ))"2 / (4* ka ppa)); 
42 end 
43 end 
44 T3 sum (sum ( te mp 3 )) ; 
45 

46 Sn 
47 

( Tl/n ) - (2* T 2 / N) + ( n *T 3 / N"2); 
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48 %Calcul des intégrales de beta 1 (x-w) et de beta2(x-w) p/r à 1 +In(w) 
49 T = 100; 
50 IW = z e r 0 s ( l ,T); f 1 = z e r 0 S ( l , n) ; 
51 for j=l:n 
52 x = j / n ; 
53 for q=I:T 
54 W = (q-.5) / T; 
55 IW(q) = exp (-(x-w)"2/(4*kappa))*(I+ log (w)); 
56 end 
57 fi (j) = sum (IW) / T; 
58 end 
59 IW = zeros (1 ,T); f2 = zeros (1 ,n); 
60 for j = 1 : n 
61 x = j / n ; 
62 for q= I :T 
63 w = (q - .5 ) / T ; 
64 IW(q) = (x-w)* exp (-(x-w)"2/(4*kappa))*(I+ 1og (w)) / (2*kappa); 
65 end 
66 f2 (j) = sum (IW) / T ; 
67 end 
68 

69 o/cCalcul de l'intégrale de beta1 (x-y) p/r à (1 +ln(x))*(l +In(y)) 
70 e psi Ion 0 . 000 1 ; 
71 I_tilde = dblquad(@(x , y) exp (-(x-y)."2/(4*kappa)) 
72 . * ( 1 + log ( x ) ) . * ( 1 + lo g ( y )) , e psi Ion , 1 ,e psi Ion , 1); 
73 

74 o/cCalcul de la matrice V 
75 V = zeros (n,n); 
76 for j = 1: n 
77 for k= j : n 
78 "IcCalcul de chacune des parties de V 
79 TI = exp (-(W(j)-W(k))"2/(4*kappa)); 
80 

T2=0 ; T3=0 ; T4=0; T5=0 ; T6=0; T7=0; T8=0 ; T9=0; 
for 1=I : n 

T2 T2 + R(k , I) * (W(j) - W(I)) 
* exp ( - (W( j ) - W( 1 ))" 2 / ( 4 * ka p pa) ) / (h ka p pa) ; 

T3 T3 + R(j ,1 )*(W(k)-W( 1 )) 
* exp ( - (W( k) - W( 1 ))" 2/ (4 * kappa)) / (2 * kappa) ; 

T4 T4 + (R(k,l) + R(I , k)) * fl( int16(n *W(j)) ); 
T5 T5 + (R(j , 1) + R(I , j)) * fl( intI6(n *W(k)) ); 
for Ip=l : n 

T6 T6 + R(j , 1) * R(k , lp) * (2*kappa-(W(I)-W(lp))"2) 
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81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

* exp (-(W(I)-W(lp))"2/(4*kappa)) / (4*kappa"2); 
T7 T7 + (R(k,lp) + R(lp , k) ) * R(j , 1) * f2( intl6( n*W(I) ) ); 
T8 T8 + (R(j,l) + R(I , j)) * R(k,lp) * f2( intl6( n*W(lp) ) ); 
T9 T9 + (R(j , l ) + R(I , j)) * (R(k,lp) + R(lp,k)); 

end 
end 
V(j , k) TI + (T2+T3)/n - 4 *( T4+T5)/n + T6/n"2 

+ 4 *(T7+T8)/n"2 + 16d _ tilde*T9/n"2; 
V(k,j) = V(j ,k); 
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100 end 
101 end 
102 

103 % Versions multiplicateurs de la statistique Sn 
Shat = zeros (M, 1); 104 

105 

106 

107 

parfor i = I :M 
g = exprnd ( l , n , 1 ) ; 
x i = g / mean ( g ) 1· , 

108 Sh a t ( i ) x i .' * V * xi; 
109 end 
110 Shat = Sh a t n· , 
111 

112 % Calcul de la p-valeur 
113 pv = sum ( Shat > Sn) / M; 
114 

115 

116 

117 

118 

te s tSn = 0 ; 
if pv < .05 

te s tSn 
end 

1· , 
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A.2.2 Évaluation de la puissance du nouveau test 

function IDWER = Power_Ouimet (n, model , tau ,M, IT , kappa ,N) 
2 

3 tes t S n = z e r 0 s (IT , 1 ) ; 
4 

5 parfor i=I:IT 
6 X = sim _ copu la(n,model ,tau) ; 
7 [- , -, testSn(i) , -] = Test_ Ouimet(X ,M,kappa ,N) ; 
8 end 
9 IDWER = sum ( tes t Sn) / IT; 
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A.2.3 Création d'un tableau avec les résultats de puis-

sance 

function Power = Tableau _Ouimet(n, model, kendall, kappa , M, TT, N) 
2 

3 a = length (kenda ll ); 
4 b = length (mode l ); 
5 

6 Power = zeros (a, b); 
7 

8 for p=l:a 
9 for q=! :b 

10 Power (p , q) 
11 end 
12 end 

Power_Oui met (n, mode! (q) , kenda!! (p) ,M, TT, kappa ,N); 
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A.2.4 Évaluation de la fonction KT au point w 

1 function K = K_ex treme( kenda ll , t) 
2 

3 if (t ==0) 
4 K = 0 ; 
5 e l se 
6 K = t - (I - kendall) * t * log ( t); 
7 end 
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A .2.5 Simulation de données de la loi KT 

1 function W = sim_ K_extreme (n, kendall) 
2 

3 % Génération de n variables aléatoires de loi 
4 % K(w) = w - (l-kendall)*w*log(w) par la 
5 % méthode du rejet 
6 

7 W= zeros (n,I); 
8 

9 for i=l:n 
10 U=I; temp=O ; 
11 while (U > temp) 
12 % Génération d 'une v,a, de densité g(w) = 1 /2*sqrt(w) 
13 y = rand O"2 ; 
14 temp = sqrt (Y)*(kendall - (I - kendal l ) * log (Y)); 
15 U = rand () ; 
16 end 
17 W( i ) = Y ; 
18 end 
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