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RESUME

Notre but est d'exprimer la contribution de longue portée de 1'éner-
gie d'interaction effective Q:;&&.&\ de deux multipoles-test en termes des
paramétres microscopiques d'un milieu diélectrique oU les multipdles sont
plongés. La méthode développée ici consiste a définir §tMtLa\ a partir
de la densité de probabilité réduite PLMLA‘A) des deux multipoles-test.
Nous obtenons ensuite une formule générale pour 'iM”“*\ qui fait inter-
venir la fonction de corrélation de paire de molécules du milieu, Q¢F¢5N)'
Les travaux de Nienhuis et Deutch ainsi que ceux de Hoye et Stell nous ser-

P . A . v
vent de référence pour 1l'expression explicite de la fonction &A t,M).

FE
Un rappel de la méthode des graphes explique comment ces auteurs ont obte-
. . v - . 1 -
nu toutes les contributions de y\;;(kﬂ) nécessaires au calcul de 1 éner-
gie d'interaction effective a longue portée. Dans le présent travail, nous
basant sur les résultats obtenus par Marchildon dans le cas d'un volume in-
a . - - V - . - -
fini, nous évaluons ¢h$¢kug pour un volume sphérique et le résultat final
~ -1 Y P .

est valable a 1'ordre O en V ~. L'expression de @LMtha)se généralise par
la paramétrisation de la singularité de l'interaction multipdle-test-dipole.
trouvent une interprétation

Les paramétres en question, dénotés n. et n

L M’
physique dans le cadre d'une comparaison de la méthode présentée ici et
d'un calcul macroscopique. Nous montrons que l'on peut associer un compor-
tement microscopique des molécules du milieu 3 un modéle macroscopique

d'interaction. Nous donnons ensuite un exemple de calcul comparé des ré-

sultats obtenus de notre méthode statistique, d'une part, et de 1l'électro-



iii

statique classique, d'autre part. Cet exemple consiste & calculer le po-
tentiel d'une charge ( plongée dans une sphére diélectrique de permittivi-

té e.

Nous terminons en donnant une perspective de simulation de € 3 1'ai-
=
de de 1'énergie d'interaction effective. La formule obtenue pour Q\’MH.H

est fonction des variables n et £. Comme la densité de probabilité

L
réduite P _,41k) est une fonction qui se préte bien 3 la simulation, une
comparaison du résultat pour P“U,,u ainsi obtenu avec celuil cobtenu du

calcul de ‘lEv““,” permet une &valuation de E£.
1
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INTRODUCTION

Le présent ouvrage a pour but de contribuer au développement d'une mé-
thode de calcul de la permittivité statique € de fluides polaires. La per-
mittivité statique peut &tre définie macroscopiquement. C'est, par exem-
ple, ce qui gouverne le réponse linéaire 3 1'équilibre d'une substance di-
Glectrigque 3 une excitation externe. C'est également le facteur (plus exac-
tement 1'inverse de celui-ci) qui modifie la force coulombienne entre deux
charges plongées dans un milieu diélectrique uniforme et infini. Par all-
leurs, il est possible de relier € aux propriétés microscopiques du milieu.
Pour ce faire, nous introduisons d'abord 1'énergie d'interaction effective
de deux multipoles-test, par le biais de la densité de probabilité réduite

de ceux-ci:

Py o~y {—,ﬁ‘rm} Lxp \-ﬁﬁ-mi eap ﬂ-#@thm.n]

la fonction g a) Etant définie par:
Piatn ) ~ diny .- dw) wnp {-,6 Uu,;..-,.ml

L'emploi de multipoles-test se justifie du fait que nous désirons



sonder le milieu diélectrique sans le perturber notablement. Mathématique-
ment, cela nous permet de développer l'exponentielle de 1'énergie U(1,2,...,N)
apparaissant dans la définition de 0 _,\4}). De la comparaison des deux for-
mes précédentes pour ﬁ,,.“'“ résulte une fonction de iE:“l“l en termes des
différentes interactions entre les particules présentes (multipGle-multipdle,
multipole-dipole, dipble-dipdle). Par ailleurs, la limitation du volume de
1'échantillon brise l'invariance de translation du potentiel U(1l,2,...,N), ce
qui se traduit par la présence des fonctioms ‘Fsu et 'i.,,n . Ce calcul mi-
croscopique &tant fait, nous reprenons le probléme d'un point de wvue macro-
scopique. Cela implique des relations faisant intervenir €. L'identifica-
tion dés deux résultats conduit & une expressions de € en termes des para-

métres microscopiques de la substance de volume fini.

La forme du volume utilisée dans notre travail est une sphere de rayon
R. Elle est remplie de mol&cules, chacune possédant un moment dipolaire ?‘L
(les molécules sont supposées non polarisables). Pour obtenir 1'effet de
1l'interaction de ces molécules sur 1'énergie d'interaction effective Q:Ll.{..t}.
nous devons connaltre la fonction de corrélation de paire i’\s‘:.q]- Cette
fonction donne la répartition des molécules lorsque nous connaissons le po-
tentiel intermoléculaire (dans notre cas: interaction dipdle-dipdle). Dans
le premier chapitre, nous introduisons la fonction de corrélation de paire.
Ensuite, nous exposons une méthode de calcul permettant d'exprimer Jdauiy)
en fonction des paramétres microscopiques du milieu. Le deuxi&me chapitre
est consacré & 1'expression de Q:‘:t.n introduite ci-haut. WNous montrons
comment obtenir @f_}m: du caleul de la densité de probabilité réduite des

deux multiples-test. Nous terminons ce chapitre en donnant une comparai-



son détaillée des travaux auxquels nous faisons référence dans les calculs
subséquents, Le troisiéme chapitre fera l'objet du calcul explicite de i:“dii
pour notre systéme. Les résultats sont présentés de fagon sommaire lais-

sant les détails de manipulations mathématiques pour 1l'annexe A. La notion

de multipOles-test ainsi que 1'interaction entre les dipoles, permet une cer-
taine latitude dans la forme explicite de leur expression; aussi donnons-

nous en fin de chapitre une expression générale de qx:&hi\.

Finalement le dernier chapitre explore la relation existant entre la
permittivité statique £ et iﬁ;.h“ . Les termes de correction diis 3 la forme
géométrique adoptée sont ensuite examinés. Une signification physique des

paramétres de 1'expression générale de ﬁiﬂaml\ est donnée. Pour terminer,

nous approfondissons la comparaison entre nos résultats pour {:;m1et ceux

provenant d'un calcul macroscopique.

Dans la conclusion, nous tragons le bilan du travail et certaines per-
spectives de sirulation par ordinateur sont présentées pour 1'&valuation de €

dans le cas général.



CHAPITEE I

LA FONCTION DE CORRELATION DE PAIRE

I.1 DEfinitions et notations

Dans ce chapitre, nous voulons nous donner des outils servant 2 mieux
connaltre le comportement d'un ensemble de (N-2) molécules interagissant les
unes avec les autres. Il est effectivement clair que le type d'interaction
moléculaire influence directement 1'agencement spatial des molécules conte-
nues dans un volume donné. Pour paramétriser ce fait, nous définissons la
densité de probabilité réduite de deux particules du systéme de (N-2) molé-

cules par:

_Jr&kﬁ1$ku\'“ Aina) o Y {'F_\ikh,qr -,n))
fd-.mdm -+ diny e.':ug{ *_f.’)L\H.A, W)

(I.1)

Le symbole di) signifie 1'élément différentiel correspondant aux coordonnées
spatiales et orientationnelles de la iEmE particule (voir figure 1).La fonec-
tion U(3,4,...,N) est 1'énergie potentielle d'interaction des (N-2) molécu-
les. 5i les molécules sont identiques, la fonction U(3,4,...,N) devient sy-

métrique et pour une palre quelcongue de particules (et non plus deux parti-



cules spécifiques), nous avons évidemment:

(1.2) L) = N-D(0-) Idumdmm - dwy g (P, )
j dimdi) - - dwy e {-p Uiy, - o0

L'expression de fhlwﬂ décrit la répartition de molécules aux positions (3)

et (4) étant donné le potentiel d'interaction U(3,4,...,N). 51 U(3,4,...,H)
ne contient pas de terme d'interaction entre les molécules (3) et (4) (soit
directement, soit par particule interposée), alors les probabilités de pré-

sence de ces deux particules sont indépendantes i.e.:

J.-:n%,q\ = /m!-‘i/oi.q}

Ceci nous améne 3 introduire la notion de fonction de corrélation de
paire D\ﬂh-” qui aide & mieux cerner l'effet du potentiel d'interaction sur
la densité de probabilité de présence des particules. Kous définissons hﬁkq]

comme suit:
(1.3) f:w.q‘s:),om/mql [ oy S’t\ﬁ.n]

En fait, la fonction de corrélation de paire Yait4)  nous renselgne direc-
tement sur 1'influence du potentiel d'interaction U(3,4,...,N) exercée sur la
structure de notre systéme.

Pour terminer cette section, notons l'accessibilité expérimentale de
la densité de probabilité de thﬂl.En effet, les expériences de diffusion
de rayons X nous permettent d'obtenir la fonction de distribution radiale,

qui elle, est reliée i notre ;Ol?:Hj (cf. réf. (1), p.351).



I.2 Le potentiel d'interaction: méthode des graphes.

Nous avons constaté 1'importance du potentiel d'interaction dans 1'é-
tude de la structure d'un systéme de molécules. Dans 1'état actuel de nos
connaissances, il est impossible de traiter le probléme exactement. Il nous
faut donc faire des hypothéses sur la forme que prend ce potentiel d'inter-
action. D'ailleurs, avant d'aller plus loin, précisons le systéme que nous
voulons étudier. Nous considérons un systéme de (N-2) molécules identiques
dans un wvolume V, gqui portent chacune un moment dipolaire de magnitude fixe
S (les molécules sont supposées non polarisables). WNous supposons de plus
que chaque molécule posséde une symétrie cylindrique due au moment dipolaire.
Chaque molécule est donc complétement localisée par sa position dans 1'es-

pace et par l'orientation de son moment dipolaire (wvoir figure 1).

Pour traiter 1'interaction moléculaire, nous séparons le potentiel in-
termoléculaire U(i,j) en deux contributions: une contribution dite de courte

portée et une autre dite de longue portée. Dans notre cas, nous avons:

courte potrtée (c.p.): interaction qui inclut un genre

de "hard core”.

longue portée (l.p.): interaction dipdle-dipdle

Par conséquent, nous posons:

(I.4) U(i, 1) = q(i,j) + w(i,j)



L

W

Figure 1. L'espace de configuration d'une molécule rigide

se compose de ses coordonnées de position et d'orientation.



Le terme q(i,j) contient 1l'interaction (c.p.), tandis que w(i,j) comprend

1'interaction dipGle-dipdle i.e. 1l'interactiom (l.p.).

2
Nous définissons ensuite un lien Fhu} de H.nyer( ) que nous décomposons

en termes des potentiels (e.p.) et (l.p.):

f'i..i.,f.lj s exp {-{?au\.\,]} -A = ux.?{_ 'f.’\g‘u.p +f3.w-..i,1'ﬁ}

Posant V) =-pwu41 et développant 1'exponentielle contemant Vuw,;),

nous obtenons:

L b a
= t‘-?{*Pqu,ji}X Ny - Z V) -E RAYT

wi=0 EL

W "' m!
- oo
= {ul? [‘Pﬂu.&.’l} - A ] Z V \.'-u'l ¥ z
Wi o 'Y‘.‘_ LA ""ﬂ",

Le terme entre crochets []. ne contient que des contributions de courte

portée et nous le notons Kl.u,&'l. Done,

o

(I.8) FL\..:’}: Kh‘a‘igimk;,l'l Z v l..s,,J'l

Mg H Wy h

Dans la prochaine section, nous verrons comment trouver l'expression de

!ollq('h,lu L en termes de cette décomposition. Pour 1l'instant, voyons plutdt

lﬂotre systéme &tant homogéne, nous avons (aux effets de surface pris) Pu.‘g.:lo-.-ﬂ:f
oﬁP est défini comme P T _N-3
W



les avantages de cette séparation. La partie (c.p.) du potentiel permet de
prendre en considération 1'impénétrabilité des molécules qui origine de la
répulsion des nuages &lectroniques. La portée de ce potentiel est de 1l'or-
dre des dimensions molé&culaires. Par contre, & plus grande distance, 1'in-
teraction dipole-dipdle domine, favorisant une corrélation des positions des

melécules sur une trés grande étendue. La forme de ce potentiel est:

(1.7) Wili) = - o }k‘:‘.-;".i‘:.ﬂr'?ka‘j - (3:t)

N
b

ol s et t font référence & l'orientation

respective des dipoles (i) et (j).

I1 apparait de (I.7) gque Wil,)) est singulier pour une distance nulle entre
les dipGles {?"&:t‘ ). Phvsiquement, le potentiel dipdle-dipdle n'est plus
valable & courte distance (i.e. pour -‘.—‘l petit). Le potentiel d'interactiom
total devient plutdt une interaction plus ou moins compliquée 3 courte por-
tée. La singularité de W) peut gtre éliminée par le comportement de ﬁxnp
a ?;J:lj . D'ailleurs, il existe une bonne part d'arbitraire dans la sépa-
ration du potentiel total entre (c.p.) et {(l.p.). Nous v reviendrons a la
gsection (I.4). Remarquons finalement que les hypothéses sur le potentiel

d'interaction moléculaire sont restreintes au comportement a petite distan-

ce intermoléculaire, car nous connaissons bien 1'interaction dipBle-dipole.

I.3 L'expression de p’tﬂ\ﬂ,q] par la méthode des graphes.
T

Le but de la méthode des graphes est d'exprimer la densité de probabi-
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1ité réduite pB¥) par une fonction de la densité de probabilité& & une par-
ticule Puﬂ et des liens de Mayer ;Luj}. Pour un systéme comme le ndtre,

cette densicé ‘pt{.\ s'écrit:

(I.8) f,-\'.] = _JD_ = Jrt‘-_J
L

Ici, §L représente le volume de 1'espace des coordonnées d'orientation d'une

molécule, que nous normalisons & 1'unité. Par exemple, nous avons thh=ﬂﬁiﬂ;,
|

ol ‘;SLJ représente 1'&lément d'angle solide dans cet espace.

Le développement présenté ici réfere & l'article de Nienhuis et Deutch
. . - , . 3
traitant des effets de volume sur la fonction de corrélation de pﬂlre{ j.
On y note 1l'absence de preuve rigoureuse de la validité du résultat en limi-
te thermodynamigue (V-%ea) pour un systéme dipolaire. En effet, cette inter-
action déecrolt en r'a, c'est done dire qu'il est impossible de préveir a
priori les modifications exactes apportées par une augmentation du volume.
Cependant, comme Nienhuis-Deutch l'ont soutenu, l'effet de ces modifications
1 '_J-JIIIE 1 s .
est d ordre V et n'affecte pas les contributions principales de cour-
te et longue portée dans vy L'équation (L.B) pour la densité posse-
de aussi des corrections dues 3 la limitation du volume (voir figure 2),
: 1 _lilr3 '
mais ce sont encore des effets de surface, donc d'ordre V . Signalons

enfin que pour alléger le texte, un lexique de la terminologie employée est

présenté au tableau I.

A 1'aide des liens FkHJJ décrits dans la section précédente, nous pou-

vons écrire!

= 1+
I
(1.9) pn.qa-L [c'hrw: \ by | RN
[

[ (2%}
UL 0 sy



Figure 2. Pour une région 2 1'intérieur de la sphére

1l'environnement est homogéne. A la surface, il se pro-
duit des inhomogénéités de la densité /Oki\ . Pour un
volume assez grand, ces effets de surface peuvent étre

négligés.

11



Graphe

Graphe

Graphe

Graphe

Graphe

TABLEAU 1

12

composé: graphe qui posséde entre chaque paire de points, soit

un lien de courte portée, soit n'importe quel nombre
lien longue portée, soit pas de lien du tout.
connexe: on dit d'un graphe qu'il est connexe s'il existe un
min de liens entre n'importe quelle paire de points
graphe.
étoile: un graphe est étoile s'il est connexe et s'il ne pos-
séde pas de points d'articulation.
irréductible: graphe qui devient une étoile si on ajoute un

lien entre les points (3) et (4).

de

che-

du

linéaire: ensemble de points dont certaines paires sont jointes

par une ligne (lien).

Point d'articulation: point qui a la propriété de rendre un graphe non

connexe si on le supprime, ainsi que tous les liens

s'y rattachant.
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La deuxiime somme apparaissant dans (I.9) est prise sur tous les graphes li-

" points (3,4,...,4+2) qui deviennent &toiles en ajou-

néaires Gi avec " L
tant un lien entre les points (3) et (4), s'il n'y en a pas déja. Il est a

noter gqu'entre chague paire de points, il peut y avoir un lien ?u’,jl, ou aucun.

De plus, comme on 1'a vu précédemment, pivzp .

De tous les graphes se retrouvant dans l'expression de f’l!n*-i','p, le seul
qui est irréductible et non connexe est représenté par deux points, (3) et

(4). 5a contribution &tant P:' , mous écrivons Fl"_-..\ﬂ comme suit:

(1.10) pABNY = /03‘ (2 + hiew)
De (I.10), nous voyons gue ',oiqmn‘q} est la somme des contributions de tous
£
les graphes connexes irréductibles. Partant de cette expression pour _p.i\ﬁ.ul,
L1
les liens g’\.»'.ij sont séparés en contributions (c.p.) K‘-*’-.}\ et (l.p.}:

o0

(I.11) g“*i‘ = Kpno o+ Z i'"w‘_i,'i

LT | \
M,

ot Ky = Kugy) NTW

e
3

3

Graphiquement, la convention suivante est adoptée:

lien Wii)) _— (trait plein)

lien Wiy + -==--= (trait pointillé)
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La prochaine &tape consiste & substituer 1'expression (I.11)} de %&41

dans 1'équation (I.9). Tenant compte de (I1.10)}, nous pouvons écrire:

Z A Z[ém'-ﬂ-kuﬂj N u;,‘u/o

2
(1.12)  prhown=
L=k )
(L-3)!
La somme sur CL est maintenant prise sur tous les graphes composés connexes
irréductibles 3 L points, les paires (i,j) &tant prises dans CL. Dans la
forme (I.12), 1'intégrale se fait sur (L-2) coordonnées, tandis que la som-
me de ces intégrales est une fonction de (3) et (4) seulement. MNous appe-

lons les points sur lesquels il v a intégration, des points noirs(¥P), tan-

dis gque les points (3) et (4) sont des points blanes (LP).

La facon d'obtenir les contributions est simple, car entre chague paire

de points se présente 1l'une des possibilités suivantes:

i) une ou plusieurs lignes pleines
ii) une ligne pointillée

iii) pas de ligne

La figure 3 indique gquelques graphes contribuant a la fonection de cor-

rélation de paire ffﬂkuﬂl et leurs expressions obtenues selon les régles ae

la th&orie des graphes.
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ﬂ.] ——i Pa \F{l-.Z}
/03 K'(l,zzfdﬁ} v(1,3) v(3,2)
E’ d(3) v>(1,3) K'(3,2)
3’4

E" d(3)d(4) K'(1,3) v2(3.4) vi(4,2) v(3,2)
12!

e) u f}s d(3)d(4)d(5) v(1,3) v(1,4) v(3,4) K'(3,5)

vi{4,5) v(5,2)

/ol’ d(3)d(4)d(5)d(6) v(1,3) K'(3,4)

v(3,6) v(4,5) v(6,5) K'(5,2)

Figure 3. Quelques graphes et leur expression explicite
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I.4 Analyse des différentes contributions au calcul de "]“‘5,4}

Avant d'aborder 1'analyse des contributions & la fonction ,a'ixn.u}.
revenons a& la séparation du potentiel d'interaction en termes (c.p.) et

(1.p.). La partie de longue portée du potentiel total s'écrit comme suit:
=
.. - Y ~ g , O '_‘
(I.7) WL = M (3. 9yt ) { I }

Cette forme fonctionnelle possiéde une singularité a r‘i=D. Nienhuis et

(3)

Deutch spécifient le comportement singulier avec la condition:

- -~ =1 -
A: "ugiv‘m][‘t'é‘“) { f,a } - “ﬂ {g't} E'H‘J
Oy .

(4,5)

De fagon plus générale, Hoye et Stell utilisent comme contribution de

longue portée du potentiel intermoléculaire:

(1.13) W) = G- PIE V) {r.-‘;} vosE(4-9) S @
3

En fait, on peut toujours ajouter au terme de longue portée wui,j) une
contribution de courte portée quelconque (paramétrisée par 8), pourvu gqu'on
la retranche de 11.,-.:,!] . Le potentiel total ne change pas et W) modi-
fié représente encore la forme asymptotique de l'interaction dipdle-dipdle.
Les deux formalismes co¥ncident pour 8=1. Avec le lien  Vii,j) :-)E; Wi j)
ainsi défini, nous pouvons maintenant exprimer ,Pihﬂ‘q] de notre sphere di-

électrique.



17

De 1'équation (I.12), nous constatons facilement qu'il existe un nom
bre incroyable de graphes composés entrant dans le cacul de jgl‘gu},q]. Ce-
pendant, tous ces graphes ne possédent pas la méme importance, car ils ne
contribuent pas de fagon €gale dans 1'évaluation de P‘kﬂ.q‘j_ Par exemple, on
se rend compte que l'effet du graphe k.s;"_ h':-l pour T’H macroscopique
est pratiquement nul. Donc, dans le but de classifier les différentes con-
tributions, Nienhuls et Deutch introduisent un paramétre & défini par:

que typique de notre systéme.

(I.14) &= fl:",f“'k ot \ est une distance macroscopi-
&5

Ce paramétre § est pel:itl. En effet, de considérations expérimentales,
nous sSavons que ;&P‘M} est de 1l'ordre de l'unitéia). Or, la densité

est proportionnelle 3 ):a oi A est de l'ordre de la distance intermolé-

culaires. Il devient donec évident que si AJA, nous aurons B<¢4,

Les contributions & ip"iﬂl.ul qui nous intéressent sont celles a
l'ordre O et 1 en & . Ces contributions sont suffisantes pour connal-

- - - =1 - . .
tre, & longue portée et 3 l'ordre 0 en V ~, 1'énergie d'interaction effec-

v -~ .
tive ﬁw{iu\ des multipoles-test.

1 - - =
En fait, § est de l'ordre de v ol V est le volume de la sphére de molé-
cules F.l .
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Pour classifier nos graphes, nous nous référons au tableau 2 donnant les
contributions des liens (c.p.) et (l.p.). MNous voyons qu'entre chaque paire
de points (i,j) ol apparait un lien ﬂkid\, la contribution en § de cet-
te paire est d'ordre 0 . La raison en est simple; la seule distance rﬂ pour
laquelle la contribution de Klgh ne s'annule pas est microscopique. Or, &
cette distance les liems V() contribuent aussi 3 l'ordre 0 en § . Donc
la contribution totale est bien @ 1l'ordre 0 en & . On constate aisément
du ralsonnement précédent que pour les graphes contenant plus d'unme paire
de points, les différentes contributions se déterminent par les liens Vil
Nous donnons au tableau 3 1'analyse des contributions en puilssance de &

des graphes de la figure 3.

Notre but consiste 3 classifier les graphes contenus dans P‘iﬂhu] par
rapport & leur contribution en puissance de § . Pour ce faire, nous exami-
nons les graphes composés connexes irréductibles qui sont des &toiles. A
une distance microscopique, toutes les &tolles possédent une contribution &
1'ordre 0 en 5 .En effet, 3 cette distance la contribution dominante est cel-
le de 1'interaction courte portée (c.p.). D'autre part, la seule &toile
contribuant @ 1'ordre 1 en & pour AT macroscoplque est (i) e—s (3},
puisque pour les &toiles macroscopiques & trois points et plus, il y a né-
cessalrement au moins deux liens longue porté@e. Leur contribution est donc

d'ordre 2 en & .

Les graphes de f}ﬁﬂlﬂ] gui ne sont pas des &toiles, sont construits
par des chalnes d'étoiles liées les unes aux autres par les points d'articu-
lation du graphe. Les lialsons se présentent ainsi (rappelons-nous que les

graphes considérés sont irréductibles):
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Contribution des liens K'(i,j) et v(i,j)

1 . . .
1] 17Ty K'(1,3) v(i,])

4

macroscopique ne contribue pas 8
o

microscopique dépend des liens 8

v(i,j) présents




a)

b)

c)

d)

e)

£)

TABLEAU 3

Contribution des graphes de la figure 3.

Pour r,, microscopique, la contribution est & 1l'ordre 60, mais pour

1
r.., macroscopique elle est de &7,

12

Pour rl2 macroscopique ce graphe ne contribue pas. Sa seule contribu-

- 0
tion est donec pour r,., microscopique; & 1l'ordre &7,

12

Ce graphe contribue 3 1'ordre ﬁﬂ pour r microscopique, autrement

13
il est a 1l'ordre 63.

Pour Ly microscopique ce graphe a une contribution dominante d'ordre
0

8§, i.e. guand r sont aussl microscopiques. Pour r ma=

r et 12

13" “34 42

croscopique, 1l'ordre est au moins en ﬁ% puisque le point (3) est dis-

tancé macroscopiquement du point (2).

Contribution d'ordre 50 pour r_ ., microscopique. Il y a aussi contris

12

bution en Gl pour 1"étoile (1,3,4,5) microscopique et une séparation

r macroscopique.

52

Encore une fois, pour r microscopique, il existe une configuration

12

p 0
ayant une contribution d'ordre é . Autrement, on a une contribution

d'ordre Sl si Ty est microscopique. Pour les autres configuratioms,

le graphe est au moins & 1'ordre 62.

20
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- 51 1'étoile contient le point (3) ou (4),

elle est liée 3 une autre &toile.

- s5i 1"étoile ne contient pas les points (3)

et (4), elle est liée 3 deux autres étoiles.

Pour une distance r, microscopique, toutes les chaines d'étoiles ont
*
une contribution d'ordre 0 en & ©pour la raison exposée précédemment. Pour

., macroscopique, les seules contributions d'ordre 1 proviennent des chal-

AR
nes d'étoiles ayant (i) —————— (j) comme &toile constituante. Les gra-
phes ne contenant pas (i) ————— (i) comme constituante, sont d'ordre
0 pour v, microscopique et au moins en E.‘ pour ., macroscopique. La con-
tribution & 1'ordre 0 de ces graphes se note m‘l‘s,q] . Remarquons que w.iﬂ.'ﬂ

n'est pas la contribution totale en E‘ de I,O‘Tl“;,q\, puisque les graphes con-

tribuant & l'ordre 1 pour ¥,, —macroscopique sont & l'ordre 0 pour

3 3

- - J .
microscopique. Cette derniére contribution est notée by i34} et elle provient
des chaines d'&toiles ayant (i) ——— (3j) comme constituante. La fonc-

tion "ﬂm,q‘] s'Berit:

(1.15) /019\15.4\ = R'aw ¢ e

L'équation (I.15) donne la contribution en Sﬁ pour microscopique et
en 5; pour X, macroscopique. Donc, pour toute séparatiom, les graphes de
'}-.,"rg..q'. et E{uu.u‘p donnent entiérement les contributions que nous voulons.
Comme MNienhuis et Deutch le montrent, ﬁ\ﬂ},u‘j est indépendant du volume de

1'&chantillon, tandis que ﬂ'\.wi.hﬂ' dépend de V .



22

I.5 Expression de ﬁ‘i\ﬁ.ﬂ en fonction des paramétres microscopiques

. w)
Dans 1'équation (I.15), le terme WiLh) ne contient que des contributions
de courte portée. C'est la corrélation de position et d'orientation pour des
(3) =

dipGles treés volsins. Cette corrélation domne lieu 3 un dipdle moven K:

s'exprimant par:
-4 i} =
(I.16) k. =] dyp R .
X, ) "d ful
v

=+ -
La définition de ¥, en fait un paramétre microscopique du systéme. Les

contributions de longue portée de la fonction de corrélation de paire sont

-4
fonction de W - . Le terme Q\Wlb.wj s'Bcrit:
\.“ J\. ] ] . ¥ . 4 "!-
(I.17) i\, LL,M) = %E [.f“l* 131 ’:Dwrhy [.'“"* v X, ]
T

- 3
Le tenseur Dﬂ-}}q} représente le lien de longue portée liant le dipole #us
- - -3 4
et son entourage (¥,) au dipole My et son entourage (X ). Il se compose
- - s 4
de deux termes: le tenseur d'interaction diptle-dipdle th ,{‘} et le tenseur

de réaction Rd'l.?'q]. Nous avons doncm}:

‘D‘-%l.‘?q\ = TL?PJJH} * RL?‘L,":}‘“}
3 413. _"uu -4
(1.18) Tg_;lx_r_‘; - - N7Y {TN}
o
3 2 z : 2w Fen . a <
(1.19) Rty f0) =/ LA-D ) VY (T;TH fP_; ey n)
Oogiv v O R R*
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Soulignons imm&diatement que la singularité du terme Tﬁ',,fr,l se tralte avec
la valeur f=1 (voir é&q.1.13). La présence du terme R’h:';.}q\ s'explique par

le fait que les interactions entre les molécules de la sphére sont tronquées.
L'équation (I.19) est donnée pour une sphére de rayonm R; P, est un polynome
de Legendre ol ?3-2* est le cosinus de 1l'angle entre %1 et ?\t. Le
tenseur RLE’EE} dépend évidemment du volume de la sphiére et cette dépendance
se transmet 3 la corrélation de longue portée ““ﬂ.ﬂ!. Les expressions (I.16)
et (I1.17), nous permettent donc de connaltre la fonction de corrélation de

paire f‘h&q] en termes des paramétres microscopiques du milieu diélectrique,

la permittivité € pouvant elle-méme s'exprimer au moyen de ces parameétres.



CHAFPITRE II

Ly
L"'ENERGIE D'INTERACTION EFFECTIVE §‘u“ﬂ]

II.1 Définition de &Ll

Nous plongeons deux multipdles—test d'ordre arbitraire L et M dans ia

sphére diélectriquel. La densité de probabilité réduite de ces deux multi-

poles-test est (voir 8q.I.1):

(IT.1) pm“"” = jém ve e du 1.1? {-—,{L 'Ll{t.l,---,u]}
fd.m dvy- - diwy Wy {‘{}, '\.H'h'-*-,n--,l-ﬂ}

I1 faut bien faire la distinction entre les fonctions P@,q] du chapitre
I et Pm'.l.l‘l introduite ici. La densité de prcbahilitélplhql se réfere unique-

ment au systéme de (N-2) molécules polaires. L'énergie d'interaction entrant

1 Rappelons qu'il y a (N-2) molécules de moment dipolaire A dans la sphére.
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dans 1l'expression de Pr)  est le potentiel intermoléculaire. Dans 1'é-
quation (II.1l), le terme énergétique comprend aussi l'interaction des mul-
tipoles-test L et M entre eux ainsi que 1'interaction des multipSles-test

avec les molécules du milieu. L'énergie d'interaction totale U(1l,2,...,N)

est donc modifiée et 1l'expression de Pttt différe de celle de Pn.ﬂ

Pour calculer Pm“‘“' il faut connaitre U(l.Z-.-.-,N}. Appelons les
molécules du milieu les mol&cules F; nous avons dans U(1,2,...,N) les trois

types de termes suivants:

1- Interaction multipdle L-multipdle M —+ ﬁm
2- Interaction multipdle-molécule F —+ ijF . “’u

3= Interaction molécule F-molécule F -+ FgFF

Nous écrivons la fonctionm U(l,2,...,Y) comme suit:

N N
(1I1.2) U, W = ¢mu.n "‘X ,l tﬁwu.u '«-Q“Fu.u."!} + Z 1’5?"‘"5}
(S 1 SIS

v
D'autre part, nous définissons 1'énergie d'interaction effective @_mu.:.]

a partir de P'_MH..I] :

I3 p WY = % sap {ARo} wp {pha) ap {-AT, M)

1 Pour bien identifier le systéme auguel on se ré&fére, nous &crivons ‘a,,uu.n
pour la densité de probabilité réduite des deux multipGles-test et Pegid)
pour la densité réduite des molécules du milieu di&lectrique.
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Ici,]h est une constante de normalisation. Les fonctioms £(1) et £(2) ne
dépendent que des coordonnées des multipbles L et M, respectivement. Ces
fonctions correspondent & une €énergie potentielle non uniforme dont 1'origi-
ne tient du fait que le systéme a un volume fini et n'est donc pas invariant
sous les translations spatiales. iﬁ,&hl& est 1'énergie d'interaction ef-

fective des deux multipdles, qui dépend de leur présence simultanée.

A partir du calcul explicité de 1'intégrale (II.1), nous montrerons a
la section suivante comment obtenir ﬂthugh Avant d'entreprendre ces cal-
ls, &laborons la notation employée pour les fonctions et
e pLoy P ﬁg.u "Pl.l'- M=
La solution générale réelle et partout finie de 1'Equation de Laplace d'un

multipole d'ordre L placé a 1l'origine est:

L

4 NN
(I1.4) 'Ph"l: Z c, ¥ L)

i=-L

ol ¢y sont des constantes et ELL sont des harmonigques

sphériques.
Nous wvoulons écrire cette sommation sous forme condensée. Pour cela, nous
introduisons un tenseur de rang L dont les éléments réels sont des combinai-
sons des Cy - La condition imposée sur ce tenseur L est que sa trace solt

nulle. Le potentiel flfl devient:

=4
(11.5) ey = -0 L vV -V
L m LYERAE S W <, { }

ou la convention de sommation est employée.
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Pour abréger ce résultat, nous adoptons les notations suivantes:

(I1.7)

- .
LLV]"'! L“i;"'i; Vd‘- ..rvﬂ\.

ou 3 est un vecteur quelconque.

L'équation (II.6) s'&crit donc:

5['1.;“]: -ﬂl- {LE") {"’d}
-4

De ce résultat, nous pouvons écrire 1'énergie d'interaction ¢u.1} comme
[

A
-4 . = -
(11.8) ﬁ.hulﬂ = (- “H L)) { e }
B-A) Lam-4)),

=
avec Lt 1 rl- 'l!'“

Pour nous convaincre de la forme (II.B), considérons 1'énergie d'inter-

- . oA
action du multipole L situé & ¥, avec une charge (M=0) située a e On a:

Qhh = (L) (¢ s A W@ ()
l}.\.' n !,! i.l-l-""l 1.“.

D'oll la généralisation précédente (II.8), car le potentiel d'une charge 2

-k
l'origine est justement q"r .

1
Pour 'terF et %..F » on pose M=l et L=l respectivement.
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Dans 1l'expression des énergie d'interaction ;ﬁLF et "‘N.F- , il y a
-5
une singularité de la fonction pour ¥ =0. On peut montrer qu'une contribu-
3
tion additionnelle, nulle pour ? #0 mails singuliére & ¥ =0, est consistante
avec la notion de multipdle-test. Cette contribution se paramétrise par une

constante {n,) comme suit:

My Uiy

B s (LTIR-T (¥ - awl oy ST S

W=, LA

Nous expliquerons un peu plus en détall la signification physique de ces ter-

mes A la section (IV.3).

v
IT.2 Expression de 6]_5\-#.13 en termes de Qgi Iﬁ Flﬂé "ﬂn'FF

Nous woulons exprimer la modification apportée par le milieu diélectri-

que (les (N-2) molécules polaires) & 1l'interaction des deux multipbles-test
L et M d'ordre arbitraire. La démarche de calcul consiste a comparer le ré-
sultat de (II.1} avec la définition de la fonctiom Qtuu,n (IT.3). L'em
ploi de multipoles-test, nous permet un développement du terme exponentiel

en un petit param'étrel. Adinsi, l'interactionﬁn est d'ordre 0, les interac-
tions f. et ﬁMF sont a 1l'ordre 1 et QH est & 1'ordre 2 de ce petit parame-

tre.

Notons que nous n' avons pas besoin d'expliciter ce paramétre.
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Nocons le numérateur de (II.1) par N,- nous avons:

N:jd-.uu-amm Lonp {-P;U.H.I\,“.,p‘l}

Le dénominateur étant un facteur de normalisation, il est contenu dans la
définition de la constante ;u de 1'équation (II.3). Avec 1"énergie donnée
dans (II.2), nous EcrivcnslN » en gardant tous les termes jusqu'au second

ordre:
L V]
N = Wl { —P,¢mu.n}f Ay oo duny M-P{'PZ '35““:.!]‘} x

A

X np {-Pi (ﬁ“: ) \-4#"“:{.1-.-;1)}

ial

= M'IP{ -P sjﬂ:hﬂ}f é-k‘.\\"- Ay dau? {-Pz ﬁFF luC,j\} %

ﬁ.}i?l

"
X \ - PZ qu:“'” *¢Mcu‘“") *

wnly

N W
A .E': Z Z {dﬁh ) v m_u.i:-)[lb M) tqim__u.il)
&

L=y Jn}

L Pour alléger la notation, nous ne spécifions pas immédiatement les bornes
d'intégration.
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Intraduisons les définitions suivantes:

]
Pt = (N2 f&m e dwoy L {)?.»Z gb“u,ﬂ}

% SRS
(I1.9)

W
Pretor = -l Iéﬁ: s AW e [ 'F’Z ¢F'Fu.51}

ST

3
N
avec Ju:féu‘n-.. A dap {-P_BFF“L;‘"}

\-‘Fa Y

La symétrie du systéme nous permet d'&crire:

N L
fa-.:u Cee Biy oo {“[}Z ¢FF’“E§§Z Ln}LFu.ul * qu:ta.{‘l)

CRIRLS .=

= [U-l\]féwx- - Ay mf'{"Pi%Fu'-:'l)f (K‘LFH.L”& \-tﬁ“r_ii.;'l)

L.'Jjﬂ.

(IT.10)

VIR
9]
fdm---dm\ i {'P’ZGSFF“T}ZZ (:pmu.;\ ..c,bHFu.n]:

\-33}1 "_:-5 435

X ( g )+ Prc ud\)

(W-3)( H—’ﬂ[dmam - o A 1"1-?{ —pi ’ﬁFFLL‘ 'i]} (ﬁ'FH&\ ¥ %I"-Fu:h) X

L2

X (gbwu.ﬂ v rﬁugu.u!)

3

N
+ m"“f""“ re e due “?{'#*Z ¢FFH'P} (¢LF“‘” ¥ ¢u|=u‘ﬂ)

2
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Notant que ﬂgz.‘h:ﬁl__‘l&}al. nous obtenons en portant (II1.9) et (II1.10) dans

1'expression pour N :

N= anp {-p pwu.;i}{ i - Paf&m Pet® (p‘uu.ﬂ * ,ﬁF_u,a)

4
*p é f di») dw ,pFFu.q:(pLFHﬂH ¢Fﬂu.u){¢ \ u.-m-ﬁmlq.lh
a

- E" .ﬁjdm Pet® (¢L fUM B “13,:91}
a

De 1'équation (I.3), nous avons:

pFF(‘b,ﬂ} = ,OFI.!-}/OFH} (4 + E\FFl}.,u:)
Alors N s"écrite
(I1.11) N = *mﬂ-pﬁmu.nk {4 -lﬂ.f 4 PF“‘(ﬁ.p“"ﬂ *.g&mu..a)
+ ﬁ" jétl‘! ﬂt!ﬂ( ﬁ;l\.ﬂ . ¢:; I.L.J.'I) ¥ E:Jd'l!"l &H"‘ féﬂﬂ:-.t‘j(ﬁuu,}'iéwmlﬂL QL‘:H'};LG)
a Y
t E‘ fdb.:n LI A k“u.q's(gmmwp“um v P3N Qﬁr_d&.ﬂ)
.
v F}/ dwr o ¢ ) I E RN pif dduwy pen P ¢“l.u..ﬂis'¢mn

+ f.’:-t/ Ay éut'j (O:'L‘L‘il PFI.NI] E\FFKEM] iﬁmu.‘:] ﬁ‘:“k‘iﬂ'l }
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Pour arriver i la valeur de P"“H..l] donnée par (II1.3), nous allons isoler
les termes de N ne dépendant que de la variable (1) ou (2) exclusivement.

Pour cela, nous définissons les fs::_rnctis:ma suivantes:
A =j dy pd B (ad)
jtﬂuufdux Pe ) ¢FM toia)
(11.12)
4
‘},Lu‘s-_ Ay FFm qu“‘” +fcl-.ncln.i1ﬁm’pﬂ\ Sh“u,p ¢“un¢utm
l - - @ - -
}Hm: diy Petd h“u,ﬂ tf &m&u,';mePF-.p W L) i,“kuﬂg&',#-n

Substituant les valeurs de (II.12) dans l'expression (II1.11l), nous obtenons:
N = ﬁ 2ap {-F, b g A+ {Lj‘[&m PeiD 1 55“13..:1
&
+F1jduh$m\ ;PF Un'pF (S ka (3,u) 56”: L) ¢r—u (ST R
ad A :
-p Lo - F,')’,Hm *E IL Wy & _E an arF,“ I,_mzuun
EN Y
+£ j;l_u& \ E" }.uu‘h
N N
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N= ﬁ Lp {-P qﬁmu.u}{ A4 P‘f din) Pe'® ﬁLFH.a‘H}Fn (ya)
¥ P,jdm iy Pe 0 Pt TR TR Y P )
1
)

..F, ( T,._m + I“u\) + &‘ (I,kf.n ¥ I“u)
LN
*Ez (hlﬂ % EMLLD>
a

Remarquons que ‘x'_u'n et x.hﬂl' sont au premier ordre du petit paramétre et
que }LLH et R-,Hu] sont au second ordre du petit paramétre. Ceci

nous permet d'é&crire, au second ordre prés:

N = éﬂ “"f{",e’ ?5‘_,,}1.11} { A +P7 dvm g3 ¢L;u.mﬁmu.ﬂ

+!L-" diw diw Pet® Io_'_Lui l-xﬁi!-.ul ¢’...:“"“¢’;.,l"“}

{4 plas R B

Posant:

il

o

Lo = _& 5.,'_1..11
4

b

Lutdy ~ A \j..“u.}

i

b o
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Nous obtenons finalement pour le numérateur:

(11.13) N = e% p {-Pcﬁmmn} socip { -p ($o v f) )

X u@{-jﬁ(- ﬁ, f &ta}p,;m ¢ wng B - F, dindi) P‘uyl:;u-&#;.uwﬁu,,ﬁ n}“‘)}

Reportant (II.13) dans (II.l), nous avons:

Paatsa) = L, anip {-p.m\} L {-F,im} m-if{*fz,( tibmk 4L,3) -!{}, Amy meq';L&mub“mj
- P'fé. RY-T P2 P WY () 6 B .11)]

Une comparaison de cette valeur avec 1'&quation (II.3) conduit a 1'identifi-

cation suivante:

\d
(II.14) @LHLLH = ¢|‘_hu.n -P dun IoFm 9’:“&1.3‘& 'ﬁFMH.H

rlc 1L

*ﬁf&mdm Pet¥ Pt @, 4 3"\“1‘5.\1) Be )

Ty, ¥y < 'y

\d
Cette expression pour ﬁdlm est formellement exacte pour deux multipdles-

test quelconques au second ordre du petit paramétre.
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(3) (4,5)

II1.3 Comparaison des travaux de Nienhuis et Deutch et de Hoye et Stell

(3 ob-

Dans la section (I.4), nous aveons wvu comment Nienhuis et Deutch
tiennent 1'expression explicite pour la contribution 3@ longue portée de la
fonction de corrélation de paire (8q.I1.22) pour une géométrie finie. D'au-
tre part, nous référant @ 1'article de Hoye et Stelli'ﬁ'ﬂ, nous Savons com—

o
ment exprimer FimFF"s'“’ dans la limite thermodynamique (i.e. & volume infini).

Notons qu'alors PF;,:'i est rigoureusement uniforme et é&gal & ,0 .

La fonction de corrélation de paire entrant dans 1'égquation (II.l4) se

W
note ?‘LFFK}I\{]. Elle se met sous la forme:

W
(II1.15) Pee 3 uY = S}{’:FL;,q‘i ~ bj)\.FFu..u}

*
ot R\FF‘C&H] est donné par Hove et Stell et bm,'__Fﬁ\l}

par Nienhuis et Deutch.

I1 faut maintenant &tablir un paralléle entre les deux formalismes pour
utiliser convenablement 1'équation (II.15). Le tableau 4 résume les rela-

tions dont nous avons besoin.

En premier lieu, comparons les contributions de courte portée, D'une

part, nous avons:

Fa

(HS) ]u.q} 5y By = LA+ 32) Py :-,-3:. Eﬁ"w]

et d'autre part:
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TABLEAU 4

v
Résultats nécessaires @ 1'évaluation de i\ﬂt'{.,u}

Travaux de Hoye et Si:eﬂlr"‘:"f"“ir
- YR P R n )3t &
p.gx“l'b.ﬂ‘l 2 = IR AT AR - Lvad B sk oot )
4n
* I'.".s.\l]
oA fém! Fk‘”" I‘-.‘.-..u'j = O
Atzy = = 1% ; Biwy: 3 lt-!% -4)
%H*h“i-ﬂ
1= 3[3*‘&3 1\31. qn pxl
LR Bl&[’blﬁﬂ 9

(3)

Travaux de Nienhuis et Deutch

Piﬂ'\“ () = 'ir-:; i) & 3\:‘; (3,4)

N -
3\"': (3,u4) = _éﬁl Lf_‘:‘l v ?{3‘ . DI‘.\".%J (FH v X )
1

Rﬁl,}ﬂ‘i - (A-2V (L vd) ‘v‘m‘q"m(ﬁj’pj L;‘y?ﬂ)
L= (Lhvked R Q
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el
(ND) y. .f.'h; (3,4)

=

De la définition de H.,: , TIOUS avons

=% =4 i
X, d ) g /a" Q’\Lakﬁ.ﬂ‘l

11

= a" " T
d) fa Jaw + [ dw {,«_lq (Bd..ﬂ-l.hlﬂpnu) 5t 8t

i

]énl ip-Lj‘MJL (Eu\ - Hw—h“ﬁﬂk‘ﬂ) 3.t Sl}h‘!

= _& 3 (%n\ - Lﬂlrl‘t\ﬁrn)
>

Rappelons qu'il faut poser f=1 dans la définition de z pour que le traite-
Y
ment de la singularité de T&ﬁ.u} soit identique dans (HS) et (ND). Sub-

stituant les valeurs de A(z) et B(z) appropriées, nous obtenons:
** ~
(II.16) K, = b, =
3

La fonction Bl dépend exclusivement des paramétres microscopiques et elle est

en principe calculable comme la somme infinie de graphes.

L'identification des termes de courte portée étant effectuée, vérifions

la co¥fneidence des deux termes Tt;zh;’a) des contributions de longue portée.

Si on porte l'équation (IL.1l6) dans 1'expression de M:LE.H]! il vient:

h Y a A
(11.17) R\"; M) = gﬁ;&& D3+l s D ¥t
T .
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La permittivité statique € apparaissant dans (II.17) satisfaitial:

(1I1.18) £E-4 = ﬁﬂ F;..L:,H 1‘:

un L

11 résulte de (II.16), (II1.17) et (II.18):

-4

(I1.19) 9\": (5,4 = = f-\nip P 'D"-T_“#'.J- t

4T

La comparaison de (II1.19) avec le terme de longue portée donné par Hoye et

Stellfﬂ,f&} nous améne i définir b}.;r. comme . (&q.I11.15):
- . o A
(I1.20) pAR BNz DAwm S Riv, #o-t

T



CHAPITRE III

L'ENERGIE D'INTERACTION EFFECTIVE DE DEUX MULTIPOLES DANS UN VOLUME FINI

W
111.]1 Termes nécessaires au calcul de Eﬂ W)

Nous avons montré que 1'énergie d'interaction effective entre les mul-

tipoles-test L et M satisfait 1'&quation:

W v
(II1.1) ﬁmm‘;: ¢m“*“ - F,P diny 5%“*“56;..“'“ - #?o" dndin rpu__uaﬂ\“lmﬁ#ma}

Tye i ¥y vy it
Nous regroupons au tableau 5 les formes explicites des fonctions servant a

v
évaluer mmu,.:].

Energétiquement, la limitation du volume se traduit par un potentiel in-
fini pour les distances r plus grandes que R, le rayon de la sphgre. Ceci a
comme conséquence une densité de particules fﬁ;ﬂ nulle 3 1'extérieur de la
sphére. De ld, la limite des bornes d'intégration. A 1l'intérieur de la sphé-
re, on prend la densité Q.\{) constante (notez la différence entre les &qua-
tions (II.14) et (III.1)}). Cela n'est pas strictement exact lorsque l'on ap-
proche de la surface de la sphére. Les termes négligés sont cependant d'or-

dre V k . Comme notre calcul est a l'ordre ?u, nous n'introduisons pas une
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TABLEAU 5

v
Expressions entrant dapns le calcul de QLM'LML]

Foom = (LENME) (e

Ar

CaL-a. Cam-4V,

btz PRV ()
-0l

ot IR FY )

1
M- 11
9\” N -?l.li.«-‘lw - ( ) 4 A
PV = Ahay 3V 1Y 'Lrh) v LBy - (v e &T“‘ﬁ'\:
Y4n

P bQ\FF Gy = dhay SRG Tt

“ 0

M Ll
Les vecteurs unitaires 5 et ¢t représentent la direction des di-

poles des molécules (3) et (4) respectivement.
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W
erreur significative. MNotons de plus que l'expression de ‘\‘t}ﬂl utilisée

n'est pas exacte. Comme 11 a &t& montré pour le cas d'un volume :I.nf:l.ﬂ:l':":”1I

elle contient néanmoins tous les termes nécessaires au calcul de la contri-

W
bution de longue portée de thhn « ©Signalons enfin que, dans un premier

= 0,

temps, on va poser ﬂL= ""IH

W

I11.2 Calcul explicite de &,“H'l’l

Dans cette section, nous présentons seulement les grandes lignes des
calculs. Les détails strictement mathématiques font l'objet de 1'annexe A.
De plus, pour faciliter le déroulement des calculs, nous fragmentons les in-

tégrales a effectuer comme suit:

1= -pp dy P g 1)

e R
Ea]
i
- -pp dardin $ o h o B, )
Mt LR
i
1= Ap dun dw b, 143 Bhe o I 40
T;uﬁ.l.ﬂ
Le résultat final est la somme des intégrales Il' 12 et 'I.3 plus le terme

que nous connaissons déja (voir tableau 4).

I11.2.1 Calcul de l'intégrale 11

Avant de substituer les formes explicites pour l;ﬁq:ud.'l et "FM‘“L” ’

nous séparons L. en deux parties:

1

a2y I = 'P’Pf A @ (NG ) + p/o 4w quFu.mﬁmf.a.:}

R
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Nous connaissons déja le résultat en limite themcd}rnamique{m, la premiére

intégrale s'écrit:

ey Ly '
(I11.3) -F;/J dny) 95...,-“‘3”&';“"-’-‘"“: (L2 (M-9) -3y

Cac-n Y G- T

Pour la deuxiéme intégrale, nous employons une méthode mise au point par

Wertheim”}. Le principe est de transformer 1'intégrale:
2 = = pd
][BF 41y q!-"LFLh}"I ﬁ..._nﬁ.lﬁ = U... v ‘JLM"]M) '!“-i ]&13] v‘tfa‘j.wg‘
Zas _iy
kl\. *E-J (}‘4 kj.i r3<;ﬂ

en intégrale de surface (théoréme de Gauss) et ensuite d'utiliser le dévelop-

et ‘l"-‘ . Comme il est mon-

pement en polynﬁmes de Legendre des termes ﬁ-‘ 3

3

tré dans 1'annexe A section (A.1l), le résultat est:

(=]

I 5 . A

(III.4) 3_1 X W+ (o, f\)i (¥
R tzo (3%~ ) R?

Regroupant les équations (III.3) et (III.4), nous obtenons (Eq.(A.2)):

_‘1.1.1 —‘i-'l'
1.5y I,= (L VUMV ) -3y 4
@ - Ot Cam- !,

:’F
|
:—' —
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III.2.2 Calcul de 1'intégrale I

2

Nous avons vu a la section (I.4), gque le traitement de la singularité
k. 3 é
du tenmseur |l¢yr)conduit & la forme suivante pour la corrélation de longue

portée:

- ~ . " -
ar.6)  pho eas= 39&1\[3-%‘."‘)1.4;'?“9{\'1:} % (&1; -mmﬂuh&mta-t}
um

11 v a donc deux facteurs dans Iz:l'un en &L‘;J'“] et 1'autre en ¥ Le ter-

-4
i
me en &%h} seg traite essentiellement comme 3 la section (III.2.1). Le ré-

sultat est (sec.(A.2)):

- A
arr.7) (U9 (m ﬂ“) Y kh—n e 11‘1%.11) ¥ o9 ('I'.mm +L'..+n".ﬁm)
o W
G- G- Yis R

3 .
Ky Li*“ (T*Th ’P_l tffT,;\!'

=0 (a0a9) \ RY/

Le terme en T;: s'intégre directement (8q.A.5 et sulvantes) et il en résul-

te (Bg.A.1l):

L -*'.“1 -
ae) WIHMI™Y [ o3y he ¢ éaml Bt a0
(- (am-4)) AFPY R 2zo BLx) (akas)

|
« krm) PACAN
&1
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Des équations (III.7) et (IIL.8), l'intégrale I, prend la forme:

2
(I11.9) I;: e-9*Y (M- ) - sa(%.u_a REYEEI L )|
(-0 M- T

o0

| n

4 ui(l’)n,\ -H*h‘lhn\\l LRaa) (Tqﬁ) ’PJ.LT"H‘
TR (5 e \ R

o

4 '5& Awy Z
R f=0 ALY (303 )

Lala)  CRsd) (\r*rl)l 'P_lt{'r{‘;‘l
Rl

IIT.2.3 Calcul de 1l'intégrale I,

La derniére intégrale se fait par la technique employée 3 la sous-sec-
tion ci-dessus. HRappelons que l'origine du terme PhEFF est la troncation
de 1l'interaction entre les molécules par les limites de la sphere. Ce terme
est fonction de la permittivité statique £ du fluide contenu dans la sphére,
contrairement aux expressions de I, et I, qui elles, sont la conséquence de la

1 2

géométrie du probléme. L'expression finale de 13 s'éerit (sec.A.3):

(= 4]

- 4 3 |
@10 L= (vIMT™) ) 3u A ) Geowsd U [on) B
AL - A M- R 475 (envad) W) \ )

A
Ceci compléte le calcul explicite de m“d,{.ﬂ. En effet, regroupant les
gquations (III.5), (III.%) et (III.10) ainsi que la forme de #i*tulidunnée

au tableau 4, nous obtenons:



45

Lam I
(III.11) §T_H£i.ﬂ = (L9 (M) (&— 3y - \i[hn + Al4-1) Fmﬂ)
G- am-0n r

Ak
= u]
i a" -
+ 9 ‘Iihﬂ (Ra) APR RLrl-rﬂ
R =0 L) \ R

La fonction FE{Z} dénote 1'expression suivante:

(IT1.12) F_Lm = ¢ 5+ (- ) Am) 3 3R G & 3%11“-'&,11.1
AL (5820 ) 014

L'équation (III.11) représente la contribution de longue portée, a
l'ordre 0 en "uf_l, de 1'énergie d'interaction effective des deux multipd-
les-test. Remargquons gque le résultat (III.11) est consistant avec celui
trouvé en limite thermodynamique. En effet, 11 est facile de constater

- s
que, pour ¥, et r, fixes:

iz _@.LWH = (L'ﬁm){ﬂ'%’m} ( '.-*:.g}r -y L2y 4 lu-ﬂﬂmﬂ
GL - ANt Um- ) DN

ce résultat colncide avec celui de la référence (6) pour m =0.

L'y

Dans le cas plus général ol les paramétres T, et Ny différent de 0,

L
1l'expression de %.ﬂ se complique. Nous exposons celle-ci 3 la section sui-

vante. Le chapitre &4 sera consacré a la relation entre la permittivité sta-

tique du fluide et 1'énergie d'interaction effective des deux multipGles-test.
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v
III.3 Expression générale de ﬁmua.’s

Les énergies d'interaction faisant intervenir un multipdle-test (comme
¢LF gy ) Présentent une singularité pour rij=0. Nous soulignions 3 la
section (II.1) que 1'addition d'un terme singulier pour rijnﬂ et nul pour

rij%D reste consistante avec la notion de multipdle-test. Ceci nous améne 2

poser:

S ALV -4 o oY
RIE RN (DA A (o B L AV N (RN
- ) RO
(ITI.13)
i 2 -4 » 2
B3N = (M- V)R V) (ry,) = _as=M My o 5&“-%“1&&1
am-0Y oMy DL

Pour toute valeur des paramétres 1. et Ny dans (IIT1.13), les Energies d'in-

L
teractions qi&LEEet ﬁFé}llccrrespnndent 4 un modéle de couplage multipdle-test-—

dipiles environnants.

La forme générale de 1l'interaction effective El:&hll s'obtient en repre-
nant les calculs de la section (III.2) avec les &quations (III1.13) comme dé-
finition des multipOles—test. L'ex@cution des calculs ne présente pas d'au-
tres difficultés que celles dé&jia rencontrées, nous nous contentons donc de

présenter le résulat final:

=2}
v T 2
s o = (L0 mnv®) c(Lmiz) & & ZLMHH'ﬂ‘H\llHWﬁD
G-ty Yia R =0

x Wat) m)i TN

Quo \ g
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Les coefficients a(L,M;z), bE{L,M;z} et c(L,M:;z) s'écrivent sous forme de

fonction de z i 1'aide des expressions explicites de A(z) et B(z):

Amr)la-2) f

Al

C Ll My2) = {E (3q -2 -4]2 +t;1.ﬂ‘|}{h-1 }{tn%-l‘iﬁ-ih eamel]
T

ey (A=)

alt, M2y = 3z 4 q 7% Lﬂ v Mﬂ

A-1 CAx 2= alxA IM 1

bg_lL.M',"ﬂ: -551"' { L}_,.En} N (4 -¢) Q" }
(A ¥ 12)(A-2) Do) (0404030 41)

- 0511 LA-2) {-Lqm - M‘ih * mmt_umn
CAna)(A-ILRRALA) L alard aMH BLr)(ame)

Nous remarquons que le résultat (ITII.14) se réduit & celui de la sectiom
précédente. En effet, pour nL=ﬂrfD, les coefficients a(L,M;z), bE{L'H;Z} et

c(L,M;z) deviennent:

!
-

]
o

ik

CTlL, M)

1
e
~

0 (LyMy )

by (w2) = - 9a} {mm v Q-8
Cheaz)A-2) | (aRxa) (e veYle)
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En associant la somme a[L.H:z}"'bi‘(L-HiZ} au terme FFE{'Z}' la correspondance

avec 1'équation (III.11) est bien vérifiée.



CHAPTTRE IV

INTERACTION EFFECTIVE ET PERMITTIVITE STATIQUE

IV.l Expression de la permittivité statique £

La permittivité sta;idue d'une substance est un concept macroscopigue.
D'autre part, le comportement microscopique des molécules composant cette
substance détermine entiBrement ses caractéristiques macroscopiques (entre
autres, £). Nous espérons donc de pouvolr exprimer 3 1'aide de 1'E&nergie
d'interaction effective ﬁt;Lhn, la permittivité statique £ en fonction des

parametres microscopliques du fluide polaire{a’g}.

s = [ -1 [ ]
La relation (IIT.14) nous donne, & l'ordre 0 en V 7, 1'énergie d'inter-
action effective entre les multipdles-test lorsque ceux-ci sont &loignés
—y o
par une grande distance Y,, . Il est important de rappeler que ELM. se rap-

LT Y

- - 1
porte seulement & des multipoles-test .

-
lVoir la remarque sur l'expression de ® ,, donnée par 1'équation (2.13) de

la référence (6).
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L'énergie d'interaction effective donnée par 1'équation (III.14) se
rapporte au cas d'un volume fini et sphérique . Les corrections apportées
au cas d'un volume infini, représentées par les coefficients a(L,M;z) et
bELLiH:z]| dépendent de la géométrie choisie. WNoter toutefols que le pa-
ramétre €, dont l'origine remonte aux équations (I1.17) et (I.19), est in-
dépendant de la géométrie du probléme comme il est démontré dans la réf.(3).
Le paramétre £ est ce qui modifie 1'énergie d'interaction effective de deux
charges plongées dans un diélectrigque de volume infini relativement a leur
énergie d'interaction dans le vide. Ceci nous permet de relier € au pa-

ramétre microscopique z de la mani&re suivante:

(IV.1) E = Lim Fﬁua L, n 1
CL o e
* i?ﬂ. Lad)

En effet, un coup d'oeil 3 1'équation (III.14) montre que l'on obtient alors:

clo,042) = €

i.e. en termes du paramétre z défini au tableau 4:

(Iv.2) € = (Aa+2a)
i~ 1)

La fonctionnelle El (8q.11.16) entrant dans l'expression de z, dépend du po-

tentiel intermoléculaire i.e. des liens de courte et longue portées qui s'éta-

L Nous utilisons un systéme d'unité@s ol la permittivité statique du vide
est égale & 1'unité.
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blissent entre les dipbles du fluide{&'S}. Pour le cas particulier des char-

ges-test, la forme (III.13) pour les interactions ﬁiFLiJE et ¢FM[£FH ne

posséde pas de parametres T, (ceux-ci n'existent pas pour des charges-test

0
.*
"~ 4 - -
car le facteur ﬁillsifql*alTW n'est pas défini). L'équation (IV.2) montre
donc que la permittivité statique ne dépend pas de la partie du couplage fai-

t intervenir n. et .
5an L nH

Il en va autrement pour le cas général. Le couplage des multipdles-test

L et M est représenté par les paramétres T, et HH (L#0 et M#0), ceux-ci ap-

L
paraissant explicitement dans 1'expression de c(L,M;z). En substituant la
valeur de z obtenue de (IV.2), nous ré&écrivons c(L,M;z) de fagon a interpré-

(6)

ter élégamment 1'influence du milieu diglectrique . Mous avons:

=4

av.n  clum;E]) = a o« “-‘”Lj;_.. 3 L4 (-0My,
(3L va) (AM +4)

On voit maintenant explicitement que le couplage des multipdles L et M avec
les molécules avoisinantes est représenté par les deux accolades. Les deux
"agglomérats' résultants interagissent 3 travers le milieu diBlectrique de

permittivité e.

v
La relation entre £ et ELHL{.H présente deux complications: 1l'attribu-

tion des valeurs & U et nH et le traitement des coefficients a(L,M;z) et

hiiL,H;ZJ.-

Nous appelons couplage la fagon dont réagissent les multipGles avec les
dipdles avoisinants.
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IV.2 Les termes de correction a(lL,M;z) et bE{L,H;z}

Nous Ecrivons ci-dessous la contribution provemant du volume fini de
1'&chantillon une fois la substitution de z par £ effectude. Pour une sphére,
nous avons:

- m f
fi} PR
(IV.4) c (Lom) Le-y Qa4 AN
R 0 el R

Comme il a €té souligné au début de la sectiom (IV.1), la correction formel-
le est liée 3 1'énoncé du probléme. Une autre forme géométrique de 1'&chan-

W
tillon changerait l'expression de Q%NJLL\ sans toutefois affecter la va-

leur de £.

La correction (IV.4) n'est certes pas & négliger. En effet, pour des
positions de L et M telles que rIW rim R, le terme de correction est de l'er-
dre du terme c(L,M;z) de la limite thermodynamique. La forme de ﬁt“ﬂ.ﬂ
reste cependant analytique et nous donnons & la section (IV.4) un exemple

simple de calcul.

IV.3 Les paramétres n, et n,,
L L

Nous voulons maintenant donner un caractére physique a nL et nH. Con-
sidérons des multipGles macroscopiques. L'interaction d& courte distance en—
tre un multipfle et un dipdle du fluide se complique par la pénétration des

" 1 . - -
nuages électroniques . En fait, l'interaction multipdle~dipGle ne domine

Les molécules sont porteuses de moments dipolaires et multipolaires.
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plus & cette distance, il se substitue plutdt une interaction de courte por-

tée complexe. Uans le cas des multipdles—test, les paramétres nL et nH re-

présentent la maniére dont ceux-cil pénétrent les nuages électroniques. De

plus, My, et HH contiennent toute 1l'information sur ce processus nécessaire

au calcul de la contribution de longue portée de 1'interaction effective

\d

Pour mieux comprendre cette nouvelle signification de Ny et m reve—

H!

nons a 1'expression de c(L,M;e) donnée par (IV.4). Nous interprétons les

termes entre accolades comme représentant le couplage moyen des multipdles
test avec les dipdles enviromnants. D'autre part, 1l'interaction 3 grande
distance de deux multipdles macroscopiques immergés dans un milieu diélec-

(9),

trique infini est

o
(IV.5) @mu.n = (auvailamer) © B, LAk
{L\.H\L %L)(QMH\‘L b M)

Pour reproduire ce r55u1tat(6} A partir de (IV.3), il faut poser:
= (AL MA) . Mm = CaMid)
(Lea)g v L (M 4)E &™)

Il ressort dome qu'3 une spécification de HL et ﬁH i.e. & un comportement
microscopique (le couplage) correspond un modéle macroscopique de 1'interac-

tion de particules dans un milieu diélectrique.
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W
IV.4 Exemple d'un calcul comparé de QLJ‘thﬂ

Considérons deux charges test plongées dans une sphiére de molécules di-

L
polaires. L'énergie d'interaction effective & s'"Berit (III.11):

528

aw.e) B vz Q¢ (4 - 3y - %itsm v au-ﬂﬂhn\j N

B

| . A
' Fay W) () Podd)

o Geed)

3
R

=

Cette expression devient, a l'aide de (IV.2), une fonction de €:

v .
(Iv.7) Q o CL) = Qa' (s_\ru] '

- L
a ($-1) Rx) /vy, E:h;,\
Lo (gaart) \ 2

Il est intéressant de voir que ce résultat cofncide avec celui d'un calcul
macroscopique simple. Ce fait n'est cependant pas totalement surprenant.
Dans la référence (13) de Nienhuis et Deutch, on montre que le potentiel de
la force moyenne satisfait aux équations de l'électrostatique. MNotre exem—
ple est décrit a la figure 4. Il s'agit d'une charge Q placée a 1'intérieur
d'une sphére diélectrique a une distance r, sur l'axe 0z. La permittivité

1
du milieu est € et l'origine des coordonnées est située au centre de la sphe-



rA
Q
AL
7 Y
Le potentiel &lectrostatique de cette charge est:
o0
|
Qﬁ'i;l = Q v Z f-j (\"\ ?;_tu;il'i
= R
Rt
Puvy = Z &1 (i) "P_ltuw\
L=0 R

Des conditions de continuité sur EB et Dr' nous trouvons:

G o= A W) Q_kr_‘)l
T T Alad R R

3y

(2 +4) Q /r .
elalng E (I)

Figure 4. Potentiel d'une charge Q placée 3 1'intérieur

d'une sphére diélectrique (c).

33

iR

5y R
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re. MNous désirons connaitre le ﬁctentiel a 1l'intérieur de la sphére di 3
cette cnacge. Pour une distance T,< R, 1'électrostatique classique nous don-
ne:
20
- _l ? A -
1v.8) i) = Qlex,V 4 Q&) R A A AT AR
) ¥ (14 Ra) \ W

81 nous plagons une autre charge Q & r,, nous obtenons 1'énergie d'interac-

21

tion sulvante:
B = Q g

Comparant ce résultat avec (IV.7), on retrouve l'accord des deux calculs.
Dans 1'expression (IV.7), la permittivité statique £ est fonction de z (&q.IV.2)
donc le modéle macroscopique développé ci-haut correspond bien & un compor-

tement microscopigque des particules.



CONCLUSION

Nous avons &tabli une relation explicite entre la permittivité statique
€ d"un milieu et le paramétre z. Les travaux de Hoye et Stell permettent
1l'expression formelle exacte de z en termes d'une somme infinie de graphes.
Cependant, il est pratiquement impossible de calculer analytiquement z & par-
tir des paramétres microscopiques. Il en va de méme pour la permittivité

(10,11) des travaux

statique €. Par contre, il existe dans la littérature

portant sur 1'évaluation de £ par simulation numérique. A partir de 1l'ex-
v

pression de 1'énergie d'interaction effective & _wa), il nous est possi-

ble d'élaborer un programme de simulation.

Nous écrivons d'abord la densité de probabilité réduite des deux multi-

poles-test comme suit:

ﬂ_“lllll = roj- dtu'-- él.u\ .u.,ve[_P U{ 4,3,3. ___u]}

L'énergie du systéme U(1,2,...,N) est donnée par (II.2) et la cnnstantet est
ane comstante-de:normalisation. Il est donc possible de simuler la fum:tibnﬁ“
Pour ce faire, on censidére les (¥-2) molécules polaires contenues dans la

sphére de rayon R, dans n configurations aléatoires différentes. La forme
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-+ =+ ' .
de }OI..M“'“ en fonction de T, et r,s obtient en plagant les multipdles
L et M de m fagons différentes (indicées par a) pour chaque configuration

des (N=2) molécules. MNous pouvons écrire:

(1) pL“ipL] l"i .u;.,\o lep qui,L---,u\ }

L3y
Les nombres n et m sont choisis de fagon & obtenir une simulation ré@aliste

de /a'_“u.:,‘\ . Le résultat de cette opération est ensuite comparé avec la

forme (II.3) de PLM“'” i.e.:

D pan) v g pha) wp (o) ap {-p D)

Mise sous cette forme, la densité de probabilité réduite contient essentiel-
lement trois inconnues: les fonctions f(1) et £(2), ainsi que la permittiwvi-
té statique £ apparaissant dans 1'expression de ﬂ“khﬂ. Les fonctions f(1)
et £(2) s'évaluent en fixant des positions privilégifes des multipoles-test.
Pour £(1), on fixe la position de M et on fait varier celle de L dans la si-
mulation de falnf“li‘ La fonction £(2) se trouve évidemment en inversant
le processus. Donc, la seule variable inconnue reste £. En comparant les
expressions (1) et (2), la permittivité statique £ se trouve relife aux pa-

ramétres microscopiques figurant dans le potentiel intermoléculaire.

Quoique simple dans son exposé, la simulation menant & 1'&valuation de
£ comporte beaucoup de difficultés d'ordre technique (temps d'ordinateur p.
ex.). Le travail de recherche exposé ici présente les résultats de base a

partir desquels une simulation numérique pourrait etre &laborée.



ANNEXE A

Calcul explicite des intégrales I., I, .
1—2—3

Pour résoudre les intégrales Il' 12 et 13, nous aurons besoin des re-
lations suivantes:

Fal
i) Soit unm vecteur unitaire 5 donnant l'orientation d'un moment di-

polaire F“:!“"’g , alors on a:

DBy 5.5, = 4 [ 4% 55, = ; Sup «B= 433
a4

-.'5
ii}) Pour un vecteur Tii: ?ﬂ- ;l , il existe un développement en poly-

nomes de Legendre du module T'uilf]u] » tel que (12)
oJ
-A E 4 P
T‘u. = Y, ‘Pj_l;r‘- ri‘_. r, < Y,
L=0 L4
r.?
ii1) Le développement du polynéme de Legendre d'ordre Y en harmoniques
sphériques est donné par (12)
i
Ptz am ) Y, Ea XD @
flref)y = AT PR LI PO

Alad mz-g
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j&_ﬂ.‘ \{ﬂ.rvn L?‘l\{:mt?ﬂ - SEK E’Hm

_ﬁ

.-* - a
iv) Pour deux vecteurs 1",,‘.3 s "I",!.=~ on a 1"identité suivante pour les mo—

d L D
ules 'r',‘b et 13

L =4 - ?1 -4 -y v-l -4 -‘H'n - -}u.l
Y} Lf’tirh} =, Urw) YN, L'rn‘j 4,}_5‘ Lrﬁi.v Lrl';j

Dans la région ol v}.'th‘iet vzl.'rm‘]scmt nuls, on a:

= - TR A -
?“Hf‘:ﬁ .?”Lru) = _Js_\v “13‘";-,;‘11

Signalons aussi que:

& r-‘k"-'l -_'.l. ¥
Vi) = -an S&8) 3 Vo R -V L)

i

De plus, il nous faut les expressions explicites pour

B A0 By
PR e /0159«.;;'.5;1?

v) ¢LFH'C’ = l\L..-gh")(ﬁi_aLu) (‘I',‘:-..)

(L=
gt = (M PN T) ()
(aam-A) Y,
i pRT G = 28 (3- IR T2) () + [B-Aunée 3t
41
viii]/f)ﬁ&'\ﬁ._il.u'l: L Ru’a,ﬂh?c

9T
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o
2
avec Rl-\e' F\'—'- Z ll-‘i_,‘l[_'iy-ﬁj '-q‘ v j rlr‘ ,pl{‘?f}'i:

3y 4 J—l
1=0 lﬁ.i»lv&‘ RHH
A.l Evaluation de Il
On a:
"'rn - 3 -"u Y -4
I, =-Pp fé.#l D LPHRFY) (er) AMTV)RTY) (vs,)
(R \AaL=A)% EUERAAN

i iy 2w —‘q“‘ -4 4!.11 -1
= popt W)WV [ dd V) - V)
5 an-ANAM-D Trr

(E]:

Mous servant du résultat en limite thermodynamigue

3 =3 - -!“. =2 al
@1 1, = (LM { -3y + _&pr_"f&fl ) V) }
@L-Atam- Ol Y 3 TR

L'intégrale restante s'&value comme suit:

_41!". 4:..1.1 -
[&3,5 NV Lr;;\.\".r' () = A fﬁl '{?ll.wﬁfuf
2

YR
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[l
0
% A Vi
= -A fr; c\l-ﬂ-}, i {Z 4T X, Z \f’h*;r,“s\\lml.rﬂ
1=0

1
A r=R 3\"3 alaA v, " et

[ ll
v L 4
\ .
SRR TR

L=0 al'sA f';"”wrl.

® & 1
- TR 2 R Y A LTt 03
= Z 4-1 :.}f rb d.ﬂ_i 4T v, Z Y,,._L"‘*Yﬁﬂr;
1:0 =0 a Iy o}
% #*
l ~ -
x i 5 X Yl Y \/1- 5
Al A4 prrcs i

@ e L g

= Z ZZY (T (WL+a) \(udﬁ"\(:.}fﬁ LI -

1 . L -
=0 L=pwz-l sl lk&lfl]llf*{] RAI +la1)

U
1
:[Z @a) (R ) \‘:.N“L;‘\Yl:b?;‘} (r'r)
Lo we-t R QLa ) R*
o L
= 4n Z X4 1) L‘r,,ra) Fﬁtﬂ-%:‘)
R 1o [sa) \ ®

Reportant dans (A.l), nous obtenons:

ol
(A.2) I, = (L. &“)Lw%"') _51 . B_iz W) Tt‘flj"ﬁ}?rEﬂ}
ae-0tlam-0n R
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A.2 Evaluation de I2

Nous mettons 12 sous la forme:

- M AI\H -
(4.3) I, = -ﬁof &?l&?qﬂbﬁ‘mﬁléﬁnj Wy (3.9(E-VY) (rb:)
AT

+ ( By - (A¥32) Pﬁﬂ) Ex?“} (s 1}} ¢FHH.1'}

Pour effectuer 1'intégrale, nous appellerons le premier terme, terme en T‘.:‘-I

ﬁ
et le deuxiéme, terme en -:SL'I'H]-

Le terme en 6"?}; ge traite comme dans la section (A.1). En effet, nous

- -
—[_‘;ﬁ( By =(Ava) Hn.‘l) l..L-a"')LM-‘-?m] &?ld{-"ﬁ:ﬁ'ﬁg;‘. Fiﬁ o)
Gr-1lam-00 LR
=5 -+
X ?er{;\ K

= '--‘”:.B _,u;l ( iy - ) F\n.".h) (L'em)tﬁ'%m) &?] qmlt:,’i ‘ vmln:;‘j
9 @L=4) M=) ek

Alore, on volt immédiatement que le résultat est:

Rall P
G5 LT 9™ (ué (Em -ufmhm)) {-r;; B R‘Z U d) t’ﬂ_ﬁygu;r,,i
Q- am-A) 0 = g1 \ R

Pour le terme en f.,:: . aprés intégration sur les orilentations des di-

poles, on a:
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a5 ot A (L)) f 32,82, Ve VT Vi

3 (4n) AL - A AMAYL TG LR

I1 faut résoudre 1l'intégrale apparaissant dans (A.5). Ceci se fait en plu-

sieurs étapes. Commengons par une intégration par parties.

f dv, &, V. w Y, 'i*fw;l‘j o))

AR

il

~3 .
- 3 -% a _"‘ X wy o, 3 -
= | d&v, ’\h"ltf“\f AN Ai,}( V) ?‘I S

TH{.E\ 'PL:R _
4 14 + - 3o
SR LI P TR T TR ?_’ er‘mﬂl b )
r]trﬂ c-R
4 - a ) 3
(A.6) = - fﬂ"ﬂ'q "?;Lr“)j LY an 3o TH vy )
1",1{1 .r:..zk br‘l'}

-qﬂ‘faﬂ VAT AT
(R

Notons la premigre intégrale de (A.6), (a) et la deuxidme (8). Nous avonms:

w . 0 W
(@)= f&?-_,‘ Q: () vi ZZZX W (2a1) 'r: !

g4k L= 0 w0 "'“"“"'l(ilﬂ\hu O Rlikﬂ

*
j all \{hﬁ.\\(l:“a,a\(mu%gYmﬁr,ﬁ




65

-ZZ f v: k,'l"*:‘]‘;'j { L“.T‘[‘il [\i.*'.} (n":q) \{h:?.j\{l;?u}}

bzo el Tr (R Gt R R

(A.7) ZE h\qn] @_u} L’h‘; j é? V LT'“jv k‘l’ \{ l.'r‘h

1o ot (2 1a '.\ iR

L'intégrale restante de (a), se fait aussi en intégrant par parties:

(A.8) f&r va W'“jgit‘r::\' XY _.vj f c'l‘qu lv:[.r..f\{:'}ﬂ‘)

TR T4

| e
-9 f IS {E \gmuq}
win Vaa
—'\'J; c’.‘-‘?‘q ¥y \( W\U Ur"'

LR )
= jr af, r“ Y A ‘r qmw\;;‘l
=R
f R AT TS
o B (RS N
= - Ri*lz a3, \(itm 3 i Yj‘ﬁ-*ﬂ"’\{:ﬁﬂ
=0 lm-q_‘ Qs n vt ‘3"!1, T:..-
- 47 r} YL (5,)
o 3
ZZ P\ 5{-11:\}'&“'1 o \( kr,}f SLl\{:J?u"‘ L7
V2o wwia-t @x'x) =R

] ‘ -
- uw o Yi.._“ﬂ
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*
= 4n {Uhrﬂ - "&} f; Yﬁﬁ_ﬁ,a

(2144)

w9 = -_and o X (6
lak+1)

Reportant (A.9) damns (A.7):

@ = —ZZ anenY R (Rad) TT) \’ ﬁnYh_}?ﬂ

Yro tm=t L;ﬂ,u} R

o0 l )
(A.10) = = Z (en)”  RLRa4) n‘":] ?Jtv‘r‘*,f,j
i=o 1;_;‘1-1-"1.‘]1 R R'l

Mous allons maintenant effectuer (f):

® = -—tmf av, Ve ‘U* ()
T

Wk R
- =4 A
= un | d¢v, ¥V ( ?’l.\‘;;]) ~an [ &R Vg N Yy
._um] S T 3 ) Fam)
Tq:l 3"' T*L
= » 1 X o, .
- J = L
:-QTEZZX (\m]‘tli J R T: 'I.":' f:\ﬁ\ \;ﬁﬂ\iﬁ”\ k?u"l\(‘i.l-:ﬂ
Lo Wome-d me biﬂ]’l.lkﬂ‘i =R
1
v oo
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P
(4,11) (B) = -4m X (@) (2e4) r‘rly‘ﬁlicf.-f;\, TN
1=0 ai+xd) R R €0

Substituant (A.10) et (A.11) dans (A.6) et (A.5), nous obtenons finalement

pour 1l'intégrale en 'l.',;: :

e

- N ﬂ
@z  \LVIMTY) {-—31ﬁt13 *H““"Z (3ed) (k) C.‘Ta) E}Lﬁm}

(L= aMAY PR S EHEAJERIRNS

Donc de (A.12) et (A.4):

a.13) 1, = (L) (M- 9) { _—\i(hﬂ +¢1u~1\{hﬂ

-1y M- Y

A%

of)
T\ (b -*»M-‘n.‘lﬁm) L)) an)i?lﬁ )
R 1=o Qi) \ R

vy M) z Cadat) WRed) 'r,rj?ﬁﬂ-ﬁ\ }
R o Died) L) \ R

A, Evaluation de 1

3

La derniére intégrale & évaluer est essentiellement faite & 1'é&quation

(A.B) (le résultat &tant (A.9)). En effet, 13 s'éerit:



68

a.14)  Tyzpo [ dmdw @) P B nu) g 14.)

Ty fy < R
1 au- ',aul 3 - L " " - Ll
= Mt A (LBW ) 38t V) R0 1)
N9 AL OVRMAYN T R

Le tenseur Rt?‘}u] est donné 3 1'équation (I.19), il s'exprime comme suit:

o0
- T .
Rk?,,f“\ = E (A-£)(2 ) v“ v T],T“Y ?1 'u"'-"';‘f*{']
80 (Lgvh +4)R R?

L'intégrale dans (A.14) s'écrit done :

=

3 - = -3
= 3d-4 a al B ) - - <A
(A-2)lAsd) R dv,dr, ) w;;}-v V ktlfwﬁl’?]u]-r.,’l-v WG )
to (EL¥Lv1) AETAIEE'N

o ‘! \i. .
- - — &

= Z Z W-£)) R @ &?3 \J:u;;)‘?l (1‘:: ARtAY

Lo ame-t (LR R 44) B Yy <R

f A, 9 T )
Q4R

Portant dans (A.l14) et tenant compte du résultat (A.9), on a:

o
i .
(A.15) 13 = (L,'&“K“.a“') { "1_.:2 A Z (ALY 11 C"Ti) ?llﬁ'f:‘}
L0t M- R 20 gy avd) Lasen \
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