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RESUME 

Notre but est d'exprimer la contribution de longue portée de l'éner-

gie d'interaction effective ~~~l~I~) de deux multipôles-test en termes des 

paramètres microscopiques d'un milieu diélectrique où les multipôles sont 

plongés. La méthode développée ici consiste à définir ~~M i.c,}) à partir 

de la densité de probabilité réduite fL~l~I~) des deux multipôles-test. 

Nous obtenons ensuite une formule générale pour ~~~~~I~\ qui fait inter-

venir la fonction de corrélation de paire de molécules du milieu, ~";:ç;l'!l,,,), 

Les travaux de Nienhuis et Deutch ainsi que ceux de Hoye et Stell nous ser-

vent de référence pour l'expression explicite de la fonction ~"~~ l~,~). 

Un rappel de la méthode des graphes explique comment ces auteurs ont obte-

" nu toutes les contributions de ~ ;:'F(?"") nécessaires au calcul de 1 '.éner-

gie d'interaction effective à longue portée. Dans le présent travail, nous 

basant sur les résultats obtenus par Marchildon dans le cas d'un volume in-
v 

fini, nous évaluons ~\..\\.\. q .. +.) pour un volume sphérique et le résultat final 

est valable à l'ordre 0 en V-l . L'expression de '~:I'\\oll~) se généralise par 

la paramétrisation de la singularité de l'interaction multipôle-test-dipôle. 

Les paramètres en question, dénotés nL et nM ' trouvent une interprétation 

physique dans le cadre d'une comparaison de la méthode présentée ici et 

d'un calcul macroscopique. Nous montrons que l'on peut associer un compor-

tement microscopique des molécules du milieu à un modèle macroscopique 

d'interaction. Nous donnons ensuite un exemple de calcul comparé des ré-

sultats obtenus de notre méthode statistique, d'une part, et de l'électro-
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statique classique, d'autre part. Cet exemple consiste à calculer le po-

tentiel d'une charge Q plongée dans une sphère diélectrique de permittivi-

té E:. 

Nous terminons en donnant une perspective de simulation de E à l'ai-

de de l'énergie d'interaction effective. 
-'II 

La formule ob tenue pour ~ I..IV, lo\.l..) 

est fonction des variables n
L
, n
M 
et E . Comme la densité de probabilité 

réduite I..M,~"")") est une fonction qui se prête bien à la simulation, une 

comparaison du résultat pour 0 \"',1) ainsi obtenu avec celui obtenu du 
/-... M 

calcul de ~  ... hl) permet une évaluation de E. 
L..M 
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INTRODUCTION 

Le présent ouvrage a pour but de contribuer au développement d'une mé-

thode de calcul de la permittivité statique E de fluides polaires. La per-

mittivité statique peut être définie macroscopiquement. C'est, par exem-

ple, ce qui gouverne le réponse linéaire à l'équilibre d'une substance di-

électrique à une excitation externe. C'est également le facteur (plus exac-

tement l'inverse de celui-ci) qui modifie la force coulombienne entre deux 

charges plongées dans un milieu diélectrique uniforme et infini. Par ail-

leurs, il est possible de relier E aux propriétés microscopiques du milieu. 

Pour ce faire, nous introduisons d'abord l'énergie d'interaction effective 

de deux multipôles-test, par le biais de la densité de probabilité réduite 

de ceux-ci: 

la fonction . .\"~) étant définie par: 

L'emploi de multipôles-test se justifie du fait que nous désirons 



2 

sonder le milieu diélectrique sans le perturber notablement. Mathématique-

ment. cela nous permet de développer l'exponentielle de l'énergie D(1.2 •.•.• N) 

apparaissant dans la définition de . I f ,.\~I )..). De la comparaison des deux for-

mes précédentes pour JJL.MH.).) résulte une fonction de ~:M\I. ) en termes des 

différentes interactions entre les particules présentes (multipôle-multipôle. 

multipôle-dipôle. dipôle-dipôle). Par ailleurs. la limitation du volume de 

l'échantillon bris'e l'invariance de translation du potentiel D(l. 2 •.•.• N). ce 

qui se traduit par la présence des fonctions tl.n et ç\l.~' Ce calcul mi-

croscopique étant fait. nous reprenons le problème d'un point de vue macro-

scopique. Cela implique des relations faisant l ~. l'iderttifica-

tion dés deux -résultats conduit à une expressions de € en termes des para-

mètres microscopiques de la substance de volume fini. 

La forme du volume utilisée dans notre travail est une sphère de rayon 

R. Elle est remplie de molécules, chacune possédant un moment dipolaire ~ 

(les molécules sont supposées non polarisables). Pour obtenir l'effet de 

l'interaction de ces molécules sur l'énergie d'interaction effective ~:,\\ . .).), 
LM 

nous devons connaltre la fonction de corrélation de paire ~\\.~). Cette 

fonction donne la répartition des molécules lorsque nous connaissons le po-

tentiel intermoléculaire (dans notre cas: interaction dipôle-dipôle). Dans 

le premier chapitre. nous introduisons la fonction de corrélation de paire. 

Ensuite, nous exposons une méthode de calcul permettant ' ~\,.~) 

en fonction des paramètres microscopiques du milieu. Le deuxième chapitre 

est consacré à l'expression de ~\. .) introduite ci-haut. Nous montrons 

comment obtenir ~:\~. .) du calcul de la densité de probabilité réduite des 

deux multipôles-test. Nous terminons ce chapitre en donnant une comparai-
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son détaillée des travaux auxquels nous_ faisons référence ~  les calculs 

subséquents. Le troisième chapitre fera l'objet du calcul explicite de 

pour notre système. Les résultats sont présentés de façon sommaire lais-

sant les détails de manipulations mathématiques pour l'annexe A. La notion 

de multipôles-test ainsi que l'interaction entre les dipôles, permet une cer-

taine latitude dans la forme explicite de leur expression; aussi donnons-

nous en fin de chapitre une expression générale de ~:l"~). 

Finalement le dernier chapitre explore la relation existant entre la 

permittivité statique E et ~~l~.l\. Les termes de correction dûs à la . forme 

géométrique adoptée sont ensuite examinés. Une signification physique des 

paramètres de l'expression générale de 
-,J 
t lo\.). '\ est donnée. 
c..M 

Pour terminer, 

nous approfondissons la comparaison entre nos résultats pour ~\\ol) et ceux 

provenant d'un calcul macroscopique. 

Dans la conclusion, nous traçons le bilan du travail et certaines per-

spectives de sireulation par ordinateur sont présentées pour l'évaluation de E 

dans le cas général. 



CHAPITRE l 

LA FONCTION DE CORRELATION DE PAIRE 

1.1 Définitions et notations 

Dans ce chapitre, nous voulons nous donner des outils servant à mieux 

connattre le comportement d'un ensemble de (N-2) molécules interagissant les 

unes avec les autres. Il est effectivement clair que le type d'interaction 

moléculaire influence directement l'agencement spatial des molécules conte-

nues dans un volume donné. Pour paramétriser ce fait, nous définissons la 

densité de probabilité réduite de deux particules du système de (N-2) molé-

cules par: 

(LI) 

J <1\":,)6\\;1)'" \~ ) ~l \  ~  \"\' ~  ·.,N)} 
J al b) \'o\).~  .~) ~")..~ ( -0 \A \:., YI' .. 1 N)) 

Le symbole c\.) signifie l'élément différentiel correspondant aux coordonnées 
spatiales et orientationnelles de la i

ème 
particule (voir figure l).La fonc-

tion U(3,4, ... ,N) est l'énergie potentielle d'interaction des (N-2) molécu-

les. Si les molécules sont identiques, la fonction U(3,4, ... ,N) devient s y-

métrique et pour une paire quelconque de particules (et non plus deux parti-
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cules spécifiques), nous avons évidemment: 

(1. 2) \ ~ ) ~) J ~\" \ l\ \." c:\\\J\ ~ ..l\. \. ~'  ~)  
J \,)~\~) . ",) ~~ f:f l l~.' , ,,, ,, ,))  

L'expression de fl~. . ) décrit la répartition de molécules aux positions (3) 

et (4) étant donné le potentiel d'interaction U(3,4, ... ,N). Si U(3,4, ... ,N) 

ne contient pas de terme d'interaction entre les molé.cules (3) et (4) (soit 

directement, soit par particule interposée), alors les probabilités de pré-

sence de ces deux particules sont indépendantes i.e.: 

Ceci nous amène à introduire la notion de fonction de corrélation de 

paire ~\~.~\ qui aide à mieux cerner l'effet du potentiel d'interaction sur 

la densité de probabilité de présence des particules. Nous définissons ~\\ ) 

comme suit: 

(1. 3) 

En fait, la fonction de corrélation de paire \f\.l~: "'  nous renseigne direc-

tement sur l'influence du potentiel d'interaction U(3,4, .•. ,N) exercée sur la 

structure de notre système. 

Pour terminer cette section, notons l'accessibilité expérimentale de 

la densité de probabilité de f"''4) .En effet, les expériences de diffusion 

de rayons X nous permettent d'obtenir la fonction de distribution radiale, 

qui elle, est reliée à notre ~ 1\-4) (cf. réf. (1), p. 351). 
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1.2 Le potentiel d'interaction: mêthode des graphes. 

Nous avons constatê l'importance du potentiel d'interaction dans l'ê-

tude de la structure d'un système de molêcules. Dans l'êtat actuel de nos 

connaissances, il est ~ o l  de traiter le problème ·exactement. Il nous 

faut donc faire des hypothèses sur la forme que prend ce potentiel d'inter-

action. D'ailleurs, avant d'aller plus loin, prêcisons le système que nous 

voulons êtudier. Nous considêrons un système de (N-2) molêcules identiques 

dans un volume V, qui portent chacune un moment dipolaire de magnitude fixe 

~ (les molêcules sont supposêes non polarisables). Nous supposons de plus 

que chaque molêcule possède une symêtrie cylindrique due-au moment dipolaire. 

Chaque molêcule est donc complètement localisêe par sa position dans l'es-

pace et par l'orientation de son moment dipolaire (voir figure 1). 

Pour traiter l'interaction molêculaire, nous sêparons le potentiel in-

termolêculaire U(i,j) en deux contributions: une contribution dite de courte 

portêe et une autre dite de longue portêe. Dans notre cas, nous avons: 

courte portêe (c.p·.): interaction qui inclut un genre 

de "hard core". 

longue portêe (l.p.): interaction dipôle-dipôle 

Par consêquent, nous posons: 

(1.4) U(i,j) _ q(i,j) + w(i,j) 
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Figure 1. L'espace de configuration d'une molécule rigide 

se compose de ses coordonnées de position et d'orientation. 



8 

Le terme q(i,j) contient l'interaction (c.p.), tandis que w(i,j) comprend 

l'interaction dipôle-dipôle i.e. l'interaction (l.p.). 

Nous définissons ensuite un lien 
(\ ( 2) 
l~ Ij) de Mayer que nous décomposons 

en termes des potentiels (c.p.) et (l.p.): 

Posant et développant l'exponentielle contenant \I\'\ll)' . 

nous obtenons: 

CIO 

h: '1 \ ~ :~~ {  -h ,c,i \ } L 'yU,!1 
M-:'U 

'V\ 1. '" '. 
ao 00 

-: ~).I' {-h"·jl} -~ ] l ~'\" l "" L IV\ 

::!-. i. ".) 
~:.: ' \~ /VI,," "l\~ 

Le terme entre crochets [ .• ~ ne contient que des contributions de courte 

portée et nous le notons 

gQ ao 

(1. 6) ~I~) -= .~) l ~~\~I.l\ +- L Y\ 

: . .~.~\ 

M:O 

'Y\ '. 

,~,,, 

f\'\ '. 

Dans la prochaine section, nous verrons comment trouver l'expression de 

f).l,('?),.,J l en termes de cette décomposition. Pour l'instant, voyons plutôt 

~o  système étant homogène, nous avons (aux effets de surface près) fl~) =f\4\:f 
où p est défini comme p! ~ 

" 
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les avantages de cette séparation. La partie (c.p.) du· potentiel permet de 

prendre en considération l'impénétrabilité des molécules qui origine de la 

répulsion des nuages électroniques. La portée de ce potentiel est de l'or-

dre des dimensions moléculaires. Par contre, à plus grande distance, l'in-

teraction dipôle-dipôle domine, favorisant une corrélation des positions des 

molécules sur une très grande étendue. La forme de ce potentiel est: 

(I. 7) 

., 
où et t font référence à l'orientation 

respective des dipôles (i) et (j). 

Il apparaît de (I. 7) que W\.\lj\ est singulier pour une distance nulle entre 

~, 

les dipôles «(""l:'e;,). Physiquement, le potentiel dipôle-dipôle n'est plus 

valable à courte distance (i.e. pour ~ .. petit). Le potentiel d'interaction 
~  

total devient plutôt une interaction plus ou moins compliquée à courte por-

tée. La singularité de W\.'I1) peut être éliminée par le comportement de i\.\,j) 

a 
.., 
( .  - 0 
'J - • 

n'ailleurs, il existe une bonne part d'arbitraire dans la sépa-

ration du potentiel total entre (c.p.) et (l.p.). Nous y reviendrons à la 

section (1.4). Remarquons finalement que les hypothèses sur le potentiel 

d'interaction moléculaire sont restreintes au comportement à petite distan-

ce intermoléculaire, car nous connaissons bien l'interaction dipôle-dipôle. 

1.3 L'expression de ,).~I.)I"") par la méthode des graphes. 
j 

Le but de la méthode des graphes est d'exprimer la densité de probabi-
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lité réduite 'pll", .. , par une fonction de la densité de probabilité à une par-

ticule \~) et des liens de Mayer tl'Ij). Pour un ~ conunë le nôtre, 

cette densité f\i.\ s'écrit: 

(1. 8) ?\\.) - f 

Ici, ~~ représente le volume de l'espace des coordonnées d'orientation d'une 

molécule, que nous normalisons à l'unité. Par exemple, nous avons \J\1l:i.dJl.>, 
<41! 

où cl ~ J représente l'élément d'angle solide dans cet espace. 

Le développement présenté ici réfère à l'article de Nienhuis et Deutch 

traitant des effets de volume sur la fonction de corrélation de paire(3). 

On y note l'absence de preuve rigoureuse de la validité du résultat en limi-

te thermodynamique ~~) pour un système dipolaire. En effet, cette inter-

action décroît en ~ , c'est donc dire qu'il est impossible de prévoir a 

priori les modifications exactes apportées par une augmentation du volume. 

Cependant, comme Nienhuis-Deutch l'ont soutenu, l'effet de ces modifications 

est d'ordre. V-1/3 et n'affecte pas les contributions principales de cour-

te et longue portée dans ~ , ) L'équation (1.8) pour la densité possè-

de aussi des corrections dues à la limitation du volume (voir figure 2), 

mais ce sont encore des effets de surface, donc d'ordre v-1/3• Signalons 

enfin que pour alléger le texte, un lexique de la terminologie employée est 

présenté au tableau I. 

A l'aide des liens F\\'J,l) décrits dans la section précédente, nous pou-

vons écrire: 

(1. 9) 



Figure 2. Pour une région à l'intérieur de la sphère 

l'environnement est homogène. A la surface, il se pro-

duit des inhomogénéités de la densité jOlt\ . Pour un 

volume assez grand, ces effets de surface peuvent être 

négligés. 

Il 



TABLEAU 1 

Graphe composé: graphe qui possède entre chaque paire de points, ' soit 

un lien de courte portée, soit n'importe quel nombre de 

lien longue portée, soit pas de lien du tout. 

Graphe connexe: on dit d'un graphe qU'il est connexe s'il existe un che-

min de liens entre n'importe quelle paire de points du 

graphe. 

Graphe étoile: un graphe est étoile s'il est connexe et s'il ne pos-

sède pas de points d'articulation. 

Graphe irréductible: graphe qui devient une étoile si on ajoute un 

lien entre les points (3) et (4). 

Graphe linéaire: ensemble de points dont certaines paires sont jointes 

par une ligne (lien). 

Boint d'articulation: point qui a la propriété de rendre un graphe non 

connexe si on le supprime, ainsi que tous les lien5 

s'y rattachant. 

12 
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La deuxième somme apparaissant dans (1.9) est prise sur tous les graphes li-

néaires G avec " ~ " points (3,4, ... ,~" ) qui deviennent étoiles en ajou-
~ 

tant un lien entre les points (3) et (4), s'il n'yen a pas ~. Il est ~ 

noter qu'entre chaque paire de points, il peut y avoir un lien t",jl, ou aucun. 

De plus, comme on l'a vu précédemment, f''':f . 

De tous les graphes se retrouvant dans l'expression de f'~'~)' le seul 

qui est irréductible et non connexe est représenté par deux points, (3) et 

(4). Sa contribution étant p)., nous écrivons f'~'~) comme suit: 

(1.10) 

De (1.10), nous voyons que f~ ,,.,  est la somme des contributions de tous 

les graphes connexes irréductibles. Partant de cette expression pour p'&.1.\"a"tJ.), 

les liens \.~I~) sont séparés en contributions (c.p.) \ \~Il' et (1.p.): 

(1.11) 

où 

Graphiquement, la convention suivante est adoptée: 

(trait p1einl 

(trait po:intillê) 
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La prochaine étape consiste à substituer l'expression (1.11) de ~ ~ ) 

dans l'équation (1.9). Tenant compte de (1.10), nous pouvons écrire: 

,' ..\..,.~) r. ~  L ~)l" f \Ù;'ilT VMl\'J' te 
l~).. L )~ c... ~ (. .. ~\. 

(1.12) 

La somme sur CL est maintenant prise sur tous les graphes composés connexes 

irréductibles à  L points, les paires (i,j) étant prises dans CL' Dans la 

forme (1.12), l'intégrale se fait sur (L-2) coordonnées, tandis que la som-

me de ces intégrales est une fonction de (31 et (4) seulement. Nous appe-

Ions les points sur lesquels il y a intégration, des points noirs(FP), tan-

dis ~ les points (3) et (4) sont des points blancs (LP). 

La façon d'obtenir les contributions est simple, car entre chaque paire 

de points se présente l'une des possibilités suivantes: 

i) une ou plusieurs lignes pleines 

ii) une ligne pointillée 

iii) pas de ligne 

La figure 3 indique quelques graphes contribuant à la fonction de cor-

rélation de paire f'~I ,,' ) et leurs expressions obtenues selon les règles ae 

la ~o  des graphes. 



al ... --_. 
A 

b) .3 

1\ 

e) l.l 

dJ. • 
A ~ 

, 
i.. ".:) 

-----
(0 

f~ v(l,2) 

~~ ' , ~ ) v(1,3)  v(3,2) 

~ jd(3)d(4) K'(l,3) v3(3,4) v2(4,2) v(3,2) 
' ~ ~ 

1'5 ~ ) ) ) v(1,3) v(1,4) v(3,4) K'(3,5) 
v(4,5)  v(5,2) 

15 

;o~ f(3)d(4)d(5)d(6) v(l,3) K'(3,4) 
v(3,6) v(4,5l v(6,51 K'(5,2) 

Figure 3. Quelques graphes et leur expression explicite 



1. 4 Analyse des différentes contributions au calcul de . l~"f~) , 

Avant d'aborder l'analyse des contributions à la fonction f"~~" I~l, 

revenons à la séparation du potentiel d'interaction en termes (c.p.) et 

16 

(l.p.). La partie de longue portée du potentiel total s'écrit comme suit: 

(1. 7) 

Cette forme fonctionnelle possède une singularité à r.··:.O. Nienhuis et 
" 

Deutch(3) spécifient le comportement ~ l  avec la condition: 

~  
(".; <.. G 

De façon plus générale, Hoye et Stell(4,S) utilisent comme contribution de 

longue portée du potentiel intermoléculaire: 

(1.13) 

En fait, on peut toujours ajouter au terme de longue portée \ I,,~ ,~) une 

contribution de courte portée quelconque (paramétrisée par el, pourvu qu'on 

la retranche de Le potentiel total ne change pas et W\.q) modi-

fié représente encore la forme asymptotique de l'interaction dipôle-dipôle. 

Les deux formalismes o~  pour e ': 1. Avec le lien 

ainsi défini, nous pouvons maintenant exprimer f"'' , ,~) de notre sphère di -

électrique. 



17 

De l'équation . )~ nous constatons facilement qu'il existe un nom-

bre incroyable de graphes composés entrant dans le cacul de ' ~ I' ). Ce-

pendant, tous ces graphes ne possèdent pas la même importance, car ils ne 

contribuent pas de façon égale dans l'évaluation de '~\\.~). Par exemple, on 

se rend compte que l'effet du graphe pour macroscopique . ----. 
I,.!.) ... , 

est pratiquement nul. Donc, dans le but de classifier les différentes con-

tribHtions, Nienhuis et Deutch introduisent un paramètre S défini par: 

(1.14) où A est une distance macroscopi-
que typique de notre système. 

Ce paramètre 0 est petitl En effet, de considérations expérimentales, 

nous savons que ~f~~ est de l'ordre de l'unité(3). Or, la densité 

est proportionnelle à ~~ où ). est de l'ordre de la distance intermolé-

culaires. Il devient donc évident que si .l\. "») >. , nous aurons ~ .~. 

Les contributions à ,p ~~l'~I~) qui nous intéressent sont celles à 

l'ordre 0 et 1 en b. Ces contributions sont suffisantes pour connal-
-1 

tre, à longue portée et à l'ordre 0 en V ,l'énergie d'interaction effec-

v 
tive ~~"")  multipôlès-test. 

lEn fait, & est de l'ordre de V·4 où V est le volume de la sphère de molé-
cules ;;1. 
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~o  classifier nos graphes, nous  nous référons au tableau 2 donnant les 

contributions des liens (c. p.) et (1. p.). Nous voyons qu'entre chaque paire 

de points (i,j) où apparait un lien \ \.:,~\, la contribution en ~ de cet-

te paire est d'ordre o. La raison en est simple; la seule distance ro; pour 

laquelle la contribution de ~~. \ ne s'annule pas est microscopique. Or, à 

cette distance les liens '" q \ contribuent aussi à l'ordre 0 en 6. Donc 

la contribution totale est bien à l'ordre 0 en ~. On constate aisément 

du raisonnement précédent que pour les graphes contenant plus d'une paire 

de points, les différentes contributions se déterminent par les liens VÙ.'il. 

Nous donnons au tableau 3 l'analyse des contributions en puissance de ~ 

des graphes de la figure 3. 

Notre but consiste à classifier les graphes contenus dans l ~~) par 

rapport à leur contribution en puissance de o. Pour ce faire, nous exami-
nons les. graphes composés connexes irréductibles qui sont des étoiles. A 

une distance microscopique, toutes les étoiles possèdent une contribution à 

l'ordre 0 en o.En effet, à cette distance la contribution dominante est cel-

le de l'interaction courte portée (c.p.). D'autre part, la seule étoile 

contribuant à l'ordre 1 en b pour '( .. 
~\ 
macroscopique est (i) .... --.... CH, 

puisque pour les étoiles macroscopiques à trois points et plus, il y  a né-

cessairement au moins deux liens longue portée. Leur contribution est donc 

d'ordre 2 en ~ • 

Les graphes de ' ~ l''''l qui ·ne sont pas des étoiles, sont construits 

par des chaines d'étoiles liées les unes aux autres par les points d'articu-

lation du graphe. Les liaisons se présentent ainsi (rappelons-nous que les 

graphes considérés sont irréductibles).: 



TABLEAU 2 

Contribution des liens K' (i,j) et v(i,j} 

r .. 
1J 

macroscopique 

microscopique 

K'(i,j}. 

ne contribue pas 

dépend des liens 
v(i,j} présents 

v(i,j) 
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TABLEAU 3 

Contribution des graphes de la figure 3. 

a} Pour r
12 
microscopique, la contribution est 

1 
r
12 
macroscopique elle est de 0  • 

° à l'ordre 0  , mais pour 

b) Pour r
12 
macroscopique ce graphe ne contribue pas. Sa seule contribu-

tion est donc pour r
12 
microscopique; à l'ordre 0

0
. 

c) Ce graphe contribue à l'ordre 0
0 
pour r

13 
microscopique, autrement 

il est à l'ordre 8
3
• 
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d) Pour r
l2 
microscopique ce graphe a une contribution dominante d'ordre 

° o , i.e. quand r13,  r34 et r42 sont aussi microscopiques. Pour r12 ma-
croscopique, l'ordre est au moins en 0; puisque le point (3) est dis-
tanc"é macroscopiquement du point (2). 

e} Contribution d'ordre èO pour r
12 
microscopique. Il y  a aussi o ~ 

but ion en 0
1 
pour l'étoile (1,3,4,S). microscopique et une séparation 

r
S2 
macroscopique. 

f) Encore une fois, pour r
12 
microscopique, il existe une configuration 

ayant une contribution d'ordre 0
0
. Autrement, on a une contribution 

l d'ordre è si r
3S 
est microscopique. Pour les autres configurations, 

le graphe est au moins à l'ordre 0
2
• 
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-si l'étoile contient le point (3) ou (4), 

elle est liée à une autre étoile. 

-si l'étoile ne contient pas les o~  (3) 

et (4), elle est liée à deux autres étoiles. 

Pour une distance r, microscopique, toutes les chaînes d'étoiles ont 
.'i 

une contribution d'ordre 0 en , pour la raison exposée précédemment. Pour 

~~ macroscopique, les seules contributions d'ordre l -proviennent des chaî-

nes d'étoiles ayant (i) (j) comme étoile constituante. Les gra-

phes ne contenant pas (i) (j) comme constituante, sont d'ordre 

-. 
o pour ~l'" microscopique et au moins en b pour 'f'N macroscopique. La con-

tribution à l'ordre 0 de ces graphes se note ~ \ , .. ). Remarquons que ~\), .. ) 

n'est pas la contribution totale en ~" de ~~,~~), puisque les graphes con-

tribuant à l'ordre 1 pour ~", macroscopique sont à l'ordre 0 pour '(' ~'  

\ ,\, 
microscopique. Cette dernière contribution est notée ~ ll,'4) et elle provient 

des chaînes d'étoiles ayant (i) 

tion f .~ "  s' écri t:. 

(1.15) 

(j) comme constituante. La fonc-

L'équation (l.15) donne la contribution en ~~ pour ~l~ microscopique et 

( . 
en 6 pour 'f'~", macroscopique. Donc, pour toute séparation, les graphes de 

donnent entièrement les contributions que nous voulons. 

Comme Nienhuis et Deutch le montrent, ~l~~) est indépendant du volume de 

l'échantillon, tandis que ~'~~"  ~  de V  • 



1.5 Expression de ~' ~\~,,,) en fonction des paramètres microscopigues , 
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,III' Dans l'équation (1.15), le terme ~~~) ne contient que des contributions 

de courte portée. C'est la corrélation de position et d'orientation pour des 

dipôles très voisins. Cette corrélation donne lieu à un dipôle moyen(3) 

s'exprimant par: 

(1.16) 

... 
La définition de ~ en fait un paramètre microscopique du système. Les 

contributions de longue portée de la fonction de corrélation de paire sont 

"" fonction de ~  

(1.17) 

Le terme s'écrit: 

-+ 
Le tenseur 1) \t:l,t ... ) représente le lien de longue portée liant le dipôle fU3 

.., ~ ., 
et son entourage (":s) au dipôle /'4-'4 et son entourage (K,,). Il se compose 

- .. -J 
de deux termes: le tenseur d'interaction dipôle-dipôle ~) et le tenseur 

(1.18) 

(1.19) 

(3) 
Nous avons donc : 

~;~ } 

\. ,, )\ .\ ~) 

Vi.i" \ ~) " 
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..,..... ~ 

Soulignons immédiatement que la singularité du terme \~ ~I~") se traite avec 

'l\ ... ~ 

la valeur 6-1 (voir éq. L13}. La présence du terme \lf~lf .. ) s'explique par 

le fait que les interactions entre les molécules de la sphère sont tronquées. 

L'équation (1.19) est donnée pour une sph.ère de rayon R; P.t est un polynôme 
,.. ,. 

de Legendre où ~l"~ est le cosinus de l'angle entre 

tenseur " lfll~) dépend évidemment du volume de la sphère 

\\\\ 
se transmet à la corrélation de longue portée ~ ~,~l • 

et cette dépendance 

Les expressions (I.16} 

et (1.171, nous permettent donc de connai.tre la fonction de corrélation de 

paire f~~ .).' ) en termes des paramètres microscopiques du milieu diélectrique, 

la permittivité € pouvant elle-même s'exprimer au moyen de ces paramètres. 



CHAPITRE II 

L'ENERGIE D'INTERACTION EFFECTIVE ~ l~~) 

11.1 Définition de ct:'\t,a\ 

Nous plongeons deux_mu1tipô1es-test d'ordre arbitraire L et M dans la 

sphère dié1ectrique
1 

La densité de probabilité réduite de ces deux mu1ti-

pôles-test est (voir éq.I.1).: 

(11.1) { -(1 Ut \.l. l' "lrJ)} 
1 

{-,l) \'~ ' . ) )  

Il faut bien faire la distinction entre les fonctions ! ,~) du chapitre 

l et PI.M\,.l\ introduite ici. La densité de probabilité f ~") se réfère unique-

ment au système de (N-2} molécules polaires. L'énergie d'interaction entrant 

1 . 
Rappelons qu'il y  a (N-2) molécules de moment dipolaire ~ dans la sphère. 
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dans l'expression de ~l~.~) est le potentiel intermoléculaire. Dans l'é-

quation (11.1), le terme énergétique comprend aussi l'interaction des mul-

tipôles-test L et M entre eux ainsi que l'interaction des multipôles-test 

avec les molécules du milieu. L'énergie d'interaction totale U(1,2, ••• ,N) 

est donc modifiée et l'expression de p,-",lVi..) diffère de celle de f' "" ... )  . 

Pour calculer II\"~\' il faut connaltre U(1,2, •.• ,N). Appelons les 

molécules du milieu les molécules F; nous avons dans U(1,2, ••• ,N) les trois 

types de termes suivants; 

1-Interaction multipôle L-multipôle M + f , ~ 

2-Interaction multipôle-molécule F  + ! , ~ ) CP.-. F 

3-Interaction molécule F-molécule F+ 
$l>FF 

Nous écrivons la fonction U(1,2, ••. ,N} comme suit: 

(II. 2) 

D'autre part, nous définissons l'énergie d'interaction effective ~ ~M~"~) 

à partir de 

• 
(11.31 fL.tAU,).' =- ~ Jd.p {-l-'h1.)} ~'f {-f\O.l} ~~ ~ ~.\'\I~)  

1 Pour bien identifier le système auquel on se réfère, nous écrivons , ' Ml~,)) 
pour la densité de probabilité réduite des deux multipôles-test et ~f:,~, ) 

pour la densité réduite des molécules du milieu diélectrique. 
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Ici, li est une constante de normalisation. Les fonctions f(l) et f(2) ne 

dépendent que des coordonnées des multipôles L et M, respectivement. Ces 

fonctions correspondent à une énergie potentielle non uniforme dont l'origi-

ne tient du fait que le système a un volume fini et n'est donc pas invariant 

sous les translations spatiales. ~~M ,l.) est l'énergie d'interaction ef-

fective des deux multipôles, qui dépend de leur présence simultanée. 

A partir du calcul explicité de l'intégrale (II.I), nous montrerons à 

la section suivante comment obtenir ~~",\\ \. Avant d'entreprendre ces cal-

culs, élaborons la notation employée pour les fonctions 

La solution générale réelle et partout finie de l'équation de Laplace d'un 

multipôle d'ordre L placé à l'origine est: 

(II.4) 

où Ci sont des constantes et ~ l sont des harmoniques 

sphériques. 

Nous voulons écrire cette sommation sous forme condensée. Pour cela, nous 

introduisons un tenseur de rang L dont les éléments réels sont des combinai-

sons des ~~. La condition imposée sur ce tenseur L est que sa trace soit 

nulle. Le potentiel 

CILS) 

-fd> devient:. 

\ ~)L 

~L \\ 

L "V 
Q(,,' . ~L. 8(4 

où la convention de sommation est employée. 



Pour abréger ce résultat, nous adoptons les notations suivantes: 

(II. 7) 

où ~ est un vecteur quelconque. 

L'équation (lI.6) s'écrit donc: 

De ce résultat, nous pouvons écrire l'énergie d'interaction <fi. l\.l) comme: 

"'" 

(11.8) .... ) ' ~) { --} II . \1w \. M . \1"" r 

avec 
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Pour nous convaincre de la forme (11.8), considérons l'énergie d'inter-

~ ~ 

action du multipôle L situé à ~  une charge (M=O) située à ~. On a: 

f · (!,UI) 
\l· v 

D'où la généralisation précédente (11.8), car le potentiel d'une charge à 

l'origine est justement 

1 
Pour ~I.  et ~~ç , on pose M=l et L=l respectivement. 
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Dans l'expression des énergie d'interaction rI. et'l. "'-Lç: .,.",~ , il Y a 

-} 

une singularité de la fonction pour r =0. On peut montrer qu'une contribu-

~ ~ 

tion additionnelle, nulle pour f #0 mais singulière à r =0, est consistante 

avec la notion de multipâle-test. Cette contribution se paramétrise par une 

constante n
L 
(n
M
) comme suit: 

-i ... (\.. . ~"') lti. ~. ) 
" -\ 

?: ~ tr l ~ L -5 a(, Lv Q\") ~~ h 

\~ \. -·n \ " ~L \~ 

Nous expliquerons un peu plus en détail la signification physique de ces ter-

mes à la section (IV. 3). 

II.2 Expression de ~ L~\. , ..\ en termes de ~l l'/''-fJ... l ",,-Co 
~ 'P t::tJ\ "l ... 1 r",r T"'r 

Nous voulons exprimer la modification apportée par le milieu diélectri-

que (les (N-2) molécules polaires) à l'interaction des deux multipôles-test 

L et M d'ordre arbitraire. La démarche de calcul consiste à comparer le ré-

sultat de (11.1) avec la définition de la fonction ~\I \~,l) (11.3). L'em-
I.M 

ploi de multipâles-test, nous permet un développement du terme exponentiel 

en un petit paramètre
l
• Ainsi, l' o ~ ,  d'ordre 0, les interac-

tions f ~ et ()fW\F sont à l'ordre 1 et ~ est à l'ordre 2 de ce petit paramè-

tre. 

1 Notons que nous n'avons pas besoin d'expliciter ce paramètre. 



No"Cons le numérateur de (ILl) par N , -nous avons: 

Le dénominateur étant un facteur de normalisation, il est contenu dans la 

définition de la constante 'fo de l'équation (11.3). Avec l "énergie. donnée 
dans (11.2), nous o L~ , en gardant tous les termes jusqu'au second 

ordre: 

tI) 

.IIb.'f' { -f!> [. cf>FF I.~ • .))} )( 
.;')l">a. 

N 

.o.~ {-p> L ~ f l~'l\  '" 
~) . 

\J 

-~L ~I. ~\.  + fÎlIo\ç ~ ,':)) 
''''l 
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W tJ 

~ Ji L L l<J,.",<I ~". ,~) o\. , l H,I ... U,il)] 
ct l;:!I ~ ~ 

1 Pour alléger la notation, nous ne spécifions pas immédiatement les bornes 
d'intégration. 
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IntrOduisons les définitions suivantes: 

N 

~ {-f1L ~  I.~ ) } 
) )~ 

(II.9} 
W 

b.'f {-f'[ ~ ~ ~l \  
~) .1)). 

La symétrie du système nous permet d'écrire: 

(II .10) 

+ 

~ -.l 

~f {-p' L ~ : ,~~  I  \ ')bl.f> ,\.~) 'f ',~\: , \) 
.:)~ la.. : ~ > 

~ . . 

: l~ ).) .\ ... du.)' lL'f ~I. fl.\.~~ ( ~~l\,!.) \ ~~  •• ~~ 
':),j »). 

\J \J 

ltA.of ~f ~  li AI: I  ( ~'  lt .;, ,<1".""')' 
~)l ~ ~:~ . ~  



Notant que ~~"f ) : ;~ .. ~), nous obtenons en portant (II. 9) et (11.10) dans 

l'expression pour N  : 

N ': ""-d -fo yi.v lUI} { ~ -f' aJ dm .p. ~I ~ ' l~.") + J'l"" 1"1 

31 

+ i. âJ ~) ~) /' •• .,,~ 1 ( !6LF I~ 1+ ~ I'I l,l~ ' l\.~) + ""Jq , ~ 
a. 

+ A' V \~l f F (?» ( 16LF (  \ ,'" + ri> F ... l~,l  } 
a 

De l'équation (1.3), nous avons: 

Alors N s "écrit:: 

(11.11) N : ~ .... I>\ -p ; ..... ,.) \ { 1  -f'i <in) P.I))( 1 .. "'~) '91,,, (,,1.1) 
+ ~. J ,JI" 1.'" ( .~ 1','1 • jO,".. ",'l) + &.' J dl'!') d\-\) tP)fÇ\ .. L I,." '~L l\,Il) + ~!:,).)~~  

~ ~ 

t" ~ J ~\:!.) l.~) fr;.l"!.)ffl.'lt) ~~ç:\.:'I\ ~~ l"I~)~L .\,~) + f ~~"': I' ..) ,~. \l ) 

~ 

\- f ~  ~) ~:.l'! ) 91..f. 1,.0\,3) ~çl\\ ll,a.) -+ Pl dn) ~\ ) \~) fr. \'4) f: I,) ~~I~') 

+ fol om d" 1 f' ... nI f.l• 1 ~  \',41 <PLo (\, ,) jiS,. ~,.) } 
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Pour arriver à la valeur de f"'M~~' ..) donnée par (II. 3), nous allons isoler 

les termes de N ne dépendant que de la variable (1) ou (2) exclusivement. 

Pour cela, nous définissons les fonctions suivantes: 

(11.12) 

M\~'"'  d,D P.ld ""M \é,.) 

),C \1\ 1J'él ('fl'! \~ I," +f cl,,,d'l'fFI<'PFljl ~ l', I l \M\,ll, l 

'foll \ '\=J dl'! p, 1" ~~ lé,') {6li'd'\1 PF li If, lj) ~'" li'il '''''''\''' ~''\ 

Substituant les valeurs de (11.12) dans l'expression (11.11), nous obtenons: 

N -= ~ ~ ~ 1t ... ""I}{ ~ ~ P' f \~' '~) ~L  ll,)III>,,,, ,~", 

l f~ \;) \~) f \~'f~ \'-4) ~ \?!,I.l) cp \.~.~) ri.. \\4,1.\ r r ~  L.F 'fç.M 

'Y 'Y .)'.1 ' ~ ~  ry -t:> f..; ... \0 -f , .. \l~) \o~ 1'-1.. (\\ \0 L,.....~ \.~) -+ f ~L\\), .M ) 

a.. ~ 

+/f )oc \11 \~' ~ .. 11\} 



N... ~ -\' {-f <,1> .... H •• ,} ~ t ~ 1 d", P. m ;> ... Il.~\ ).,,, \~,~, 

+ ~ 1 cl", d .. l f.l)' f.l'" "'-. Il.''' ~"  \\.~' 9!.t' '.,l\ 
1-

-f l 1. .. ,<1 ~ tOI''') ;. ~,  1-.. (\1 + X .. I") 
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Remarquons que 'XL,lH et ~\ ) sont au premier ordre du petit paramètre et 

que l-L,l"\ et ~M\l) sont au second ordre du petit paramètre. Ceci 

nous permet d'écrire, au second ordre près: 

Posant: 

... f!>1 d,.", P.l" ~" l\ '\~.~", \ 

.... f!' 1 d,,,, 6'", P f' ", f. "\ "'H 1 ~. -Il </> ... "" I~..l" + 
\-lL,\l.) -.ê.J,L,ltl -P-}.",ll)) -+.t l L..~\) \-'tMl1\)1.} 

~ J. ~ 

+l") -= 1.
L 
(, n -.t )oc.. l \) 

J. 

h", ~ l. ... U\ -L ~M"~) 

~ 
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Nous obtenons finalement pour le numérateur: 

Reportant (11.13) dans (11.1), nous avons: 

fl .... ( "ù = ~ ........ Y' {-f> "'<1) ~ {1' ~""  ""'1>l-f!'( <pu .. ( " ~) -16, b 1 P. nI f ,~ ',~' M'" '1 

-f1 J 6 ," ,~\ p, (1) f. 1") ).. •• 1,") ~,~ "~ 1 Il.,,1'1,'')) 
Une comparaison de cette valeur avec l'équation (11.3). conduit à l'identifi-

cation suivante: 

(11.14) ifl: .. l'," = \l'l, .. ""1 -~ d,,, ('fil) ,!.,lI''''\ ~ fI< ~, ~ \ 
'"1. <. ~ 

-p,J \,,\ '~l PI' ''' I' ~  "lI,~\ ~ .. n,.) (hf .. '·')'\ 
(,11Y' ... <\\ 

Cette expression pour ~ll~) est formellement exacte pour deux mu1tipô1es-

test quelconques au second ordre du petit paramètre. 
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II.3 COmparaison des travaux de Nienhuis et Deutch(3) et de Hoye et Stel1(4,S) 

Dans la section (1. 4)., nous avons vu comment Nienhuis et Deutch (3) ob-

tiennent l'expression explicite pour la contribution à longue portée de la 

fonction de corrélation de paire (éq.l.22) pour une géométrie finie. D'au-

tre part, nous référant à l'article de Hoye et Ste11(4,5), nous savons com-

1\dCI ~) ment exprimer f "''rFI.!!.'" dans la limite thermodynamique Le. a volume infini . . 

Notons qu'alors pfl\) est rigoureusement uniforme et égal à 1 

La fonction de corrélation de paire entrant dans l'équation (11.14) se 

note ~~  \'lI,'t). Elle se met sous la forme: 

(II.15) 

où ~~\,).~) est donné par Hoye. et Stell et ~\.~~l' ,,' ) 

par Nienhuis et Deutch. 

Il faut maintenant établir un parallèle entre les deux formalismes pour 

utiliser convenablement l'équation (11.15). Le tableau 4 résume les re1a-

tions dont nous avons besoin. 

En premier lieu, comparons les contributions de courte portée. D'une 

~ nous avons: 

(HS) 

et d'autre part: 



TABLEAU 4 

Résultats nécessaires à l'évaluation de b
V 

l~ .• ) -"J:l" ~ '  

Travaux de Hoye et Stell (4,5) 

~ ,.. '"T' ~ " 
~f~'! . ) ~ -~~l") ~. \I,."}l''<'''''·\:' 

~"  

36 

L. -: 'à l1 ~ .. )  \ ~ -=. qTlPPIv...'l 

~ \- ~ b ,,~~) ~ 

~  de Nienhuis et Deutch(3) 



(ND) 

-'J 

De la définition de K 1> ' nous avons 

4 
\<. 
~ "J 0''''1 -\ t-4 ~ .. ~ \.;,~) ~'  

-; J d'''l ~ J ~~." ) + f '~l ;~ \ ~,' -\.,,)~,,) !'·1 ~~ 

--J dl") 4  ( ) A ~ f-A-~ \)\.1.\ - ~ .. ~ h.) f\~ .) S· t 

(U. ;  \ ~ ."  '1 -l ~ ~ ~ ~) {kl\) 

-' 

~l~;)'  ) 
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&'f,,,) 

Rappelons qu'il faut poser e-l dans la définition de z pour que le traite-

ment de la singularité de \" ll~) soit identique dans (HS) et (ND). Sub-

stituant les valeurs de A(z) et B(z} appropriées, nous obtenons: 

(1I.16) 

La fonction Bl dépend exclusivement des paramètres microscopiques et elle est 

en principe calculable comme la somme infinie de graphes. 

L'identification des termes de courte portée étant effectuée, vérifions 

la coïncidence des deux termes ~~~\ ~) des contributions de longue portée. 

Si on porte l'équation (1I.16) dans l'expression de ~" nt")' il vient: 
a. 

(11.17) 
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La permittivité statique e:: apparaissant dans (II .17) satisfait (3): 

(11.18) 

Il résulte de (11.16), (11.17) et (11.18): 

(II.19) 

La comparaison de (11.19) avec le terme de longue portée donné par Roye et 

Stell(4,S) nous amène à définir ~~  comme; (éq.II.lS): 

(II.20) f ~~  l,. 't) -: ~ An.) 

~ 



CHAPITRE III 

L'ENERGIE D'INTERACTION EFFECTIVE DE DEUX MULTIPOLES DANS UN VOLUME FINI 

111.1 Termes nécessaires au calcul de )~M \\.1) 

Nous avons montré que l'énergie d'interaction effective entre les mul-

tipôles-test L et M satisfait l'équation: 

(UL1) ct!: .. \\.lh <fi c .. ".l\ -ff[ cl", ~ ... l\.,\ ''., .. Il,') -fff~"' l" 9J",,\\,l,\ ~f fll.')~ •• ",~) 
'rl(,1\ '"l.,.. ... <.\\. 

Nous regroupons au tableau 5 les formes explicites des fonctions servant à 

évaluer ~  H,).). 
Yt\ 

Ener gétiquement , la limitation du volume se traduit par un potentiel in-

fini pour les distances r plus grandes que R, le rayon de la sphère. Ceci a 

comme conséquence une densité de particules f~\ nulle à l'extérieur de la 

sphère. De là, la limite des bornes d'intégration. A l'intérieur de la sphè-

re, on prend la densité PF-.... n constante (notez la différence entre les "équa-

tions (11.14). et (IILl)). Cela n'est pas strictement exact lorsque l'on ap-

proche de la surface de la sphère. Les termes négligés sont cependant d'or-

Comme notre calcul est à l'ordre vO, nous n'introduisons pas une 
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TABLEAU 5 

Expressions entrant dans le calcul de ~:~l~I~) 

~LM . .. ,1) l L  . ~"" ) t M . ~\~) l ~ ) ~ ' '"~  

\...l. L -4 ) ~ '.  ( l. "" -~ \ ~ " 

cf; {4,(\ ::. l L . V'41) \. M . V\ ~ } ) l ~ ~  ) 
L-F H. 

~L~~) \'. 

rp l,.~,).\ - <. M.. ~ ll) ( il . '~') <.. '("-1' ) -
~""" 

lJ. \'4. -l) H 

4tt 

'" n...," A 

~ 1\,-1.) S  • '" (. ~ 3' t '40 )  • t 

~  

'" " Les vecteurs unitaires 5 et t -représentent la direction des di-

pôles des molécules (3) et (4) respectivement. 
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erreur significative. Notons de plus que l'expression de ~~~~) utilisée 

n'est pas exacte. Comme il a été montré pour le cas d'un volume infini(6), 

elle contient néanmoins tous les termes nécessaires au calcul de la contri-

bution de longue portée de ~~ .~) Signalons enfin que, dans un premier 

temps, on va poser n
L 
=n
M
= o. 

Dans cette section, nous présentons seulemenb les grandes lignes des 

calculs. Les détails strictement mathématiques font l'objet de l'annexe A. 

De plus, pour faciliter le déroulement des calculs, nous fragmentons les in-

tégrales à effectuer comme suit: 

l = 
1 

l = 
2 

l = 
3 

Le résultat final est la somme des intégrales Il' 12 et 13 plus le terme 

que nous connaissons déjà (voir tableau 4). 

111.2.1 Calcul de l'intégrale LI 

Avant de substituer les formes explicites pour ,1. ~,,~) et ,1,. l >,a.) , 
"""~  't't: 1'4 

nous séparons Il en deux parties: 

(III.2) l, "--Pfl ~\: 'l .l~,))  .... l ,~) 
oc 
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Nous connaissons déjà le résultat en limite th.ermodynamique (6), la première 

intégrale s'écrit: 

(IIL3) -~  Id,,) 9'I •• l")) <bfl< l','! -:. 
dO) 

Pour la deuxième intégrale, nous employons une méthode mise au point par 

~ ). Le principe est de transformer l'intégrale: 

-4 -'1 
ll· \ ~ \) lM· ~\) 

\~L \~ ~\ ~)~~ 

{ ''1 J ci,;\ l .~\.~",  
~ < R. 

en intégrale de surface (théorème de Gauss) et ensuite d'utiliser le dévelop-

pement en polynômes de Legendre des termes Comme il est mon-

tré dans l'annexe A section (A.l), le résultat est: 

(III. 4) 
i 

~;) 

Regroupant les équations (111.3) et (111.4), nous obtenons (éq.(A.2): 
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111.2.2 Calcul de l'intégrale 1
2 

Nous avons vu à la section ,I.4}, que le traitement de la singularité 

du tenseur \~l;~) o  à la forme suivante pour la corrélation de longue 

portée: 

(III.6} 

Il Y a donc deux facteurs dans 12: l'un en ~\. ) et l'autre en '" ~~ • Le ter-

me en ~~ ) se traite essentiellement comme à la section (111.2.1). Le ré-
1't 

sultat est (sec.(A.2)): 

(III. 7) \l l") ~. \\I) {_ ~ \~\.~, _ ~ l .) \I. .)) 

"'\. ~)~~~~"'~~)~~ ~ 

~ ~\ .) -<..h).l.)\\(.l)) 

~ 

Le terme en ~;~ s'intègre directement (éq.A.5 et suivantes) et il en résul-

te (éq .A.11): 

(III. 8) 

0.) 

~ l\"IL ~~ ) 
R ::.~ \~ ' ) 

~ ~f~~') ~.l LU.,} 



Des équations (IIL7) et (IlL8), l'intégrale 1
2 
prend la forme: 

1 ( -"'''') .., '1) { (IlL9) Jo ~ \\..-V ~\\l, . ~' 

\ ~\. ,\) \\ ~ ~  \ \ 

-~ l ~\ .) ~ l. ' l.\~l. )) 

rq, ... 

00 

~ ~ ~\' .' ~~ '~ .,) L \.~\\) 
R bo ~l~ ,) 

111.2.3 Calcul de l'intégrale 13 
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La dernière intégrale se fait par la technique employée à la o ~

tion ci-dessus. Rappelons que l'origine du terme ~  est la troncation 

de l'interaction entre les molécules par les limites de la sphère. Ce terme 

est fonction de la permittivité statique E du fluide contenu dans la sphère, 

contrairement aux expressions de Il et 1
2 
qui elles, sont la conséquence de ]a 

géométrie du problème. L'expression finale de 13 s'écrit (sec.A.3): 

V 
Ceci complète le calcul explicite de ~~Ml'~~ En effet, regroupant les 

équations {IlL5}, (IIL9) et (IILlO) ainsi que la forme de ~~',l.l donnée 

au tableau 4, nous obtenons: 
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(IlIoll) 
-f \.1) ..-\) :. \L-'J ~ \  

(,).l-,,) ~ '. ~~ -t) ~: 
{ 
(" -~' \ -~ t ~I.l.) \-~l  (\I."l.l) ) 

Y"q .. 

La fonction ~ ) dénote l'expression suivante: 

(IlIoI2) 
: { 

L'équation (III.ll) représente la contribution de longue portée, à 

-1 
l'ordre 0 en V ,de l'énergie d'interaction effective des deux multipô-

les-test. Remarquons que le résultat (III.ll) est consistant avec celui 

trouvé en limite thermodynamique. En effet, il est facile de constater 

( \ ~  -~ \~ .) ~ )'l\ )~\ )) 
~,~ 

ce résultat o~  avec celui de la référence (6) pour nL=nM=O. 

Dans le cas plus général où les paramètres n
L 
et n

M 
diffèrent de 0, 

l'expression de ~~)  complique. Nous exposons celle-ci à la section sui-

vante. Le chapitre 4 sera consacré à la relation entre la permittivité sta-

tique du fluide et l'énergie d'interaction effective des deux multipôles-test. 
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· ;,..'" 
III.3 Expression générale de ~~",\ll).) 

Les énergies d'interaction faisant intervenir un multipôle-test (comme 

~L~ I~ ~ ) présentent une singularité pour rij=O. Nous soulignions à la 

section (11.1) que l'addition d'un terme singulier pour r, ,=0 et nul pour 
1J 

r, ,#0 reste consistante avec la notion de multipôle-test. Ceci nous amène à 
1J 

poser: 

c/J \\:)) -: ll.~ ')l;!. .Vl1') 
I.~ 

{ \';~  

\~ L-\) ~ ~ 

(111.13) 

.., ~ 

~ç~ ~),)., -=- lM' Vl'\)\j! . 'l'l') { t ~:  

\a ~ ~) ~ : 

-

~ l 1L 
l.L"~)~~ 

Pour toute valeur des paramètres n
L 
et n

M 
dans (111.13), les énergies d'in-

teractions f;, o :,,:~) et ~ :~ .l) o o  à un modèle de couplage multipôle-test-

dipôles environnants. 

La forme générale de l'interaction effective l~, ) s'obtient en repre-

nant les calculs de la section (JIL2) avec les équations (IIL13) comme dé-

finition des multipôles-test. L'exécution des calculs ne présente pas d'au-

tres difficultés que celles déjà rencontrées, nous nous contentons donc de 

présenter le résulat final: 

cf:) 

(IIL14) + .!.. L o .LI I . ~\l, "'  
R 1.;0 



Les coefficients L~M; ), ~ L,M; ) et c(L,M;z) s'écrivent sous forme de 

fonction de z à l'aide des expressions explicites de A(z) et Bez): 

o...tL, ~ ',1.) ~ ... ~  
~ 

( L1' r M~ .. ) -:. + 

-\ -1. ( ~  ."l.)~\ .) ~L~~ .\\\~~ 

\)~\ll~ )L.) -.:. -0,"2. 
).. 

{ \~. .~ \) q -f.) .~ } + 

l-\ -\- ; .)~ \-1. ) \~. \ \) \U-\-.2.-\ \ )()i -\ ~) 
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+ 
-0,,-l l\-t1 {-Lq"lL -\~  

\. A.'th)l ~ ..)  ~  to\ \) 1-.L -\-~ l.\'o\ti 

~ ~ . )llo \'l~M  
~l. ) l~ ) 

Nous remarquons que le résultat (III.14) se réduit à celui de la section 

précédente. En effet, pour nL=nM=O, les coefficients a(L,M;z), ~ L,M; ) et 

c(L,M;z) deviennent: 

<:.;,v (, L. ~.., 1)::. ~ -1.. 

-\+).1. 

0...
00 \L, M\ 1..) :: 11.. 

-
-\ -1.. 

'0: \. L 1 ~  1. ) -:: _ ~"L l {\."hl) ~ 
(\,.3.,)(..-\-1.) \ .~' ~) 

~ .)~~ } 1 

«'t.i H.\-ùUtH) 
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En associant la somme L,M; ) ~ L,M; ) au terme ~ , la correspondance 

avec l'équation (111.11) est bien vérifiée. 



CHAPITRE IV 

INTERACTION EFFECTIVE ET PERMITTIVITE STATIQUE 

IV.l Expression de la permittivité statique € 

La permittivité ~  d'une substance est un concept macroscopique. 

n'autre part, le comportement microscopique des molécules composant cette 

substance détermine entièrement ses caractéristiques macroscopiques (entre 

autres, €). Nous espérons donc de pouvoir exprimer à l'aide de l'énergie 

" d'interaction effective ~ ~~~,; ,), la permittivité statique € en fonction des 

paramètres microscopiques du fluide polaire(8,9) . 

-1 
La relation (111.14) nous donne, à l'ordre 0 en V ,l'énergie d'inter-

action effective entre les multipôles-test lorsque ceux-ci sont éloignés 

par une grande distance ~).. Il es t important de rappeler que !. "Uo\ se rap-
~ _  1 

porte seulement a des multipoles-test 

1 ~ 
Voir la remarque sur l'expression de ~~~ donnée par l'équation (2.13) de 
la référence (6). 
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L'énergie d'interaction effective donnée par l'équation (111.14) se 

rapporte au cas d'un volume fini et sphérique Les corrections apportées 

au cas d'un volume f ~ représentées.par les coefficients a(L,M;z) et 

bR, (J;.yM; z), dépendent de la géométrie choisie. Noter toutefois que le pa-

ramètre E, dont ltorigine remonte aux équations (1.17) et (1.19), est in-

dépendant de la géométrie du problème comme il est démontré dans la réf.(3). 

Le paramètre E est ce qui modifie l'énergie d'interaction effective de deux 

charges plongées dans un diélectrique de volume infini relativement à leur 

énergie d'interaction dans le vide. Ceci nous permet de relier E au pa-

ramètre microscopique z de la manière suivante: 

(IV.l) CJ500 , ..... W 

~ :o ,~  

1 

En effet, un coup d'oeil à l'équation (111.14) montre que l'on obtient alors: 

i.e. en termes du paramètre z défini au tableau 4: 

(IV.2) 

La fonctionnelle B
1 
(éq.II.16) entrant dans l'expression de z, dépend du po-

tentiel intermoléculaire i.e. des liens de courte et longue portées qui s'éta-

1 Nous utilisons un système d'unités où la permittivité statique du vide 
est égale à l'unité. 
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- fI d (4,5) blissent entre les dipoles du ui e  . Pour le cas particulier des char-

ges-test, la forme (111.13) pour les interactions PC.F \.\,n e t ~ M (\;,.) ne 

possède pas de paramètres nO (ceux-ci n'existent pas pour des charges-test 

car le facteur " "'''1) ~ 
Sel, t l ~ 0\. .~) n'est pas défini). L'équation (IV. 2) montre 

donc que la permittivité statique ne dépend pas de la part±è du couplage fai-

.  i 1 sant 1nterven r  n
L 
et n

M
. 

Il en va autrement pour le cas général. Le couplage des multipôles-test 

L et M est représenté par les paramètres n
L 
et n

M 
(1+0 et M+O), ceux-ci ap-

paraissant explicitement dans l'expression de c(L,M;z). En substituant la 

valeur de z obtenue de (IV.2), nous réécrivons c(L,M;z) de façon à interpré-

ter élégamment l'influence du milieu diélectrique (6) • Nous avons: 

(IV.3) 

On voit maintenant explicitement que le couplage des multipôles L et M avec 

les molécules avoisinantes est représenté par les deux accolades. Les deux 

"agglomérats" résultants interagissent à travers le milieu diélectrique de 

permittivité e:. 

La relation entre e: et ~~\. ,~) présente deux complications: l'attribu-

tion des valeurs à n
L 
et n

M 
et le traitement des coefficients a(1,M;z} et 

bR, (L,M; zl. 

1 Nous appelons couplage la façon dont réagissent les multipôles avec les 
dipôles avoisinants. 
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IV.2 Les termes de correction a(L,M;z) et ~ L,M; ) 

Nous écrivons ci-dessous la contribution provenant du volume fini de 

l'échantillon une fois la substitution de z par € effectuée. Pour une sphère, 

nous avons: 

dl 

(IV.4) L 
.bo 

Comme il a été souligné au début de la section (IV .1), la correction formpl.-

le est liée à l'énoncé du problème. Une autre forme géométrique de l'échan-

-v 
tillon changerait l'expression de ~L~\~'~) sans toutefois affecter la va-

leur de €. 

La correction (IV.4) n'est certes pas à négliger. En effet, pour des 

positions de L et M,telles que l~  ~ R, le terme de correction est de l'er-

dre du terme c(L,Mjz) de la limite thermodynamique. La forme de ~:~\.\.l) 

reste cependant analytique et nous donnons à la section (lV.41 un exemple 

simple de calcul. 

IV.3 Les paramètres n
L 
et n

M 

Nous voulons maintenant donner un caractère physique à n
L 
et n

M
• Con-

sidérons des multipôles macroscopiques. L'interaction à courte distance en-

tre un multipôle et un dipôle du fluide se complique par la pénétration des 

'1 .  1 nuages e ectron1ques En fait, l'interaction multipôle-dipôle ne domine 

1 Les molécules sont porteuses de moments dipolaires et multipolaires. 
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plus à cette distance, il se substitue plutôt une interaction de courte por-

tée complexe. Vans le cas des multipôles-test, les paramètres n
L 
et n

M 
re-

présentent la manière dont ceux-ci pénètrent les nuages électroniques. De 

plus, n
L 
et n

M 
contiennent toute l'information sur ce processus nécessaire 

au calcul de la contribution de longue portée de l'interaction effective 

Pour mieux comprendre cette nouvelle signification de n
L 
et ~, reve-

nons à l'expression de c(L,M;€} donnée par (IV.4).  Nous interprétons les 

termes entre accolades comme représentant le couplage moyen des multipôles-

test avec les dipôles environnants. D'autre part, l'interaction à grande 

distance de deux multipôles macroscopiques immergés dans un milieu diélec-

trique infini est(91: 

(IV.5) 

Pour reproduire ce résultat(6) à partir de (IV.3), il faut poser: 

1L. ~ ().\..\.\) 
lL~")  \.. L 

~M ~ ~\"'\ ) 

U"\ \-n f. t \'4. ) 
Il ressort donc qu'à une spécification de n

L 
et n

M 
i.e. à un comportement 

microscopique (le couplage} correspond un modèle macroscopique de l'interac-

tion de particules dans un milieu diélectrique. 
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IV.4 Exemple d'un calcul comparé de ~~ M lta).) 

Considérons deux charges test plongées. dans une sphère de molécules di-

polaires. L'énergie d'interaction ff ~: s'écrit (111.11): 

~ {  ( ~ - ~ -~ I ,~' .. =l.l'-t)f\.,,)) 

4 }. t F ... \t) lhl) ~ ~~L~ \'.1 lf ,.; l..l} 
R l~o U-1H) \: ... --) 

Cette expression devient, à l'aide de (IV.21, une fonction de €: 

(IV.7) 

Il est intéressant de voir que ce résultat corncide avec celui d'un calcul 

macroscopique simple. Ce fait n'est cependant pas totalement surprenant. 

Dans la référence (13) de Nienhuis et Deutch, on montre que le potentiel de 

la force moyenne satisfait aux équations de l'électrostatique. Notre exem-

pIe est décrit à la figure 4. Il s'agit d'une charge Q placée à l'intérieur 

d'une sphère diélectrique à une distance rI sur l'axe Oz. La permittivité 

du milieu est € et l'origine des coordonnées est située au centre de la sphè-



z. 

Le potentiel électrostatique de cette charge est: 

00 

L C:t ~~ ~ l~~~) 
l~o \ R ) 

+ 

Des conditions de continuité sur Ee et Dr' nous trouvons: 

Q 

R 
Figure 4. Potentiel d'une charge Q placée à l'intérieur 

d'une sphère diélectrique (El. 

55 
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re. Nous dés1rons connaître le potentiel à l'intérieur de la sphère dû à 

cette cnarge. Pour une distance r
2
< R, l'électrostatique classique nous don-

ne: 

(Iv. 8) Q. l~ ' ~ ' "Q ~ ~) 

"L~) 

Si nous plaçons une autre charge Q à r
2
, nous obtenons l'énergie d'interac-

tion suivante: 

Comparant ce résultat avec (IV.7), on retrouve l'accord des deux calculs. 

Dans l'expression (IV.7), la permittivité statique € est fonction de z (éq.IV.2) 

donc le modèle macroscopique développé ci-haut correspond bien à un compor-

tement microscopique des particules. 



CONCLUSION 

Nous avons établi une relation explicit·e entre la permittivité statique 

E d'un milieu et le paramètre z. Les travaux de Roye et Stell permettent 

l'expression formelle exacte de z en termes d'une somme infinie de graphes. 

Cependant, il est pratiquement impossible de calculer analytiquement z à par-

tir des paramètres microscopiques. Il en va de même pour la permittivité 

statique E. Par contre, il existe dans la littérature(lO,ll) des travaux 

portant sur l'évaluation de E par simulation numérique. A partir de l'ex-

pression de l'énergie d'interaction effective 
v 

~  .• ~), il nous est possi-

ble d'élaborer un programme de simulation. 

Nous écrivons d'abord la densité de probabilité réduite des deux multi-

pôles-test comme suit: 

L'énergie du système U(1,2, ..• ,N) est donnée par (11.2) et la constante test 

ane o~ ~ o l o . Il est donc possible de simuler la fonctionpU4 

~o  ce faire,·on considère les.(N-2l".molécules-polaires contenues dans la· 

sphère de rayon R, dans n contigurations aléatoires différentes. La forme 
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-+ -+ 
de , L~~o\l).\ en fonction de '1'1 et rZ s'obtient en plaçant les mu1tipô1es 

L et M de m façons différentes (indicées par a) pour chaque configuration 

des (N-Z) molécules. Nous pouvons écrire: 

Les nombres n et m sont choisis de façon à obtenir une simulation réaliste 

Le résultat de cette opération est ensuite comparé·avec la 

forme (II.3) de D ~o\l~) Le.: 
,L.M. 

Mise sous cette forme, la densité de probabilité réduite contient essentie1-

1ement trois inconnues: les fonctions f(l) et feZ), ainsi que la permittivi-

té. statique E.apparaissant dans l'expression de ~,",l' ). Les fonctions f(l) 

et feZ} s'évaluent en fixant des positions privilégiées des mu1tipô1es-test. 

Pour f(l), on fixe la position de M et on fait varier celle de L dans la si-

mu1ation de ,PLM\ol'À)' La fonction feZ} se trouve évidemment en inversant 

le processus. Donc, la seule variable inconnue reste E. En comparant les 

expressions (1) et (Z), la permittivité statique E se trouve reliée aux pa-

ramètres microscopiques figurant dans le potentiel intermoléculaire. 

Quoique simple dans son exposé, la simulation menant à l'évaluation de 

E comporte beaucoup de difficultés d'ordre technique (temps d'ordinateur p. 

ex.). Le travail de recherche exposé ici présente les résultats de base à 

partir desquels une simulation numérique pourrait être élaborée. 



ANNEXE A 

Calcul explicite des intégrales IlL !~~ 

Pour résoudre les intégrales Il' 1
2 
et 1

3
, nous aurons besoin des re-

lations suivantes: 

" i) Soit un vecteur unitaire 5 donnant l'orientation d'un moment di-

polaire 
--t 1\ 

f.J.:: fA!:. , alors on a: 

ii) Pour un vecteur ~~ :::. t.\ -~,; .. , il existe un développement en poly-

nômes de Legendre du module 

00 

~ l ~ 'P .l ~. y)) ~ ... - "rA. 
~o '('.tH 

~ 

(12) 
, tel que 

iii) Le développement du polynôme de Legendre d'ordre 1 en harmoniquès 
(12) 

sphériques est donné par 

.l 

~.  <. y •. ( ~ \ -::. ~ I: '<t,-, l ~ 4' '<:f\'on l Y).\ 
J.i+" f \~ • .t 
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~ ~ 

iv) Pour deux vecteurs ",~, r
l
,., on a l'identité suivante pour -les mo-

dules ~,~ et "'lt.,: 

Dans la région où v(,Y\\)et ~' '!I).) o  nuls, on a: 

Signalons aussi que: 

De plus, il nous faut les expressions explicites pour 

v) cf> l4. i.) 
t..F 

-\L· ~~'\) l ê . ~ ) -
\~ L  -n ~ " 

vi) ~ M \.j ,cl.) ': l M· ~\ \) \;. • ~~l') 

vii) f~:~ \ ~,~) =- ~ \ 

~ \ 

viii} f .~ \ . ) = II 
'i1T 

\d. M-,,) ~ ~ 

( ~ ~~ A  ) 

( ' ~ ) 



avec l4 -<t.. ) (.1 + ~ ) 

l ...l .. .~,,) 

A.l Evaluation de Il 

:=. ~ \l ~ l)l~ l~') 

2> \a L --\ ) ~ ~ ~~ ~ -~) ~ '. 

Nous servant du résultat en limite thermodynamique (6): 

(A.l) 

L'intégrale restante s'évalue comme suit: 
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00 

~ ~.,.f ~) '( ~ ',,) ' ~l ~) 
1.""" 'lM' 

.\~ "\' ~)~l .' ~) 

Reportant dans (A.1), nous obtenons:' 

(A.2) Il = t L· ~",) M ~'l\) { ~'  

ll.L ~)\\, ~l.~ ; ~ 'f\~ 

+ 



A.2 Evaluation de 1
2 
. 

Nous mettons 1
2 
sous la forme: 

(A.3) ~ ~ : ~) )..!\' ~) ~~\l.) 
l \t 1"LF 

~\  

Pour effectuer l'intégrale, nous appellerons le premier terme, terme en 

et le deuxième, terme en ~l~' )' 
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Le terme en ~l ~ se traite comme dans la section (A.l). En effet, nous 

avons: 

-f!>f ( bl"L) l~\ )~Ll..)) lL.QIt')\\,\.Q.&,) 

~L ~ '.l~~ ~)'. I, 

= -,&f ,..,' ( 1!:.'1.' -lHlt) 1>,,1.\) (l· ~"')l\l.  ç"') f di, 
~ (.1 \,.-~ Y.'. \~lI . ~ ~ f:ll <." 

Alors, on voit immédiatement que le résultat est: 

Pour le terme en -\ \~ , après intégration sur les orientations des di-

pôles, on a: 



(A.5) f\l~) ll ~~")\\' . ~ ') 

\).L -.\)\. '.l~\\.\ ~)'. . 
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Il faut résoudre l'intégrale apparaissant dans (A.5). Ceci se fait en plu-

sieurs étapes. Commençons par une intégration par parties. 

J M" \ ~ ~ ;~, l f: \.~ ( ~,' ~"\ .~) \ ~ \ ;~) 
f'4 <. ~ ~~" . ) 

-'Il[ l ~, ~,\ l~,,) ' ~ ~ ~~) \ ~ ~ " :) 
(":1' y .. <.lt 

(A.6) ' ~ « .. ~) J ~ <in), 
"~~ ~ 

Notons la première intégrale de (A.6), (a) et la deuxième (S). Nous avons: 
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(A. 7) \;, •. \ J dt '\ \)~ lf~;) \ ~ ~ f~ ; .l~ 
('i((l 

L'intégrale restante de (a), se fait aussi en intégrant par parties: 



(A.9) 

Reportant (A.9) dans (A.7): 

(A.lO) ::: 

Nous allons maintenant effectuer (S): 

(S) _  - 't 1\ l à ~... \) l ~ V" -~) 'V ~ l r. -\ ) 
., 't ~'  • ... 

t" .. (, t.. 

'4-n 1 d ~~ \7 ~ ( ~~ ~ l r .. -;)) 
r ... (.(\ 

::: ~  J ~~ ci.lt.'1 I"".~ ~ \1",,;) 
'~: R ~ '  
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-"li [ !~ ' )\. ~~) < 
(14(\\' 

~ 

+l'-\U) 

R"l-'<-I ' ':' "~ I~ l. ~.\,\~ \~ ,)' ~ l) 
r ... :.R. 



(A,l1) t4n) ~ ) 

\~ ) R 

Substituant (A.lO) et (A.l1) dans (A.6) et (A.5), nous obtenons finalement 

pour l'intégrale en f~~ : 

(A.12) 

Donc de (A.12) et (A.4): 

(A. 13) 1
2 
- lL.: " l' l. '''~ { ~l")~ l~\ ,, .~ 
llL-n .. \l.l-\-.).. 'f,~ 

A.3 Evaluation de 13 
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La dernière intégrale à évaluer est essentiellement faite à l'équation 

(A.8) (le résultat étant (A.9». En effet, 13 s'écrit: 
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(A .14) 13 :::. f:> f l d'\ld, .. ) lb. F l~,;) f bY.. .. l >,") J!lr-.. \~.,) 
f~ ,f'( < \\ 

:: V>ft-~ (:\"1 l ")llo\ ~" ) l ~, , ~"\ ~;). R \~,. t, \. V"\ ~.;~) 
I.\\ .~ \.ll )'. ,l),M ~  f),f\f<''' 

Le tenseur fht), .. ) est donné à l'équation (1.19),. il s'exprime comme suit: 

\~ ) ~~) 

\<i..!\l\--\)R 

L'intégrale dans (A.14) s'écrit donc: 

~ I: lH.)lh') 
t:.o \8. ~ .l ~ \  ) 

[ . ~ 
f~ .~ 

Portant dans (A.14) et tenant compte du résultat (A.9). on a: 

(A.15) 13 ; \.,~,,)\~, ~\l') { 

~ ~L ~)~ ~ l).~ ~ )\; 
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