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RESUME

&

Le probleme quantique de trois particules, dans le cas ou
une particule est fixe, interagissant par un potentiel coulom-—
bien est ramené a un probleme variationmel. Un calcul détaille
de 1 énergie dans 1’état fondamental est preésenteée et les ré-
sultats numériques correspondanfs sont obtenus pour les atomes
4 deux €lectrons. Au lieu de considérer le systéme de coordon-
neées interparticulaires qui satisfont la relation triangulai-
re, ce qui presente un inconveénient pour les limites d’inteé-
gration, nous avons choisi un systeme de coordonnées (x,t,u)
de maniére que les variables x et u soient indépendantes dans
leurs domaines de variation. Afin de tenir compte de la correé-
lation électron—électron et en s’inspirant des articles de
Srivastava* et Mu-Shiang**, la fonction d’onde est choisie de
telle sorte gque la distance r,= entre les deux electrons est
exprimée explicitement par une fonction logarithmique. Nous
utilisons deux parameétres variationnels et nos reésultats sont
nettement meilleurs que ceux quil utilisent deux et trois para-

metres.

#: M. K. Srivastava, R. K. Bhaduri, and A. K. Dutta,
Phys. Rev. A 14, 1961 (1976)

*%¥3: Wu. Mu—-Shiang, Phys. Rev. A 26, 1762 (1982)
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INTRODUCTION

Le probleme de trois corps en mécanique quantique,
caonsiste a resoudre l1’équation de Schrédinger relative & un
systeme quantique composé de trois particules et assujetti

a un potentiel connu V (dans notre cas, coulombien):

H® = E& (1)

oa H est 1 hamiltonien du syteme, & est la fonction d’onde

correspondante et E est la valeur propre de 1’énergie.

Nous nous sommes proposés d’étudier ce probléme dans le
cas ou une des particules est fixe. Les masses, les charges
des particules et le potentiel d’interaction sont donnés.
Afin de donner la forme la plus simple au probleme et le
rendre analytiquement traitable il faut choisir le systeme de
coordonnées le plus commode. Il faut aussi choisir la méthode
approchée appropriée au probleéme qui dans notre cas est la
méthode variationnelle. L’équation (1) peut €tre résoclue de
maniére exacte dans trés peu de cas. Dans la plupart des cas
on utilise des méthodes approchées. Le premier succeés en ce
sens fut réalisé par Hylleraas‘?’ (1928) pour 1 ’atome d’hélium.
Cette méthode fut ensuite développée par Hart et Herzberg ®’

(19357). Pekeris<=’(1938) utilisa le systeme de coordonneées



perimeétrigues, définies par

U=r;: +r=—-rie
¥ =S Te * Tia — M,
W =Ty + My = =

oa ri et r= sont les distances respectives des deux &lectrons
au noyaud et r,= la distance entre eux. Ces coordonnées avaient
1"avantage, par rapport aux coordonnees interparticulaires et
elliptiques, utilisées par ses prédécesseurs, d’&tre indépen-
dantes dans leurs domaines de définition. Pekeris proposa la

fonction d'onde

e
1

EHP{*{u+v*w}}aL~ mﬂkttu}HHIv}Ln}H} (2)

ou L. st le polynome de Laguerre normalisé d’ordre n. Pour dé-
terminer les C,nns cet auteur introduisit cette fonction d’onde
dans 1'eéguation de Schridinger; il utilisa les relations entre
les fonctions successives de Laguerre et leurs dérivées et il
obtint un nombre de relations de recurrence compliguees entre
les Cimm. Pour tout nombre donné de termes, les relations de re-
currence nécessitaient des équations linéaires déterminant les
Cimn ©t la solution de ces équations lingdaires etait equiva-
lente & résoudre un probléme variationnel lineaire. Pekeris
développa une fonction d'onde contenant 1078 termes et trouva
l1"énergie de 1"é&tat fondamental de 1 atome d'"hélium avec une
précision de 1/10%. Jusgu’a présent ce calcul demeure le plus

précis. Frost*“*(1944), en se basant sur les calculs de Pekeris,



a utilisé la fonction d’onde :
F = exp{—(Uu+v+w) IZ1mnCimmU i y™w" (3}

o4 usy v 8t w sont les coordonnées périmétrigues. Au lieu de
deéterminer les Ci.. comme dans le cas de Pekeris, cet auteur a

calcule directement les eéléments matriciels H'-_r.J et E%

¥ H.. = N ] oy = @B -
ou ¥ KQ HiddT et Eﬂ 5@ inT

avec H et S5 qui satisfont 1’éguation de Schrédinger
(H-ES}C = ©

a4 l1"aide des relations de récurrence gu’il a défimnies. Ainsi, il

a pu reésoudre l1'équation séculaire :
|H-ES| = 0

en utilisant des matrices allant jusgu’au B4xB4 termes. Il a
obternu une bonne convergence. Le systeme de coordonnees peri-
me&triques a permis & Pekeris et Frost d’obtenir seéeparement des
resultats precis. Il fut demontre par Wang (19&7)'F’ gue le
systéme de coordonnees perimetrigues ne peut exister pour un
systéme de plus de trois particules. C’est pourgquoi les deux
méthodes n"ont pu tre generalisees aux atomes & plusieurs
électrons et aux systémes moleéculaires. D’autres approches ont
eteé tentées en introduisant les harmoniques sphérigques*®? de
type k. Dans cette derniére méthode, l1’équation de Schridinger

pour le systéme de trois particules est reduite en un nombre



infini d’équations différentielles d’une seule variable. Cepen-
dant i1 fut trouveé que la convergence du développement en har-
moniques sphériques de type k est treés lente¢”’, et un tres

grand nombre d’éguations différentielles couplées doivent @tre

résolues numer iquement pour avoir une bonne preécision.

Récemment, beaucoup de travaux ont éeté faits<®-7-19°> en
utilisant gquelgues parametres variationnels avec des résultats
intéressants. En s’inspirant de ces travaux, le présent tra-
vail a pour but de trouver une fonction d’onde avec peu de pa-
ramétres représentant le systeéme de trois particules inter-
agissant par un potentiel coulombien dans le cas ou une des

particules est fixe.



CHAPITRE 1

FORMULATION DU PROBLEME

I.1 CAS GENERAL

Soit un systéme de trois particules, chacune définie par sa
masse m., et sa charge g. (fig. 1). Ce systéme est assujetti A&
deux sortes d’'interactions: 1) les interactions électrostati-
gues et 2) les interactions magnétiques. Désignons par G 1'opé-
rateur des interactions magnétigues. Cet opérateur dépend des

spins, des positions et des vitesses des particules ‘'*'- e3o1

G = G(§, ,8

08, 0% o on »-1hA L -1RA L -ihA ) (1.1)

Soit V 1’opérateur des interactions électrostatiques:

91Qe 9:qa q=q=
Ve —— e - e (1.2)

P | - — - —

ra-Tel |F1-Fa| | Fa—ra|

Dans une approximation ou les faibles interactions de
spin-orbite sont négligées, les variables decrivant le mou-
vement spatial et celles caractérisant le spin peuvent #tre
seéparees. En désignant les spins par leurs projections

suivant oz, la fonction d'onde totale du systeme s’"écrit:

-
Y= 87 o7 27 20805, 4 5, 5,0 (1.3)



Figure 1: Systéme de trois particules, chacune définie
par sa masse et sa charge.



ou Etﬁl » S, 1 S, } designe la partie de la fonction d'onde
dépendant du spin. L é&volution dans le temps d’un tel systéme

est regie par 1l éguation de Schradinger:

3
v += AN

ifw-—=—-§— +6 +v|Y (1.4)
it 2 : My

S5i on ne tient compte gque des interactions électrostatiques
{les interactions magnetigues peuvent Etre traitées comme
per turbations), l"éguation de Schrsdinger devient:
3
Yy —FIEZ JA

1 — 2

it 2 Lo,

+v Y (1.5)

caractérise 1'état dynamigue du systéme a4 un instant donne.
Elle est reliée & la probabilité dP pour gue les trois parti-
cules sgient trouvées a4 l1'instant t, dans les eléments de vo-

lumes:

- - =

dl; = dx, 1:Iy;| dz, » dll = d“:,d“'i clzl et dl} = dr.i d‘f‘ dz’

par: dP = C|WE »7 »7 »t)|2d7 di df (1.6)

oa C est une constante de normalisation. Cette derniére est
introduite afin que la probabiliteée de trouver le systeéeme dans

tout 1'espace soit égale & 1.°1®- eES?

&
L',J.|‘:l'{|: b1, ey o t) |2dT dF dF = 1 (1.7)

Comme le potentiel considéré ne dépend pas du temps et
dépend seulement des distances interparticulaires, on peut

/
chercher des solutions stationnaires de 17equation (1.3).



Mous les chercherons sous la forme:
- - —
Yr o T, st = B(T, 7 T, 2giE)

3 i

En portant (1.8) dans (1.5), il wvient:

z
- .
_ N . . dg(t) -hz 2 TAVE T80T
11:@{1; ' ,rs e = gt} .
dt a ! m;
-l
"'V‘:I'IL LAPRNE | P ?gl’t?ﬁirﬂl

(1.8)

(1.9)

= — — —
En divisant les deux membres de (1.9) par gitligin "ol I

)

L dg(t) 1 —hz JANE 15 A
g(t) dt BT 5T .ﬁ )| 2 m;

Le premier membre de l'équation ci-dessus dépend de t,

(1.10}

tandis

que le deuxiéme membre dépend des variables de position (7 ,

a -a . Cela n"est possible que si tous les deux sont egaux a

une constante gue nous appelerons E.

Donc:
ih  dget)
- = E
git) dt

=

Vig = EZ

-fz §‘ {};+

e m-

L

L"équation (1.11) est simple & intégrer:

(1.11)

(1.12)



git) = A expl-iEt/H) (1.13)

et F(F)sTmsrw ) doit verifier:
3
Ty o
. + V|& = EB (1.14)
2 Lz Ma

L'egquation (l1.14) est une éguation aux valeurs propres.
Elle n"admet de solutions que lorsgue E prend des valeurs
particulieéres dites wvaleurs propres de H. L'ensemble des
valeurs de E constitue le spectre de 1’'énergie. Le probléme

revient donc & résgudre l’éguation aux wvaleurs propres:
HE = EB (1.15)

# est le vecteur propre de H correspondant & la valeur

propre E. H est 1'hamiltonien du systeme:

H=T+ V¥ (1.1&)

T est 1 opérateur de lénergie cinétique du systeme:

k)
-ht &1
T = Z:_ (1.17)
2 L=l

Ma

D, est 1'opérateur laplacien relatif & la particule i:

i
.&L = 3 + 3
Ins Ivs Y2

(1.18)

et ¥V est l’opérateur de l énergie potentielle du systeme,

défini par 1l équation (1.2).



rs. est le vecteur de position de la particule i nt1?. - ?} est

la distance entre la particule i et la particule j

[Py = Fs] = Vixamx,02 + (yamy,)2 + (z,-2,)2

I.2 CAS PARTICULIER TRAITE

Nous considérerons le cas des atomes & deux électrons (fig.

2) et nous deéeterminerons la fonction d’onde et l’énergie Eo
dans 1"etat fondamental. Mous calculerons aussi d’autres para-
métres qui permettent de cnmpréndre le compartement des

atomes a deux electrons. La contribution du spin ne sera pas
prise en considération. On suppose que le noyau est fixe avec
une masse infinie. Cette approximation est justifieée par le
fait gue la masse du proton est environ 2000 fois celle de
l"électron. Le systéme d unités considerées est le systéme
d’unités atomiques (h = e = m = 1). L’expression de 1'opéra-

teur hamiltonien devient:

FAY _ Ne | z 2 1
(1.19)

E 2 Ta e Frig

ou £ est la charge nucléaire et r, est la distance de 1'élec-

trom 1 au noyaud.

L'équation (1.14) est difficile a reésoudre car les varia-
bles ne se séparent pas. Aucune sclution analytique n"a encore
été trouvée. La difficulté est due & la présence de la variable

rie qui se trouve dans 1 expression de V.

10
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Figure 2: Atom= & dsux électrors. Le novas est pris comme
centre du référentizsl.

11



12

—F
Designons par L 1‘opérateur du moment cinétique orbital,
- — —
L =1L + Ley et par L, sa projection suivant oz.
L. est 1'opérateur du moment cinétique de 1°électron i.

% %
+ = 13 (1.20)

.,

oG 1 est la valeur propre de L: correspondant &4 la fonction
propre §¢'9- ®=i7%, Pogur l1'état fondamental (1 = 0), 1l appli-
cation de L, sur une fonction d’onde donne zéro, ce qui impli-
que que la fonction d'onde ne dépend pas de #: et QE séparément
mais de {‘ﬂ *-q: ). Elle dépend de l'angle entre r, et re

mais pas de l'orientation de chaque angle (fig. 3). En appli-
quant le méme raisonnement pour les autres directions on con-
clut que la fonction d'onde d'un atome & deux électrons dans

l1’état fondamental dépend de la position relative des deux

electrons mais ne dépend pas de l’orietation du systéme entier:

@ = Elruisresrae!l (1.21)

En vertu du principe de Pauli la fonction d’onde (1.3) doit
gtre antisymétrique par rapport a4 toute permutation des elec-
trons. Lorsque l1"atome est dans 1'eétat fondamental les compo-
santes de spin des deux électrons sur un axe oz sont opposées
(principe d"exclusion de Pauli), la valeur propre de 52, §
désignant le spin total, est nulle et par conséequent celle
de S. 1'est également. Or & § = 0 lui correspond la fonction

d’onde dépendant du spin antisymétrique: =+ =122, Donc, pour



Figure 3: Atome a deux electrons representeé dans le systéme
de coordonneées r, § et \P.
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gue (1.3) soit antisymétrigue, la partie de la fonction d’onde

dépendant des wvariables de position doit @tre symétrigue:

i = 'E{rjrrgrr]_g} = i‘{raﬂ'l,r;g} (1.22)

I.3 CHOIX DU SYSTEME DE CDORDOMMEES

Notons 1"importance du choix du systéme de coordonmees. Il
est directement lie au choix de la fonction d’onde et a la na-
ture des integrales a4 évaluer. Tenant compte de (1.21), il est
utile de passer du systeéme de coordonnées cartésiennes au
systeme de coordonnees interparticulaires:i{ri,yr=srai=!

L"expression de 1"hamiltonien devient:®*?

1 [2F 2 1 L] 92 2

H = - L i —_
z L

2 | dra ra dra 2 hgre re gre_

S i z - F3 2 z %

Ty + Mg ~Te ? Fre * Taige —Ta 3

Erailaim dr.dre Brerie dridra
& z 1
- - + (1.23)
Ta M= Taie

Les coordonnées riy r= 8t ri= sont reliées par la relation

triangulaire:
0 2|lra = ra|f rie £ ra + ra (1.24)

D’obu le domaine de definitions:



O £r, £1r < op si L 2 n (1.25)

et
B —n fn, fn +rn
O £fr fr si n ofn (1.28)
QL r < =

L'’elément de volume d"un tel systéme est donné par:“'=- =:737>

dr = En!ql n G,dqa dq dg (1.27)

Cependant si on consideére le systéme de coordonnées:

1 ) (}
t=r - n (1.28)
u=r.

dont le domaine de définition s'obtient de la relation (1.24)

on voit gque l'inégalite (1.24) est équivalente a:

momnlmn f0sn v o-n, a9
soit

hr« _ﬁhirl:.

Dil‘T *1"1' -]::I. < o0 (1.30)

0 fr { =

Ce systéme présente l"avantage par rapport au systéme de coor-

données interparticulaires du fait que les domaines de defi-

13
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nition de x et u sont indépendants 1’un de 1'autre.
QO £ x<gow , 0 £ uegee et -u £ t £ u (1.31)
L’élément de volume dt’s’obtient de dt par la relation:

dt’'= dt J-2 (1.32)

ou J est le jacobien de la transformation:

ﬂrl ﬂr; : ﬂrz

Ax a1t fu
%rz ATe ﬂrz
I-1 = (1.33)
= t 2u
?rnz iri= AT1=

4% 2t 2u

En portant (1.33) dans (1.32), il wvient:

uilx + u + £)i(x + u — t) 1
dt’= Bn:? dxdtdu
= 2 =]

Soit

dr'= m2l(x + u)?2 — t2Jjudxdtdu (1.34)



CHAFITRE II

METHODE DE CALCUL

Mous exposons dans ce chapitre le principe de la methode
variationmelle. Mous montrons que la résolution de 1'équation
de Schrodinger est eguivalente a4 un calcul d'extremum, et gque
ce principe s’applique & la détermination de 1’énergie du

niveau fondamental et des &tats excités.

II.1 ERUIVALENCE ENTRE L"EQUATION DE SCHRODINGER ET LE PRIN-

CIPE VARIATIOMNNEL

Montrons que la resolution de l1"equation de Schroedinger:
HE = E2 (2.1
est equivalente a la recherche des extrema de la guantite

<EH|H| &> Sﬁ*HﬁdT
I - = (2.2)

<@l@>  [&~@dr

Considérons une variation arbitraire &% de &.
Doncs 17eguation (2.3) s ecrit:
<3l3> <6B|HIZ> + <B|H|6®> - <BlH|&>[<s8l®> + <B|s8>]

<F|&>2 (2.3)

Doncy 1°équation (2.3) est eéguivalente a:



<EBIH|B> + <B|H[88> <@ |H|&8>[<s8|d> + <;15§>]

18

<Elg> <g|®> <&|&>

Utilisant (2.2), il wvient:

= 0 (2.4)

|

<SFIH|&> + <BIH|s8> - 135§[§> - <§I5§>]= 0 (2.5

(2.5) peut aussi s'écrire:

<EF|H-1|8> + <B|H-1|68> = 0

(2.8)

La variation 6% étant arbitraire, on peut la remplacer par id%.

(2.5) devient:

-i<EB|H-1|8> + i<E|H-1188> = 0

(2.8) + i1(2.7) donne:

2<SE|H-1|&> = 0

et (2.&8) - i(2.7) donne:

2<g|H-1\58> = 0

(2.8) et (2.9) sont équivalentes a:

[}
=]

<SElIH-118>

<FIH~-116%> = 0

H étant hermitique,

<BlH-1188> <§B|H-1|&>~

(2.7)

(2.8}

(2.9

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Ainsi les relations (2.10) et (2.11) sont équivalentes, on peut
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garder simplement la premiére.
Donc, l17éguation (2.3) s’"écrit:
(EF| H-I| &> = JEE'(H—I}EHT = 0Q (2.13)

Four gque &I soit zéro guel gue soit §% il faut et il suffit

gue:
(H-I11& = © (2.14)

La solution de l17équation de Schradinger est donc éguiva-

lente 4 la recherche des extrema de I.

II1.2 ETAT FONDAMENTAL

Soit a résoudre l'équation aux valeurs propres:
H§ = E& (2.15)

ou H est 1'opérateur hamiltonien ne dépendant pas du temps gui
decrit le systeme physigue considéré, § une fonction propre a
lagquelle on associe |§>, un vecteur rnormalisable de 1l espace de

Hilbert correspondant &4 la valeur propre E de 1l énergie.

En général, 1 'eguation (2.13) est difficile a résoudre et
il v a trés peu de cas ou elle peut Etre résolue exactement.
Dans la majorité des cas on a recours a des méthodes approxi-
matives**=?. Alors, la méthode variationnelle est principale-
ment utilisée pour trouver une borne supérieure a l7energie
du niveau fondamental. Parmi toutes les fnn;tiuns d’onde

susceptibles de représenter le systéme physigque d’'hamiltonien
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Hy on considére les fonctions E(HisHepeane- yHe) mnormalisables
dependant d’un certain nombre de paramétres indépendants et
ajustables. Soient |u.> les états normalisés de H et corres-—
pondant aux valeurs propres E.. Puisque les |[un?> forment un
systéme complet de vecteurs, |§> peut Etre écrit comme une

combinaison linéaire des états |u.>.
|8> = Z CnlHaisHer s PRolun (2.16)

oud C, est tel que |CJ2 est la probabilité de trouver le systéme

dans 1 état |u.>.
La valeur moyenne, <H»s,; de H dans 1 état|§> est:

jE“HEdT <F|H| &>
H>g = = (2.17}

Si'idT <E | B>

L*indice » dans <H>p indique que la forme de la fonction <H>g

varie avec les différents & possibles.
En portant (2.146) dans (2.17), il vient:

&
Z;Eiﬁuif leal:__-,u_j)

Hrg = -
Z;E;'ﬁuﬂ E;C:UJ.\?

) ChC,<usl Hluy>
- (2.18)

Z.CiC,<usluy
“d

Les |u.> &tant les vecteurs propres de H, on a:

Hlu,> = Eylu,> (2.19)



La condition d*orthonormalite donne

us|u,> = &4, (2.20)
1 i=j
Dﬁ. 51._, =
0 iFj
Dornc, (2.18) s’écrit:
ZE:_EJEJEIL.; EtlEiiin
Hra = = (2.21)
I C\Cyé.. s Z.E.l2
i,a .
En appelant Es le niveau fondamental, on a:
Ee £ En (2.22)
ou n = Ogl‘E-....
Dornc, en remplacant dans (2.21) E:. par Ec et tenant compte de
(2.22)y il wvient:
(2.2 Z.C.2E,

(z.c.r) Z.CAl2

En simplifiant 1'expression du premier

(2.231s il wient:

I.C.2E,

(2.23)

membre de 1°eguation

Eo = (2.241)
|C.|2
[N [
En comparant (2.24) et (2.21)y 11 vient:
Eo £ <H?a (2.25)

21
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Donc pour chague E(H,:s3Har.... B} et pour toute valeur de
HisHP=y...3He la valeur moyenne <H>g dans 1 é&tat &> est une
borne supérieure de l'énergie de l’é&tat fondamental E-~. En
particulier si les P.sHaseeeasMe sont choisis de faGon & ren-

dre <H>z minimale, c’est-a-dire satisfaisart aux relations:

YH> o

Ap,

A<H> o
=0 (2.26)

V=

VH> o

Vre

on auras:s

Ec £ <Hrgmin £ <H>s (2.27)

CE(Hi1sHaseeerlp) H FlP sl s ) >
ou CHrgmin = (2.28)

L8 R PP P L - L P PR L

HZ.HZ,.--:EL sont les valeurs particulieres de HisHPas =M
gui rendént “H>g minimale, pour une fonction d’onde donnée. La
valeur <H?gz sera d'autant plus pres du niveau fondamental Ec
qu’on aura choisi pour &, une fonction plus voisine de 1l'état

propre #. correspondant &4 la wvaleur propre Eo.

II.2 ETATS EXCITES

Les énergies des etats excités peuvent Etre calculeées

pourvu gue la fonction d'onde & choisie soit orthogonale



aux fonctions propres des énergies plus basses. Désignons par
Euo1EvyEmsee9Enn les valeurs propres ordonnées correspondant
aux vecteurs propres hn>du;>,ha>....4un>, orthonormaux de H,

c'est-a-dire, posons
Eo £ Eyv £ E=e £....% E,, (2.29)

ou Ec est 1'énergie du niveau fondamental.
Puisque les u,.> forment un systéme complet dans l’espace de
Hilbert, & peut €tre exprimée comme une combinaison linéaire

des u.>:
B> = Z.a.~ lu-> (2.30)
et <8l = Tnam<ud) (2.31)

Si on désigne 1’état excité par j , [§> sera orthogonale & tous

les |u.> pour n = 1,2,....j-1, c’est-a-dire:

a. = 0 pour n = 1,2s..j-1 (2.32)
avec a. = <unl@ = Jd:ﬁﬂT (2.33)
et an, = <&|un> = Jﬁ'undT (2.34%)

Si on ne connait pas les formes exactes des fonctions d'onde
des niveaux plus bas, on prend des solutions approchées

(calculées par la methode variationnelle, par exemple).

Montrons gque la valeur moyenne <H>’g, de 1l hamiltonien dans
l"état & constitue une borne supérieure & l'énergie de 1l état

excite considére.



Pour des raisons de simplicité on suppose & normée. Alors la

valeur moyenne <H>as s’écrit:

{H>s = <F|H|&> =!§‘H§d1 (2.35)
Considérons le terme <&|H|&> - E,:

<B|H|E&> - E, = <B|H|®> - <BIE,| &>

= <3| H - E,| & (2.36)

En substituant (2.30) et (2.31) dans (2.3&6), il vient:

<B|H|&> - E,==%;£han<u;|H - Eslun (2.37)
Les |u,.> étant des vecteurs propres de H,

Hlun> = Enlua> {2.38)
En portant (2.38) dans (2.37), il vient:

<@|H|&> - E,==§;§;aﬁ15n — Ey)<ud|un> (2.39)
Les |un> sont orthonormaux:

Cun'|um? = n.n’ (2.40)

#

1 8i n=n
avec Srn.r =
0 si n¥n’'

alors, (2.39) devient:

<F|H|&> - E, = Zan2(E~ - E,) (2.41)

3=t

-Z}aﬂlztEn - Ey) +Z lank (E. = E,)

et h‘:j



or d’apres (2.32), a~ = 0 pour n = 1,25...5j-1
donc, (2.4]1) devient:
<g|H|®> - E, -%PHFIEH - E,) (2.42)
d'apres (2.29), il vient:
<@BIH|®> - E, 2 0
Soit <§]IH|§) 2 E, (2.43)

La condition supplémentaire pour le choix de la fonction
d’onde des états excités rend l’application d’une telle métho-
de aux états excités assez difficile &4 moins que les fonctions
d’"onde approcheées pour les états de basses énergies ne con-
tiennent pas beaucoup de termes et fournissent des résultats
précis. Car la condition sur les fonctionmns d"onde des états
excités est qu'elles soient orthogonales aux fonctions d'onde
des états de basses énergies. Donc plus les fonctions d"onde
des etats de basses énergies sont simples plus on a des faci-
lités pour construire des fonctions orthogonales & celles-ci.
A cela i1 faut ajouter d’autres paramétres physiques dont il
faut tenir compte, tel que la corrélation entre électrons et
l’effet d'écran causé par le fait que les électrons sont plus
ou moins proches du noyau. En somme, les calculs seraient plus
compliques‘t=’ que dans le cas que nous traitons. D'ailleurs,

ce probléme est en dehors de notre travail.



CHAPITRE III

CALCUL VARIATIONNEL

III.1 CHOIX DE LA FONCTIDN D"ONDE

Pour le choix de la fonction d'onde, on se guide par 1"in-
tuition physique ou bien on utilise les indications fournies
par d'autres approches<®-%-193

Les nombreux auteurs‘®-*-1'2'gui ont considéré le probléme
de l"état fondamental des atomes 4 deux électrons ont con§-—

truit des fonctions d'ondes & partir du modele “*7- BEw)
Folruiyrel) = (a@/mac@expl{—alr,;+rzl/aa-l (3.1)

Dans ce modéle, on suppose que les électrons se déplacent indé-
pendamment 1°"un de 1"autre dans le champ du noyau. o est un
paramétre variationnel,; r, et re= sont les distances respec-
tives des deux électrons au noyau et ac = fz/mez est le rayon
de Bohr. La contribution du spin n'est pas consideéreéee ici. Le
paramétre o est interprété comme é€tant une charge effective

vue par chaque électron en présence de 1 autre. « doit Etre
inférieur a la charge reéelle 2, car chaque electron en pre-
sence de 1 autre est empeche de voir la charge compleéete du
noyad. Puisque l1'interaction coulombiernne joue un rele impor-

tant dans le comportement des atomes a deux electrons, la
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fonction d’onde doit dépendre de la distance ri,= entre les
deux electrons et le choix de cette dépendance doit ®tre judi-
cieux. Si on deésigne par f(r,=) la partie de la fonction d’on-
de deépendant de r.=, alors f(r.=) doit croitre avec r,= car
lorsque les deux électrons s’éloignent 1’un de 1 autre, le
plus proche du noyau constitue un effet d’écran par rapport au
second. En introduisant la dépendance en ri=3 nous tenons

compte explicitement de la répulsion électron—électron.

On s’est inspiré des travaux de Srivastava“'®’ et
Mu—-Shiang‘!'®’> pour le choix de f(r.=). Le premier auteur a
propose que f{r:=) soit proportionnelle & exp(r,=) et le se-
cond & proposé que cette fonction soit proportionnelle a ri=.
Le résultat du second est meilleur que celui du premier car
ri= croit moins vite que exp(r.=) et la fonction d’onde origi-
nale ne se trouve pas trop modifiée pour un r.= assez grand.

Dans notre modeéle on choisit:

f(rle) = 1n(r12+ e) (3.2)

Cette fonction a pratiquement le méme comportement que les
deux fonctions précédentes pour r,= faible mais croit beaucoup
moins vite pour r.= assez grand et par consequent elle repre-
sente mieux le fait que lorsque les deux eélectrons sont eloi-
gnés, ils interagissent faiblement. La figure &4 illustre ces
relations.

e est la base du logarithme népérien (e = 2.71828..)3 il

est introduit afin que:
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firie! |= 1 (3.3}

c'est-a-dire qu”il n"y aura pas de corrélation.

Finalement on utilise la fonction d"onde suivante:
FlrasrasTam!={lnirie+el+ciri-r=l2lexpi{-siri+r=)2 (3.4)

ou s et ¢ sont deux parametres variables qu'il faut determiner
et 1l'exposant 2 de (r.-re) est introduit pour raison de syme-—
trie car & doit Etre symetrique en ri. et re= dans le cas de
l1"état fondamental {(chap. I, pl2). Le parametre s indigue
l1"effet d'ecran gue cause l'electron proche du noyau a celui
qui est loin. Le paramétre c conditionne la dépendance de la
fonction d’onde de la wvariable (ri-r=J). On devrait s’attendre
4 une wvaleur faible de c car la fonction d'onde depend plus

de ri= que de (ri-r=J.

On voit que pour r;= = 0, et 1, = r=:
f|l= expl-sir.+r=17 (3.9}
T = Q

On retrouve la fonction d'onde sans carrelation (3.1).

et lim @ = 0

ra +1r2) — =

Car
lim expi{-sir.+r=)2 = 0

(ra +ra}"—"’m



o
(At

] (1) filryz2) = expis.u) (2) flrez) =1 + c.u
W (3) flriz) = Lniu + e)

)

0.00 .60 3.20 4.80 6.40 g8.00 9.690 11.20

Fiz= en unités atomiques

Figure 4: Comparaison des fonctions de corrélation,

&Z



et d’aprés la relation triangulaire:

0% rt—rﬂli Tie £ Tai4r=

S0

Donc, ri+re constitue une borne supérieure & |ri-r=| et & r,=.

III.2 RMINATION ' VEAU FON

Mous avons montré (chap. II) que la résclution de 1’équa-—

tion aux valeurs propres:

HE& = E3

revient 4 minimiser l"expression:

SQ“HQUT
1 =2
Si*ﬁuf

Dans notre cas, & étant reéelle, (3.7) s’écrit:

giHidT
=4
jizdr

ou H est 1"hamiltonien du systeéme:

VA Ae

H= - - + v
2 2

En portant (3.9) dans (3.8), il vient:

—ﬁjiﬁlzidT —%Iiéﬁ-ﬁdT + I!V!dT

Iisz

L'intégrale contenant 1'opérateur laplacien D\ peut

Etre

(3.6}

(3.7)

(3.8)

(3.7)

(3.10)



ecrite en utilisant le théoréme de Greenfis-r P1s7?

-Si.ﬁ.;id'r =+JEW;EJ=dT {(3.11)

ou i est relatif a l'électron i, ainsi, l’expression (3.10)

devient:

“‘é k.82 + (Tatr7] + ;vi}d—r
: - (3.12)

jizdf

Utilisant le systéme de coordonnées (xKstsu):

X =Ty ¥+ T — Tis
t=r: — re {(3.13}
U= raie

l1*équation (3.8) prend la forme:

1 @ rm U
I duldx|dt u[{x +urz - t=]c5?,§}= + (V=817 V3
o Z *

L= L=]

(3.14)

@ @ U
ou N Xdugdx[dtu[(x + urd - tz]ﬁl (3.15)

L=] L= L=

Pour 1"integration sur t on s"est limite seulement aux valeurs
positives de t et nous avons multiplié l1'élément de volume par
2y car la fonction d’onde et l1"hamiltonien sont symetriques en
t et la contribution a4 1"inteégrale de -t et de +t est la mEme.
Pour pouvoir exprimer explicitement (/.8)2 + (J=F)2 en

fonction de %, t &t u, nous 1’exprimons d’abord en fonction de

Ty Te Et Taoima
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1§ ‘aﬁ T g@ BriE
&4
Y E Ara K grie '3?!1
'Jﬁ 'a@ Ta gi‘ gr;E
V.8 = = + (3.16)
1}"1 ’JI'1 Ya "Jr:.e 3'}"’1
bl ¥ ra % Jrae
-+
| {Iz; ﬂrx L3 gr.'l.E 32:
o Ke — Xa
= -
Ty = ¥a H Tige = Ye — Ya (3.17)
1 2= — 21
rao= dxd o+ yd o+ 2d (3.18)
Tam = J{KE - My )2 + tYE' - 1!'1}2 -+ {Z:: - 21?2 (2.1%)
r T
3‘@ Ha ‘:}E (e — Ha1)
ﬂr:. LY ':JT':LE Tiz
@ v, 9% (y= — yi)
T3 = - (3.20)
ﬂr:. Ta Irai= Ti=
?@ 21 ‘ji‘ (2 — Z1)
"J!‘; Ta qr:.E Tie
A 12 A &
Vid = ra— - rie {3.21)

ra Iri=

LA A . _ ] )
ou ry et ri= sont des vecteurs unitaires de directions res-

- . - =
pectives suivant r. et r=.



Xa Xe — X
Ta Taie
" ¥ - Ye — Y
ra = H Fim = _ (3.22)
Ta Tiem
Z13 Zm — I
Ta / Tie

De (3.21) on obtient:

2% \ 2 13 \2 .. 98 8
(K?;EJI = — + - Brarie (2.23)
ra irie ' ira 3|':=
~A A alxe — K1) + Yailye — yva) + z3(2e = 2,
Ta.Tapg =
FTaTam
1 . .
-— Hi¥e * Yai¥e + Z1Ze — (K + y, + 2‘;}]
TaTae=
(3.24)
Utilisant les relations:
1 r L L
Koy s = —= — txg - H].}z - Ha - He
e L
1 1 2 a
Yi¥e = — — |y — y1)12 = vy, = y= (3.25)
=
1 z L
Zr1Zmp &= — — IZE _2112 - 1 = Zm
2

(3.24) s’écrit:

. 1 1
. {HE_"K:_J: + {Y-"?i}: + tZg_zilz
Falfaie 2

h
FraTae =




1 1
1 i
+ = (%3 + yi 4+ 23) + —(Xe + ym + z=) - (X + ys *ztl}

2 2
(3.258)
en utilisant (3.18) et (3.19), (3.248) devient:

i 1 ¥
A A Fe = Ti1 — Taie
FalFaem = (3.27)
2rar:e

En portant (3.27) dans (3.23), il vient:

9% \ 2 1 \2 rr +rie - re 18 98
{vig}z = ( ) -I-( ) -

ara ATae Falfim Qr; Irie
({3.28)
De la méme maniére on calcule:
J8\2 [J8\? re +rie-ri 38 §8
(V=82 = + + (2.29)
iTe 1T|= Frafaie ﬂrl erz
(3.28 ) + (3.29 ) donne:
%\ [1@ \2 g \12
({?1§}t+:§?=§}: = + + E(
ara ire 9f1=
rio+rie -rk 98 98 ra +rie -ra 38 QB
+ +* (3.30)
Filim Ira Jrie relfie dre Jrie

De (3.30) nous pouvons exprimer (/.%)2+(/=%)2 dans le

systéme de coordonnées (x,t,u):

% nE % 9t 7% Ju
ir. gK gl'j. ?t 11": qu gr'.l.

1% %

b al—

I 9t

{(3.31)




1@ % ax

4
n

% At 9& fu

+ +

ix

{r=

1%

A
4"

1% 1@

ir=

an

Ut 4u Jre

ir=

7%
2t

(3.32)

E 9t

+

48 Ju

x

ﬁfxa

1%
R

En remplacant

trouve:

1 i
Ts + Mg =

TaTaie

Te ¥+ Tai= Ta

TaTae=

Ainsi, ( 3.30

(7 18) 2+ (=3

graz

1t Iri= du Qra=

4%
Ju

+

Tiy Te 2t riz en fonction de %, t et u on

|

(® + ult + u

2 (3.33)

ulx + u + £
L

—{w + ult + ut
(3.34)

L uix + u — )

)} devient:

e

(x + ult + uz

oL

2

ufx + u +t)

[(—{x + ult + u?

L

uix + u — %}



1*}’(5@ Poi 9@ i@\ @) 9@ g2
= + + 2 + +* - &
<’*" it > o2t \x/ (Qt/ Jju  Ix
)
-2 — - + 2
ix 3t u Ix

® 92

[( w+u)t+ul

+ 2

L uix+u+t) ™ Tu

H

—{u+u1t+uﬂP§ T ]
qu

8

e[
(2

i
18 3

)

(x + ult + u?

u(u+u—tJJhx '

-

uils + u + t)

(® + udt +

{2l

&8 @ % 98 |

it qu I gx
I BT 18 98

4t Ju 7t 9ax

—{x® + ult + wui

2

ui=x + u — t)

!

u? —(x + ult + u

2

Tu x

+-

%-E

(® + ult + u?
2

uix + u

1% 2@ S

u |

+

1t ulx + u + t)

(x + ult + uz

uix + u +t)

b))’

Les expressions:

(x + ult + u
&

=

ulx + u + t)

;

t) u - t)

!
|

uix +

—{®x + u)t + u
2

uix + u — %)

—{x + u)t + u?
2

uilx + u —-t)

{3.35)

—{x + ult + uz

uilx + u —-t)



(x + ult + u? (% + ult + ui
et = - g

wlx + u +t) uix + u —-t)

se réduisent respectivement &:

4x[y:x + u) + t!]

ufex + w2 - e2)

(3.36)
Lix(x + 2u)
et
ultx + wz - ¢
En portant (3.34) dans (3.35)y i1 vient:
axfutx +u) + t2] |28\ 8 13
(V18)12+ (@)= _ -
u[{n + u)?2 - tq x Ix  Ju
(n)= (gg)z]
+ Zlle— *| —
w/ e/
Ginin + 2u) hi 1% % &
u[(n + u)z - tgpt du it Ix
Finalement:
: ax [ut ) tﬁqi * }!\
({ .tl:':“'": .'jl- wiuln + ul+ -
v v uEx + u)? -'tﬂ Jﬂn I ?u)

R A

18 (35 u\
+ 2txix + 2u) - {3.37)
1t \qu 9x/




D’aprés (3.9), la valeur moyenne de l1*hamiltonien s écrit:

H> = <T> + <Vy> + Vad + Vyp2 ({3.38)
&1 &-
avec TE e = —. (3.39)
= =]
2 2 1
Vo = = — ’ Ve = = — et Vie = (3.40)
Ta e Tie

Utilisant (3.11) et (3.37)y l'expression de <T>» s écrit:

ST N Y RIS i

(=] L=

L=]

e ufon e we - ][5 [2)°
ultx + w2 - ¢ (;u)’ [“}

7% /;‘I 2@
+ 2tx(x + 2u) - (3.41)
it Lﬂu ax
& = 1] (W)
Avec N = Jduﬁdxjdt u‘:hr. + u)? - t2|§2 (3.42)
[=] = L= ]

En remplacant & par 1l'expression (3.4) qui en systéme de coor-

données (x,yt,u) s"écrit:
Fixstsu) = {(lnfu + @) + ct2lexpl{-six + ull (3.43)

,l‘]i'\l % 78 slniu + e) scti
- = + exp{-2six + ull

\?n} % Ju u+ e u+ e
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E (P, + Pat?)exp{-2si(x + u)l} (3.44)
1\ 2 (@) 2 1 2
| *|—| =] =slniu + @) + — + gicigw
du 1% u+ e |
. .
+l4c? = 2sc| =-slnlu + @) + —_|It2 exp{—2six+u)?}
u + e
= (PZ + sic2t™ + Pytllexp(-2s(x + u)) (3.45)
18 {ﬁi 9% 2ct
- = expi{-8si{x + ul)l (3.44)

1t \Eu ?u u + e

En portant (3.44), (3.43) et (3.44) dans (3.41), il vient:

1 re ro fu
<T> = -—-[dujdxjdt{ﬁaunz + Buix) =+ Extﬂ(Fl + tha
M

L= L= L=

+[utx! + u? + 2ux) - utﬂ(Pz + g2c2te + F:ta

4

t2ix2 + Euxl}lxp{-astn + ul)l (3.47)
u + e

Les intégrales sur t sont de la forme:

u un"'l
jt“dt I — (3.48)
o n+ 1

et sur ®x sont de la forme:

o= n!
Jn“enpl—E:x}du = (3.4%)
o (2g)m~i



En intégrant par rapport 4 t et =, (3.47) s'écrit:

l = u u u= 1 u® u=
<T>=—{uu— + — {Pau +Pa— | + — | P, + Pa —
N Ja s= gsi 3 Esl 3 =
1 u u u= u=?
*+u— + — + —|IPiu + s2c2 — + Pa—
Lg= =19 2s2 3 3
u u® u~ u>
- — | P2 — + (zEe)2 — + Pg—
s 3 7 =1
1 u u= )
+ 4c + exp(—2su) (3.30)
4= 22/ 3(u + e)

En remplagant & par (3.43), (3.42) s écrit:

-] @ u = 2
N = Jdu[du[dt uEx+u]2—utﬂ[}ntu+e]+:tﬂ expi-2si(x + ull (3.51)
L=J L=

L=]

En intégrant par rapport a4 t et %, (3.51) devient:

L ( 1 uz u u= u=
N -(du u + + ulnfju+e) + c? + dc—I1nlu+e)
lo | \ as2 as 2s2 - 3
u u= u” u=
= —| —1n%u+e) + c2—— + 2c—In(u+e)fjexp(—-2su) (3.52)
gsh\ 3 7 S

L*expression de 1’'énergie potentielle du systéme est:

V = = - - (3.33)
Fa Fe FTaie

Sa valeur moyenne s’"ecrit:

Z2 s 1
V> = = §— 3 = {— > + {—2> (3.54)

Ta T= Taie

40
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¥V et § etant symétriques en r, et re=, (3.54) s écrit:

P 1
Ve = 24— > + < > {3.55)
T Tiz
z ‘Iﬁizf'l‘x;'id"r
< W= (3.56)
Ta j@sz

En passant au systéme de coordonnées (x,tsuls (3.54) s"eécrit:

z lym @ fu 2z r
——2 —vﬁdu[dx dt u{?x + )t — 12 Entu+e? + Cctt? .

Ta MNle Je je (x + u + t)

expi—-2six + ull

lrm r@ ru 2
= __Sdu]dxjdt 2Zulxn + u —t}[lﬂ{u+e} + ctj expl{-2s{x+ul’
M

L= “» “»

(23.97)

En intégrant par rapport a t et x, (3.57) devient:

a lre ( 1 u u= u=
< > = _hgdu 22u + ulnfu+e) + c2 + gc——1Inf{u+elfi,

ra Nlo Kq—-:.E 2s 5 3 /]
exp{-—2sul (3.58)
1 Sﬁtlfrxelidf
< > = {3.99)
Taz jisz

En passant au systéme de coordonnges (x,tsul, (3.59) s"écrit:

1 lrm p@ ru =
e > = __iqudedtr<n+u11—tﬂ[}n(u*e} + cti gerpl{-2six+ul?

Faz MNle io <

(3.560)
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En intégrant par rapport 4 t et x, (3.60) s’écrit:

1 1l ra / 1 uz? uw us
< > = Kdu + + ulnzu+e) + c2__
Fie N Jo \453 2s 254 S
u= 1 u= u” u=
+2c——1ln(u+e)] — ——|—1n2u+e) + c2—— + 2c—_ln(u+e)f|.
3 g2s \ 3 7 S
exp(—-2su) (3.61)

N est defini par (3.51).

I11.3 CALCUL DE <r;=> et <r,;>

Pour évaluer la dimension des atomes considérés, nous cal-
ctulons la distance moyenne séparant chaque électron du noyau.
D”autre part, pour comprendre l1’effet de la répulsion électro-
nigue nous calculons la distance moyenne séparant les deux
électrons que nous comparons avec celle trouveée a partir du
modele sans corrélation (3.1).

<@lr.l @ X§2r1d7
ira> = = (3.62)

<@ &> S@sz

Dans le systéme de coordonnées (xst,u), (3.62) s’écrit:

2

@ (@ fu 1
du[dxgdt{—(x + u + t)ui(xﬂ.x)z - tz:”.ln(uﬂe) + ctﬂ}.
=)

1
ra> = —
N

o o o

exp{-2s(x+u)?l (3.63)

En intégrant par rapport a t et x, (3.63) devient:



lre ii 3 3u Su? u= u= u=
Cra> = __[du u + + + Infu+e) + c2
Njo 2] as/\ 3

8g« 452 L4s2 b=

u= 1 u u? u~

+ 2c—— Inlu+e)| - u + InZu+e) + ci
3 4l =] 3 7
u=

+ 2c——Inlu+e)|jexp(—-2su) (3.64)
S

Brie|d> IﬁfntidT
rie> = = _ (3.465)
<3l @ IiidT

Dans le systéme de coordonnées (x,t,ul), (3.65) s"écrit:

1 (@ (@ ru 2
rag?» = ———gduiduldt ul[(u+ui?—tﬂ(1ntu+e} + ctﬂ exp{-2s{x+u)?l

N L= L= L=
(3.464)
En intégrant par rapport a t et x, (3.64) devient:
l = 1 u? u u=
rier> = —|du ulu + + ulniu+e) + c2
N e L™ 2s 2s2 =]
u® u u® u”
+ gc—lnfu+e)| = —| — In¥u+e) + c?2—_
3 2s\ 3 7
LIE
+ E:___ln{u+-a}exp{—asu} (3.867)
]

La fornction d’onde sans corrélation (3.1), en systéeme de

coordonnées (x,t,u) et en unités atomiques s’eécrit:

o = (aF/mlexpl-oalx + ul)ld (3.468)
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Crar = ———jdugdxjdt __(x+u+t1uilx+u}1—t?]EHP(~Ealx+u1} (3.&9)
®® Jo lo Je 2
2 re pre fu

ra=> = ———Jduxdx!dt uI[{x+ul=—t2]EKp{—Eatx+u}} (3.70)
ﬂ*u =1 o

Les intégrales par rapport 4 x et u sont de la forme (3.49) et
par rapport 4 t sont de la forme (3.48). Un calcul simple méne
az

26 35

et <rqis> =
16w lém

(3.71)

Cra2 =

Les parametres obtenus a partir du modele (3.4) sont evalues
numériquement. Le passage du calcul analytique au calcul nume-

rique est expliqué dans le chapitre 1IV.
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CHAPITRE IV

PASSAGE DU CALCUL ANALYTIQUE

AU CALCUL NUMERIQUE

Dans le programme que nous avons utilisé, il s’agit de dé-
terminer les valeurs des paramétres s et ¢ introduits dans
(3.4), pour lesquels la valeur moyenne de l’hamiltonien, <H>,
definie par (3.10) est minimale. La minimisation se fait par
le sous—programme ZXMIN. Pour évaluer les intégrales contenues
dans 1’expression de <H>, ZXMIN utilise le sous—-programme
DCADRE. Ces deux sous-programmes sont tirés de la programma-
theque IMSL (INTERNATIONAL MATHEMATICAL AND STATICAL LIBRARIES.
INC?). Pour plus de détails sur ces sous—programmes, voir les
références 20 et 21. Le calcul est fait pour les atomes H—,

He, L1+ et Be*™.

Le sous programme ZXMIN étant 1’eélément principal de notre
programme, nous donnons cil-dessous le principe de calcul qu’il

utilise.

IV.1 PRINCIPE DE CALCUL UTILISE PAR LE SOUS-PROGRAMME ZXMIN :

La détermination du minimum de 1’hamiltonien est basée sur
la méthode de plus grande pente, c’est—-a—-dire & partir d’un

point de la surface, on se déplace dans le sens du gradient de
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cette fonction.
Pour expliquer comment se fait la recherche du minimum,

considérons une fonction:

F = 'FtH;yKﬁj ------------ Hem ) (4.1)

Mous pouvons en un point faire le développement en série de

Taylor et écrire:

i b WL
IF 1 F
FOX + Qx) = FixX) +_Z — AX; *_:Z"};‘_ Ax, DX, (6.2)
L) ¢ 2 "ot

Nous neégligeons les termes du développement de Taylor supé-
rieurs au deuxiéme ordre. L'extrémum de la fonction définie
par le développement (4.2) est localisé en un point de coor-

donneées Hi + ﬁlli tel que:

F F
Er_ =Z 3 g_\_)(ﬁ_ (4.3

,}xt; K=l QKLJ:‘K

ou = 1 = I,E,Ei‘ij ...................... » M

I1 nous suffit de résoudre (4.3) pour déterminer les AX; .
La méthode de solution est une méthode iteéerative. A partir de
l1"iteéeration js connaissant les X , et apres avoir determine

les £}K: 4 1"aide de (4.3) on passe a l'itération j+l.
i : - '
= x! + oA (4.4)
L]
ou x est une constante tel que : 0 < o < 1 (4.35)

Dans chaque itération, il faut déterminer la valeur o' de
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IH
telle sorte que X. soit un extrémum de la fonction considérée

dans la direction definie par {(4.4). Dans ce cas il faut ré-

soudre 1"éguation:

aF

—_—= (4.58)
W

Apres avoir determinég a qui rend dans la direction défi-

nie par (4.4) la fonction optimum, nous aurons la relation:
. L 5
X = x4+ & AX (4.7)

Mous continuerons ainsi jusqu’a ce que la distance séparant
deux iteéerations successives soit compatible avec la preécision

demandee.

IV.2 PROCEDE DES CALCULS MNUMERIGUES:

Mous fixons d"abord tous les parametres gue nous utilisons.
Z: valeur de la charge £ du novau,; ZZ2(I) est donne dans le
DATA ZZ.
X{1): estimation initiale du parametre s, a partir de laguelle
nous desirons commencer l'iteration, X1{(I) est donne dans le
DATA X1. Pour chague atome on doit choisir une valeur initiale
proche de la charge £ du noyau car s est interprete comme un
paramétre qui indique l'effet d'écran (chap. III, p29).
X(2): estimation initiale du parameétre c. On doit choisir une
valeur proche de zero (chap. III, p2%9).
MSIG: la précision avec laguelle on désire determiner s et c.

MAXFM: le nombre maximum d'itérations demande. Il faut donner
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pour MAXFN une valeur assez eleveée afin que le calcul ne s’ar-
réte pas avant d approcher le minimum de la fonction considé-

ree.

'F

IOPT: paramétre concernant 1'initialisation de » IOPT =2
Isdc
L
TF
veut dire que sy va Btre initialisée a une matrice diagonale.
1sic

A et BB(1): borne inférieure et supérieure d'intégration, BBI(I)
est donné dans le data BB.

RERR: erreur relative désirée pour 1 'évaluation des intégrales.

ARREI, AERRJ, AERRK, AERRL, AERRM et AERRN sont les erreurs
absolues désirées pour 1'évaluation des intégrales (3.50),

(3.58), (3.61) (3.591), (3.64) et (3.67).

Apreés la deéfinition des difféerents paramétres, l'énonceé CALL
ZXMIM déclenche le sous—programme ZXMIN .

la fonction & minimiser est:

F = (RI(D) - 2RJ{(D) + RI(K))/RL(D)

F = <H> , RI(D)/RLI(D) = <T>, -2RJ(D)/RL(D}) = 2<V,>.

et RKI(D)/RL(D) = <VN,=>.

<H>: la valeur moyenne de 1"hamiltonien du systeme,
définie par (3.38)
{T>: énergie cinétique du systéme, définie par (3.50)

2<V1>: 1’énergie potentielle d’interaction entre les deux
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électrons et le noyau, définie par (3.58).
Vie: énergie potentielle d'interaction entre les deux élec-

trons, définie par (3.61).

F est introduite par la sous-routine FUNCT qui est appe-

lée lors de chaque itération.

F &tant definie en fonction de RI(D}), RJ(D), RK(D) et RL(D},
la sous-routine FUNCT fait appel aux sous—-programmes: FUNCTION

RI(D), FUNCTION RJ(D), FUNCTION RK{(D}) et FUNCTION RL(D}.

RI(D)y RI(D}), RE(D!) et RLI(D) sont les noms des sous programmes
FUNCTION qui donnent les valeurs des intégrales (3.350),(3.358),

(3.61) et (3.52):

Four eévaluer la valeur des fonctions a l interieur des bor-
nes d’'intégrations les sous-programmes FUNCTION RI(D), FUNC-
TION RI(D}), FUNCTION RKI(D) et FUNCTION RL(D) font appel res-
pectivement aux sous—-programmes: FUNCTION Fl(U), FUNCTION

Fa2(u), FUNCTION F3(U}) et FUNCTION F&lU}.

Tous les calculs numérigues &tant EKéCUtéE nous imprimons:
1 les valeurs finales de s et c,
2) IER, gui est un paramétre tel que IER = 0 indigue que tous
les calculs ont été effectues avec la precision demandee,
3) ERROR: est une estimation de 1l 'erreur absolue due au pro-
gramme numeér igque,
4) D<H>/DS et DC(H>/DC = estimations de JH/Js et IH/dc pour

les valeurs finales de s et c,
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3) <V.=>: valeur moyenne de l’énergie potentielle d’inter-
action entre les deux électrons, définie par (3.51),

&) <V>: valeur moyenne de 1l énergie potentielle totale du syste-
me, définie par (3.954),

7) <Vi>: valeur moyenne de l1’énergie potentielle d’interaction
entre 1’un des électrons et le nayau, définie par ( 3.98),

8) <T> : valeur moyenne de 1’énergie cinétique du systéme, dé-
finie par ( 3.90),

) KV>/<KT>: ce terme est imprimé afin de comparer nos résultats
avec le théoréme du viriel<«*3- rP-4°9°> qui prévoit gque cette
quantité doit €tre égale a -2,

10) E : valeur moyenne de l1’énergie totale du systeme,

11) <R;=>: estimation de la distance moyenne séparant les deux
électrons, définie par (3.67), |

12) <R.>: estimation de la distance moyenne séparant 1’un des

@lectrons et le noyau, définie par (3.64).
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IV.3 ORDINOGRAMME DU PROGRAMME UTIL ISE:

La partie comprise entre D et E de cet ordinogramme correspond

a 1 'appel du sous—-programme ZXMIN dans 1 énoncé CALL ZXMIN.

initialisation des différents parametres ‘1

¥

I =1

I: correspond a la charge Z du novyau

: E— ®

i =1

i: correspond au i®*m= paramétre variationnel

< ©,
N

j=1

j: correspond & 1 'ordre d'itération

estimation initiale des parametres s et c, ou
itération d ordre 1.

) =

X1— s

X = cC

& A




S2

r

calcul de ﬁhxf selon 1 éqguation (4.3)

v

calcul de ='selon 1 'équation (4.6&)

la valeur du i*™= paramétre variationnel,

apreés j + 1 itérations sera

- ) ) .
li* = I +a"&.xi

+

la condition de conver-—

gence est-elle vérifide

’x:'ﬂr _ E”é 10...:\.31!!

i

passer a
1 'i1tération
suivante

j=3+1




e calcul est—-il fai

pour toutes les variables

i } 2

imprimer les rdsultats

le calcul est-il fait
pour tous les atomes

I > 4

passer a
la variable

suivante

passer a
1 'atome

suivant




CHAPITRE V

RESULTATS ET DISCUSSION

V.l ENMERGIE DE L"ETAT FOMDAMENTAL

Expérimentalement 1 "énergie de l1"état fondamental n'est
pas accessible directement. C'est le potentiel d'ionisation 1
gu’on peut mesurer. Il est egal a la différence des énergies
de 1l atome une fois ionise E. et de 1'atome neutre dans son

eétat fondamental Eo*t1=- s1E11

1 = E, - Ea (5.1

L énergie d’un atome ionisé & deux électrons est égale a
l"énergie d'un atome a un seul electron avec une charge
nucléaire 2. Elle est égale a4 1'énergie de 1"atome hydro-
génoide correspondant®*d: =181,

22

Es. = = — 3 (u.a) (5.2)

2

Utilisant (5.1) et (5.2), l'énergie de l'état fondamental d'un

atome & deux é@lectrons s "écrit:

Eoc = -1 - (5.3)



V.2 ENTRAINEMENMT DU NOYAL

Nous avons supposeé auparavant (chap. 1, pl0O) gue le noyau
est fixe du fait que sa masse est trés grande par rapport &
celle de 1’électron. Lorsqu’on tient compte de son mouvement,
l1"équation de Schréadinger s"écrit:

o

~hz
—(&1 + &.)i - e A + (V-E)E& = 0 (S5.4)
2m 2M

RiX;¥,2) et M sont respectivement le vecteur de position et la

masse du noyau.

En introduisant les coordonnées du centre de masse et les coor-

données relatives:

1
- -
U = (MR + mry + mre)

M + 2m
—

R:. =T - R (5.5)
- —
RE - I-"E - H

l"équation de Schradinger devient (voir annexe D):

LE f2 f2
- &: = — {Zﬁn;"’&ﬂ-} - vn;vnz +[‘U‘—E]i =0
2(M+2m) 2K M
(5.86)
o 1l°indice cy est relatif au centre de masse.
L expression de V est:
2 2 1
V= - = + (5.7}

H; Rn RI. - RE

=151
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Comme le potentiel ne dépend pas de la variable U mais dépend
seulement de R., Re ntlﬁl - HLL on peut séparer le mouvement
de l°'ensemble des trois particules en mouvement de centre de
masse et en mouvement relatif. La solution de (5.6) peut alors

Etre écrite sous la forme:
il -
§ = 3=~(R.3Rey |Ri- Re|) &c(U) , E = Ec + Ew (5.8)

L"equation de Schradinger pour le mouvement relatif s’écrit:

2 he
- — {.&Hl"'&HE}iH - —Vr1Vre &n ""'{V'E)in = 0Q (5.9

2 M
Si aon traite le terme lJHsz}{?nlﬁ?ng par la theéorie des per-
turbations indeépendantes du temps‘®*®, l'équation de Schrédin-
ger pour le mouvement relatif et correspondant & 1'hamiltonien
non perturbe s"écrit:

-&HI +&HE K

- e + — (V-E)&m = © (5.10)
2 h?

Alors si on compare l'equation (5.10) avec celle ou 1l'on con-
sidere que la masse du noyau est infinie.
O, + Ae
-— *[V—E}i=0 ’ (u.a) (S.11)
2

on remarque qu’il y a en plus le facteur p/hz dont 1'effet
peut #tre calculé. Nous devons seulement redefinir notre sys-
téme d'unités. S5i nous pusnns,‘ﬁ = e = HF = 1, nous retrouvons

l’équation (S5.11). A ce moment la valeur propre de |l'énergie
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devrait etre multipliée par le facteur

= ~ 1 - (5.12)

La correction au premier ordre & l1’énergie sera:

oo

e m
(=— = - E (5.13)
M

ou E est 17énergie en unités atomigues correspondant a une

masse du noyau infinie.

V.3 RESULTATS

Dans les tableaux 1 & 4, nous donnons les valeurs numéri-
ques des différents opérateurs. Tous les résultats sont donnés
en unités atomiques, c’est-a-dire que 1 énergie est deux fois

1’unité de Rydberg<*®- P3? gt les distances en unités de rayon

de Bohr.

Une fagon de tester notre fonction d’onde est de calculer
la quantite (<V>/<T>), gue nous avons introduite dans la sixie-
me ligne des tableaux 1 & 4. Le théoreme du viriel<«*=- peo>>
prévoit que cette quantité doit @tre égale a -2. Dans la pre-
miere ligne, les parametres s et c sont donnés ainsi que
3<H>/Qs et Y<H>/Jdc. Le paramétre ERROR indique l’erreur due au
programme numérique et IER = QO indique que les calculs ont éte

fait avec les preécisions demandées.

Dans le tableau 5 nous donnons les résultats numériques

avec quatre chiffres significatifs de 1’énergie des atomes a
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deux électrons dans l’'etat fondamental. Mous avons également
inclu quelgues résultats récents afin de les comparer avec

les notres. On voit gu’avec deux paramg&tres variationnels

nous obtenons des résultats nettement meilleurs gque ceux
obtenus a partir de deux*"™’ et trois‘'”’ paramétres variation-—
nels. MNos reésultats sont comparables avec la meilleure appro-
ximation*®* obtenue a partir d’ure fonction d’'onde de 252

termes.

V.4 CORRELATION ELECTRON-ELECTROM

Pour comprendre l’effet de la corrélation électron—élec—
tron: nous comparons dans le tableau & les valeurs de diffe-
rents opérateurs cocbtenus & partir des modeles (3.1} et (32.4).

Pour le modele (3.1}, on a ‘8% ea82r.

ST» = @iy V> = —22Za + (5/8)a et <l/r.=> = (5/8)x

Alors gque <r.> et <r,=7 sont données par (3.71]}

avec a = 1.8875

Finalement, en comparant notre méthode avec la methode uti-
lisant les harmoniques sphériques de type K, notre wvaleur pour
l1'énergie de l1’atome d'heélium dans 1’'état fondamental est
meilleure gue la wvaleur -2.892 u.a obtenue a partir de seize
équations différentielles couplées‘™7,

Pour montrer 1l effet de la repulsion electron-electron et
la nécessité de la dépendance de la fonction d'onde de la dis-

tance r.= entre les deux eélectrons, nous exposons deux methodes
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Différents opeérateurs correspondant & 7 =1

D<(H>/DS et D<H>/DC sont des estimations de d<H>/Js et de KH>/Jc

IER =

cision demandée.

ERRDOR : erreur absolue due aux calculs numériques.

<V1> 1 valeur moyenne de 1’énergie potentielle d’interaction

entre 1°un des é¢lectrons et le noyau,

&N U.a.

E : énergie totale du systéme de trois particules, en u.a.

{R12%>:

(Rz - H

valeur moyenne de r;=,

en U.a.

valeur moyenne de r., en u.a.

| ]
S= ,73499  C= .12065 | D<H>/DS= .zaz-oai D<H>/DC=-,17E-0& IER= O
<wWi12>= 331748083 ERROR= .26379E-11 IER= 0 |
1
<V1>= -.689088180 ERROR= \2724BE-11 IER= 0
<W>= -1.0446428278 ERROR= .808740502E-11 } UF=<V127+2<V1
£T> = 522613165 ERROR=  29251E-11 ! IER= 0
<UB/<T» = =2,0023 ERROR= .110125045E-10
E = -.5238151 ERROR= L44696E-11 | E=<Tr4<V>
<R12>= 3.960297747 ERROR= ,472844615BE-10 IER= 0
¢R1>= 12.395001982 ERROR= .5346239643E-10 IER= 0
l
I -J

0O veut dire que les calculs ont été effectuds avec la pré-—



Tableau 2

&0

Differents cperateurs correspondant a 7=2

S= 1.79638 C= ,13476 |D<H>/DS= ,28E-06 | D<H>/DC=-,31E-05 IER= 0

<V12>= 950604800 ERROR= +10603E-11 IER= 0

V1>= -3.377114944 ERROR= +69816E-10 IER= 0

LUn= ~5.803625128 ERROR= ,140693246E-09 <VU»=<V12>42<V1

Tor= 2.901155569 ERROR= .99803E-12 IER= O

CVR/<T> = -2,0005 ERROR= ,141691271E-09 |

i

S R _ i _ —

E = -2.9024696 ERROR= . 13982E-09 E=<Tr+<V>

(R123= 1.409168352 ERROR= .2419460404E-10 IER= O

_ o S S |

<R1>= 1969493191 ERROR= ,4099468B45E-10 IER= 0
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Tableau 2

Différents opérateurs correspondant a I=3

§= 2.82546  C= ,16376 |D<H>/DS= ,44E-06 D<H>/DC= ,462E-05 IER= 0
<V12>= 1.564716548 ERROR= V47472E-12 IER= 0

<VYi>= -8.062933117 ERROR= +263B5E-10 IER= 0

<Y>= -14,559149487 ERROR= ,532449594E-10 <Ur=<V12>42<4V1 >
<T>= 7.280647363 ERROR= .79428E-12 IER= 0
US/STS = =1,9997 ERROR= ,540392413E-10

|

E = -7.2785023 ERROR= «53330E-10 E=<T>H+<V>
k312>- 861306154 ERROR= ,187015648E-10 IER= 0

.

<R1>= 173163110 ERROR= ,108131574E-10 IER= 0

i -
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Tableau 4

Différents opérateurs correspondant & 7=4

S= 3.84325 C= ,19041| D<H>/DS=-,1BE-06 | D<H>/DC=-,1BE-05| IER=
<V12>= 2.185824309 ERROR= +69814E-12 IER= v]

<Vi>= -14,749423937 ERROR= +84168BE-12 IER= Qo

V>= -27.313023565 ERROR= ,238149921E-11 Vo>=<V125+42<V15
<Tr= 13.659575897 ERROR= «11355E-11 IER= 0
V2T = —-1.9994 ERROR= ,351702414E-11

E = =13.46534477 ERROR= +25782E-11 E=<T>+<V>
|<R12>= + &19705973 ERROR= ,543941400E-10 IER= 0

<R1>= .ﬂ2270?040| ERROR= .193456195E-10 IER= 0




Tableau 5
Enerqgie de 1’état fondamental (-E-) en u.a
Atomes a |Deux <™’ Troig«re Nos Meilleure|Résul -
tats expé-
deux parametres|paramétres|calculs |approxi- |rimentaux
électrons mation <= ==
H(=) 0.506 0.5213 0.5238 0.5278 0.5277
He 2.873 2.8994 2.9024 2.9037 2.9027
Li(+) 7.286 7.2757 17.2785 7.2799 7.2804
Be (++) 13.621 13.6513 13.6534 13.6536 13.6574
Toutes les valeurs sont donneées en u.a.
L'écart a la valeur expérimentale est: -0.0039, -0.0013,
-0.0019 et ~-0.0040 pour H—, He, Li* et Be*™.
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dues a différents auteurs dans lesquelles les modéles de fonc-

tions d’onde ne contiennent pas la variable ri=.

V.4.1 Approximation de Hartree-Fock
Pour résoudre l’équation de Schriédinger (S.11), 1'appro-

®imation de Hartree-Fock tient compte du principe de Pauli

{la fonction d'onde totale doit &tre antisymétrigue par rap-

port aux permutations des électrons). Comme la fonction d'onde,

dependant du spin et correspondant & l'état fondamental, est

antisymetrique (chap. [, pl2), la partie de la fonction d’onde

dependant des variables de position doit @tre symétrique et

elle s"écrit:

& = vir,virz) (5.14)

virs) et virz) doivent Etre aorthonormales et <E|H|&>, la valeur
moyenne de H dans l"eétat §,doit Etre stationnaire pour toute
variation dv. En introduisant les multiplicateurs de Lagrange

et prenant pour @ 1l expression (5.14}, 1’'ensemble des condi-
tions preécedentes mene a un systeme d’'équations dont la solu-
tion détermine 1’'énergie du niveau fondamental, (pour plus de
deétail sur la méthndetvnir ref. 24). La solution numérigue d’un
tel systeme*®=- =52 méne a une valeur de !l énergie de 1'atome

d'hélium dans 1"état fondamental E. = -2.8&61 u.a.

V.4.2 Modele de charge effective

Au lieu de consideérer 1'expression (3.1) gue nous avons
introduite au chapitre [11, Srivastava'™' considere |l 'expres-—

sion suivante:



B(ri,ra=) = EXPC—CX(BT:» + rc)d (5.15)

avec

> = max{risre) et r« = min(rai,r=) (9.16)

x et # sont deux paramétres variables tel que f<1. Dans ce cas
1’électron se trouvant &4 la distance r. voit une charge du
noyau # fois celle vue par 17électron se trouvant & la distance
r<. Donc 1’électron le plus loin du noyau voit une charge infé-
rieure a celle vue par l’électron le plus proche. Un calcul va-
riationnel méne A une valeur dé 1’énergie de l’atome d’hélium

dans 1’état fondamental Eo = —2.873 u.a.

V.4.3 Distribution de 1la variasble r,=

En comparant les résultats obtenus & partir des deux modeé-
les que nous avons exposés ci-dessus avec les notres, nous jus-
tifions la neécessité de la deépendance de la fonction d’onde
de la variable ri=. A cause de la reépulsion coulombienne, le
deuxieme electron doit affecter le champ dans lequel se dépla-
ce le premier. Ceci va se manifester dans les valeurs moyennes
de la distance entre les deux electrons, <ri=>, et dans 1l’éner-
gie potentielle d’interaction entre les deux électrons, <l/rie>.
Nous devons nous attendre a une augmentation de <r.=> lorsqu’on
tient compte de la répulsion électronigue dans la fonction
d’onde, par rapport & la valeur calculée a partir du modele
{3.1) sans correélation. La valeur moyenne, <A>, de 1’observable

A se calcule & partir de la relation:



[-1-}

ji"ﬁidT

(S.17)
fEdT

D'autre part, on peut définir la moyenne de r.- par 1'éguation:

A> =

L4 -ErIEFtrlE}drlE (5.18)

L=]

ou Flr,=) est la fonction de distribution de la variable r.=.

De la, on voit que Fir,=) est reliée 4 la fonction d’onde & par:

TLHF‘.FJ_E}dr:q = (5.19)
o [2-.2ar

E‘ Ji*r;nidT

Dans le systéme de coordonnées (x,t,u) 1l expression (5.19) est

égquivalente a:

® (@ (@
{duSdXKdt{uE{x + ul® - t=1§F"udl
(=] L=] (=]

o
EuF(quu = (5.20)
[=]

@ @ ru
gduk:u[dt{ul:(x +u 1= - £=]1F"E)
L= ] L= ]

Afin de trouver l'expression de Fir.e) pour une fonction
d’onde donnée, on calcule le facteur de r,. dans 1l "intégrale
du numerateur du deuxieme membre de (5.19) en intégrant sur les
variables autres que ri.= alors gue le dénominateur est une

constante multiplicative qu’'on evalue numeriquement.

F peut Etre calculee a partir de l'expression (3.4 ). Pour
comprendre 1'effet de la répulsion électronigue, on la compare

avec celle calculée &4 partir de 1l’'expression (3.1), dans la-
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quelle les électrons sont considérés comme indépendants dans
leurs déplacements.

A partir de 1l expression (3.1}, nous obtenons:
Filu) = (a/8)(3u”™ + LHou® + Ga=u*lexp(—2ou?} (9.211)

et a partir de 1'expression (3.4}, nous trouvons:

1 1 u u czus
Fiu) = u + + uln2iu+e) + —— =+
M L= es gst b

culniu + &1}

3
- u ( uIln={u+e) c=u” gculnlu+e)
+ + expl—2su)
2s \ 3 7 5
(3.22)
@ o fu
O M = Jdu]dxﬁdt{utix + u )= - = JE"E {9.23)
i L] [

Sur la figure 3 nous comparons les fonctions de distri-
bution pour H s He, Li* et Be . On voit gue la probabilite
pour gque les deux électrons se meuvent a une courte distance
l1"un de 1 autre croit avec la charge nucleéaire. <r,;=» wvarie
de D.46 u.a pour le cas de Be*" ou 2=4% &4 3.9 u.a pour H™ ou
£=1l, (tableaux 1 a &4).

Sur la figure & nous comparons les fonctions de distri-
bution dans le cas de 1 atome d ' hélium, obtenues respective-
ment 4 partir des modéles (3.1) et (3.4 ). D'apreés les courbes

(1) et (2) de cette figure on voit gque la probabilité pour gue
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ANMNEXE A

Listage du programme (INPUT, DUTPUT) utilise

pour les calculs numérigques

PROGRAMINTEG(INPUT, OUTPUT

CE PROGRAMME DETERMINE LES WALEURS DES PARAMETRES 8 ET C

POUR LESQUELS <H> LA VALEUR MOYEMNE DE L*HAMILTONIEM DANS
[L'ETAT FONDAMENTAL EST MINIMUM,

POUR CES MEMES WALEURS OM CALCULE:

W13, LA VALEUR MOYENNE DE L'ENERGIE POTENTIELLE D’INTERACTION
ENTRE L “UN DES ELECTROWNS ET LE NOYAUW.

<WM127Fr = L'ENERGIE POTEWNTIELLE D'INTERACTION ENTRE LES DEUX
ELECTRONMS

oW =dWVI2 +2<VID L’ENERGIE POTENTIELLE D’INTERACTION DU SYSTEME.
<T>» L'EMERGIE CINETIGUE DU SYSTEME.

E = <T> +<VM3; L'EMERGIE TOTALE DU SYSTEME.

<R1> LA DISTAMCE MOYENNE DE L UN DES DEUX ELECTRONS AU NDYALU.
SR12: LA DISTANCE MOYENNE ENTRE LES DEUX ELECTRONS.

MOTOMS GUE CE PROGRAMME PEUT ETRE UTILISE DANS LE CAS

Ouv LE MODELE DE FOWNCTIOMW D'ONDE EST DIFERENT DU NOTRE.

DaNS CE CAS IL FAUT REMPLACER F1{U},F2{U),. _F&(U),PAR LEURS
EXPRESSIONS RESPECTIVES



oD

oGO0

zsBsly!

O

o O 0

AERRL:=1., OE-1&
AERRM=1, OE-10
AERRN=1, OE-10

AFPEL AU S50US5 PROGRAMME QUL MINIMISE <H»

CalLL ZXMIN(FUNCT. N. NSIG, MAXFN, IOPT. X.H. G. F. W. IER)
S=X(1}

C=X(2}

DCADRE EST UN S0OUS PROGRAMME GUI EVALUE L INTEGRALE
SIMPLE POUR UNE FONCTION ET UN INTERVALE DONNES

RM ET RN SONT RESPECTIVEMENT LES INTEGRALES SUR U DANS
L’INTERVALE A.B DE F3{(U) ET F&(U)

RM=DCADRE (F5. A, B, AERRM, RERR. ERRORM. 1ERM)
RM=DCADRE(F&: A, B. AERRN, RERR. ERRORN. I1ERN)

£ = =CL/R1> = NI
fJd==RJIDY/RLID)
Z1 = <T.-

Z1=RI(D)Y/RLACD)

IK = {1/R12> = V12
IK=RK{(D)/RL(D)

70 = 2V + V123 = —DLF/R1> + <1/R12> = V>
20=2 #Z JrIK

IL = <V /<T>

21 ==70/171

IiH = CR12>
IH=AM/RL (D))

IN = <R1>
IN=RM/RIL.(D)

BL
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ESTIMATION DES EUNREURS ABSOLUES DUES A L' INTEGRATION NUMERIGUE
ERROKZJ=ERRUID VERIRORL

ERRORZK=CRROFKA ERIORL.

ERRORZ I =ERNROR |+ ERRURL.

ERROKZM=ERROME RO

ERRONZM=ERIRORN ERRORL

LRHORZO=2 wL RO JFVERITIRZHA

ERROWE FST RELATIVE A <H»

ERRORE=ERKOR I v22 #ERRORJ+ERRORK+ERRURL.

ERRORZL=ERRORZ I +ERRORZO

[MPRESSTON DES RESUL.TATS

PRINT 0%, 1
FORMANWC/ /277710, “ATOHL A DEUX ELECTRONS. Z-',11)
PHINT 10

FORMAT (IO, ‘Aesdrasdaitatuthaatainaasanaaasnns’)

PRIMT 15
FORMAT CLOX, *__

il L)
PRIMT 20, X{1), X{2),G(1),Gt2), IER

FORMAT /., 10X, *S=",F8. 5, 2%, 'C=",F7. 5 2X: ‘D<H>/DS=",EB. 2, 2X.
#'Do=/ND0=, EB. 2.2X, "TER=", 13, //)

FRIMT 2%, ZK. ERRIORZK, TERK

FORMATCLIOX, "<V122=",F19 %9, 4%, "ERROR=",E15. 5, 4%, "1ER=", 14, //)
FRINY 30, 2J, ERRORZY, TERY

FORMAT (10X, "<V1>= *, F15 % 4X, "ERROR=",E15. 5, 4%, '"IER=", 14, //)
FRINT 35, 20. ERRORZIO

FORMAT (10X, O = F1S ?.4%, "ERROR=',E15. 9, 4%,
BV 22420 )

PRINI 40, Z1.CRAORZL, IERI

FORMAT (10X, "<1>= P19 2.4%, "ERROR=",EL1S5. 5., 4%, "IER=", 14, //)
PRINT 45. ZI.. ERRORZL

FORMATCOIOX, “IV>/CT> = ,FB. 4, 7X, '"ERROR=",E13. 9, //)

PRINT oS00 1. FRRORE

&L
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FORMAT (10X, 'L = LELIY 77X "ERROR="LELS 5, 4X, "E=<To+V>", / /)

PRINT 55, {M, ERRORZIM, TERM

FORMAT (10X, “<RI12.=",F1% 9, 4X, ‘"ERROR=",E15 9. 4X., "1IER=", 14, //)

PRINT &0, 2N, ERRORZIN, TERN

FORMAT (10X, " "R1:= *,F15 9 4X, ‘"ERROR=",E15 9, 4X, *1ER=", 14, //)

PRINT &5
FORMAT CL10X,

| I A |

CONT ITNULE

MDD

FONCTION A MINIMISER <H: = <T>» -2<{I/R1> +J{1/R12>

SUBROUTINE FUNCT(N, X. F)
INTEGER N

REAL X{(2). F

COMMON/PAH/S, C

HuX(1)

C=X(g)

F=(RI(D)=2 #RJ(D)+RK(D))/RL{D)
HRETUKRN

LND

R1(D)= INTECRALE SUR U DE F1(U) DANS L ‘INTERVALE A.D

FUNCTION RI(CD)

COMMON/PARL /A. B, AERR T, AERRJ. RERR, ERRDR1. IERI. ERRORJ. IERJ
W. AERRK, AERRL. ERRORK, ERRORL, TERK, TERL. AERRM, AERRN

#. ERHORM. ERRORN. IERM. TERN

EXTERNAL F1

RI=DCADRE(FI1. A, B, AERR1. RERR. ERRORI, IERTI)

HEETURN

LMD

oe
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RJ(D)= INTEGRALE SUR U DE F2(U) DANS L "INTERVALE A, D

FUNCTION RJ(D)

COMMON/PAR1/A, B, AERRI, AERRJ, RERR, ERRORI, IERT, ERRORJ, TIERJ
#, AERRK, AERRL. ERRORK., ERRORL, 1ERK, IERL, AERRM, AERRN
#:, ERRUORM, ERRORN, 1ERM. TERN

EXTERNAL FZ

RJ=DCADRE(F2. A. B, AERRJ, RERR. ERRORJ, 1ERJ)

RETURM

EMD

RIKID) = INTEGRALE SUR U DE F3(U) DANS L INTERVALE A.B

FUNMCTION RKID)

COFMON/PARL/A. ! . AERRI, AERRJ. RERR. ERRORI. IERI, ERROR.J, IERJ
#. ANERRK. AERRL. ERIORK. ERRORL. IERK., IERL, AERRM. AERRN
#. ERIROMM, ERRORN. 1EARM. TERN

EXTEERNAL -3

RK=DCADRE(F3. A. B. AERRK, RERR, ERRORK, 1ERK )

RE TN

END

HL (D) = INTEGRALE SUR U DE Fa{(U) DANS L INTERVALE A.B

FUNCT10NM RILCD)

COMMON/PARL/ZA. D, AERRT, AERRJ. RERR, ERRDR1. IERI. ERRORJ. IERJ
#. AERRK. AERRL. ELRRUORK. ERHORL., 1ERK, TERL. AERRM, AERRN
#,. ERHORM, ERRORN, TERM, 1ERN

EXTi-RNAL A4

RL=DUADREAT 4. A I, AERRL . RERR. ERRORL, TERL)

REETLEM

FrD

FLouy EST TELLE GUE T = (1 /RLIDYY=RI (D)

18



DO

HEAL FUNCTIOIN LW
COMMON/PAR/ S, C
HeAL u

Y= 71028108

Li==l DE{UrY)

P=-Gule], F{UUsY)

Fl=Srlds (L4 )

Poi=tinll/ (U+Y)

Pz #PuSHCed wCun

Al=(U/L2 #See ) +Uee2/ (2 #Sua2) )8 (PleU+P2arn3 /g )
A= (I wllead/3 vpP2eul/sS )2 2See2)

Ad=Ue(1/(A eSealddrlead/ (2 8S)+U/ (2 #Sra]))
Ad=Puu2nUr(SeC)enlulens/5 +P3elUen3s3

Ab=-UeiPautelerd 3/ v (SeCleadallesT /7 +PHelieal’/H )/ (2

AheA wCE(1/(A rSne ) /(2 #SEe2) ) wlesd/ (3 ={U+Y))
1= (AL4AZEAITATIAS ALY REXP (-2 w5#1))

I 1
LI

Faeduy EST TELLE QU <Z2/R1: = (L/RLAD) Y2RJD)

AL FUNCTTION F2H U
COMMON/PAR /S, C
COMMOR AP AR 2

rEa L

Yo TIEERE

Wl DG Uy )

Gl=Uu (L7040 nSnnl )10/ 02 nG) )
QW2 e Ca gt ullwn 3/ D0 40 wllaCultnen] sl
Fer= w2l | w@ein o XP -3 wiiel))

#5)



S S

e

HETURM
"N

FOOU) CST TELLE GUE <1/7R1 = (1L/ARLIDY ) eiikon)

REAL. FUNCTION FI{U)
COMMONM/PARYS, C
Al U

Yt 7102813

W=l DI (L ey )

FE=001 /¢ RSERI)+Uup2 /020 0514l 08 a5HR) )
Tt s 2 H w2805 402 wColallnenllsd

TA=-(Wuenlellued 0 vCnndulUnny /s 42 wCnlullesS/5 ) /(02

FA={T1leT2eTI)HLEAXP({ -2 #508L))

RETLIINM
BN

Fa(w) EST TELLE GQUE RL (D) = INTEGRALE SUR \J DANSG

REAL. FUNCTION Fa(W)
COMMON/P AR /G, C
REAL U

Yoo 71lu2ula

bl G (LY )

Bl=Us{1/(4 #Sna3)+Unut/ (2 #S5)+U/ (2. #Snu))
N2=WueudulJ+Cunldullens /5 +2 wCululeul}s3,

H5)

L "INTERVALE A.B

Ba=—Us(Wee2eUnnld/ 3 +Cundulles7 /7 +2 #ColdelUnrss5 ) /(2 #5)

Fa4=(D1#B2+B3 ) wEXP (-2 #Sel))

HETURN
M

£8
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Faiuy EST TELLE GUE <RI12Z = (L/RLIDY Y&#RMID)

REAL FUNCTION F30U)
COMMOM/PAR /G, C
REAL L)

Y= 7132810

Wl O (U )

Wi=Us ({1l /(4 eS#43)+Usa2/ (2 #5)+U/ (2. »rSun’) )

W=l e 24U+ C e 2 U0us5/9 +2 #ColWnlUsesd /3

W3=--le (Waa2eUw#3/3 ¢Coaallua7 /7 2 #CuleiJuea3 /5 1/(2. #5)
Fostin (Wl #W2+H3)sEXP (-2, #5#1))

RE TR
[2IMT)

Faiuy EST TELLLD GUE <iR1> = (1L/RL{DII#RMID)

MEal. FUNCTION Fé&oU)
COMMONM/PAR /S, C
NEaAL o

W0 LB

W=LOG U +Y)

Gl=Us{3/(8. #5u#g)+73 #U/ (4, #58a3)+3, #lJu#2/ (4 sS5au2))
#elynagd/s (2 #5)

Go=ler e Jea3/3, +Cuedueeea5/5 +2 wCalluallawld /3

GaA=--U# {1 /(4 #5#42)+)/50(2 #5))

Ga=k#a2 #0123/ 3 +Cur2ulJues7 /7 +2 #llu#Culing>D/ 0.

Fa=0 Su{GleGl+GOxCI)sEXP (=2 #580))

RETURM
LM

vB



ANNEXE B

Listage du sous-programme ZXMIN utilise pour

la déetermination des paramétres s et c

PURPOSE = MINIMUM OF A FUNLUTION OF N VAFIABLES USING LEXMLN
A GUASI-NEWTON HETHOD IXMI N
S ) . ; ... IXHIN
USAGE = CALL ZXMIN (FUNCTsNyNSIG,MAXFN,IOPT,X,H,G,F, ZXMIN
HylER) IXMIN
IXMIN
AIGUMENTS FUNCT = A USER SUPPLIED SUBROUTINE WHICH CALCULATES IXHIN
THE FUNCTIOM F FOk GIVEN PARAMETER VALUES IXMLN
_ X1 X (2) yaany XAND, ZXMIN
- o THE CALLING SEQUENCE HAS THE FOLLOWING FORM ZXMIN

CELL FUKRCT(MHsX 4F) IXMIN

 HWHERE X IS A VECTORE OF LENGTH N. ZXMIN
"FUNCT MUST APPEAR IN AN EXTERNAL STATEMENT ZXMIN
IN THE CALLING PROGRAM. FUNCT MUST NOT ZXMIN

o - ALTER THE VALUES OF X(I)yI=1;44esN OR N. IXMIN
M = THE NUMBER OF PARAMETERS II.Ean THE LENGTH ZXHIN
OF X) (INFUT) IXHIN

NSIG = CONVERGENCE CRITERION. (INPUT). THE NUMBER ZXMIN
OF DIGITS OF ACCURACY REQUIRED IN THE ZXHI N
PARARMETER ESTI MATES. IXHMIN

THIS CONVERGFNCE CONDITION 1S SATISIFIED IF ZXMIN

DO0O00O0NO00O0 0000000000

ON THO SUCCESSIVE ITERATIONS, THE PARAMETER ZXMIN
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HAXFHN

TQPT

H

- MAXIMUM NUMBER OF FUNCTLION EVALUATIONS (l.E.y
CALLS TO SUBFOUTINE FUNCT) ALLOWED. (INFUT)

ESTIMATES (laE«pX(I)y I=1yesesN) AGREL,
COMPONENT A9Y COMPONEMT, TO NSIG DIGITS.

- OPTLIONS SELECTOR. (LINFUT)

I0fT = 0 CAUSES ZXMIN YO INITIALIZE THE
HESSLIAN MATRTX H TO THE IDENTITY MATRIX.

ZXMIN
ZXHIN
ZXHIN
ZXMIN
IXHIN
IXHMIN
ZXHIN

IOPT = 1 INJICRATES THAT H HAS BEEN INITLIALIZEDZXMHIN

BY THE USLR T0 4 POSITIVE OEFINITE HATRIX,

I10PY = 2 CAUSLS ZXMIN TO COMPUTE THE CInGOUNAL

VALUES OF THF HESSIAN MATKIX AND SET H TO
A CIAGOMAL MATKaX CCHTAINING THESE VALUES.

I0PT = 3 CAUSES ZXMIN TO COMPUTE AN ESTIMATE
JF THE HESS1IAN IN H,

VECTUR OF LENG™ K CONTAINING PARAMLTER
VALULS »

On ANFUT, X MUST CLONTAIN THE INITIAL
PAREMETER ESTIMATEE .

Ure LUTPUT, X CNONTAINS THE FINAL FARAMETIER
ELTIMATE: AS DETERMIMED BY ZXFIiH.

JeCTOr OF LENGTH N®(Ne1) /72 CONTAINING AH

ESTIMATE OF "MHE HISSIAN MATHRIX
DY 2F /(L (IIDX (J))y TpJd=lyueny N
H IS STuxtEd In SYMMETRIC STORAGE HODE.

Or INFUT, LF 10PT = 0, 2y OR 3 ZXMIN INIT.A-
LIZES He AN INITIAL SETTING OF H BY THE
USER 1S INDICATED BY LOPT=1,

H MUST je POSITIVE CEFINLTES. IF IT IS NOT,
A TERMINAL ERROR OCCURS,

OM UUTPUT, H CONTAINS AN ESTIMATE OF THE
HESSIAN AT THE FIHNAL PARAMET=ER ESTIMATES
lllEif .l-'IT Hl‘l.:t?}fllilxtuij

A VECLTOR OF LeMGTH N CONTAINING AN ESTIMATE

ZAHLN
ZAHIN
IXMIN
ZXHIN
IAHIN
IXHMIN
ZXHIN
IXHLN
IXHMIN
IXHLN
ZAHIN
ZXHLN
IXHLHN

ZXMIN
IXMHIN
ZXHIN
ZXHIN
IXHIN
ZXMIN
IXMIN
IXHIN
ZXHIN
LXHIN
ZXHMIN
ZXHIN

I8
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&

_LNTEGER

REAL

INTEGER

OF THE GRADIFNT JF/0X{T) 3I1=1,e4e9N AT THE
FINAL PARAMETLR ESTIMATES. (OUTPUT)

F = A SCALAF CONTATHIKG THF VALUE OF THE FUNCTION

AT THE FINAL PAKAMETER ESTIMATES, (OUTPUT)
W - 4 VECTOK OF LENGTH 3*N USED AS WORKING SPACE,
O OUTPUT, WORK({Ll), CCNTAINS FOR

I = 1y, THE WORM OF THE GRADIENT (I .F.,
SORTIGILI*"2¢C(2)*%2 4, . v IN)I"FZ) )

I = 2, THE HUMBER OF FUNCTION EVALUATIONS
PERFOF HEC «

I = 3, AN FESTIMATE OF THE NUMBEHR OF
SIGHIFICANT UDIGITS IM THE FINAL
FPARAMETER ESTIMATES.

IER - EFRUF PARAMETET (OUTPLT)
TERMINAL FREOP

LEF = 129 IMPLIES THAT THE INITIAL HESSLAN
LSED BY ZXWIHN IS NOT POSITIVE DEFINITE,
EVEN AFTER ALUDING A MULTIFLE OF THE
ICENTITY Tn MAKE ALL OIAGONAL- ELEHENTS
FOSITIVE «

IEF = 130 TMPLIES THAT THE ITERATIOM HAS
TERMINATELD DUE TO ROUNDING ERRORS
GECOHMING DNHINANT . THE PAFANETER
ESTIHMATLS HAWE NOT BEEN OETERMINED TO
NSIG DIGITS, o ' o - '

IeR = 131 IMPLIES THAT THE 1TERATICON WAS
TERMINATED BECAUSE MAXFN WAS Exi i UeD.

 SUSKOUTINE ZXMIN (FUNLT yNyNSIGyHAXFN,IOPT 4XyHyGyF oW, IER)

SPECLFICATIOMN FOR AFGUMENTS
H’NsIG?HﬂEFNrI{PT ?IER *
KAMY s GINY g HE LY, Fy HIL)

SPECIFICATIOMN FOR LOCAL VARTIABLES
IG,IGL, LS, I0DLFF glF.’IJgI|J:NH1,JJ,JP1|L,KJ,K|
IFRy LLIHKE JITHy I, I 13 JNT yNFPL y JB4NJ

ZXMIN
IXMIN
ZXHIN
ZXHIN
IXMIN
ZXHIN
IXHIN
ZXHMIN
ZXHMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZAHIN
ZXHIN
ZXMIN
ZXHIN
IXMIN
ZXHLN
ZXMIN
ZXMIN
ZXHIN
ZXMIN
ZXMLN
ZXHIN
ZXHIN
IXHMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXHIN
ZXHMIN
ZXMIN
ZXMIMN

LB



1% )

RFAL FEFS A Xy ZERDy ONF y HALF ) SEVEN, FIVE, THELVE yTENyHH, ZXHMIN

LPSyHJI )y VyOF yRELX yGS04ULIFF, AEPE,ALPHA,FF,TOT,

F1yF2,374GY5,0G5,51G,2ZZ,GNFH,P1,HHH,GHH,HZ,F 11,

F12,F21,F22yHHAY, HFIN
UATA ~EPS/164140000000000000N0B/ AKX/ /0,17
DATA FTEHDZ0.0/y0ONEZ 1.0/ yHALF/0 .5/,
SE'JEH)’T-U?"FI VE /% -ﬂf,1 RELVEA12.07,
TEN/1D0.0/73F1/70417
INITLALIZATICH
FLFST EXECUTARLE STATEMENT

1k = 0
HH = SOkTI(RLES)
HZ2 = S0QFT(HN)
FPZ = TOWY® (=NEIG)
WG = N
Ll = H®H
18 = 166G
ICLFF = 1
Il =1
Wil) = =(CHYE
Wiz) = 211 4@
WiY) = e
EVALUATE FUNCTION AT STARTING POLNT
LO 5 J=1yN
Gil) = X{41)
LONTLHUE
CALL FUNLT (M 3G4F
1FN = 1

1F (1CPT e N1y G 7O SN

IXMIN
IXHMIN
IXHIN
IXMLN
IXHIN
IXMLN
IXMLIN
IXHIN
IXMIN
TXHIN
IXMIN
IXHIN
ZXHLN
JXHIN
IXMIN
TAXHLN
ZAXHLHN
IXHLN
ZXMLN
ZXHMIN
IXMIN
IXHIN
IAMIN
ZXHLN
ZAMIN
IXMIN
IAHLN
IXHIN

T OFF=LiEAGLMAL ELEFENTS CF H TO 0.,0ZxHiN

1F (hebGel) GO TR 20
10 = 2
00 1% [=24H

LC 10 J=2,1

IAHLN
IXAHIN
IXHLN
JAXMLIN

a8



10

15
20

25

30

35

HL{l1J) = 2FKD
I1J = [JJ#1
CONT INUE
IJ = 1J#+1
CONTIKUFE
IF (ICPT.NL.0O) GO TO 50

1J =10
Co 2% [=14N
I1J = 1Jel
HI{IJ) = 0ON&
CONTIMUE
GO TO 9%

IMt

NHM L

NP1 +1

Do 3% [=2,NP1
HHH =
GIUIM = X{IM1)+HHH
CALL CNETUINyGyF 2)
GIIHL) = X{IM1l=HHH
CALL FUNKCTUH,G4FF)

LU L ]
Z e -

SET CTLGONLL =LEMENTS OF H TO UNE

GET DIAGCNEL ELEMENTS OF MELSSIAN

H2® AMA XL (ABS (L LIMLY ), AX)

HINML) = (FF=F+F2=F)/ (HHH*HHH}

GUiML) = X(IML1)
IM1 = 1
NM1 = T +HML
CONTINUE
LFH = LFNh+N+N

iF LICPT  NL«3 +OR. HuaiNsl) GO TO 5N

J4J
11

o
g ==

GET THE fe>T OF THE HESSIAN

IXHIN
IXMIN
ZXMIN
ZXHIN
ZXHLN
IAMIN
IXHIN
JXHIN
IXMIN
ZXMIN
ZXHIN
IXHIN
IXMLIN
IXHMIN
TXMLN
ZXHIN
IXHIN
ZXHMLIN
IXHMIN
IXHLN
ZXHIN
IXMIN
IXHIN
IXHMIN
IXMIN
IXMIN
ZXMIN
IXMLN
IXMIN
ZAMIN

ZXMLIN
ZAMIN
ZXHLN

&8



o

L5

50

5%

L0 =3 [=74N

LGHH = HZ2* AMAXLMLSS(X(T0) ,AX)

LO &l J=1411

HHH = H2Y AMLx LIA05(c0d) DA )

LUI) = XO{1)vLHH
GUJY = Y (J) ¢HHH
CALL FUHNCT(MN4G,F2Z22)
GII) = <(1)=GHH
CulLL FUMNCTIN,GsF1E)
GLJY = X (J)-HHH
LALL FUNCTIMN,G,F11)
GIIY = Y(L)+GHH
LELL FUHCTIHyGysFZ1)

H{11Y = (F22=-F21=FL12¢F11)/ (L ¥ HHH" GHH])

LiJy = X0.0)
I3 = 1141
LUNTIHUE
Gy = X(I)
JJd = Jh+1
11 = .1+1
CONT]IKUL
I1FH = LFN#1LIN*N=-NI"2)

HIi1)
LESN ]

HM] &
HHR X
NMl = 1
DO 5% 1=1,N
HMI™ AHINTI (HMI H, HINMLY )
HMEX AMAXT(HEAY yHIKHL))
HM1 = NH1+] 41
CONTIHUT

AUD MULTLIPLE OF L1UENTITY TO
MAKE DIAGOMAL ELEMENTS POSITIVE

HHIA = AFAEXTI (0 01" (SUSTIHPAX ) A0S (HMIH) ) =HHIN 0 .0)

HH1 = 1
CO BG I=14N

ZXMIN
ZXMIN
JAHLN
ZAMLN
ZAMLIN
ZXMLN
ZAMLN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
IXHLIN
IXMIN
ZXHIN
IAMIN
IXMIN
IXMLN
ZXAMIN
ITHMIHN
ZXMLN
IXMIN
ZAMIN
ZXMIN
IXHIN
ZXHMLN
ZXMIN
IXMLN
IXMIN
IXMLN
IXMIN
IXMIN
IXMLN

0&



60

b5

7o

75

FINMT) = HINMHI)Y+HMLY
WML = WM1#[ ]
CUNTINUE

FARLTUF H TO L*U*L-TFANSFOSE

ik =
IF (NGT&1) O TO ES
1F (HIL)YOGT 200100} Gu T3 9y
Hi1)y = JEMD
1b = n
GO Ty 30
WML = -1
JJ =N
Lo 8L J=1,H
Jrl o= dei
JJ o= Jleld
HJdJd = W1
IF (HJJ ST 200 d) GO TC 70

HiJJ)Y = 71 kO

il = ik =1

GC 10D a5

IF (Ja"0.N) LO TOD 85
id = JJ

L= 1

GU Bl 1=)P1eN
L o= L+t

IJ = 1 )+¢1-1

v = HII J)Y/H))

KJ = 11

DO 75 K=I,N
HIKJeL ) = HIKJ+L)I=HIKJ) VY
KJ = KJ#X

LONT I NUE

HIl1J) = v

IXHIN
ZXHMIN
IAXHIN
IXHIN
IXHLN
IXMLN
ZXHIN
ZXMIN
IXHMIN
IXHIN
ZXHMIN
IXMIN
JXHILN
ZXHMIN
ZXMLN
IAHIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
IXHIN
ZXHLN
ZAMIN
IXHIN
IAXHIN
ZXHLN
ZXMIN

ZAMIN
IXHMIN
ZXMLIN
TXHMIN
Z2AMLN
ZXMIN
IXHIN

&



L9 ] nnn!

80 CONT . 'E ' IXMIN

85 CONTINUE ZXMIN
90 IF (lR+EQ.N) GO TO 95 ZXHIN
1ER = 129 ZXHIN
_ GO To 3000 B ZXMIN
95 ITN = 10 ZXHIN
DF = =0NE ZXMIN
L o i o EVALUATE GPADTENT HWI1G#l)yI=1,eaasN ZXHLN
100 LINK = 1 ZXMIN
GO TO 280 ZXMIN
105 CONTINVE ZXHIN
BEGIN I1TERAT1ION LOOP ZXHIN
IF (IFN.GE.HAXFN) GO TO 240 ZXMIN
ITN = ITHe1 ZXMIN
00 110 JI=14H ' 7¥XMIN
HiI) = =WI{IG+I) IXHIN
110 CONTINUL ZXMIN
DETERMINE SLAPCH CIRECTION W C O IXHIN
BY SOLVING H*W = =G WHERE IXMIN
M = LYO0"L=-TRANSPOSE ZXHIN
1F (IK.LT«N) GO TC 140 IXMIN
N «EN. 1 IXMIN
G(1) = W(1) ZXMIN
IF (N.GT.1) GO TO 115 IXMIN
Hil) = wI{L1)/HIT) 7XMIN
GO TO 140 ZXMIN
H «6Ts 1 IXMIN
115 il = 1 IXMIN
SOLVE L*W = =G IXMHLN
CO 125 1=2,H ZXHIN
1 = 11 ZAMIN
14 = I1+1 ZXMLN
vV = HII) 2XHLN
IM1 = 1=1 ZXMLN

00 120 J=1,IH1 JAHLN



o0

120

125

130

135

140

145

1J =111
vV = V=H{]1JI¥*H(J)

CONT INUE

GLtIy = v

Hil) =V
CONTIHNUE

WIN) = WIN)/H(II)
JJ =11

NHL = N=1

CO 138 NJ=1,NM1

J = N=NJ
JE1 = J#d
JJ JJ=JP1L
V = WIJ)/HUDD)
I = JJ
00 130 I=JP1,N
IJ = TJel=t
V = V=HITJI®H(I)
CONT IHNUE

WiJ) = V
CONTINUE

RELX = ZERO
G50 = 7t'C
DO 145 . 14N
H{IS+1) = WI(I)
DIFF
RELX AMAX1 (RELX,0DIFF)
G50 = GSU+HIIG+II*W(I)
CONTINUE

SOLVE (D*LT)*Z = W WHEREL
LT = L-THANSFNSE

J = H-i,h‘-é‘,-.-;l

DETERMINE STEP LENGTH ALPHA

ABS(WII)) /AMAXLI (ABS(XUI)Y, AX)

ZXHIN
ZXMLN
ZAMIN
ZXMIN
ZXHLN
ZXHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZAMIN
ZXHIN
ZXMLN
ZXMIN
ZXHI N
ZXHIN
IXMIN

IXHIN

ZXHIHN
IXMIN
ZXMLN

ZXMIN
ZXMIN
ZXHMIN
ZXHIN
ZXMHIN
IXHMIN
ZXHMIN
IXHMLN
LXHIN

ZXHIN

ZXMIN

o)



150

160

165

17 a

175

iF (FEL XEQ.ZEFG) GJ TO 285

hEPS = EFPS/RELX

Itk = 130

1F (GSN.GL.7EFD) GO Tu 245

1F (OF.EQ.ZEFO) GD TO 24t

LER =10

ALPHA = (=DF=DF)1/GED

IF (ALPHALLELZEKD) ALPHA = ONE

ALPHA = AMINI(ALFHA ,ONE)

1F (JUIFFL.EN.2) ALPHA = ENAXLIPLl,ALPHA)
FF = F

107
JNT

E+0

z
0
SLuRuH ALCNG
4F [1FN.GL ,MAXFH) GU 70 240
CO 1LE I=1,N
HI1) = X({]l)+aLPHL¥*R{1S 41)
CONTINUL
CALL FUNLT (hiyHyF 1)
I1FN = LFH+1
1F (F1.GE F) GO TO 160

F? = F
TOT = TOT +ALPHA
IER = 0

F = F1

00 LeE I=1,MN
*11) = HWILI)

CONTIKUE
IF (JUNT=1) 17D, 200, 20°%
IF (1FN.GE +HAXFNY GO TO 240
DO 175 I=1,N

MWL) = X(I) ¢ALPHA®W(IS +I)
CONTINUE
CALL FUNCT (N, H,F1)
IFN = [FH+1

X tALPHA*H

IAHMIN
INMIN
ZXHIN
IXMLIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXHIN
IXHIN
IXMIN
IXHMIN
ZXHIN
IXHMIN
IXMIN
IXHMIN
IXHMIN
ZXHIN
ZXHMLN
IXMIN
ZXHLN
IXMIN
IXNMIN
ZXMIN
Z3MHIN
IXHIN
IXAHIN
IXHMIN
ZXHIN
IXHMLN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
IXHML N
IXHIN

Tt il

vs
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1F (F1.GE.F) GO TO 2065 IXHIN

IF (F14F2.GE.F+F ,AND., SEVEN*F14FIVL*F2.GT.THELVE*F) JUNT = 2 ZXHLN
TOT = TOT +ALPHA ZXMIN
ALPHA = ALPHAsALPHA ZXHMIN
GO TO 160 ZXHIN
180 CONTINUE IXHIN
IF (F.EQ«FF .ﬁND. IDIFF.LQ.E i-ﬁND- hELl-GTllpS] IIH = 130 TXHIN

1F (ALPHAL.LT.AEPS) GO TO 245 ZXMIN

IF (IFN.GE.MAXFN) GO TO 240 ZXHIN
ALPHA = HALF®ALFHA IXHIN

UD 185 1=1,4N IXMIN
HII) = X(I)+ALPHA*HILIS+]I) . ZXHMIN

185 CONTINUE IXHIN
CALL FUNCY (HyH,F2) ZXHIN

IFN = [FN#1 IXHMIN

IF (F2.GL«F) GO TO 195 IXHIN

TOT = TOT+ALPHA _ ZXMLN

1Ci = 0 ZXHMIN

F = F? IXHIN

LO 190 I=1,N ZXHIN
X(I) = wiD) ZXHIN

190 CONT]NUE IXHLN
0 TG 200 IXHLHN

195 7 = K1 IXHIN
LF (FIeF ,GT.F24F2) 7 = OML4HALF® (F=F 1)/ (F#F1=F2=F2) ZXHMIN

7 = ALAXI(PY,2) IXMLN
ALPHL = 7+ AL PHA IXHIN
JNT = 1 ZXHMIN

GO TO t1un ZXHMLN

200 1F (TGT.LTLAEPS) GO TO 245 ZXHLN
205 ALPHA = TOT ZXMIN
SAVE NLD GRALIENT IXHIN

GN 210 1=1.N 7XHIN

=1



C

[y I

[y

2110

215

2210

225

230

H{l) = HWIIG+L}
CUNTINUE
EVALUATE GFACTENT Hi.G#+ID,
LINK = 2
GO TO 2840
IF (IFHN.GE «+HAXFHNY GO TO 240
GYS = ZEFC
Do 220 I=14HN
GYS = GYS+W (LGeI )" WLIZ 4]}
WIIGG#I) = WI(I)
CONTINUE
OF = FF=F
OGS = GYS=G510
IF (DGS.LEL7EFD)Y GO TUO 10E%
1F (LGS +ALPHA*GSD.GT L ZFFCY GG TO 210
UPUATE HESS1AM H USIAKG
COMPL EHENTAKY DFP FORMHULA
S5IG = UHEAGSO
IR = =1F
CALL ZXMIM(H N Wy S1GyGy Ih,0,7ERD)
DD 22% 1=1,H
GIL) = HWIIGH#I)=-WALIGOR]I )
CONT I NUE
S1G = ONL/(ALPHA®DGS)
Ik = =1F
CALL ZXMJUNIH Ny GySTGyry IR0 2ERO D
GO TO 10%
UPLATF HE:sSTAN USING
ODFP FOkMULA
27 = ALFHA/(DGS=ALPHA®GED)
SIG = =27
CALL ZXHMINIH N WS Gyby 1 30, FERS)
I = DGS* Z7-0KNE
DO 235 1=1,H
GUIY = HWOIG D) #Z*WA{IGG])

I=l|--.’N

ZXMIN
ZXHIN
ZXMIN
IXNIN
ZXHIN
ZXMIN
IXHIN
ZXHIN
ZXMLN

IXMIN

IXHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXHIN
ZXMIN
ZXMIN
IXHIN
ZXMIN
ZXMLN
ZXMIN
ZXMLN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXHIN
ZXHIN
IXHIN
ZXHIN

?&



235 CLONTINUE IXHIN

SIGC = ONEZIZZ*%0DGS [GS) ZAHLN
CALL ZXMJINIHyNyG4SIGeWyIh,04ZERD) IXHIN

GO TO 105 IXHMIN

L0 JER = 1431 IXHIN
MAXFN FUKCTICYM EVALUATIONS IXHIN

GO TO 250 THHIN

245 1F (ICIFF.EQ.2) GO TQ 250 IXMIN
) CHANGF TO CENTRAL DIFFEPENCES ZXMIN
l10DIFF = 2 IHHIN

GO TO 100 TEXHIN

250 1lF (ltk«hEWDY Gu "0 255 ZXHIN
LF (RELYXLELEPS) GO TO 255 IXMIN

GO To 100 ZXHIN
MOVE GRAUDIENT TO G AND HETURM IXMIN

255 GNKM = ZEFD IXHIN
Lo 260 lI=14HN IXHIN
GI1)Y = WIIG+11 IxXHMIN

GHREH = GNRM+5(T)"GIT) ZXHIN

260 CONTINUL IXMIN
GNEVF = SCFTIGNEM) ZxmlN
HiL) = GNEM IXHLN
HWi2) = IFh IXHIN
Wi3) = =nLOGLID(AMAXLIREPRS ,FELX)) IXHIN
COMPUTL H = L™0%L-TFANSFOSF ZXHIN

1F (N.t0O.1) GO TO 9000 IXHMIN

NP1 = N#+1 IXHIN

NHL = N=1 IXHIN

JJ = (N®*(NP1))/2 IXHIN

DO 275 JB=1,NM1 IXHIN

JP1 = NP1-JB IXHIN

JJ = JJd=JFP1 IXHIN

HJJd = HUJID IXMHIN

14 = 13 ZAHIN

Llb



265

270

275

26

285

290

L =0
CU 270 I=JP1,N

L = L+1

1J = TJ+1-1

V = HITJ)I®HIJ
KJ = 1J

DO 265 K=I,M
HOKJeL ) = HIKJoL )b+ HIKII®Y
KJ = KJsk
CONT INUY
HI1J) = Vv
CONT 1 NUE
Had = Hiud
CONTIHUF
GO TO 9000
LVALUAT o GHACIENT
1F (JLLFFLENG?)Y GV T 230
FURWAFL CLIFFEPENCES>
GHATI e bhT = WIIG#L)y 1=1pcaegl
00 2b% 1=1,4
I = HHYAMAX L (APS (X (1)) AX)
12 = xtI)
X(1) = 77+7
LALL FUNCT(h,¥,F 1)
HilG#] ) = (F1=F)/7
x(l)y = 27
CONTLINUE
LFN = l1FH+N
GO TO (10%, 2150y LINK
CENTRAL LIFFLRPENCES
LRAAPIENT = WIIGeLY, I=1yeesM
00 29% [:=1,H
I = HH*AMAX I (AaS (X (T V) AX)
27 = Xt
X(1) = 747

IXHMIN
ZXMIN
IXHIN
IXHMIN
ZXMIN
ZXHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXHIN
TEHIN
ZXHIN
TEHLN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXHIN
IXMIN
ZXMIN
IXHIN
IXMIN
ZXMIN
IXHIN
ZXMIN
ZXHL N
IXMIN
IXHIN
JXMIN
ZXMLN
IXMIN
IXMIN
IXHMLN
JAHMIN
ZXHMLHN
IXMIN

8é



LAMLN

CALL FUNCTIN,X,F1) IXMIN

K11y = 77=7 JXHIN

CALL FUNCTIN,X,F2) IXHIN

WIIG#1l) = (F1=F2y1/71(2+0) ZXMIN

xil)y = 717 IAXMIN

295 CONTINUE IXMIN
LFY = IFNeN+N FEXHIN

GO TO (109, 215), LINK ZXMHLIN

9000 CONTLINUE IXMHIN
IF (IER«NL «0) CALL UERTSI(LiR,oHZXHIN ) IXMIN

900% KRETUFN IXHIN
END IXMHIN

&&



ANNEXE C

Listage du sous-—-programme DCADRE utilisé

pour 1 ‘eévaluation des integrales

PUF POSE

ARGUHENTS OCADRE =

OOOOOO0O00OO0O0O0 oo OO0 000

NUMEFTCAL INTEGRATION OF A FUNCTION USING
CAUTIOQUS ADAPTIVE ROMBERG EXTRAPOLAYICN

 FUNCTION OCADFRE (F,A,B,AERR,RERK,ERROF ,IER)

({OUTPUT).

A SINGLE=-ARGUMENT REAL FUNCTICON SUBPROGRAM

SUPPLIEL BY THE USER. (INPUT)
F MUST BE DECLARED EXTERNAL IN THE
CALLING PROGPAM, ' D
THE TWO ENDPOLNTS OF THE INTERVAL OF
INTEGRATION. (INPUT)
DESIRED ABSOLUTE ERROR IN THE ANSHER.
DESIRED RELATIVE ERROR IN THE ANSWER.

_ _ERROR = ESTIMATED BOUND ON THE ABSOLUTE ERROR

THE OUTPUT NUMBER, CCAOGRE. (OUTPUT)

EFROF PARAMETER, (OUTPUT)
WAKNING ERROR(MWITH FIX)
IEr = 65 IMPLIES THAT ONE OR MORE

SINGULARITIES WERE SUCCESSFULLY HANDLED.

DCADRE
ODCADRE

OCADRE

DCADRE
DCADRE

- DCADRE
ESTIMATE OF THE INTEGRAL OF F(X) FROM A TO B.

OCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
ODCADRE

"~ DUADRE

UCADRE
DCADRE

DCADRE
(INPUT) DCAJRE

DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCAORE
DCAORE
DCADRE



TER = 66 IMFLIES THAT, IN SONE
SUBINTERVAL{S), THE ESTIMATE OF THE
IKTEGRAL W8S ACCEPTED MERELY BECAUSE THE

" HEGULAR BEHAVIOF WAS RECOGNI ZED.
TERMINAL ERROR
~ IEF = 131 INPICATES FAILURE DUE TO
"~ TINSUFFICIENT INTERNAL WORKING STOFAGE.

Itk = 132 INPICATES FAILURE DUE TO
TOO MUCH NOISE IN THE FUNCTION (RELATIVE
TO0 THE GIVFN ERFROR REQUIREMENTS) OR
OUE TO AN TLL=BEHAVED INTEGRAND.

IEF = 133 INDICATES THAT REFR IS GREATER
THAN D.1, Ok RERK IS LESS THAN 0.0, OK
FERF 1S TOD SMALL FOR THE PRECLSION OF

~ THE MACHINE.

nc1rﬁn::n<ﬁ

PRECISION/HARCWARE = SINGLE AND DOUBL E/H32
= SINGLE/H36,H4E,H6D

REQDs LMS5L ROUTINES = UERTST,UGETLO

NOTATION - INFORMATION OMN SPECIAL NOTATION AND
CONVENTIONS IS AVAILABLE IN THE HANUAL
_ INTFOOUCTLON Ok THRCLGH IMSL ROUTINE UHELP

REMARKS 1. OCADRE CAN, 1N MANY CASFS, HANDLE JUMP
DISCONTIMITIESs StE DOCUMENT REFERENCE FOR FULL
DETAILS.

2+ THE RELATIVE EFROR PARAMLTER RERR MUST BE IN THE
INTERVAL (0,0,041) INCLUSIVELY. FOR EXAKPLE,
KEFR = 0.1 INDICATES THAT THE ESTIMATE OF THE
INTEGRAL IS TO BE COFRECT TO ONE DIGIT, WHEREAS
RERF = ,0001 CALLS FOR FOUR DIGITS OF ACCURALY.
IF DCAORE GETERMINES THAT THE RELATIVE ACCURACY

nran:mnr:ncjncjncanjﬁntmncanuincﬂnrvncan:J

ERRA = ABSlAERMS

ESTIMATED EKRCR HAS SMALL, EVEN THOUGH HNHO

DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCAGRE
DCADRE
DCADRE
DCAGR:c
DCADRE
DCADRE
UCADRE
DCADRE
OCAORE
DCADRE
ODCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCAURE
DCAORE
DCADRE
DCALDRE
DCAORE
DCAGRE
CCADRE

- DCADRE

ODCADRE
DCAGRE
OGCAGRE
DCADRE
ODCAURE

DCADRE

UCALRE
DCADRE
DCAGRE

101



STEFMN = LENGTH/Z(THO**MXSTGE) DCADRE

"7 7 STEFNE = AMAXL (LENGTH,AES (A),ABS(BY) *TEN DCADRE

STAGE = HALF OGADRE

ISTAGE = ¢ _ OCADRE

FNSIZE = ZEFO OCADRE

PREVER = ZERO DCADRE

REGLAR = JFALSE. DCADRE

N THE GIVEN INTERVAL OF INTEGRATION DCADRE

c IS THE FIFST INTERVAL CONSIDERED. OCADRE

o BEG = A _ - OCADRE

FBEG = F(BEG)*HALF DCAORE

TS11) = FBEG DCADRE

, 1BEG = 1 OCADRE

| EON = B DCADRE

FENL = FUEDON)?HALF DCADRE

- TSt2) = FEND ODCADRE
1ENC = 2 DCADRE

5 RIGHT = .FALSE. DCADRE

__C S INVESTIGATIOM OF A PARTICULAFR DCADRE

c SUBINTERVAL BEGINS AT THIS POINT. OCADRE

10 STEP = EON = BEG DCADRE

ASTEP = ABSISTEP) OCAGRE

; IF (ASTEP .LT. STEPHMN) GO TO 205 DCAORE

HRERR = STEPNM#ASTEP DCADRE

' IF (HRERF 4EQ. STEPNM) GO TO 205 DCADRE

' Ti1,1) = FBEG + FEND DCADRE

TABS = ABS(FBEG) ¢ ABS(FEND) DCADRE

_ L = 1 L . DCADRE

| N =1 - DCADR:

; H2CONV = LFALSE. DCADRE

|  AITKEN = JFALSE. DCADRE

_ 15 LHL = L DCADRE

L=1L1L ¢ 1 DCADRE

- - - ~ CALCULATE THE NEXT TRAPEZOID SUM, DCADRE

: [H  THLy1), WHICH 1S BASED ON *N2* + 1 OCADRE

| © ENUTSPACED FOINTS. HERE, DCADRE

c . N2 = NY2 = 2%%(L-1), OCADRE
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"1F (ISTEF .GT, 1) GO To 25

‘N2 = N®N

FHN N2
ISTEP = (IEND = IREG)/N

11 = IEND
IEND = 1EMND ¢ N

IF (IEND .GT. MAXTS) GO TO 200
HOVN = STEP/FN
111 = IEND

F1 = ONE
DO 20 I=1,N2,2
CTSUI1I) = TS(II)
TSIIII=1) = FIEDON = Fi * HOVN)
Fi = FI1+THWO
ili = 111=-2
I1 = I1-1

20 CONTIMNUE

25

ISTEP = 2
ISTEP2 = 1BEG + ISTEP/2

30

SUM = ZEFO
SUMABS = ZERO
L0 _30 I=ISTEPZ,IEND,ISTEP

SUM = SUM + TSI(I)

SUMABS = SUMABS + ABSITSI(I))
CONT]INUE L
TILyl) = TUL=1,1)*HLELF+SUM/FN
TASS = TABSYHALF+SUMABS/FM
N = N2

GET PRELIMINARY VALUE FOR
FRCM LAST TRAPEZOIC SUM AND UPDATE
THL EnROF KEQUIREMENT ®ERGCAL®
FOk THLS SUBINTERVAL.

1T = 1
VINT = STEP*TIL,1)
TABTLM = TABS*TEN

DCADRE

DCADRE
DCADRE

- DCADRE

DCADRE
DCADRE

DCADRE

OCADRE
DCADRE

‘OCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADRE

" DCADRE

OCADRE
DCADRE
DCADRE

DCADRE
DCAORE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCAURE
DCAORE
ODZADRE
UCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADRE
OCADRE
OCADRE

to1



FNSIZE = AMAXL (FNSIZE,ABS(T(L,y1)))
ERGL = ASTEP®FNSIZE*TEN

c
C.

nnnlnn

o000 0

3%

1F (L +GTe 2) GO TO w0

CONTINUE

ERGOAL = STAGE*AMAX1(ERFA,EFRR®*ABS (CUREST#VINT))

COMPLFTE ROW L AND COLUMN L OF ®T®

e ARRAY ,

FEXTRP = ONE

D0 35 I=1,LM1
FEXTRP = FEXTRP*FOUR
TUI,L) = TUL,I) = TiL=1,1)
TCL,I#1) = TUL,I) ¢ TUI,L)/(FEXTREF=0ONE)

CONTINUL

ERRER = ASTEP®ABS(T (1,L))

FRELIM]I NARY CECISION PFOCEDUFE
IF L = 2 AND T(2,1) = T(1,1),
G0 TO 135 TO FOLLOW UP THE
IMPFESSION THAT INTERGRANO IS
STRAIGHT LINE.

HRERR = TABS+P1%8B3(T(1,2))

1F (HRERF LEQ, TABS) GO TO 135

Go TO 15
LACULATe NEXT REATIOS FOR
EDLU"NS l,"!'!! .L-E CFF T-TIBLE
nATIO IS SET TO ZERO IF DIFFEFENCE
IN LAST THO cNTRIES OF COLUMN 15
S ABQUT ZEROD
D0 45 i=2,LM1
DIFF = ZERO
HRERR = TABTLM#LBSI(T(I-1,L))
IF (FRERR «NE. TABTLM) DIFF = TUI=1,LH1)/Ti]I=1,L)
T(l=-1,LM1) = DIFF
I1F (BBES(FCUF=T (1,LM1)) JLE, H2TOL) GO TO ED
IF (Tt1,Lm1) LEQe ZERG) GO TO %5

IF _(ABS (IWO=RABSH(T(1,LM1))) JLT. JUMFTL) GO TO 130

1F (L +EQ. 3) GO TO 15
H2COMV = LFALSE,.

DCADRE
DCADRE

DCADRE |

DCADRE
DCADRE

DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADRE
OCADRE
DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCAURE
DCADRE
DCADRE
DCAGRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCAORE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
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IF (ABS ((T(1,LM1)=T (1,L=2)1)/T(1,LH1)) JLE. AITTOL) GO TO 75

‘50 IF (KREGLAR) GO TO 5E

IF (L +EQO. &) GO TO 15
HRERh = EPGL +EFREF

55 IF (ERRER +GT. ERGOAL +&4MND. HRERR oNE. ERGL) GO TO 175

GO TU 145
CAUTIMS mROMBERG EXTFAFOLATICN

60 IF (H2CONV) GO TO 65

AITKEN = JFALSE.
H2GONV = JTRUE.
65 FEXTEP = FQUP

70 IT = IT + 1

VINT = STEP*T(L,IT)
 ERREF. = ABS(STEP/(FEXTRP=UNEI*T(IT=1,L))

1F (EFREF .LE. ERGOAL) GG TO 160

HRERF = ERGL +EFFES

IF (HRERR «F0. ERGL) GO TO 160

IF (1T .EQ. LM1) GO TO 125
IF (T(IT,LM1) .EO. ZERO) GO TQ 70
CIF (TUIT,LML) .LE. FEXTRF) GO TO 12¢
1F (ABSUTUIT,LM1)/FOUR=FLXTRP)/FEXTHP +LT« ALITTOL)
1 FEXTRP = FEXTRE*FLUR
6o To 70
INTEGFAND MAY HAVE X®®ALPHA TYPE
SINGULARITY
RESULTING IN A RATIO uF *SING*
%% (ALFHA + 1)
75 IF (T(1,LHM1) «LT, AITLOW) GO TO 17
IF (AITKEN) GO TO &0
H2ZCONV = JFALSE.
AITKEN = .TRUE.
80 FEXTRP = T(L=2,LM1)

IF (FEXTRP .GT. FOURP5) GU TO &5
IF (FEXTRP 4LT, RAITLOW) GO TO 175

IF (ABS (FEXTRP=T(L=3,LH1))/T(1,LM1) .GT. H?TOL) GO TQ 175

DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

DLADRE
DZADRE
OCADRE
DCAORE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
OC ADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCAGRE
DCADRE
DCAORE
DCADRE
DCADRE
OCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
GCADRE
DCAOQRE
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SING = FEXTFEP

FEXTK1 = ONE/(FEXTRP = ONL)

AIT(1) = ZERD

DO 85 I=2,L
AIT(I) = TUI 1) & (T(i,i)=Tli=1,1))%FEXTHY
R(I) = T(1,I-1)

85

DIF(I) = AIT(I) = AIT(I=1)
CONTINUE

AT = 2

90

VINT = STEP®AITIL)

ERRER = ERRER®FEXTM1

HRERR = ERGL ¢EFREF . .

IF (ERREF .GT. ERGOAL +AND. HrERR JNE. EFGL) GO TO 95
IER = HAXOD(IER,BE5)

GO TO 160

1T = IT + 1

IF (IT .tQ. LM1) GO TO 125

IF (1T .GT. 3) GO TO 100

105

110

100

HZHEXT = FOUR
SINGHX = SING+SING
1F (HZNEXT .LT. SINGNX) GO TO 105
FEXTRP = SINGNIX
SINGNX = SINGHX+SINGNX
GO TO 110 B
FEXTFP HZNEXT
HZNEXT = FOUR®HZNEXT
00 115 I=IT,LHM1

Ril+1) = ZERO

HRERF. = TABTLM+ABS(DIF(I +1))

IF (FRERR «NE., TABTLM) R(I®1) = OIFLI)/DIF(Is1)

115 CONTINUE

H2TFEX = =H2TOL®*FEXTRP
CIF (R(L) = FEXTRP LT, H2TFEX) GO TO 125
IF (RIL=1)=FEXTRP LT, F2TFEX) GO YO 12%
ERREF = ASTEP®*ABS(DIF (L))
FEXTH1 ONE/(FEXTFP = C(NE)
I

DO 120 I=IT,L

[L i}

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

OCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
DCAJRE
DCADRE
DCADRE
DCAORE
DCADRE
ODCADRE
DCADRE
OCADRE
OCADRE
ODCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
OCAQRE
ODCADRE
OCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
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AITII) = AITUHI) » DLFUI)*FEXT HL ULKUKE

- DIF(I) = AIT(I) = AIT(I=1) ODCADRE
120 CONTINUE DCALRE
GO TO 90 DCADRE
CURRENT TRAPEZOIU SUM AND RESULTING DCADRE

EXTFAPOLATED VALUES DID NOT GIVE DCADRE

4 SHALL ENCUGH *ERFER®*. ODCADRE

NOTF == HAVING PREVER ..T. ERFER DCADRE

o 1S BN ALMOST CERTAIN SIGN OF DCAORE

BEGYNNING TROUBLE MWITH I[N THE FUNC-DCADRE

TIOM VALUES. HENCE, A WATCH FOR, DCADRE

S ANG CONTHOL OF, NOISE SHOULD DCADRE
JEGIN HERE. OCADRE

125 FEXTRP = AMAX1(PREVER/EFRER,AITLOW) DCAORE
PREVEFR = ERFER _ DCAGRE

IF IL «LT« 5 GO TO 15 DCADRE

IF IL=IT «GTa& 2 «ANDs ISTAGE «LT .« MXSTGE) GO TO 170 OCACDRE
EFRRET = ERREK/ (FEXTRP®** (MEXTBL=-L)) DCAGRE
HKERKE = ERGL +EFRET DCADRE

IF (ERRET .GT. EFGOAL +LHND. HRERKR NE. EFGL)Y GO TO 170 DCADRE

Go To 1% _ _ DCAODRE

C INTEGRAND HAS JUHP (SEE NOTES) ODCADRE
130 HEERR = ERGL+ERREF DCADRE
IF (ERREF +GT. EFGOAL +AND, HARERR «NE. ERGL) GO TO 170 DCADRE
NHOTE THAT 24FN = 28" GCAURE

DIFF = ABSITIL,L)IP (FN+FN) DCAORE

GO TO 160 o B CCADRE
INTEGFAND IS5 STRAIGHT LINE OCADRE

TEST THIS ASSUMPTION BY COMPARING OCAORE

- THE VALUE OF THE INTEGPAND AT DCADRE
FOUR *RANDCHMLY CHOSEN® POIMNTS WITH DCADRE

THEL VALUF OF THE STRAIGHT LIHNE DCADRE

o o INTERFOLATING THE INTEGRAND AT THE DCADRE
THO ENC POINTS OF THE SUB=IMTERVAL.DCAODRE

IF TLST 1S PASSED, ACCEPT *"VINT™ DCADRE

135 SLOPE = (FEND=-FBEG)®*THO e e _ DCADRE

BOT



FBEGZ = FBEG+FBEG ' . OCADRE 3

00 140 I=1,4 DCAORE
__DJFF = ABS(F(BEG+RN(I)*STEP) = FBEGZ-KN(I)*SLOFE) . DCADRE _ B}
HRERR = TABTLM+DIFF DCADRE
IF(HRERR .NE. TABTLM) GO TO 155 DCADRE
__ 140 CONTINVE . . o OCADRE
GO TO 160 GCADRE
c NOISL MAY BE DOMINANTYT FEATURE OCADRE
c - R ESTIMATE NOISE LEVEL 8Y COMPARING OCADRE
c THE VALUE OF THE INTEGRANO AT DCADRE
C FOUP ®*RANDCMLY CHOSEN® POINIS WITH DCADRE
G THE VALUE OF THE STRAIGHT LINE  DCADRE
c A NTFFPCLATING THE INTEGRAND AT THE DCAURE
c TWO ENDPOINTS. IF SMALL ENOUGH, DCADRE
c _ L ACCEPT _*VIN® DCADRE
145 SLOPE = (FENO-FBEG)*THO DCAODRE
FBEG? = FBEG+FBEG DCADRE
oo b= . _ DCADRE
150 DIFF = ABS(FUBEG#RN(L)*STEP) - FBEGZ=-RN(I)*SLOPE) DCADRE
155 ERRER = AMAX1(ERKER,ASTEP¥DIFF) DCADRE
o HREKF, = ERKGL #+ERREF i B o DCADRE
IF (ERREK +GTs ERGOAL +AND. HRERR «NE« ERKGL) GO TO 175 DCADRE
I = 1+1 DCADRE
IF (1 +LE«. &) GO TO 150 DCAORE
1ER = Bb DCADRE
C INTERGRATION OVER CURRENT SUB= DCADRE
c o ) INTFRVAL SUCCESSFUL N DCAORE
c ADC *VINT* YO *DCACRE® AND ®*ERRKER* DCAODRE
c TO ®"LRFOF*, THEN SET UP NEXT SUB- DCADRE
C INTER VAL, IF ANY,. DCADRE
160 CADRE = CADRE ¢ VINT GCAGRE
ERROF. = ERROR + EFFRZIR ' DCADRE
IF (F1GHY) GO TO 165 DCADRE
ISTAGE = ISTAGE = 1 DCADRE
iF (ISTAGE .EQ. 0) GO TO 220 © DCADKE
REGLAF = REGLSV(ISTAGE) OCADRE

&0T



" ~ BEG = BEGIN(ISTAGE) ' DCADRE
/ EON = FINISU(ISTAGE) OCADRE
CUREST = CUREST = EST(ISTAGE®1) ¢ VINT DCADRE
_IENC = IBEG = 1 DCADRE
FENC = TS(IEND) DCADRE
IBEG = 1BEGS(ISTAGE) DCAORE
Go To 180 DCADRE
165 CURESYT = CUREST + VINT DCAORE
STAGE = STAGE+STAGE OCADRE
IEND = IBEG DCADRE
IBEG = IBEGS (ISTAGE) CCADRE
EON = BEG DCACRE
_BEG = BEGIN(ISTAGE) DCAORE
FENC = FBEG DCAORE
FBEG = TS(IBEG) DCALURE
GO TO 5 _ OCADRE
c INTEGFATION CVER CURFENT SUBINTERVAL OCADRE
c IS UNSUCCESSFUL, MARK SUBINTEFVAL OCAODRE
. C - FOR FURTHLR SUBODIVISION. SET UP DCAORE
c . NEXT SUBINTERVAL. ~ DCADRE
170 REGLAR = ,TRUE., DCAORE
175 IF (ISTAGE +EQ« MXSTGE) GO TO 205 ODCADRE
IF (KIGHT) GO TO 185 DCAORE
REGLSVIISTAGE#1) = REGLAF OCADRE
. BEGIN(ISTAGE) = BEG OCADRE
IBEGS(ISTAGE) = IBEG OCADRE
STACE = STAGE®HALF DCADRE
180 RIGHT = .TRUE. OCADRE
BEG = (BEG+EQN) *HALF DCAORE
IBEG = (IBEG+IEND)/2 ODCADRE

TS(IBEG) = TS(IBEG)I®HALF . _ o DCADRE

FBEG = TS(IBEG) o DCADRE

GO TO 10 DCAORE
185 NNLEFT = IBEG = IBEGS(ISTAGE) DCADRE
IF (1EMD#NNLEFT .GE. HAXTS) GO TO 200 DCADRE
I1I = IBEGSI(ISTAGE) DCADRE
(11 = 1END _DCAORE

o1t



9005 RETURN

- 190

e ISALIL)

135

. AEND_

DO 190 1=I11,IBEG
I1 = 11 + 1

o JSUII) = TSI

CONTINUE

111 = I1I
CONTINUE
LEMD + 1
IEMD = NNLEFT

1BEG
FENL = FBEG

FBEG = TS(IBEG)
FINIS(ISTAGF) = EDN

LON = BEG

BEG = BEGIN(ISTAGE)
BEGIMISTAGE) = EON
REGLSV(ISTAGE) = FEGLAR
1STAGE = ISTAGE + 1

REGLAR = REGLSV(ISTAGE)
EST(LSTAGE) = VINT

CUREST = CUREST + £ST (ISTAGE)
GO TO 5

1ER = 131
GO TG 215
IER = 132
GO TO 215

220
9000

1ER = 133
CADRE = CUREST ¢ VINT
OCADRE = CADRE_

CONTINUE

FALLUPE TO HANDLE GIVEN INTEGRA-

TION PROBLEM

IF (IerR «MNEe 0) CALL UERTST (1ER y6HDCADRE}

END

~  OCAODRE

DCADRE
OCADRE
OCADRE

DCADRE

UCADRE
OCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCAURE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

OCADRE

DCADRE

DCADRE

UCADRE
OCADRE
UCADRE

DCADRE

ODCADRE
DCADRE
OCADRE
OCADRE
DCADRE
DCAGRE
OCAGRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

ODCADRE
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IER = 66 IMFLIES THAT, IN SOME
SUBINTERVAL (S), THE ESTIMATE OF THE
INTEGFAL WES ACCEFTED MERELY BECAUSE THE

DCAORE
DCADRE
DCADRE

ESTIMATED EnKCR WAS SMALL, EVEN THOUGH NO DCADRE

REGULAK BEHAV1OF WAS RECOGNI ZED.
TERMINAL ERROR
_ IeF = 131 INPICATES FAILURE DUE TO

Itr = 132 INPICATES FAILURE DUE ToO
TOO MUCH NOLSE IN THE FUNCTION (RELATIVE
TO THE GIVFN ERFOR KREQUIREMENTS) OR
DUE TO AN TLL=BEHAVED INTEGRAND.

1FF = 133 INDICATES THAT KEFR IS GREATER
THAN D.1y Ok RERR IS5 LESS THAN 0.0, OR
FERR 1S TOD SMALL FOR THE PRECISION OF
THE MACHINE,

PRECIS1ON/HARDWARE = SINGLE AND DOUBL E/H32
= SINGLE/H36,H48,H6D

REQD. 1HSL ROUTINES = UERTST,UGETIO

NOTATION ' -« INFORMATION ON SPECIAL NOTATION AND
CONVENTIONS IS AVAILABLE IN THE MANUAL
INTFODUCTLON Ok THRCUGH IKSL kOUTINE UHELP

" TINSUFFICIENT INTERNAL WORKING STOFAGE.

DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

- DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCAGRE
DCADRE

_DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADORE
DCADRE
DCADRE

~ DCADRE

REHARKS 1. DCADRE CAN, 1IN HANY CASFS, HANOLE JUMP
DISCONTIMITIES. Sttt DOCUMENT REFERENCE FOR FULL
DETAILS.

2. THE KELATIVE E-ROR PAPAMLTER RERR MUST BE IN THE
INTERVAL (0.0,0.1) INCLUSIVELY. FOR EXAMPLE,

"RERR = 0.1 INODICATES THAT THE ESTIMATE OF THE
INTEGRAL IS TO BE COFRECT TO ONE DIGIT, WHEREAS
PEFF = ,0001 CALLS FOR FOUR DIGITS OF ACCURACY.
1F DCADRE GETERMINES THAT THE RELATIVE AGCURACY

OCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCAODRE
GCAGRE
DCADRE
DCAGRE
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3.

b

FEQUIREMENTS CANNOT BE SATISFItD, 1ER 1S SET TO
133 (REFK SHCULD BE LARKGE ENOUGH THAT,s WHEN ADCED

70 100.0, THE FESULT IS A NUMBEF GREATER THAN

100400,

THE ABSOLUTE ERKOR PARAMETER, AERR, SHOULD BE NON=
NEGATIVE. IN ORDER 10 GIVE A REASONABLE VALUE FOR
AERK, THE USEF MUST KNOW THE APPROXIMATE MAGNITUDE
OF THE INTEGKRAL SEING COMPUTED. IN MAMNY CASES IT IS

SATISFALTORY TO USE AERF = 0,0, IN THIS CASE, OMY

" THE RELATIVE EKROR Rc QUIREMENT IS SATISFIED IN THE

COMPUTATION.

EVEN WHEN 1ER 1S NOT EQUAL TO 0, DCADRE RETUKNS THE

BEST ESTIMATE THAT HAS BLiN COMPUTED.

QUOTING FRCH THE DOCUMENT REFERENCE=- A YERY CAUTIOUS
HMAN WOULL ACCEPT uCACRE ONLY 1F LER 15 0 OR &5. THE
MERELY REASONAGLE HAN WOJLD KEEP THE FAITH EVEN IF
IER IS €6 THE ADVENTURCUS MAN IS QUITE OFTEN FIGHT

IN ACCEPTING LCADORE EVEM 4F IER IS 131 OR 132,

boooo0n000000O00a00ann00

oo

COPYRIGHT

WARRANTY

5

DCADFE MAY RETURN WRONG ANSWERS IF F HAS A PERIODIC
FACTOK WITH HIGH FREQUEMCY AND THE INTERVAL (A,B8)
CONTAINS AN INTEGRAL NUMBER OF PERIODS. IN THIS CASE

 THE EASIEST Flx IS TO CIVICE THE INTERVAL INTO TWO

SUBINTEFVALS (AyC) AND (C,8) S5UCH THAT NEITHER
CONTAINS AN INTEGRAL NUMBek OF PERIOQODS (PICK C AT

RANDOM), AND CALL UCADRKRF TO INTEGRATE OVER EACH

SUBINTERVAL.,

= 1976 BY IMSL, INC., BALL RIGHTS RESEIVEL.

EXPRESSED OF iMPLIEC, 1S APPLICABLE.

'UNCTION DCADRE (F,A,B,AERR ,REFR,ERRCR, IER)

SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

“DCADRE

ODCADRE
OCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE

"DCADRE

- IM5L RARRANTS ONLY THAT IMSL TESTING HAS BEEN
AFFLIED TO THIS CODE. NO OTHER WARRANTY,

DCADRE
DCADRE
DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCACRE
DCADRE

~ DCADRE

DCADRE
OCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCAORE
OCADRE
DCADRE

DCADRE

ODCADRE
DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCAORE



ANNEXE D

Eguation de Schrédinger dans le systéme de coordonnées

du centre de masse et coordonnées relatives

Il s'agit d’'exprimer 1 'éguation (5.5) dans le systéme de

coordonnées du centre de masse et coordonneées relatives

—_
Ry = (xz—x,?,—Y.zl—Il = (Ki,Y;,Zl)

—
Rz = (K2=X,y=-Y,z22-1)

{ng‘f:z-,z:}

U =———(MX+mx,+m:= MY+my,+my= ,MI+mz,+mz=)

9 u. 9 X, 9 W= 2

x ™ AU, ax 5;: X W=

N PITA . w. 2 0, x. 3

+

3% x ) du., I W quldx, Ix 9% Ju.dxe

+

(:xl 9% I, Ix. & %, u. I
+ + —

x ) Ixy XX WPadx= I X JULIX,

%2\ 2 = 3%, 7 = Ju. 4

+

+(5;:)E;£ i a;_ 5;- W= Ix I dulx=

Juij;gi. ﬂxlb_ﬂi +(}x

.
x ) dul \ax /) Ixd

2
=

7* U 3,
—_— + 2 —
Ix ) Ix% X x Ju.ix,

ﬂl

(D. 1)

(D.2}

(D.4)



2 X
Ju.. sz ﬂ M= W, d
+ 2— — + 22—
X ax U Ix= X IX I M=
A g 9"
De la m@me maniére on calcule 3—1 et ﬂ y 2insi
Y Z

Ll 42 Y 2
&Rz( H)H +3i +_2_

M+ 2m/|duX 0¥ qu¥

gﬁ gﬁ ?l jl ?1 HL

1 * L * k2 i - L

2 2 2
_(H 2M ‘\ 4 X ] . 7 1

+ Em} JUH 91'1 :}I—lvg‘rl gur_—gzl
( 2M ) 32 2t 2°
_ + -
\ m+2m /{T0.2%= Ju,dve Juldze

qb ga QL
+ 2 + +
%= Ivadve 7.7z

4o

L
KN ['au, N PR R PP
15 N/ 2us laxs AXa ?xi) %L
MW. %, 4° 2 W W= 1

JH: ' ER zuu?xl JKI Qs guuﬂx:

]Hj 331 ?I;]Xz
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L 1

- et —, ainsi
3?1 321

De la méme maniére on calcule

.f_'z;(mmﬁz 9 /A A
: M + Zm jUi GUi JUi 1Ki ﬁYf JI:

( -\ 9’" >
+ 2 + *
Mo+ 2m)Ju X, Judy, Juldz.

Le m@me calcul donne

ES: =

u, W xE nt

( . 'k P 9!
+ 2 + +
M+ 2m/[U.Ix= Judva Ju.dza

Utilisant (D.&), (D.B) et (D.9)

1 1 M 2m /e
— Ne + ——-[ﬁ}l + £}=]= L * - — * —3
M m (M+2m) tM+2mll u. Ju,
r
d 1 1 1 1
el B e Drmy | — + — | A=
ju: ™ m ™ m
L
2 h 3
- — +

M W= vadve 7,772

1 1 1 2
= De + - + __'(glﬂl -+ ﬁhn;) +* — Vei1Ve=
M+ 2m M m M

ou c est relatif au centre de masse

Utilisant (D.10)
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(D.8)

(D.9)

(D.10)



2
] 1
- — —_ AR + — <A1 + Az)
2 M m
1 1 1
Devient en pasant — + — = —
M m M
> 2 )2
R f %
— Ac - - (&F‘\‘l + &Rz) —_ — VR1VR2
2{M+2m) 2) M
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(D.11)

En portant cette relation dans (4.4) on trouve 1 'équation {(4.6)





