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RESUME 

Dans la littérature, on retrouve plusieurs démonstrations des transformations 

de Lorentz où leur caractère linéaire est déduit d'un principe alors nommé · 

pril7cipe d'l7omogél7élté de l'espace-temps L'argumentation est rarement 

explicite, et la notion d'homogénéité même, demeure souvent vague, Dans 

cette étude, nous nous proposons de préciser la notion d'homogénéité de 

l'espace-temps, et de vérifier si elle implique la linéarité des 

transformations cinématiques. 

Dans le premier chapitre, nous analysons quelques définitlons d'homogénéité 

de l'espace-temps qui ont été données, justement dans le dessein de déduire 

le caractère linéaire des transformatlons de Lorentz. De plus, nous y ajoutons 

deux autres définitions qui poursuivent un but tout à fait différent. 

Nous amorçons le second chapitre avec une définition explicite de 

l'homogénéité de l'espace-temps lorsque ce dernier est considéré plat. Nous 

en profitons pour bien spécifier ce que nous entendons par tral7s{ormat/()17 

CInématique Nous terminons ce chapitre avec trois autres définitions de 

l'homogénéité données dans le cadre des théories métriques de la gravité. 

A part1r de deux exemples pUisés dans la théor1e des groupes de 

transformations continues, nous allons voir, au chapitre trois, si 

l'homogénéité implique la linéarité des transformations cinématiques. 
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Enfm, nous allons conclure sur le fa1t que les transformat1ons de Lorentz se 
démontrent avec un m1n1mum d'ax1omes ne fa1sant pas 1nterven1r de principe 

comme celui de l'homogénéité de l'espace-temps, 
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1 NTRODUCT 1 ON 

Dans la 1 ittérature, on retrouve plusieurs démonstrat ions des transf ormat ions 

de Lorentz où leur caractère linéaire est déduit d'un principe alors nommé 

prinCIpe d'!Jomogé7e/té de lespace-temps L'argumentation est rarement 

explicite, et la notion d'homogénéité même, demeure souvent vague. Dans 

cette étude, nous nous proposons de préciser la notion d'homogénéité de 

l'espace-temps, et de vérifier si elle implique la linéarité des 

t.ransformat.ions cinémat.iques, 

Dans le premier chapitre, nous ana lysons quelques définitions d'homogénéité 

de J' espace-temps qui ont été données, justement dans le dessein de déduire 

le caractère linéaire des transformations de Lorentz. De plus, nous inc luons 

deux définitions qui poursuivent un but tout à fait différent. En fait , les 

définitions sont envisagées, soit dans le contexte d'un espace-temps plat , 

soit en présence d'un champ gravitationnel. Dans ce dernier cas, les théories 

métriques de la gravité constituent le point de départ à la discussion. 

Nous amorçons le second chapitre avec une définition explicite de 

l'homogénéité de l'espace-temps lorsque ce dernier est considéré plat. Dans 

ce sens, nous disons que l'espace-temps est homogène s'il y a un sous-

ensemble du groupe des transformations de coordonnées tel que, pour toute 

paire de points de l'espace-temps, 11 existe un é lérnent du sous-ensernb le qui 

transforme ces deux pOints l'un dans l'autre. Il est à noter que le groupe des 



2 

tt-'ansfor-rnations de coordonnées for-rne un sous-gr-'oupe lnvar-Jant du groupe de 
symétrie des lois physiques. On peut touver un sous-groupe des 

transformations de coordonnées qui nous permet de construire une variété 

homéomorphe à l'espace-temps, comme un "espace quotient". Cette défln l tion 

fait appel au formalisme mathématique de la tiléorie des groupes et nous 

conduit à la définition de groujJ!? cinématique qui correspond au sous-groupe 

des transformations de coordonnées. Nous terminons ce chapitre avec trois 

autres définit ions de l'homogénéité données dans le cadre des théories 

métriques de la gravité. Ces dernières font intervenir le formalisme de la 

théorie de la relativité générale d'Einstein. 

Nous allons vérifier, au chapitre trois, la validité de l'affirmation qui dit que 

l'homogénéité implique la 1 inéarité des transformations cinématiques. Pour 

ce faire, nous élaborerons deux exemples puisés dans la théorie des groupes 

de transformations continues. En fait , nous allons montrer que le groupe 

cinématique constitué par les transformations homogènes de Lorentz est une 

application linéaire sur la variété formée à partir du groupe des 

transformations de Poincaré, Nous rappelons que le groupe de Poincaré 

préserve les équations de la relativité restreinte. Par contre, le groupe 

cinématique formé à partir des produits du groupe homogène de Lorentz, des 

dilatations et des accélérations constitue, lui, une application non linéaire 

sur la variété constrl}ite avec le groupe conforme. Le groupe conforme 

préserve 1 es équat i ons de l'é 1 ectrodynam i que. 
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CHAPITRE 1 

HOMOGENEITE DE L'ESPACE-TEMPS: 
EXAMEN DE LA LITTERATURE 

1. 1 1 ntroduct 1 on 

Nous nous proposons ici de faire ressortir certaines définitions qui ont été 

données depuis Albert Einstein en ce qui a trait à la propriété d'homogénéité 

que l'on attribue à la structure de l'espace-temps. Notre but n'est pas de faire 

une analyse exhaustive de ces définitions, ou de noter toutes celles qui ont 

été faites à ce Jour, mais bien de cerner les principales selon un ordre 

chronologique et de souligner leurs limites. Suite à ce survol, 11 nous sera 

loisible de Jeter les bases pour de nouvelles définitions. 

1.2 Einstein (1905) 

Lors de la recherche des équations de transformation de l'espace-temps 

reliant un système de référence en mouvement rectiligne uniforme par rapport 

à un système de référence inertie 1*, Einstein( 1) affirma que ces dernières 

doivent être 1 inéaires si la propriété d'homogénéité de l'espace-temps est 

posée. 

'* L'expression anglaise utilisée dans la traduction de l'article de 1905 d'Einstein était 
"stationnary system" pour signifier un système de coordonnées dans lequel les équations de la 
mécanique newtonienne sont valides (en première approximation). Nous utiliserons 
l'expression plus usuelle de nos jours, soit "système de référence inertiel", 
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Einstein fut le premier à invoquer cette propriété pour justifier la linéarité 

des équations de transformation. Il n'a pas explicité davantage ce qu'il 

entendait par homogénéité de l'espace-temps. 

1.3 La1an ( 1937) 

Dans le cadre de la déterminatlon des cinématiques", M.V. Lalan(2) a donné une 

définition de l'homogénéité de l'espace-temps. 

Soit C l'opération qui consiste à changer de référentiel tout en conservant 

l'origine de l'espace-temps: 

C: x' = f(x,t,v) 
t ' = g(x,t,v), ( 1.3.1) 

où v représente la grandeur de la vitesse d'un point quelconque fixe dans le 

système de référence S' par rapport à un système de référence S. Lalan 

postule que l'opérat ion C jouit de la propriété suivante: 

tt 

"".si avant d'effectuer l'opération C, on change 
l'origine du système S, 11 est possible de ramener 
l'opération C à sa forme primitive en effectuant un 
changement d'origine convenable dans le système S'," 

Il est à noter ici que l'auteur n'indique pas ce qu'il entend par "cinématique", Nous nous 
proposons d'en donner une définition au chapitre suivant. 



Autrement dit, si on ~  

et 

To:  x ~ x-xo 

t ~ t-to 

T 0': x' ~ x'-x'o 

t' ~ t'-t'o 

5 

C 1.3.2) 

( 1.3.3) 

les deux changements d'origine respectivement dans S et S', la propriété 

d'homogénéité de l'espace-temps s'exprimera par 

T o'CTo = C, ( 1.3.4) 

e'est-à-dlre 

fCx-xo,t-to,v)-X'o = f(x,t,v) ( 1.3.5) 

et 

gCx-xo,t-to,v)-t'o = gCx,t,v), ( 1.3.6) 

d'où l'on dédult aussltôt la forme llnéalre" de f et g par rapport à x et t, solt 

.. 

X' = o.(v)(x-vt) ( 1.3.7) 

Il est à noter Que l'auteur ne donne pas la preuve Que ladite propriété conduit à la linéarité. En 
fait, ce résultat est bien démontré en annexe d'un article de V. Berzi et V. Gorini(3). 
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t'= Wv)x + y(v)t . ( 1.3.8) 

Une question se soulève ici, soit: les changements d'origine peuvent-ils 

toujours s'exprimer comme les transformations T 0 et T 0' ? 

A cet effet, Lalan affirme ceci : 

"Quelque hypothèse qu'on fasse sur la nature de 
l'espace-temps, il est toujours loisible de faire agir 
dans cette variété un groupe quelconque. C'est la 
nature de l'opération à représenter qu'il importe 
d'examiner, et aussi le genre de variables que l'on se 
propose d'utiliser, car un groupe change de forme 
quand on change de variables. 

Nous caractérisons les variables x, t par la façon 
dont elles se transforment quand on change d'origine 
dans l'espace-temps. Les changements d'origine dans 
l'espace-temps Cà deux dimensions, par hypothèse) 
sont des opérations dont l'ensemble constitue un 
groupe à deux paramètres. Ce groupe est abé 1 i en, car 
les changements d'orig1ne sont permutables deux à 
deux; en conséquence, il peut s'écrire grâce à un 
choix convenable des variables 

u' = U-Uo, v' = V-Vo ." ( 1.3.9) 

Nous pouvons remarquer que Lalan considère l'espace-temps comme une 

varlété. A ce sUJet, on peut retrouver dans les volumes de AO. Barut et R. 

Raczka(4) et de Gllmore(S) une bonne déf1n1t1on de ce que l'on entend par une 
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variété. Par exemple, Barut et Raczka définissent les variétés topologiques, 

différentielles et analytiques*. Dans l'ordre énuméré, les variétés sont 

dotées de plus en plus de structure. Nous pouvons remarquer aussi que la 

question ci-haut mentionnée peut se ramener à la suivante: les changements 

d'origine dans la variété de J'espace-temps peuvent-i ls toujours s'exprimer 

comme les transformations To et To'? 

Nous pouvons faire les constatations suivantes: 

-Premlère constatatlon 

Le fait de considérer l'espace-temps comme une variété, assure qu'on peut 

construire un système de coordonnées dans le voisinage de n'importe quel 

point de la variété. 

-Deuxième constatat ion 

Pr'enons comme variété un espace vectoriel réel et dotons ce dernier de 

coordonnées rect il i gnes. Nous pouvons a lors tou jours expri mer 1 es 

changements d'origine comme T 0 et T 0'. 

Soit un espace euclidien réel muni de coordonnées rectangulaires (ou 

cartésiennes). Chaque point de cet espace, que nous choisissons de dimension 

deux, peut être exprimé par la ~i  de deux nombres rée ls, soit 

Dans l'annexe A, nous avons trouvé opportun de rappeler la définition d'un espace vectoriel et 
d'un espace euclidien. Dans l'annexe B, nous donnons la définition d'une variété topologique, 
d'une variété différentielle et d'une variété analytique. 
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P = (x,y) . (1 .3.10) 

Dans ce système de coordonnées, la métrique (ici la distance entre deux 

points) sera donnée par 

d = [(X-Xl )2+(Y-Yl )2]112 . (1.3 .11 ) 

Ceci représente la distance entre un point quelconque P = (x,y) et un point 

fixe Pl = (Xl,Yl) qu'on peut considérer comme nouvelle origine, c'est-à-dire 

autre que Po = (0,0). 

Par un crloix approprié du système de coordonnées, ici les coordonnées 

rectangulaires, il est possible d'exprimer un changement d'origine par nos 

transformations To et To' dans un espace vectoriel réel. Il n'en serait pas de 

même si on avait choisi, par exemple, un système de coordonnées polaires. 

-Troisième constatation 

Prenons des surfaces dans un espace euclidien réel à trois dimensions et qui 

constituent des variétés. Analysons trois cas, soit un cylindre, une sphère et 

une surface quelconque. Dans le cas du cylindre, nous obtenons la métrique 

(1.3.12) 

lorsqu'on utll1se des coordonnées cy11ndrlques. Le changement d'orlg1ne peut 

alors être exprimé par T 0 et T 0'. 
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Dans le cas de la sphère, que nous prendrons de rayon R = 1 pour simplifier, 

nous obtenons la métrlque 

d = cos- 1 {( 1/2)[cos(8-81 )-cos(8+81 )Jcos (qJ-qJ 1) 
+ (1/2)[cos (8-81 )+cos(8+81)J) , ( 1.3. 13) 

lorsque nous utilisons les coordonnées sphériques. Comme la métrique n'est 

pas seulement une fonction de 8-81 (ou 8+81), elle n'est pas invariante sous To 

et T 0'. Sans en faire une preuve forme Ile, nous pouvons présumer que dans le 

cas de la sphère, il n'existe pas de système de coordonnées dans lequel T 0 et 

T 0' représentent un changement d'origine. 

Si nous choisissons une surface quelconque, dans l'espace euclidien réel à 

trois dimensions, qui satisfait la définition d'une variété topologique, alors il 

existe un voisinage autour de chaque point de la variété qui est en 

corresondance biunivoque avec un voisinage de l'espace euclidien à deux 

dimensions. Nous pouvons sûrement effectuer des transformations du type T 0 

et T 0' à l'intérieur de ces voisinages. Mais ce n'est sans doute pas toujours le 

cas lorsque nous prenons une partie de la surface qui n'est pas en 

correspondance biunivoque avec un voisinage de l'espace euclidien réel à deux 

dimensions. 

Donc, l'affirmation de Lalan en ce qui a trait aux transformations T 0 et T 0' à 

l'intérieur d'une variété n'est valide que lorsqu'on ajoute certaines 

contraintes comme, par exemple, lorsqu'on se limite à l'intérieur de 
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voisinages qui sont en correspondance biunivoque avec un voisinage de 

l'espace euclidien réel , ou lorsqu'on prend un espace vectoriel réel , De plus, la 

définition d'homogénéité de cet auteur exclut la sphère qui est homogène du 

point de vue métrique* , Par contre, si on prend comme variété une surface 

quelconque, cette dernière sera non homogène tant du point de vue métrique 

que selon la définition de Lalan, 

1.4 DraKe (1966) 

Passons maintenant à la contribut10n de E. Drake( 7), Il écrit--

*. 

"We summarize first the usual application of the 
principle of relativity to two frames in uniform 
relative motion to fine down the form of 
transformation, Motion and aIl measurements are in 
the x direction, 

Let 

x'= F(v,x,t), 

Assume that dx' caused by dx and dt is independent of 
x ant t. Also fix the clocks so that at x = 0, t = ° 
then x'= 0, t'= O. These conditions demand that F 
must be linear ln x and t. Thus 

En fait, c'est ce que nous verrons à la section 1,9. 

(1.4.1) 

Nous avons décidé de noter les citations en anglais lorsque l'article est dans cette langue et ce, 
de manière à rendre exactement ce que les auteurs veulent nous communiquer, 
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x'= ax+ht ( 1.4.2) 

where a and h de pend on v only." 

Comme l'hypothèse au sujet du dx' est repr1se plus en détall dans un at't.icle lie 

J.M. Lévy-Leblond, nous en dlscuterons lorsque nous analyserons ce dernler. 

1.5 Berzt et Gorini (1969) 

V. Berzi et V. Gorini(3) ont tenté de déduire le principe de réciprocité à partir 

de certaines hypothèses, entre autres, l'homogénéité de l'espace-temps. Il est 

à noter que le principe de réciprocité établit que la vitesse d'un système de 

référence inertiel S par rapport à un autre système de référence inertiel S' 

est l'opposée de la vitesse de S' par rapport à S. 

En fait, ces auteurs reprennent la définition de l'homogénéité qui a été donnée 

par Lalan. Ces derniers parlent au début de l'article de variété. En effet, 

"By using the principle of relativity, together with 
the customary assumpt ion concerning the nature of 
the space-tlme manlfold ln special relativlty, 
namely, space-time homogeneity and isotropy of 
space, a sirnp le but rlgorous proof is given of the 
reciprocity relation for the relative motion of two 
lnert lal frames of reference, whlch 15 u5ually 
assumed as a postulate in the standard derivations of 



the Lorentz transformations wlthout the prlnclple of 

invariance of 1 ight ve locity" 
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Regardons maintenant comment les auteurs appliquent le principe 

d'homogénéité de l'espace-temps. 

"(..,), let us emp loy the notation ~ for the two-vector 

(x,t) and write the transformation which connects 5 

to S'as 

~  ~  

(..,) 

The homogeneity of space-time requires that a 

space-time translation T not affect the relation 

between the two observers and thus 1eaves the 

transformation invariant. Denoting by Ta. and Ta.' the 

representations of T relative to 5 and S', 

respectively, we express this property by the 

relation 

f(T ~  = T Q ' ~  

or 

f(ç+Q) = f(ç)+Q' , 

where Q = (o.x,o.t), 0.' = (o.x', o.r), and o.' depends on f 

and Q but not on ç." 

( 1.5.1) 

( 1.5.2a) 

( 1.5.2b) 

NouS pouvons falre les mêmes remarques lcl que celles que nous avons faites 

f dans la sectlOn 1.3. Il est lntéressant de noter que les auteurs donnent une 
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preuve que leur définition d'homogénéité implique la linéarité; ce qui n'était 

pas 1 e cas pour La 1 an. 

1.6 Luglato et Gorlnl (1972) 

L.A. Lugiato et V. Gorini(8) ont discuté, entre autres, du contenu de ce qu'ils 

appellent "l'axiome de l'homogénéité de l'espace-temps", faisant suite à 

l'article de Berzi et Gorini ainsi qu'à celui de Lalan. 

lei, les auteurs affirment explicitement que la structure de l'espace-temps 

est vectorielle: 

"For definiteness, we shall assume without loss of 

generality that the coordinates are chosen in su ch a 

way that the domain of coordinate sets of all 

possible events is R4 and that two distinct events 

have dist inct coordinate sets", 

Un peu plus loin, les auteurs considèrent l'espace (sans le temps) euclidien: 

"We now postulate on experimental grounds the 

existence of a nonvoid class 0 = {O) of observers, 
wlth the class J = (J) of their correspondlng frames 
J H 0 = 0J, which we call "pre-inertial frames of 

reference", ~  that 

(A) with respect to each observer of the class 0. 
space appears to be Euc 1 i dean and the 



locallzatlon of events ln space ls glven ln 
terms of orthogonal, say, right-handed triads 
and 

(6) the clocks of each frame J E .j can be 
syncrlronized in such a way that the following 
properties ho ld," 
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Suite à ces affirmations, les auteurs donnent une signification (que nous 

pouvons considérer en même temps comme une définit ion et un postulat) de 

ce qu'i ls entendent par homogénéité de l'espace-temps, soit: 

1 0 

"If JE ,..l, space and t1me are homogeneous according 
to OJ, meaning that 

(i) for any given apparatus Ao at rest in J 
and geometrically characterized by the 
set of spatial coordinates (x) and for 
any given 3-vector a, OJ can in principle 
build a copy Aa of Aa, which is 
geometrically characterized by the set 
of coordinates (x + al; 

(i i) for any given experiment Ea performed 
with Ao and geometricaly characterized 
by the set of space-time coordinates 
(x, t) and for any given 4-vector (a, ta), 
OJ can in principle perform with Aa a 
corresponding copy experiment Ea,to 
geometrically characterized by the set 
of coordinates (x + a, t + to) ," 



2° 
"Axiom T: Let J, J' E Jand let x ~ x' = f(x) be the 
coordinate transformation from J to J'. If b is an 
arbitrary 4-vector, let J(b) denote the frame space-
time translated by b with respect to J: 

X(b) = x-b. 

Then J(b) is seen also by J' as being space-time 
translated with respect to J, namely a 4-vector b' 
exi sts such that 

f(x( b) = f(x) -b'." 
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Ce qui est intéressant dans cet article, c'est que les auteurs ajoutent plus de 

contenu physique que ne le font Berzi et Gorini. De plus, en se limitant à des 

espaces vectoriels, leurs affirmations au sujet des translations sont valides. 

1.7 Lévy-Leblond (1976) 

J.M. Lévy-Leblond (9) définit l'homogénéité comme suit: 

"We assume f1rst that space-t1me 1s homogeneous, in 
that it has "everywhere and every time" the same 
properties. More precisely, the transformation 
properties of a spatio-temporal interval (6x, 60 
depend only on the interval and not the location of its 
end points (in the considered reference frame). In 
other words) the transformed interval (6x') 6t' ) 



obtalned through an Inertlal transformatIon Is 
independent of these end points. 

Looking at an Infinitesimal interval (dx) dU) for 
which 

oF oF 
dx' = - dx + - dt oX ot 

oG oG dt' = - dx + - dt oX ot) 

this requirement is se en to mean that the 
coefficients of dx and dt must be independent of x 
and t, so that F and Gare linear functions of x and t. 
We thus write 

x'= H(a)x-K(a)t, 

r= Ua)t-M(a)x) 

where the minus sign has been introduced for future 
convenience". 
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(1.7.1a) 

(1.7.1b) 

( 1.7.2a) 

( 1.7.2b) 

On voit bien que cette définition coïncide avec l'hypothèse faite par Drake, du 

moins lorsqu'on exclut le début qui dit que les propriétés de l'espace-temps 

sont partout et en tout temps les mêmes, si on considère l'espace-temps 

homogène. Il est à noter que Drake utilisait une hypothèse sans la rel ier à une 

propriété de l'espace-temps. 
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Disons immédiatement que la définition de l'homogénéité de l'espace-temps 

proposée par Lévy-Leblond nous paraît restrictive. 

1.8 SJôd1n (1982) 

T. Sjbdin(10) reprend, à peu de choses près, ce que Lévy-Leblond donnait comme 

définit ion de l'homogénéité de l'espace-temps. 

"The problem of the linearity of the Lorentz 
transformat ions has been discussed by many authors. 
Different start ing points have been chosen, as e.g. 
the wave equat ion, Newton's first law, homogeneity 
of inertial frames, etc. The principle of relativity is 
often used at some stage at these derivations. Here, 
cont inuing in the tradition of Fitzgerald, Lorentz, 
Larmor, Poincaré, Yves, Podlaha, and others, the 
principle of relativity will not be used, but a set of 
very general linear transformations will be derived, 
comprising the Gal i lei and Lorentz transformations 
as special cases. It will be shown that, presupposing 
a convenient choice of units and of synchronization, 
their 1 inearity is a consequence of the fact that the 
functions deciding the behaviour of moving bodies 
and clocks are 1ndependent of the time and space 
coordinates ("homogeneity of time and space")." 



1. 9 Homogené1té dans le cadre des théor1es métriQues de la 
gravité 
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Nous donnerons ici deux définitions de l'homogénéité de l'espace-temps dans 

le contexte des théories métriques de la gravité. 

Au préalable, nous allons noter deux hypothèses qui sont généralement 

admises au sujet du formalisme mathématique à utiliser lorsque l'on discute 

des théories, métriques ou non, de la gravité" . 

(H 1) L'espace-temps est une variété différent ie lle quadridimensionne lle 

dans laquelle Chaque point correspond à un événement physique. A 

priori, la variété n'est pas nécessairement dotée d'une rnétrique ou d'une 

connection affine, mais il semble que l'expérience nous amène à 

conclure qu'il en est ainsi . 

(H2) Les équations décrivant les phénomènes gravitationnels, ainsi que les 

grandeurs physiques qu'on y retrouve, doivent être exprimées dans une 

forme covariante, c'est-à-dire dans une forme indépendante du choix du 

système de coordonnées, 

a) Première définition** 

Considérons un espace quaclridimensionnel muni du tenseur métrique gl..lV (x), 

où ll, v = 0, 1.,2,3. 

" 
"" 

Voir C,M, Wi11( 14) . page 17. 
On peut retrouver les développements effectués ici au chapitre 13 du volume de S. 
Weinber'g( 11), Ils Sünt r'epris dans le mémoire de J. Gauthier( 12). 
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Ce tenseur est dit de forme invariante sous une transformation des 

coordonnées x ~ x' lorsque la dépendance fonctionnelle du tenseur métrique 

transformé g' IJ.V (x' ) en termes de x' est la même que ce Ile de ~  (x) en 

termes de x, c'est-à-dire: 

g' IJ.Jy) = glJ.v (y) (1.9.1) 

pour tout y. On salt qu'en tout point, la relation entre les deux tenseurs 

métriques est donnée par 

a  a 
g').lV (x') = ax'lJ. xP ax'v {xa) gpo (x) ( 1.9.2) 

a  a 
g"v (x) = - x'p - (x'a) g' (x') . 
t-" ox).l oxv pa 

( 1.9.3) 

Les équations (1.9.1) et (1.9.3) donnent: 

a  a 
g).lV (x) = ox).l x'P axv (x'a) gpo (x' ) . (1.9.4) 

Toute transformation x ~ x' telle que la relation (1.9.4) est satisfaite est 

appelée isométrie. Considérons le cas partlculler où la transformation est 

infinltésimale, 

x').l = x).l + Eç).l avec lEI «1. ( 1.9.5) 

L'équation (1.9.4) devient alors 
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a a a 
0= axp rç;ll(x)} 9IlO<X) + axa rç;V(x)} 9ptlx) + Ç;1l(x) axll 9pcrex ) . (J .9.6) 

A l'aide de l'équation 

(J .9.7) 

re liant les composantes covariantes et contravariantes du quadrivecteur Ç" on 

démontre que l'équat ion (1.9.6) devient 

o = ça;p +çp;a ( 1.9.8) 

où, rappelons-le, 

(1.9.9) 

est la dérivée covariante de Ça et le ro.ap est le symbole de Christoffel (ou 

connection affine), 

(1.9.10) 

La matrice Il 9va Il est définie comme l'inverse de la matrice Il 9vo II. Alors, 
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Tout quadrivecteur satisfaisant à l'équation (1.9.8) est. dit vect.eur de Killing 

du tenseur métrique gl1v(x) et la transformation infinitésimale 

x'll = xll+EÇIl(x) est appelée une isométrie infinitésimale. On peut montrer 

qu'il y a au plus N(N+ 1 )/2 vecteurs de Killing indépendants dans un espace à N 

dimensions. Certaines isométries, au plus N dans un espace à N dimensions, 

correspondent à des translations infinitésimales, les autres corespondent à 

des rotat ions autour d'un point. 

Un espace à N dimensions est dit homogène s'i 1 existe N isométries 

indépendantes, de sorte que tout pOint x puisse être transporté en tout point 

x + dx situé dans son voisinage au moyen d'une isométrie. On peut montrer que 

l'espace sphérique bidimensionnel dont nous avons parlé à la fin de la section 

1.3 est homogène au sens de cette définit ion. 

b) Deuxième défin1tion 

Une autre définition peut être construite à partir des postulats qui sont à la 

base de toute théorie métrique de la gravité. En fait, ces théories sont 

construites à partir des deux hypothèses citées au début de cette section au 

sujet du formalisme mathématique à utlliser et des deux postulats" suivants: · 

(P 1) L'espace-temps quadridimensionnel est doté d'une métrique dont le 

tenseur métri que est symbo li sé par gllv, 

(P2) Le principe d'équivalence d·Einstein .... est valide. 

Voir C.w. Misner 1 K.S. Thorne et JA Wheeler( 13) 1 page 1067. 
** Ce principe est connu sous l'expression anglaise de "Einstein equivalence principle (EEP )". 
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Explicitons maintenant le principe d'équivalence d'Einstein. Ce dernier stipule 

qu'au voisinage de n'importe quel point de l'espace-temps, situé dans un champ 

gravitationnel quelconque, on peut toujours trouver un système de référence 

dans lequel les lois décrivant n'importe quelles expériences locales non 

gravitationnelles!HI sont celles prescrites par la théorie de la relativité 

restreinte. Ce système de reférence est alors appelé s,vsteme de relérence 
localement inertiel et il correspond en fait à un système de référence en 

chute libre. Le principe d'équivalence d'Einstein peut être exprimé plus 

spéCifiquement à partir des trois postulats*** suivants: 

CE 1) Le principe d'équivalence de Newton**!HI est valide pour n'importe 

que l 'corps ponctue l' ** ** * . 

CE2) Dans un repère localement inertiel, les résultats de n'importe quelles 

expériences locales non gravitationnelles sont indépendants de la 

vitesse de ce dernier. En fait, dans deux laboratoires localement 

inertiels situés au voisinage d'un même point de l'espace-temps et se 

déplaçant l'un par rapport à l'autre, on obtiendrait des résultats 

identiques pour des expériences identiques. 

.. " 
On suppose ici que le seul champ externe en est un de nature gravitationnelle . 
On entend par expér1ence locale non grav1tat1onnelle une expér1ence effectuée dans un 
laboratoire suffisamment petit de façon à ce Que les inhomogénéités du champ gravitationnel 
soient négligeables. de même que les effets gravitationnels internes. 

*!HI Voir C.M. wm(14) il la page 22. 
!HI *lE Connu sous l'expression anglaise de "Newton's equivalence principle" ou "Weak equivalence 

principle( WEP)" . 
.... * * * On entend par 'corps ponctuel' un corps suffisamment petit pour que les inhomogénéités du 

champ gravitationnel soient négligeables, de même Que son énergie gravitationnelle interne. 



(3) Dans un repère localement inertiel, les résultats de n'importe quelles 

expériences locales non gravitationnelles sont indépendantes de Ol! et 

quand dans l'univers elles sont effectuées, 
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Le trolsieme postulat peut être Interprété comme la propriété d'IJomogéf)éité 

que l'of) veut attribuer a la structure de lespace-temps 

Pour terminer, nous expliquerons ce que nous entendons par principe 

d'équivalence de Newton, Ce principe stipule que la 'masse inertielle' MI est 

égale à la 'masse gravitationnelle' mG, Nous entendons par masse inertielle 

la propriété d'un corps qui régit sa réponse à une force appliquée quelconque, 

et par masse gravitationnelle la propriété d'un corps qui régit sa réponse à 

une force de nature gravitationnelle, Dans ce sens, tous les 'corps ponctuels', 

baignant dans un champ gravitationnel quelconque, subissent la même 

accé lérat ion en un point donné indépendamment de leur structure interne, 

1.10 Remarques 

Il est approprié, à ce stade-ci, d'apporter certains commentaires sur le 

processus ut il isé par les auteurs précédents pour définir la propriété 

d'homogénéité que l'on veut attribuer à l'espace-temps, Rappelons d'abord ce 

quï 1 en est. 

(i) Pour Lalan, Berzi et Gorini, Lugiato et Gorini. 



Soit ç(x,t) et ç'= f(ç) la transformation de coordonnées reliant. deux 

référentiels. Alors, si on appelle T 0: et T 0:' les translations dans les 

deux repères on aura, si l'espace-temps est homogène, 

f (T ~  = T o.' ~  

(iD Pour Drake, Lévy-Leblond et Sjbdin. 

So1t x' = F(x,t,v) et r= G(x,t,v) les transformations entre deux 

référentiels. Alors, s1 l'espace-temps est homogène, les dér1vées 

partielles et prem1ères de F et G sont constantes. 
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Ces auteurs déduisent la 1 inéarité des transformations de coordonnées entre 

une certaine classe de référentiels. Ils imposent une contrainte sur les 

transformat ions et par la suite démontrent qu'elles doivent être 1 inéaires. Ils 

attribuent la cause de cette contrainte à la propriété que l'espace-temps est 

homogène.  A notre avis, ils perdent de vue le sens premier qu'on devrait 

donner au terme homogénéité, c'est-à-dire ce 'quelque chose' qui a la même 

nature partout et en tout temps. Dans ce sens, rappelons la phrase suivante 

tirée de l'article de Lévy-Leblond: 

"we assume first that space-t ime is homogeneous, in 

that it has 'everywhere and every time' the same 

properties". 

C'est une définition qui nous semble difficilement contestable. Par contre, 

l'auteur en dév1e rap1dement. 
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D'autre part, la définition avancée par les auteurs cités en (j) exclut le cas de 

la sphère qui nous apparaît intuitivement homogène. 

Les définitions données dans le cadre des théories métriques de la gravité, 

ainsi que d'autres, seront discutées à la fin du chapitre suivant. Nous 

tenterons, dans ce chapitre, de donner une définition formelle qui se 

rapproche le plus pOSSible de ce qu'on entend intuitivement par lJomogèlé/té 

de lesjJace-temjJ5. 
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CHAPITRE 2 

l'HOMOGENEITE DANS DIFFERENTS CONTEXTES 

2. 1 Espaces p lals· 

Avant d'aborder de nouvelles définit ions en ce qui a trait à la propriété 

d'homogénéité que l'on veut attribuer à la structure de l'espace-temps, nous 

allons définir ce qu'on entend par un espace-temps plat. Cette définition est 

en fait celle utilisée dans les théories métriques de la gravité. 

L 'espace-temps est plat 51 le tenseur de courbure ~ s'annule en tout 

pointU, 

En termes du symbole de Christoffel, soit: 

(2.1.1a) 

où 

a 
9\.11),À. == axÀ (9\.1v) , (2.1.1 b) 

le tenseur de courbure, ou tenseur de Riemann-Christoffel, s'écrit: 

* Connus sous l'expressIon angla1se de "flat spaces", 
On peut retrouver r.ette définition 1 entre autres 1 dans les traités de relativité générale comme 
les volumes de PAM, Dlrad15) i S. Welnbet'g(11) et R, Adler 1 t"1. Bazin et M, Schlffer(16),  . 



où 
À 0 À r l-lv,k:= -k cr l-lV) ' ox 
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(2.1 .2a) 

C2.1.2b) 

On peut démontrer que si le tenseur de courbure s'annule en tout point, il est 

toujours possible de choisir un système de référence constitué de 

coordonnées rectilignes*, où le tenseur métrique est constant. 

2.2 Homogénéité de l'espace-temps lorsQu'on considère l'espace-
temps plat** 

Nous définirons ici ce que nous entendons par homogénéité de l'espace-temps 

lorsque ce dernier est considéré plat. Par la suite, nous donnerons un exemple 

d'application. 

Ci) Définition 

Nous considérons ici l'espace-temps dans le cadre de théories comme la 

théorie de la relativité galiléenne ou restreinte, la Uléorle de 

l'électromagnétisme, la théorie du champ classique, etc. 

** 
Voir Dirae( 15) à la page 22. 
La définition que nous donnerons ici de l'homogénéité de l'espace-temps, ainsi que d'autres que 
nous donnerons plus loin dans le contexte des théories métriques de la gravité, a servi de base 
à un exposé que nous avons donné dans le cadre d'un congrès de l'Association canadienne 
française pour l'avancement des sciences (ACFAS)(17). 
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Soit 6 le groupe de toutes les transformations de coordonnées et de champs 

du type 

(2.2.1 a) 

et 

(2.2.1 b) 

qui laisse les lois physiques invariantes. Il est à noter que nous avons 

implicitement supposé que les transformations sont telles que l'ensemble 

transformé est une copie conforme de l'ensemble initial et que les éléments 

sont en correspondance biunivoque. 

6 ainsi défini dénote le groupe de symétrie des lois physiques. Soit H le 

sous-groupe de 6 pour lequel fiJ. est l'identité. Nous pouvons vérifier (ce que 

nous ferons en (iD) que H est un sous-groupe invariant de 6 . Alors, on peut 

choisir un ensemble 6/ H, ou 6\H .. de telle façon que ce dernier forme un 

groupe que nous appellerons G. Seule l'identité dans G laisse les coordonnées 

invariantes. En fait) nous avons construit le groupe G de manière à ne 

conserver que les transformations qui changent les coordonnées XI). 

Dans ce ~ nous dirons que l'espace-temps est !Jomogene si G possede 

un sous-ensemble tel queJ pour toute paire de points de l'esp3ce-temps, il 

existe un élément du sous-ensemble qui transforme ces deux points l'un dans 

l'autre. Alors, Il existe un sous-groupe H de G tel que G/H (ou G\H) est 
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/Joméomorp/Je a l'espace-temps Nous appelons H le groupe clrJématique. En 
i~ le groupe cinématique H laisse invariant un point spécifique *  . 

(i j) Discussion 

Il est à remarquer que notre définit ion de la propriété d'homogénéité de 

l'espace-temps a été construite dans la suite logique de la conclusion que 

nous avons faite au chapitre précédent. Nous débutons avec le groupe de 

tranformat ions qui laissent invariantes les lois physiques, ce qui contient en 

soi la not ion première d'homogénéité, c'est-à-dire ce 'quelque chose' qui a la 

même nature partout. Ensuite, nous affirmons que l'espace-temps est 

homogène si le sous-groupe G contient un sous-ensemble tel que, pour toute 

paire de points, il existe un élément du sous-ensemble qui transforme ces 

deux points l'un dans l'autre. Si c'est le cas, les lois physiques seront 

invariantes en tout point de l'espace-temps. 

Il faut noter aussi que nous ut il isons une hypothèse au début de la définit ion, 

soit que les transformat ions de coordonnées et de champs qui laissent les lois 

physiques invariantes dans un espace-temps plat forment un groupe ..... Nous 

nous assurerons que les quatre propriétés d'un groupe sont vérifiées. 

Pour ce faire, nous rappelons que, par hypothèse, les transformations sont 

telles que l'ensemble transformé est une copie conforme de l'ensemble initial 

et que les éléments sont en correspondance biunivoque. Aussi, nous 

définissons le produit de deux transformations comme étant le résultat de 

* 

** 
Dans la discussion qui précède, il ne faut pas confondre G fNec ~ ni H avec H. 
Nous donnons dans l'annexe C quelques définitions, notations et théorèmes concernant la 
théorie des groupes. 
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deux transformations effectuées une à la sui te de l'autre. Procédons 

maintenant à la preuve. 

La propriété de fermeture est implicitement vérifiée à partir de l'hypothèse 

sur les transformations et de la définition du produit de deux 

transformations. 

L'existence de l'identité consiste à n'effectuer aucune transformation sur 

l'ensemble. 

L'existence d'un élément inverse pour chaque élément du groupe provient de la 

propriété de biunivocité des transformations. 

Il nous reste à vérifier finalement que le produit des transformations est 

associatif. Prenons trois transformations notées Tl, T2 et T3 et appelons e un 

élément de l'ensemble. Nous devons prouver que [(T3T2)Tde = [T3(T2Tl)}e. En 

fait) cette propriété est vérifiée tout simplement du fait que le produit de 

deux transformations est défini comme étant le résultat de deux 

transformations effectuées une à la suite de l'autre. 

Avant d'aborder un exemple} nous allons donner la preuve que H est un sous-

groupe invariant de6. Alors, l'ensemble 6/ H, ou 6\H, forme un groupe que. 

nous appe 1 ons G. 

Solt (i le groupe de toutes les transformations de coordonnées et de champs 
du type (2.2.1 a) et (2.2.1 b). 
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Si 9 E 6 ) 

Si H est le sous-groupe de 6 pour lequel fJ.1 est l'identité et h EH) 

hx = x. 

H est alors un sous-groupe invariant (ou normal) de 6, c'est-à-dire que g-lhg 

E H) pour tout h E H et tout 9 E 6 . 

En effet, 

(g-lhg)x = (g-lh)x' = g-lX'= x . 

Donc, 

g-lhg E H 

et H est alors un sous-groupe invariant de 6 . 

(i ii) Dœmple.'If 

Soit SO(4,l) le groupe de Lie de toutes les matrices réelles d'ordre 5 

sat isfaisant les conditions dét IIMII= 1 et 

T[13'10] =[13.1°] MOl MOl . (2.2.2) 

La majorité du formalisme utilisé ici, ainsi Que les principaux développements, ont été pr is 
dans les volumes de R. Gilmore(5), A.O. Barut et R. Raczka(4), F. Ayres jr.(20), ou résultent 
des travaux personnels que nous avons effectués. 
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Avant d'aller plus loin, nous spécifions une notation que nous allons util iser 

ici et ultérieurement, soit: 

- ln est la matrice identlté d'ordre n. 

- Im,n est la matrice de la forme. 

[ lm 0 ] o -In . 

En fait, 50(4,1) préserve la forme Quadratique 

(2.2.3) 

On aura l'algèbre sO(4,l) qui peut s'écrire dans la décomposition des espaces 

vectoriels suivants: 

sO(4,l) = sO(3, 1) + (so(4, 1 )/so(3, 1) ) (2.2.4) 

3 1 1 4 

[
a bO]3 

= bT 0 0 1 + 
o 00 1 

[ 0 C]4 
-cTl3,l 0 1 (2.2.5) 

lei, a = -aT et + signifie une somme directe d'espaces vectoriels· · Tous les 

éléments des matrices a, b et c sont réels. 

En exponentiant les deux espaces de la décomposition, nous obtenons 

li Voir Barut et Raczka(4) à la page 5. 
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4  1 

[
a bO] [AO]4 

a) exp b T 0  0 = 0 1  1 J 
000 

(2.2.6) 

avec AT 13,1 A = 13,1 (2.2.7) 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

Nous avons construit en (2.2.6) un élément du groupe 50(3,1). En (2.2.8) nous 

avons construit un élément de 50(4, 1 )/50(3, 1)lI . Nous nous sommes servis de 

la paramétrisation exponentielle et des algèbres de Lie de SO(4,l) et 

50(3, 1)**. 

L'ensemble 50(4,1 )/50(3,1) est une variété homéomorphe à l'hyperboloïde H4 

dans l'espace euclidien R5. Posons 

li li 

(2.2.10) 

A partir d'ici, nous n'utiliserons que la notation du complexe associé au sous-groupe par la 
droite, en sous-entendant qu'il serait possible d'utiliser également celle par la gauche. 
Voir-le ~ i  1 de Bar-ut et Raczka(4). 
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a lors nous avons 

(2.2.11 ) 

Ceci veut dire qu'ici on n'a pas un espace plat au sens de la définition donnée à 

la section 2.1. 

Pour obtenir un espace plat) util isons le processus de contraction". 

Remplaçons X5 par RX5 et écrivons la forme quadratique (2.2.11) comme 

(2.2.12) 

ou 

(2.2.13) 

En faisant tendre R vers l'infini) nous obtenons 

Xs = 1 et les Xi (avec i = 1,2,3,4) sont arbitraires. 

Nous venons donc de construire un espace plat de dimension quatre. La variété 

que nous noterons 150(3) 1 )/50(3, 1) et que nous obtenons par la contraction de 

50(4,1 )/50(}, 1) est homéomorphe à l'espace plat de Minkowskiltlt• 

App 1 iquons ceci à la représentat!on matricie lle de 50(4, 1) 

Il 

1111 

Voir Gilmore(5) aux pages 454-455. 
Il est à noter Qu'à la ~ 455 du volume de Gilmore(S), ce dernier parle d'un "fiat Euclidean 
space Rn" comme d'un homéomorphisme de ISO (n)/SO( n). 
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a) Contractons 50(4) 1)) i.e.) effectuons 

[ AB]T[13'1 0J [ABJ=[13.1 0J 
C D ° R2 C D ° R2 ) 

(2.2.14) 

ce qui donne 

(2.2.15a) 

(2.2.15b) 

(2.2.15c) 

(2.2.15d) 

où (2.1. 15b) et (2.1. 15c) sont transposées l'une de l'autre. 

Faisons tendre R2 vers l'infini . Alors) 

(2.2.16) 

Nous désignerons le groupe ainsi obtenu par contraction 150(3,1), dont un 

élément s'écrit 

(2.2.17) 

où nous avons choisi D = 1) AT13.1 A = 13.1 , et B est arbitraire. 
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Nous pouvons vér1fler" que Je groupe 150(3,1) est Je groupe Inhomogène de 

Lorentz (ou groupe de PoIncaré) obtenu à partIr du produit seml-direct du 

groupe des translations T4 avec le groupe homogène de Lorentz (ou tout 

simplement groupe de Lorentz), soit 50(3,1). On note ce groupe 

150(3,1) = T4 x) 50(3,1) . (2.2.18) 

b) Nous pouvons écrire un élément de l'algèbre iso (3) 1) comme 

4 1 

[a C]4 
00 1 ) 

3 1 

- [a b]3 oùa = bTO 1 )aveca=-aT. (2.2.19) 

Si nous décomposons cette algèbre) nous obtenons: 

iso(3,I)=t4 +) so(3)I) 

(2.2.20) 

Le symbole +) correspond à la somme semi-directe** . 

En exponenti,mt un élément de t4 nous obtenons un élément de T4, soit 

* 
** 

Ce Qui est fait à la page 97 du volume de Barut et Raczka<4). 
Voir Barut et Raczka(4) à la page 9. 
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4 [14 Cl 
T ~ 0  1  ' (2.2.21 ) 

où c est un quadrivecteur arbitraire. 

En exponentiant un élément de so(3,l) nous obtenons un élément de 50(3,1), 

soit 

SOC3, 1) ~ ~~ 1 ' 

avec AT 13.1 A = 13.1 . 

(iv) Discussion de l'exemple versus la définition d'homogénéité Que 

nous avons donnée pour un espace plat. 

(2.2.22) 

Nous avons construit un espace plat à partir du groupe de Lie 50(4,1). Nous 

avons fait ceci en contractant le groupe; nous aurions obtenu le même 

résultat si nous avions contracté le groupe 50(3,2). Le résultat nous a donné 

le groupe de Poincaré, soit 150(3,1) = T4 x) 50(3,1), et en formant l'ensemble 

150(3,1 )/SO(3, 1) nous avons obtenu une variété homéomorphe à l'espace plat 

de Minkowski. 

Est-ce que la définition d'homogénéité s'applique dans notre exemple? Dans le 

cas où les lois physiques sont invariantes* sous le groupe concerné, la 

Les lois qui sont laissées invariantes ici sont celles Qu'on retrouve en relativité restreinte. 
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réponse est oui. En effet) si on a deux éléments que lconques ë 1, ë2 E G/H) ces 

dern1ers sont rel1és par une équat10n du type su1vant: 

(2.2.23) 

et qui signifie que n'importe quelle paire de points de notre variété est relié 

par un élément, soit C2 C1-1, d'un sous-ensemble de G. Cette relation s'écrit 

dans notre espace plat comme: 

(2.2.24) 

Donc, si .les lois physiques sont invariantes sous ISO(3,1), notre variété est 

homogène au sens de la définition que nous avons donnée. Comme cette 

variété est homéomorphe à l'espace-temps plat de Minkowski, alors ce dernier 

est homogène. 

Notre groupe SO<3, 1 ), qui est le groupe homogène de Lorentz, constitue ce que 

nous avons appelé le groupe cinématique H. Ce groupe a la propriété de laisser 

un point spécifique fixe. 

Ecrivons la transformation de Lorentz inhomogène sous la forme habituelle, 

soit 

(2.2.25) 

On volt que le groupe des translat ions ~  ne laisse pas l'origine invariante, 

contrairement au groupe de Lorentz { ~ v J. 
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Si on choisit un point fixe autre que l'origine, soit x, on peut trouver un groupe 
isomorphe à (!\Ill)} = r qui laisse ce point fixe. Prenons le groupe conjugué à 

r, soit 

g- r g_-l 
x x' (2.2.26) 

avec 

(2.2.27) 

nous obtenons, 

Appliquons ce groupe sur le point spécifique 

[ !\ X-!\X] [14 x] = [!\ x] 
o 1 0 1 0 1 . 

Alors, le groupe conjugué gX!\ gx-1, laisse le point spécifique x fixe. 
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En théorie des groupes on appelle 'groupe de stabilité' le groupe qui laisse un 

point fixe , En fait, le sous-groupe de G (cons1déré comme un groupe de 

transformation topologique) qui laisse fixe un point y E r d'un espace 

topologique est appelé le groupe de stablllté de y, 51 Hy est le groupe de 

stabll1té du point y, et y' = g y, alors le groupe de stab1l1té du po1nt y ' est le 

groupe Hy ,= g Hy g-l, Ainsi, les groupes de stabil1té de n'importe quelle paire 

de points d'un espace homogène*" r sont i?omorphes, 

La quest10n à savo1r 51 l'homogéné1té de l'espace-temps Imp11que la l1néar1té 

des transformations cinématiques sera discutée dans le chapitre suivant. 

Nous le ferons pour notre exemple et pour un autre que nous élaborerons à ce 

moment-là. 

Nous terminons le présent chapitre avec d'autres définitions de l'homogénéité 

de l'espace-temps dans le cadre des théories métriques de la gravité, 

2.3 HomogénéHé de l'espace-temps dans le cadre des théor1es 
métriques de la gravité. 

Nous allons maintenant examiner quelques définitions de l'homogénéité 

app 1 icab les au cas où la structure de l'espace-temps dépend du contenu 

matériel. Nous utiliserons le formalisme des théories métriques de la 

gravite .... , Dans ce sens, nous référons le lecteur à la section 1.9 du présent 

.... 
Voir Barut et Raczka(4) au chapitre 4, 
Un espace topologique {X Il} est homogène si 1 pour n'importe quelle paire de points x 1 y E X il 
existe un homéomorphisme f de l'espace {X 1 T} sur lui-même tel que f( x) = y, 

u" A la page 6 7 du volume de wm(14) 1 ce dernier affirme que les seules théories de la gravité qui 
ont possiblement une chance de survivre à l'expérience sont les théories métriques, 
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ouvrage. Nous rappelons les deux hypothèses (H 1 et H2) généralement adm ises 

au sujet du formalisme mathématique à utiliser lorsqu'on discute des théories 

de la gravité, les deux postulats (P 1 et P2) qui sont à la base des théories 

métriques de la gravité et les trois postulats CE 1 à E3) expl icitant le principe 

d'équivalence d'Einstein. 

Avant de présenter d'autres définitions de l'homogénéité, nous allons discuter 

brièvement de la première définition que nous avons donnée à la section 1.9. 

Cette définition spécifiait que l'espace-temps est homogène s'il existe des 

transformat ions qui portent n'1mporte que 1 point (du moins dans son voisinage 

immédiat) dans n'importe quel autre, et qui font que la forme du tenseur 

métrique est invariante. Cette définition est intéressante du fait qu'elle 

garde son sens premier à la définition d'homogénéité, soit ce 'quelque chose' 

qui a la même nature partout et en tout temps. De plus, les espaces 

sphériques sont homogènes se Ion cette définit ion et non les espaces 

quelconques. Bien sûr, le fait que la forme du tenseur métrique demeure 

invariante, impose des contraintes sur la distribution de matière dans 

l'univers. D'ai lIeurs, cette définit ion nous amène à la notion d'une certaine 

classe d'espaces appelés espaces symétriques. En soi, cette définition a sa 

place, mais elle ne poursuit pas le même but que le nôtre qui est de donner, 

comme nous l'avons déjà dit, une définition formelle qui se rapproche le plus 

de ce qu'on entend intuitivement par IJomogénéité de 1'e!:.>p3ce-temps Pour ce 

faire, nous baserons nos définitions sur les lois PhYSiques elles-mêmes et 

non sur le tenseur métrique qui est le résultat de la solution des équations du 

champ gravitationnel, pour une distribution de matière spécifique. 
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On peut donner pluSieurs défln1tlons de l'homogénéité de l'espace-temps dans 

le contexte des théories métriques de la gravité, En vo ici trois exemple: 

(01) L'espace-temps est homogène si, dans la limite où 11 est plat, la 

définit ion donnée à la section préCédente s'app 1 ique. 

(02) L'espace-temps est homogène si, dans un repère localement inertie l, les 

résultats de n'importe quelles expériences locales non grav1tatlonnelles 

sont indépendantes de où et quand dans l'univers elles sont effectuées. 

(03) L'espace-temps est homogène si, dans un repère local* en chute libre 

dans un champ gravitationnel quelconque, les résultats de n'Importe 

quelles expériences locales, gravitationnelles ou non, sont indépendants 

de où et quand dans l'univers elles sont effectuées. 

La définition (Dl) a fait l'objet de la section 2.2. Quant à la définition (02), 

elle correspond à la deuxième définition que nous avons donnée à la section 

1,9, La défin1tion (D3) sera maintenant discutée. 

Discussion 

La définition (D3) correspond en fait à un des postulats d'un principe que nous 

appe llerons principe d'équivalence é largi** . Ce principe peut être exprimé à 

partir des trois postulats suivants: 

** 

Dans les cas où les expériences effectuées dans ce repère sont cE nature non gravitationnelles, 
ce dernier est appelé "repère localement inertiel". 
Connu sous l'expression anglaise de "Strong equivalence principle (SEP )". 
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(EE 1) Le principe d'équivalence de Newton est valide, non seulement pour les 

'corps ponctuels', mais pour les corps dont l'énergie gravitationnelle 

interne est non négligeable, mais qui sont suffisamment pet i ts de façon 

à ce que les inhomogénéités du champ gravitationnel soient, elles, 

négligeables. Cela peut être une étoile, un trou noir, le système solaire, 

la balance de Cavendish, etc. 

(EE2) Dans un repère local en chute libre dans un champ gravitationnel 

quelconque, les résultats de n'importe quelles expériences locales, 

gravitationnelles ou non, sont indépendantes de la vitesse de ce dernier. 

(EE3) Dans un repère local en chute libre dans un Champ gravitationnel 

quelconque, les résultats de n'importe quelles expériences locales, 

gravitationnelles ou non, sont indépendantes de Oll et quand dans 

l'univers elles sont effectuées. 

En fait, le principe d'équivalence élargi est différent de celui d'Einstein dans 

le sens qu'il inclut des corps avec des énergies gravitationnelles internes non 

négligeables (planètes, étoiles, etc.), et des expériences faisant intervenir 

des forces gravitationnelles (balance de Cavendish, mesures gravimétriques, 

etc.). 

Dépendamment de la théorie métrique de la gravité choisie, un postulat (ou 

plus), du principe d'équivalence élargi, peut être violé. Par exemple la théorie 

métrique de la relativité générale satisfait les trois postulats du principe 

d'équivalence élarg1. Dans ce cas, l'homogénéité au sens de la définition (03) 

serait respectée. Par contre, la théorie métrique de Brans-Dicke viole le 
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postulat ŒE}) du pr1nc1pe d'équ1valence élarg1. La déf1n1t1on (O}) n'y est pas 

respectée, mais la déf1n1tion (02) l'est. En fait, la validité de (02) découle de 

celle du princ1pe d'équ1valence d'E1nstein, qu1 est à la base de toute théorie 

métrique de la gravité. 

Pour bien comprendre ces dern1ères affirmations, analysons plus en détail ce 

que contiennent ces deux théories. 

Théor1e de la relatjyité générale 

Les équations du champ gravitationnel sont données par 

(2.} .1 ) 

où, 

~  est le tenseur de Ricci obtenu en contractant le tenseur de courbure 

~  c'est-à-dire en remplaçant l'indice a. par À et en sommant sur À, 

R est le scalaire de courbure obtenu en contractant le tenseur de Ricci, soit 

R = g)..lV ~  

G est une constante appelée la constante gravitationnelle, 

et T ~  est le tenseur d'énergie-impulsion. 

En contractant avec g)..lV, l'équation (2.3.1) devient 

R = 8nGT, 

où T= TUu, 

(2.}.2) 
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et en remplaçant dans (2.3. 1) 

(2.3.3) 

Il est clair qu'on peut retrouver (2.3.1) à partir de (2.3.3). Donc, ces deux 

équations seront considérées comme des formes entièrement équivalentes des 

équations du champ gravitationnel. 

Nous pouvons noter que de (2.3.3), RlJ.v = 0 pour un espace vide, car 

T)Jv = O. 

Dans cette théorie, il n'y  a qu'un seul champ tensoriel de nature 

gravitat ionne lle, soit le tenseur métrique g)Jv. En vertu du principe 

d'équivalence d'Einstein, ce dernier peut toujours, localement, être ramené à 

la forme minkowskienne f))Jv. Alors, les expériences locales gravitationnelles 

ou non se comportent comme si la gravité était absente et les trois postulats 

du principe d'équivalence élargi sont valides. Le couplage entre les champs 

non gravitationnels et la gravité s'opère au moyen du tenseur g)Jv, qui prend la 

forme de f))Jv dans un repère en chute libre* 

Théorie de Brans-Dicke 

Dans cette théorie, il y a en plus du champ tensoriel g)Jv, un champ scalaire ~  

Les équat ions du champ gravitat ionne l sont 

* Nous supposons ici que le coup 1 age ne fait pas intervenir de termes de courbure. 



et 

1 -8n 
RllV -2 gJlV R = ~ [T MJlV + T ~  

02 ~ ~  P;p (le d'Alembertien dans la forme covariante) 

= Cgpv ~ ;v);p 
00 

= (gPv---'-) 'P 
dXV • 

= IDP,p + rppv IDV J 

[car ~  = ~  pour un scalaire] 

~ 
[avec IDv = àXV] 

"A. est une constante de coup lage, 
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(2.3.4) 

(2,3.5) 

T M]..lV est le tenseur d'énergie-impulsion de la matière dans l'un1vers, excluant 

le champ scalaire ~ (M est un indice spécifiant ce tenseur, TM]..lV = ( TM )]..lV)) 
et T ~  est le tenseur du champ scalaire de Brans-Dicke ( ~ est un indice 

spécifiant ce tenseur, ~  = ~  

On peut déduire* que les équations du champ gravitationnel deviennent 

* Voir Weingerg (11) aux pages 157 à 160. 
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(2.3.6) 

où 

1  3 
w=---

À 2 
(3.2.7) 

et 

1 -8n w 
R).1v - 2 g).1V R = ~ T M).1V -~  ~ ~  v 

1 1 
- 2 g)lV ~ ; p ~ ; p ) -j ~  u; 1) -g).11) 02 ~ ). (2.3.8) 

Il est à remarquer que dans la lim1te où w devient beaucoup plus grand que 

l'un1té, la théorie de Brans-Dicke tend vers celle de la théorie de la relativité 

générale" . 

De manière à éviter toute confusion avec le potentiel ~ de Newton, nous 

remp lacerons ~ par 

(2.3.9) 

où 6 est une constante de l'ordre de G et ç est un champ scalaire. Alors, les 

équations du champ gravitationnel (2.3.6) et (2.3.8) deviennent 

8nG 
~  TUu S •• v 3+2w 

(2.3.10) 

* Voir Weinberg( 11) • page 160 . . 
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et 
1 

RlJv -2 glJv R = -8n6(1+ ç) -1 T IJV 
1 

- w (1+ Ç) -2 ~  u~  -2 ~  ~  

-(1 + ç) -1 (ç; jJ.;!) -glJv ç;P; p), (2.3.11 ) 

où nous avons enlevé l'indice M au tenseur d'énergie-impulsion de la matière. 

Contractant (2.3.11) pour trouver R et utilisant (2.3.10), l'équation (2.3.11) 

devient 

w+ 1 
RlJv = -8n G( 1 + E) -1 [T IJv -glJv r>'A ( 2w+3 ) ] 

-w(l+ Ç) -2ç; jJ.ç;v -(l+ç)-l Ç;J.l; \) . (2.3.12) 

Les équations représentées par (2.3.12) sont celles du champ gravitationnel 

dans la théorie de Brans-Dicke. Il est à noter que le champ scalaire n'a d'effet 

qu'au n1veau des équations du champ gravitationnel. Une fois les gllv calculés 

on peut, en vertu du principe d'équivalence d'Einstein, ramener ces derniers à 

la forme minkowskienne TlllV, Alors, les expériences locales non 

gravitationnelles se comportent comme si la gravité était absente. Ce qui 

n'est pas le cas des expériences locales gravitationnelles. En fait, nous allons 

voir dans l'exemple qu1 suit que le postulat CEE3) du princ1pe d'équivalence 

élargi est violé et que de ce fait, l'homogénéité selon la définition (03) n'est 

pas respectée. 
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En n'importe quel point P dans un champ gravitationnel nous pouvons choisir 

un système de coordonnées localement inertiel tel que 9jJ.v = l")jJ.v et rÀjJ.v= 0 à 

ce point. Cependant, le champ ç: est un scalaire et de ce fait ne s'annule pas à 

P. 

Dans l'approximat ion post-newtonienne 1 on peut montrer" que 

(2.3.13a) 

et 

6= [ (2w+ 3)/(2w+4) ] G (3.3.13b) 

où ~ est le potentiel gravitationnel de Newton. 

L'équation (2.3.12) montre que dans ce système de coordonnées, le champ 

gravitationnel d'une petite masse située au point P peut être calculé en 

remp laçant G par 

Geff = 6(1+ ç)-l :: 6 ~  (2.3.14) 

En prenant w= 6 et ~ = -6, 9x 1 0-10 à la surface de la Terre, la valeur de Geff 

qui serait mesurée par une expérience de la balance de Cavendish près de la 

surface de la Terre serait plus petite que celle mesurée par un satellite situé 

sur une orbite éloignée par un facteur de l'ordre de [1-8xl0-111 

** 

C'est l'approximation pour un système de 'particules' liées par des forces gravitationnelles 
faibles et dont les mouvements sont lents, telle système solaire. 
Weinberg (11), pages 244 à 248. 
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Conclusjon 

La définition (02) de l'homogénéité serait donc respectée dans toute théorie 

métrique de la gravité, tandis que la définition (03) le serait dans les 

théories comme celle de la relativité générale, mais pas dans celle de Brans-

Dicke, 

En fa1t, la théor1e de Brans-D1cke permet à un terme de dépendre du scalaire 

de courbure R. En effet, contractons (2,3,8) par gl-lV soit 

-8n w 
-R = T T Ml-ll-l + ,,2 ~  P ~  

1 
- j ~  P;p -4 ~  (2,3,15) 

Isolons TMl-lll' soit 

"  w 1 TMlll1 = - R + - ne ~ ~  
1"" 8n  8n ~ , .. 

1 
- - ~  P'p -4 ~  , 
8n ·  , 

(2,3,16) 

Remp laçons (2,3,16) dans (2,3,6); nous obtenons 

1 w 1 
~ = ~ R + ii ~  ~ 'P 3+2w 3+2w ~ .  . 

(2,3,17) 
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On voit liien dans l'équation (2.3.17) que le ctlarnp scalaire ~ liépenli liu 

scalaire de courbure. 

Remarques 

En relation avec les trois définitions (01), (02) et (03) de l'homogénéité, on 

peut se demander quel est le groupe cinématique? On peut répondre 

naturellement à cette question d'au moins deux façons distinctes. 

(0 Cela peut être le groupe d'invariance des lois ~ i u  dans un 

espace-temps plat, laissant invariant un point spécifique. 

(i ° Ce 1 a peut être 1 e groupe 1 oca 1 d'i nvari ance des loi s phys i ques dans un 
repère en chute libre, laissant invariant un point spécifique. 

Dans le cas (0, la définition (01) [et par conséquent (02) et (03), lesquelles 

imp 1 iquent (01)] a les mêmes impl ications sur la 1 inéarité que la définit ion 

donnée à la section 2 .2 . 

Dans le cas (i 0, nous avons affaire à un groupe local plus qu'à un groupe. Il 

semble que ni (01), ni (02), ni (03) n'imposent de restrictions sur le groupe 

local. 
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CHAPITRE 3 

HOMOGENEITE ET LINEARITE: EXEMPLES 

3.1 Introduction 

Avant d'aborder les exemples que nous voulons examiner ici, nous allons 

rappeler ce qu'on entend par linéarité en algèbre linéaire et spécifier un cas 

part iculier de l'application d'un élément du sous-groupe H d'un groupe G sur un 

élément de la variété G/H. 

(i) L1 néar·ae 

Si, à chaque vecteur x d'un espace vector'iel V on peut associer un seul et 

unique vecteur y du même espace, a lors l'app l icat ion y = Aex) est appe lée une 

transformation de l'espace vectoriel H . 

Cette transformation est linéaire si les deux conditions suivantes sont 

satisfaites pour tous À, x, Xl et X2: 

1. e3. 1. 1 ) 

2. AeÀx) = ÀAex) 0 .1.2) 

On peut remplacer les deux conditions e3.1 .1) et e3 .1.2) par la condition 

* 
** 

Voir I.M. Gel'fand (6) au chapitre 2. 
Si l'application est biunivoque. on a un groupe en définissant le produit de deux 
transformations comme nous l'avons fait à la section 2.2 du chapitre précédent. 



(3.1.3) 

C'7 
.).) 

A moins qu'il y ait possibilité de confusion} on peut écrire A(x) au lieu de Ax. 

(iD Cas particulier 

Soit H un sous-groupe d'un groupe G et Het (i les algèbres correspondantes. 

Soit la décomposition suivante 

6= H+t1. (3.1 .4) 

Soit h E H, c = em E G/H et m Et1. Nous avons 

(3.1 .5) 

La dernière égalité est obtenue en développant ehmh- 1 par la série de 

l'exponentie Ile. 

Si nous vérifions la propriété 

hmh- 1 = m' E t1 (3.1.6) 

alors, (3.1.5) devient 

hCh- 1 = em' = c' , (3. J.7) 
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ou 

hc = c'h. (3.1 .8) 

La propriété (3.1.6) nous permet de connaître l'app l icat ion d'un élément 

quelconque h du sous-groupe H sur un élément quelconque c de la variété G/H. 

Comme nous le verrons, entre autres, dans l'exemple qui suit , ce la nou::· 

permet de déduire faci lement si l' app l icat ion est linéaire ou non. 

3.2 Exemple où linéarité et homogénéHé coexistent 

Reprenons l'exemple abordé à la section 2.2 du chapitre précédent. Soit 

G = 150(3,1) le groupe de Poincaré et H = 50(3,1) le groupe de Lorentz. Comme 

nous l'avons vu dans cette section, la variété G/H, homéomorphe à l'espace 

plat de Minkowski, est homogène au sens de la définition que nous avons 

donnée à ce moment-là Avant de déduire si l'application du groupe 

Cinématique H sur la variété est linéaire ou non, nous allons faire ressortir 

quelques propriétés supplémentaires des groupes de Lorentz et de Poincaré. 

(a) Discussion 

En fait, le groupe de Poincaré correspond au groupe de Lorentz augmenté des 

translations. Le groupe de Lorentz contient en réalité quatre composantes, 

soit: 

(3.2.1 ) 
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selonquedétIlAII=+10u -1 etqueles1gnedeA44so1t+1 ou-1 (lavaleurde 

ce dernier signe correspondant aux symboles t et ~  On se souvient que la 

transformation de Lorentz s'écrit: 

(3.2.2) 

avec xi = Xl, x2, x3, correspondant aux coordonnées spatiales et x4 à la 

coordonnée temporelle* . De la propriété que ATI3,lA = 13,1, on déduit que dét 

IIAII = ± 1 et IA441 LI. Si on suppose que les éléments d'une composante sont 

obtenus par une variation continue des paramètres, alors la seule composante 

formant un groupe et obtenue à partir de l'identité est Lt+. Les autres 

composantes ne forment pas un groupe, et leurs éléments ne semblent pas 

correspondre à des symétries physiques exactes. Le groupe L t + est appelé 

groupe orthochrone propre de Lorentz. Les autres composantes correspondent 

aux transformat ions dites impropres de Lorentz. 

Le groupe de Poincaré laisse invariante la quantité ds2 donnée par 

ds2 == 1I11V dxl-l dxV (3.2.3) 

où 

(3.2.4) 

c'est-à-dire le tenseur métrique de Minkowsk i. 

il 
Nous avons choisi ici de varier les indices de 1 à 4, au lieu de 0 à 3 comme dans les deux 
aut.res chapitres, de manière à avoir une notation similaire à celle utilisée dans l'exemple 
suivant. 
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Il est à noter ici que nous considérons un système d'unités tel que la vitesse 

de la lumière égale l'unité. Donc) au lieu d'écrire l'expression de ds2 comme 

ds2 = dx2+dy2+dz2-c2dt2 , (3.2.5) 

nous écrivons 

(3.2.6) 

Les équations de la relativité restreinte sont invariantes, dans leur forme, 

sous le groupe de Po1ncaré. Les pr1nc1pa les 101s de la prlys1que en re lat 1vité 

restreinte sont d'abord" 

(3.2.7) 

avec 

(3.2.8) 

m est la masse d'une particule au repos et L est appelé le temps propre. En 

réalité) l'équation (3 .2.7) peut être considérée comme une définition de la 

force relativiste fCt qui constitue un quadrivecteur) soit un tenseur d'ordre 1) 

sous les transformations de Poincaré. En fait) 

(3 .2.9) 

Voir Weinberg (11) au Chapitre 2. 
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il est faci le de vérifier qu'une particule 1 ibre se dép laçant suivant un 

mouvement recti 1 igne uniforme dans un système de coordonnées le fait auss i 

de façon uniforme dans un autre système de coordonnées obtenu du premier à 

partir des transformations de Lorentz. 

introduisant les processus électromagnétiques, nous avons les deux autres 

lo is physiques suivantes: 

et 

o EŒpyo -- Fyo = 0 oxP 

(3.2.10) 

(3.2.1 1 ) 

Ces dernières expressions sont les équations de Maxwell, écrites à l'aide des 

tenseurs FŒf3) F y6 " Jf3 et E Œf3y6 . Le tenseur FŒf3 est un tenseur du second 

ordre comprenant les composantes des champs magnétique et électrique, Nous 

avons par contract ion: 

F yé = f)Yll nôv FI·W . (3.2.12) 

EŒpyo est le tenseur de quatrième ordre, appelé le tenseur de Levi-Civita, 

défini par: 
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{

+ 1) si o.f3y6 est une permutation paire de 1234, 

E o.py6 = -1) si o.f3y6 est une permutation impaire de 1234, 

0) autrement. 

(3.2.13) 

~ est le tenseur de premier ordre représentant les denslt.és de charge et de 

courant. 

Finalement, nous avons les lois 

et 

fo. = e Fo.y 

à 
- ~ = 0 

~ 

dxY 

dl 
(3.2.14) 

(3.2,15) 

L'expr'ession (3.2.14) donne la force relativiste sur-une particule de crlar'ge 

électrique e. L'expression (3.2.15), elle,exprime la conservation de l'énergie 

et de l'impulsion. Le tenseur ~ est appelé tenseur d'énergie-impulsion* . 

Les équations (3.2.7), (3.2.10), (3.2.11), (3.2.14) et (3.2.15) sont les 

principales équations de la théorie de la relativité restreinte. Elles sont 

invariantes sous les transformations de Poincaré. 

Il est lntéressant lCl de ialre un bref rappel hlstorlque. Avant l'arrlvée 

d'Einstein, la mécanique était décrite par les lois de Newton. Dans sa Uléorie, 

.. 
Les composantes sont données dans Weinberg( 11) . 
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les équations de la mécanique étaient invariantes sous les transformatlOns 

ga li 1éennes, soit 

i = 1,2,3, (3 .2.16a) 

et 

t ' = t+1 . 0 .2.16b) 

lei, Rij est la matrice d'une rotation spatiale. Les transformations (3.2.16) 

const.ituent. un groupe (Je dix paramèt.res) soit le groupe cles rotation:; cie trois 
paramètres, les trois composantes de la vitesse, et les quatre translations 

dans l'espace-temps. 

Par ai lleurs, les équations de l'é lectrodynam ique, soit les équations de 

Maxwell, ne sont pas invariantes sous les transformations galiléennes. H.A. 

Lorentz démontra que les équations de Maxwell étaient invariantes sous un 

groupe, soit le groupe de Poincaré, également constitué de dix paramètres. 

Devant ce fait, Einstein reformula les lois de la mécanique, telles que nous 

les avons écrites précédemment. En fait, Einstein a formulé une nouvelle 

mécanique qui est celle connue de nos jours sous le nom de mécanique 

re lat iviste. 
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(b) Détermination de la linéarité ou de la non-linéarité. 

Soit les éléments 9 E 150(3) 1) = G) t-l t 50(3) 1) = H et C t G/H: 

4  1 

~~ ~  ~  ~  (3.2.18) 

avec /\TI3,1/\ = 13,1, iiJI3,,ï\ = 13,1.  a et X sont des quadrivecteurs arbitraires. 

Nous pouvons écrire la décomposition de l'algèbre iso(3,1) de 150(3,1) comme 

suit, 

6= H +) 

= 50(3,1) + ) {iso(3, 1 )/so(3, 1) ) (3.2.19) 

3  1 1 4  1 

=[:T ~ ~ ~ +) 
o 00 1 

[
0 C]4 
o 0  1  ' (3.2.20) 

où a = -a T et c est arbitraire. 

De ceci on peut vérifier aisément que la propriété (3.1.6). solt 

hmrl-1 = m', est vérifiée. Alors) nous pouvons écrire l'application d'un élément 

quelconque h E H sur un élément quelconque c E G/H comme en (3.1.8), soit: 
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(3.2.21 ) 

où nous déduisons que: 

A X = X'  . (3,2.22) 

En vertu de la définition de la linéarité que nous avons donnée à la sectlOn 

précédente, nous concluons que l'application du groupe cinématique 50(3,1) 

sur l'espace plat de f"'linkowski, homéomorphe à G/H, est linéaire. Il y a donc 

ici homogénéité de l'espace et linéarité de la transformation cinématique.* 

3.3 Exemple où homogénéité et linéarité ne coexistent pas 

Soit G = 50(4,2) ~ groupe conforme. Avant de vérifier que l'application du 

sous-groupe parabolique lA x) 50(1,1) x 50(3,1)** sur la variété G/H est non 

linéaire, analysons ce groupe un peu plus en détail. 

(a) Discussion 

50(4,2) est le groupe de Lie de toutes les matrices réelles d'ordre 6 

sat isfaisant 

* 

li li 

Les notions d'homogénéité et de groupe cinématique pour cet exemple, on se rappelle, ont été 
introduites à la section 2.2. 
x) dénote le produit semi-direct de groupes et x dénote le produit direct. Voir Barut et 
Raczka(4) au chapitre 3. 



MT [13.1 0 lM = [13,1 0 1 
o 11,1 0 11,1 

et 

dét 111111 = 1 . 

Développons la première propriété au voisinage de l'identité, soit 

= [13,1 0 1 
o Il.1 

= _ [ 13.1 0 lOM . 
o 11,1 

(3.3.1 ) 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

Si nous écrivons les paramètres infinitésimaux caractérisant 6M comme 

4  1  1 

[
a bC]4 

6M = dT e f l  , 

gT h i 1 

la relation (3.3.3) donne 

rI = f e=i=O aTI31 = -131a 
) } ) ) 

Remp laçant a ~ À, b ~ a+b, c ~ a-b, f ~ d, nous obtenons 

(3.3.4) 

('7 '7 ~  
.) • .) • .)<.1 

(3.3.5b) 
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a+b a-b] 
o d  . 

d  0 
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(3.3.6) 

L'algèbre représentée par l'élément (3.3.6) est l'algèbre so(4,2) du groupe 

50(4,2). Nous pouvons alors décomposer so(4,2) dans les quatre espaces 

vectorie ls suivants: 

50(4,2)= t4 +) 50(1,1) $ 50(3,1) 

+ (so(4,2)/[t4 +) soC 1,1) EB soC3, 1)]} (3.3.7) 

[
Ob -b] [0 0 0] = -bTI3.1 00 +) OOd 

-bTI3.1 0  0  0 d 0 

[
"-00] [  0 

(11 000 + -aTI3.1 

000 aT13.1 

(
7 ~ 8) 
~  i 

a a] o 0 
o 0 

Avant d'aller plus loin, nous aimerions spécifier que lorsque nous 

construisons des algèbr'es dans ce mémoire, il est sous-entendu, bien sûr, que 

nous le faisons au voisinage de l'identité. Alors, les paramètres représentant 

une algèbre donnée sont infinitésimaux. Comme nous fabriquons ici les 

éléments d'un groupe à partir de leur algèbre et d'une paramétrisation 

exponentielle, les paramètres des algèbres deviennent finis sous ce 

processus. Nous avons donc choisi, comme c'était le cas au chapitre 

précédent, ~ conserver la même notation pour les paramètres représentant 

les éléments des algèbres que pour les groupes correspondants. 
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1
0 

Exponentiation des espaces vectoriels: 

(j) Transformations de Lorentz 

[

À 00] 
exp 0  0 0 

000 

(3.3.9) 

(iD Translations 

exp ~  
aT13,1 

(3.3.10) 

où 

(3.3. 11 ) 

c'est-à-dire un produit pseudo-scalaire. 

Ci i i) Accé lérat ions 

(3.3.12) 

où 

(3.3.13) 
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(iv) Dilatations 

[
000] [14 0 0] exp 0 0 d = 0 cosh d sinh d , 
o d 0 0 sinh d cosh d 

(3,3,14) 

2° Application de 50(4,2) sur un espace quadridimensionnel 

Soit 

~ Xll == ç5+ ç6' avec II = 1,2,3,4, (3.3.15) 

où Eô, avec a = 1,2,3,4,S,6, sont les composantes de l'espace vectoriel à six 

dimensions sur' lequel agit le groupe conforme. Une transformation conforme 
est telle que 1;' = 11E, où M E 50(4,2). Elle induit une transformation des Xll, 

donnés en (3,3,1 S), que nous allons maintenant investiguer. 

(i) Transformations de Lorentz 

Nous obtenons 

/\ 0 
o 10 

01 

(3.3.16) 
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(3.3.17a) 

et 

~  = ~  ~  = ~  . (3.3.17b) 

De (3.3.15) et (3.3.17a) nous obtenons 

~  ~  

I\llv Xv (3.3.18) X'll = =  = 
~  ç5+ç6 

et 

X' X'll Jl = XJlXJl , (3.3.1 g) 

où 

XJl =lIJlvXv . 0 .3.20) 

En fait, la dernière expression s'écrit dans la notation matricielle comme: 

0 .3.21 ) 

avec 

("7  "7 ?'")) .),.),,,-,,-, 

Donc, le sous-groupe de Lorentz app li qué sur X se comporte comme sur un 

espace minkowskien. 
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(iD Translations 

A partir de l'expression (3.3.10), nous voyons que 

(3.3.23a) 

(3.3.23b) 

(3.3.23c) 

où 

C3.3.23d) 

Nous obtenons alors 

(3.3.24) 

De (3.3.23a) et (3.3.15), nous avons 

et finalement, 

X'l-'- = Xl-'- + al-'- (3.3.25) 

(iii) Accélérations 
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A partIr de l'expressIon (3.3.12)) nous voyons que 

(3.3.26a) 

(3,3,26b) 

(3.3.26c) 

OLJ 

(3.3.26d) 

Nous obtenons 

(3.3.27a) 

et 

C3.3.27b) 

De (3.3.26a) et (3.3.15)) nous avons 

De C3.3.27b)) nous dédu1sons que 

X/IJ. = ~  + blJ.(ç5-ç6) 

(ç5+ç6) - ~  + (b2)(ç5-ç6) 
(3.3.28a) 

ou 
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(3.3.28b) 

Pour obtenir la forme usuelle de la transformation conforme, nous allons 

définir l'hypersurface 

(3.3.29) 

dans l'espace à six dimensions. Alors, 

= Cç6)2-Cç5)2 . 

Cela donne 

= CE5 )2-CE6 )2 = ~ 

<ç5+ç6)2 ç5+ç6 . 
(3.3.30) 

Finalement, 

XJ.-l + bJ.-lCX·X) X'J.-l = ~ ~~

+ 2(b·X) + (b·b)(X·X) 
(3.3.31 ) 

Barut et Raczka(4) ) p. 409. 
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(iv) Dilatations 

A part1r de J'expression (3.3.14), nous voyons que 

(3.3.32a) 

ç'5 = (cosh d)ç5 + (slnh d)ç6, 

ç:'6 = (sinh d)ç:5 + (cosh d)ç:6. (3.3.32c) 

Nous avons 

<3.3.33) 

et 

<3 .3.34) 

En conclusion, nous avons montré dans cette section que les variables X)..l 

définies en <3.3.15) se transforment comme les coordonnées de l'espace de 

Minkowski. 

3° Invariance des équations de Maxwell 

Nous avons construit précédemment les éléments du groupe conforme 50(4,2) 

qui est constitué de quinze paramètres. Parmi ses sous-groupes, on retrouve 
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le groupe de Lorentz à six paramètres, les translations et les accèlèrations à 

quatre paramètres chacun, et finalement, les dilatations à un paramètre. 

Nous pouvons écrire des équations analogues à celles de la théorie de la 

relativité restreinte en termes d'un espace à six dimensions. 51 nous ' 

reprenons les cinq principales, citées au début de la section 3.2, nous aurons 

d2ç8 
f 8 -m-- d12 ' a = 1,2,3,4,5,6, 

avec 

où 

[ 9ab] = dia 9 ( l , l , l , - l , l , - 1) . 

Les équations analogues à celles de Maxwell deviennent 

et 

ô 
- F8b = -Jb 
ôxa 

a 
Eabcdef - Fef = 0 

àxd 

Les équations <3.2.14) et (3 .2.15) deviennent 

C3.3.35a) 

(3.3.35b) 

(3.3.35c) 

C3.3.36) 

<3.3.37) 



et 

à 
:-b Tab = 0 . 
ôx 
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(3.3.38) 

(3.3.39) 

Nous avons ici des tenseurs comme en relativité mais, dans un espace à six 

dimensions au 1 ieu de quatre. Les équat ions précédentes sont invariantes sous 

le groupe conforme. 

Nous allons montrer maintenant que la vitesse de la lumière est invariante 

sous le sous-groupe des accélérations. Comme la vitesse de la lumière 

découle des équations de Maxwell, ce calcul illustrera que ces dernières sont 

invariantes sous les accélérations. L'invariance des équations de Maxwell 

sous les accélérations pourrait, bien sûr, être démontrée directement. 

Soit 

ou 

(3.3.40) 

En prenant 

(3.3.40a) 
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et 

11 = ;5-;6 , C3.3.40b) 

nous obtenons 

(3.3.40c) 

De l'équation (3.3.30) pour l'hypersphère, soit 

(}.} .40d) 

nous obtenons 

(3.3.41 a) 

ou 

(3 .3.41 b) 

avec 

(3.3.41 c) 

l'invariant métrique en relativité restreinte. 

Comme la vitesse de la lumière est obtenue à partir de dL = 0 et que d12 est 

un invariant sous les accélérations, alors la vitesse de la lumière est 

conservée sous ces transformations. Ceci illustre le fait que les équations de 
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r"laxwell sont invariantes sous les accélérations. On montrerait facilement 

qu'il en est de même pour le sous-groupe des dilatat ions. Pour ce qui est du 

groupe de Poincaré) cela va de soi. Donc) les équations de Maxwell sont 

invariantes sous le groupe conforme. Par contre) les équations de la 

mécanique relativiste, elles, ne sont pas invariantes sous ce gr·oupe. 

Le groupe conforme est le plus vaste groupe continu laissant invariants les 

ptlénomènes é 1 ectroliynarn 1 ques. 

4° Sous-groupe 14 x) SOC 1,1) X 50 (3,1) = H. 

Ici) 14 correspond aux accélérations) SOC 1,1) aux dilatations et 50(3) 1) au 

groupe de Lorentz. Les éléments peuvent s'écrire respectivement à partir de 

(3.3.12)) (3.3.14) et (3.3.9)) soit 

[ ILl Bl [ILl 01 
14 ~ B B*J ) SOC 1) 1 ) ~ 0 oJ 

et 

(3.3.42) 

OLJ 

(3.3.43) 

'* = [1 +b2/2 -b212 ] = [COSh d sinh d] 
8 b2/2 l-b2/2 ,0 sinh d cosh d . (3.3.44) 

Un élément du sous-groupe H s'écrira a lors 
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0 .3.45) 

Nous formons un élément de la variété G/H à partir des translations (3.3.10), 

soit 

[
14 X ] 
X X* , (3.3.46 ) 

où 

- [-
aTI3" J X=[a,a), X= aTI3" , (3.3.47) 

* = [1+a2/2 a2/2 ] 
X -a2/2 1-a2/2 . (3.3.48) 

Cette variété est rlOrnogène au sens de la définit ion que nous avons donnée à la 

sect ion 2.2. En effet, pour n'importe quelle paire de points CL C2 de la 

variété, 

(3.3.49) 

En fait , comme les pOints c appartiennent à un groupe, nous pouvons écrire 

l'expression (3.3.49). 

Soit XIJ. défirii comme en <3.3.15). Il est aisé de voir que H laisse le point 

XIJ. = 0 Invariant, alors que toutes les translat10ns déplacent ce po1nt. Selon la 

termlnologle de la sect10n 2.2, H constltue le groupe clnématlque. 
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(b) Détermination de la linéarité ou de la non-linéarité 

Les éléments de la variété G/H donnés par la relation (3.3.46) soit 

[ 14 X ] 
X X* , 

sont en correspondance biunivoque avec les variables XIl définies par 

l'équation (3.3.15), soit 

En effet, d'un point XIJ. donné on rejoint n'importe quel autre point XIJ. à partir 

de la re lat ion (3.3.25), soit 

X'Il = XIl + ail , 

avec un a\-l approprié. Les a\-l sont justement les paramètres qui, exponentiés 

comme en (3.3.10), donnent les éléments (3.3.46) 
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Regardons' maintenant comment se transforme ~~ sous le sous-groupe H du 

groupe conforme. 

On vérifie Que ~ se transforme linéairement sous les transformations de 

Lorentz et les dilatations; ce Qui apparaît clairement dans les relations. 

(3.3.18) et (3.3.34), soit respect ivement 

~ = ~  Xv 

et 

Par contre, ~ se transforme non linéairement sous les accé lérat ions, 

transf ormations Qui sont données dans (3.3.31 ), soit 

~ + ~  
~ = ---------

1 + 2(b·X) + (b·b)(X·X) 

Donc, l'action du sous-groupe H = 14 x) 50( 1, 1 ) X 50(3,1) sur la variété G/H, 

où G = 50(4,2), n'est pas linéaire. 
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CONCLUSION 

Dans ce travail, nous avons tenté de donner des définitions de la propriété 

d'homogénéité que l'on veut attribuer à l'espace-temps, de la manière la plus 

nature lle ou intuit ive possib le, En ce la, nous avons ut il isé une voie différente 

de celle empruntée par plusieurs auteurs, En effet, comme nous l'avons noté 

au début de cette étude, plusieurs d'entre eux ont qualifié d'homogène une 

propriété de l'espace-temps qui leur permettait de conclure que les 

transformations reliant des systèmes équivalents étaient linéaires et 

correspondaient à ce 1 les de Lorentz, Nous entendons par systèmes équivalents 

des systèmes dans lesquels les lois de la physique sont les mêmes. 

Dans la littérature, on peut retrouver plusieurs démonstrations des 

transformations de Lorentz où l'homogénéité n'est pas invoquée, Dans ce sens, 

une des plus belles démonstrations est effectuée dans le volume de V. 

Fock(21), où les transformations de Lorentz sont déduites à partir des deux 

seules hypothèses suivantes, soit: la conservation du mouvement inertiel et 

l'invariance des équations de Maxwel1 , L'auteur réunit ces deux hypothèses 

sous une seule, par une interprétation appropriée du principe de re lativité. Il 

est intéressant de noter, entre autres, que le principe de réciprocité et la 

linéarité des équations de transformation sont alors déduits tout à fait 

naturellement. On rencontre un autre très bel exemple de démonstration des 

transformations de Lorentz n'invoquant pas J'homogénéité, dans un article de 
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E.c. Zeeman( 22) . Ce dernier démontre que le groupe de tous les 

automorphismes qui préservent l'ordre partiel que constitue la causalité 

génère le groupe de Poincaré et les dilatations. 

Donc, le principe d'homogénéité de l'espace-temps ne constitue pas une 

hypothèse nécessaire à la déduction des transformations de Lorentz ou de la 

linéarité de ces dernières. D'ailleurs, à partir de notre définition 

d'homogénéité donnée dans un espace-temps plat, nous démontrons que 

l'homogénéité n'implique pas nécessairement la linéarité. A travers les deux 

exemples que nous avons utilisés pour prouver cette dernière assertion, il est 

intéressant de noter que les mathématiques correspondantes, soit celles de la 

théorie des groupes continus, donnent un support très solide à la définition 

même. A partir de la théorie des groupes continus (ou de Lie), on peut 

construire plusieurs autres espaces satisfaisant à la définition donnée dans 

un espace-temps plat, du moins du point de vue mathématique. Dans ce sens, 

nous pouvons soulever la quest ion suivante: est-il possible de construire tous 

les complexes associés de dimension quatre de la théorie des groupes de Lie? 

Nous pouvons souligner aussi le fait que nous donnons une définition explicite 

de groupe cinémat ique, ce qui à notre connaissance n'est pas fait de manière 

systématique dans la littérature. 

A titre de remarque finale, insistons sur le fait que nos trois définitions 

d'homogénéité de l'espace-temps données dans le cadre des théories 

métriques, ont leurs assises dans la réalité physique elle-même. Si nous 
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regardons la définition avancée lorsqu'à la limite l'espace-temps est plat, 

nous voyons que la vérification de la propriété d'homogénéité dépend de la 

connaissance du groupe de symétrie des lois physiques, et donc des lois e l1es-

mêmes. Dans les deux autres définitions, il faut vérifier si le principe 

d'équivalence d'Einstein ou le principe d'équivalence élargi sont valides. Ceci 

illustre de nouveau que les définitions que nous avons présentées se 

rapprochent de l'intuition physique. 
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ANNEXE A 

ESPACE VECTORIEL ET ESPACE EUCLIDIEN 

Nous allons donner dans cette annexe quelques définItions et propriétés d'un 

espace vectoriel 1 inéaire et d'un espace eucl idien réel, qu'on retrouve en 

algèbre linéaire, La première de ces définitions a été prise dans le volume de 

Gilmore(5) et la seconde dans celui de Gel'fand(6) , 

Définition 1 

Un espace vectoriel 1 inéaire V est const itué par 

(a) un ensemble d'éléments VO, Vl, V2 , ... E V, appelés vecteurs, 

(b) un ensemble d'éléments fl,f2, ... E F, où F est appelé un corps, 

munis des deux opérations suivantes, soit 

(0.) l'addition vectorielle, notée +, 

([3) la multiplication par un scalaire, notée ., 

et qui satisfont les postulats suivants: 

Postulat A 

1. (fermeture) 



'Î L, 

3. 

4. 

s, 

Postulat B 

1. 

2. 

3. 

4. fiO( Yk+ Yl) = fioYk+fioYl 

(fj+fj )oYk = fioYk+fjoYk 

Déf1n1t1on 2 
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(associativité) 

(existence de 
l'identité) 

(existence d'un 
inverse) 

(commutativité) 

(fermeture) 

(associativité) 

(existence de 
l'identité) 

(distributivité) 

Si, à chaque paire de vecteurs x,y d'un espace vectoriel V réel, nous pouvons 

associer un nombre réel, noté (x,y), et satisfaisant les propriétés suivantes 

1. (x,y) = Cy,x) 
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2. (ÀX,y) = À(X,y) 

4. (X,X) l 0 et (x,x) = 0 si et seulement si x = 0, 

où À. est un nombre r'ée 1 quelconque, a lors nous dirons qu'un produit, que nous 

appellerons "produit scalaire"*, est défini dans l'espace vectoriel V. 

Un espace vectoriel dans lequel un produit scalaire est défini est dit être un 

espace euclidien. 

tLfi. Il est intéressant de noter que dans plusieurs applications, comme 

c'est le cas en théorie de la relativité restreinte, on définit un produit, 

que nous appellerons produit "pseudo-scalaire", qui satisfait les 

propriétés 1 à 3 mais pas la propriété 4. 

Nous pouvons ajouter aux définit ions d'un espace vectoriel et d'un espace 

euclidien les deux théorèmes suivants: 

Théorème 1 

Tous les espaces vectoriels réels de dimension n sont isomorphes. 

Dans la traduction anglaise du volume de Gel'fand, on utilise l'expression "inner product". 
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Théorème 2 

Tous les espaces euclidiens réels de dimension n sont isomorphes, 

Pour conclure, cherchons une représentation "standard" pour un espace 

vectoriel (ou euclidien), Si nous définissons un vecteur par la suite de n . 

nombres rée 1s, comme sui t: 

la somme vectorielle de deux vecteurs pat' 

et le produit par un scalaire comme 

nous avons constrult un espace vectoriel linéaire de dimension n sur le corps 

des réels et muni ce dernier de coordonnées rectilignes, Tous les autres 

espaces vectoriels de dimension n sur le corps des réels lui sont Isomorphes, 

51 le produit scalaire est défini par 

et que l'on choisisse les vecteurs de base ej comme suit, 



alors 

el = ( l ,0,0, ... ,0) 

e2 = (0, 1,0, ... ,0) 

en = (0,0,0, ... ,1) 

{ 
1 pour i= j 

(ej,ej ) = ° pour i;é j 
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Nous avons construit un espace euclidien réel de dimension n et muni ce 

dernier d'un système de coordonnées rectangulaires ou cartésiennes. Tous les 

autres espaces euclidiens réels de dimension n sont isomorphes à ce dernier. 

Il est à noter que pour un système de coordonnées rectilignes, Le. non 

nécessairement orthogonales, le produit scalaire s'écrirait comme: 

n 
(x,y) = l aikçiçk 

1,k= 1 

avec certaines contraintes sur les aik qui sont constants. 

Il est intéressant aussi de rappeler les trois définitions suivantes: 

Définit ion 3 

La longueur d'un vecteur ou sa norme notée Ixl, est donnée par 

Ixl = ~  . 
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DéfinItIon 4 

L'Qilglf entre deux vecteurs est donné par 

{ 
(x,y) } 

<p = arc cos Ixl Iyl . 

Définition 5 

La distance* entre deux vecteurs est donnée par 

Ix-yI. 

Toute la géométrie euclidienne peut être construite à partir de la notion 

d'espace vectoriel linéaire et de produit scalaire. En fait, nous pouvons 

définir les concepts de ligne, plan, dimension, lignes parallèles) etc.) à partir 

des définitions d'addition vectorielle et de multiplication par un scalaire dans 

un espace vectoriel 1 inéaire. D'autres concepts comme la longueur d'un 

vecteur) l'angle entre deux vecteurs, etc.) peuvent être définis à partir du 

produit scalaire. 

Dans le cas où on utilise la définition du produit pseudo-scalaire on parlera alors de DseuOO-
distance. 
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ANNEXE B 

VARIETE 

1
0 Nous définirons tout d'abord une "variété topologique"*, concept que l'on 

retrouve entre autres dans le volume de Barut et Raczka( 4), 

Définitions préa1ab1es 

Nous dirons que le couple (X,l), où X est un ensemble arbitraire et 1 une 

famille de sous-ensembles li C Xl est un espace topologique si 1 satisfait 

les conditions suivantes: 

1
0 

L'ensemble vide 0 E 1 et X E 1 

2
0 

Si U1 E 1 et U2 E l, alors U1 n U2 E 1 

3° Si Us E 1 pour chaque SES, où s est un ensemble d'indices 

arbitraires, alors 

U Us E  1 

SES 

Chaque sous-ensemble U C X appartenant à la famille 1 est appelé un 

ensemble ouvert (ou ouvert) et la famille 1 une topologie sur X. 

Un i i ~ d'un élément x E X est un ensemble arbitraire qui contient un 

ensemb le ouvert contenant x, 

* Connue sous l'expression anglaise de "topological manifold", 



88 

- Nous djrons qu'un espace topo logjque est un espace lie Hausdorff (ou un 

espace T 2) si pour chaque paire de points distincts x 1 et X2 il existe des 
voisinages U1 et U2 tels que Xl E U1} X2 E U2 et Ul n U2 = 0. 

-Soit M un espace de Hausdorff. Une carte· sur M est un couple (LJ,(j)), où U est 

un sous-ensemble ouvert de M et (j) est un. homéomorphisme de U sur un sous-

ensemble ouvert de l'espace euclidien réel à n dimensions} soit Rn. En d'autres 

mots, une carte est un système de coordonnées local dans M par rapport à (j) . 

Il est à not.er que deux espaces topologiques X et Y sont homéomorphes s1 

chaque ensemble ouvert de X a un ensemble ouvert de Y comme image et 

chaque ensemble ouvert de Y est l'image d'un ensemble ouvert de X. 

-Un espace de HauSdorff est da être localement euclidien si ~i cl-laque point p 

E Mil existe une carte (U,(j) )sur un voisinage U de p de dimension n. 

Déf1n1t1on 1 

Un espace de Hausdorff qui est localement euclidien à chaque point est appelé 

une variété topologique. 

Il est à noter que l'espace euclidien Rn, la sphère sn-l dans Rn, etc., sont des 

exemples de variétés topologiques. 

Du mot anglais "chart". 
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2· Nous allons ma1ntenant donner les déf1n1t1ons de ce que l'on entend par 

variété différentielle et variété analytique. On retrouve ces définitions 

dans le vo lume de Barut et Raczka. 

Autres défInItions préalables 

Soit S et S' des sous-ensembles ouverts de Rn et soit l\J une application 

de S dans S'. L'application l\J est dite différentiable s1 les coordonnées yJ 

(l\J(p)\ j= 1 ,2, ... ,n, sont des fonctions infiniment différentiables des 

coordonnées xi(p), i= 1,2, ... , n, avec p quelconque dans S. Nous dirons alors 

que l\J appartient à la classe Coo(S). 

L'application l\J: S ~ S'est dite analytique (ou de classe CW) si pour 

chaque point p E S il existe un voisinage U de p, tel que pour q E U chacune 

des coordonnées yj (l\J(q)), j = 1,2, ... ,n, peut être développée en série de 

puissances convergente de xi(q) -xi(p), i= 1 ,2, ... ,n. 

Une structure différentielle de dimension n (appelée aussi un atlas de 

classe (0) sur un espace de Hausdorff M est une famille de cartes (Un, <Po), ex 

E A sur M, qui satisfait les deux conditions suivantes: 

A) M = UA Un, c'est-à-dire que le domaine des cartes 
ne: 

couvre tout l'espace M. 

B) Pour chaque paire ~ E A, l'application <Pf30 <Pn-1 est une 

application différentiable de <Pa: (Ua: n Uj3) sur <Pf3 (Ua: n Uf3), 



La notation ~ 0 cpo.-l signifie que l'application cp 0. -1 est 

suivie de l'application ~  
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Une structure analytique de dimension n sur un espace de Hausdorff a la 

même définition que celle d'une structure différentielle; 11 s'agit de 

remplacer la condition de différentiabilité par celle d'analyticité, 

Déf1n1t1on 2 

Une variété différentielle (analytique) de dimension n est 'un espace de 

Hausdorff M avec une structure différentielle (analytique) de dimension n. 
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ANNEXE C 

GROUPE ET COMPLEXE ASSOCIE A UN SOUS-GROUPE 

Nous allons i ci donner quelques défi ni t i ons et propri étés se rapportant au>; 

qroupes et u ~ comp 1 ei-:es 8S50ci és. 

Définition 1 

Un groupe G e:3t: 

(a) un enserntd e ,j'é 1 érnents 9L 92., ..... 90 t G 

avec 

une opération, appelée rnult i pli cat i on de qroupe et notée c, , . ~  

te 11 e que l es quatre propri étés sui '.,.'a rit es sont Sôt i sf ôH8S 

1. (f errneture) 

2. (associ at i vi té) 

':;'. 

4. 

(e::-::istence de 

1 'i ,jent i té) 

(ei<1stence d'un 

inverse !;]1 = 9k -1 ) 



92 

L'ensernb1e d'élérnents contenus dans le grüupe peut être fini ou infini .. discret 

ou continu. 

[In retr-ou'.,Ie cette défi nit i on ai nsi que celles des grüupes continus et des 

gr-oupes de Lie dans leva l urne de Gi l more< 5). 

Définition 2 

Soi t un groupe El et un sous-groupe H ,je G. Un cornp l e:-;e associ é à H par la 

droite* est un sous-ensernb le ,je 1 a fon-ne Hg = { j:: 1 ;<=hg., tOI ::: H} avee 9 ::: G. Un 

cornp lexe associ é ~ H par l a gauche est un u ~  le de la forme 

.  1 . 
qH = -:. x ~  qt" h f HJ avec q f G. 
"- -- . --

Théorème 1 

~ i  un ~ u~ ~ u  H ij'un groupe G. L ~  cornp 1 8::::8S associ és à H par 1 a droite 

(ou par 1 ô gôuet-,e) f on-nent une part it i on ,je 13 .. i .e. l'uni on de tou::; 1 es cornp1 ~  

ôS:30ciés Ô H pôr 1ô droite (ou par la gauche) ,jonne 13, et l'intersection de ~ 

camp 1 ei<es di st i net::; est 1 e vi ,je. 

Définition 3 

Un sous-groupe H ,j'un !]roupe 13 est dit normal (ou invariant) dans G si 

'rl t, g t: H., quels que soient g E G et h EH. 

[In peut montrer 810rs que Hg = gH pour tout g E G. 

* En an91ais, "ri9ht coset of H in G". 



Notation 

Soit un sous-groupe H d'un groupe G. Soit {Hg}, pour tout g E 13 .. l'ensemtde de 

tou:; les cornp1ei<:es a::;sociés ci H par la droite. De la propriété ,je partition .. 

nou:; poul·iOns eonstrui re un ~  1 e ,je cornp 1 ~  ,ji st i nets., soi t: 

Hgo., Hgl., Hg2 ..... 

teh:; que 

Hgo U Hgl U Hg2 U ... = G 

et 

Hgi n Hgj = Ü pour tout i et J. 

Alors .. l'enserntde de tous le::; comple>::es {Hq} est spécifié par la donnée de 

l'ensemb 1 e ,jes 9 rnult i pli ant H .. soit {g} = {go .. 91.. g2 .... .}. Nous pouvons touJours 

cJloi si r qo éqa 1 ci 1 'i dent i té. Lorsque nous ut il i serons 1 a notation G/H .. nous 

parl erons de cet enserntd e {g} qui spècifi e l'ensernb 1 e de tous .1 es complexes 

a:;soei ès ci H par la droi te. 

Nous pouvons effectuer un rôi sonnernent si mil ai re lorsque nous prenons 

1'8ns8rnble de tous 18!; cornplexes associes à H par-la gauche} et noterons alors 

G\H l'ensernb le des {g} spèci fi ant l'ensemble de tous 1 es cornp l exes ôssoci ès 8 

H par la gauche. 
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Si nous écri ',,.'Ons un ensemb 1 e de cornp 1 ~  di st i ncts comme sui t: 

'Hr-H -. HL-' '1 'G'I 
'1. -0.. '-'1.. ,2 .. ···f = \ f .. 

nous a'· ... ons 1 e théorème sui vônt: 

Théorème 2 

~ i H est un sOIJ:3-groupe in\lôriônt de G., a1ot-s les éléments CO .. C1 .. C2 ..... peuvent 

être choisis ,je façon il ce qu'ils soient fennés sous la multiplication et 

f orrnent un qroupe. 

Les ,jéfi nit ion::; 2 et 3 ai nsi que 1 e théorème 1 provi ennent du \,/01 urne de B. 

Eiaurns1ag et B. Ct-lôrlljler(H::). Lô définition 1 .. le théorème 2 .. et 1ô notation 

. .' 'e' nou::; prOl/1 ennent du 1101 urne de G11 ~ .,}. 

Nous noterons fi na 1 ement une f ôç:on si mp 1 e de construi re un ensemtll e de 

l 
.. '  .  . t 

cornp exes a::;SOC1 es dl st 1 nc S. C'est ce qu'on retrouve dôns le volume de L. 

Prenons comme prerni er cornp 1 e>(e  1 e sous-groupe H 1 ui -rnêrne.. que nous 

pouvons consi dérer comme mult i pl i é pôr l'i dent ité. Ensuite .. prenons comme 

secotl,j complexe Hg1 ô '· ... ec 91 ~ H. Il est facile de prouver que Hg1 ~ H. Prenons 

un élément 92 ~ {Hg1 U HI. Conti nuons 1 e processus j u ~  épui sement ,je 

notre réserve Ij'é 1 érnents de G. 
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