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Introduction

Le probleéme que nous abordons dans de ce mémoire est la résolution de I’équation non

linéaire de diffusion,

du 0d’u
8§+-ax—2—b(u) (1)

en appliquant la méthode de réduction par symétrie et en particulier, la méthode de
séparation de variables généralisée. Nous voulons donc caractériser les solutions qui
admettent une séparation de variables ainsi que la forme explicite du c6té droit de

I’équation (1) correspondant au terme b(u).

Cette équation est utilisée dans plusieurs domaines scientifiques comme la physique, la
chimie, la biologie, etc. En fait, on se sert de cette équation lorsqu’un effet de diffusion se
produit dans un modéle. Comme !’équation non linéaire de diffusion est fréquemment
utilisée, il devient important de trouver ses solutions de fagon explicite pour des
applications concretes (par exemple, en mécanique du fluide, les effets de la diffusion

jouent un rdle important sur la configuration du flot d’un fluide).

Au premier chapitre, nous caractérisons les solutions qui admettent une séparation de

variables ainsi que le terme b(u) de I’équation (1) par la méthode de séparation de

variables généralisée. Afin d’obtenir le résultat convoité, il faut effectuer une séparation

de variables de la forme

ux,t)=@(s)ou s=T-X, T=T@), X=X(x)

ol @, X et T sont des fonctions a préciser en accord avec 1’équation (1). Les résultats de

cette caractérisation sont énoncés au théoréme (1) des pages 5 et 6 du premier chapitre.



Pour un résumé complet de tous les résultats obtenus par la méthode de séparation de
variables généralisée, voir les tables 1.1, 1.2 et 1.3 (pages 52, 53, 54) du premier chapitre.
II est important de noter que tous les résultats (solutions et termes non linéaires b(u)
correspondants, apparaissant dans 1I’équation (1)) trouvés dans les tables 1.1, 1.2 et 1.3 et

dans le théoréme (1), sont de nouveaux résultats.

Au deuxiéme chapitre, nous représentons, sous une forme graphique, les solutions
découlant du théoréme (l). Cette représentation est faite a 1’aide du logiciel
mathématique Maple 5. Une section du chapitre 2 se consacre a la présentation du
programme en langage Maple qui a permis d’effectuer la construction des solutions de
I’équation (1) en trois dimensions et ce, a ’aide de la fonction plotter. Donc, une
personne n’ayant aucune connaissance du logiciel Maple sera capable de reconstruire
numériquement les solutions du théoréme en se référant a la section 2.2. Par exemple,
une des solutions sera représentée par une onde solitonique (voir page 58, figure 2.2),
d’autres solutions seront de type bump localisé, kink et périodique. Cette visualisation
numérique nous aide a voir 1’évolution dans le temps des solutions. Il est intéressant de

souligner que c’est la premiere fois que ces solutions sont visualisées numériquement.

Au début du troisieéme chapitre, une revue théorique de plusieurs concepts mathématiques
servant directement a comprendre et a appliquer la méthode de réduction par symétrie des
€quations différentielles est décrite. Nous allons étudier en détail les concepts de groupes
de symétrie et en particulier nous discutons du critere de groupes de symétrie des
équations différentielles. Par la suite, un résumé théorique et algorithmique de la méthode
de réduction par symétrie est présenté. Ce résumé nous donne le fondement permettant la
bonne compréhension de la résolution de 1’équation (1) par cette méthode. Au cours du
chapitre 3, nous résolvons également par la méthode de réduction par symétrie des sous-
cas de I’équation de diffusion en considérant différentes formes de la fonction
b(u) (exponentielle, trigonométrique et polynomiale). Finalement, nous effectuons la
réduction de symétrie pour I’équation de diffusion a conductivité variable et nous

présentons aussi des symétries conditionnelles pour 1’équation de diffusion non linéaire.



La section 3.7, tirée de la littérature, traite du programme MACYSMA qui effectue la
méthode de réduction par symétrie des équations différentielles. Une description des
fonctions principales ainsi qu'une liste des principaux identificateurs se retrouvent i
I'intérieur de cette section. Aussi, nous expliquons en détail en quoi sont constituées les
données d’entrée et ce que le programme nous donne en sortie. De plus, une discussion
des types de systémes que le programme peut solutionner est abordée. Il est donc trés
intéressant d'exploiter 4 1'aide du logiciel MACYSMA la méthode de réduction par
symétrie pour différents types d'équations de diffusion. En donnant au logiciel quelques
données de départ, celui-ci sert & calculer pour nous la Kitme prolongation des champs de
vecteurs infinitésimaux de symétrie de I'équation initiale et calcule les coefficients de ces
champs. Enfin, il donne une liste des équations déterminantes et fournit les solutions pour

les champs de vecteurs de symétrie (voir Tableau 3.5 p. 107).

La méthode de séparation de vanables généralisée peut s’appliquer 4 d’autres types

d'éguations comme |'équation non linéaire d’onde.

d’u  o'u
f(“)a?-a?-o (2)

Dans I'annexe A, nous traitons de |'application de la méthode de séparation de variables
généralisée A I'équation non linéaire d’onde (2). Il existe donc un potentiel pour traiter
cette équation de la méme fagon. C'est-a-dire, caracténiser les fonctions f(u) admettant
une séparation de variables. Cet élément ne faisant pas partie de ce mémoire, nous ne
faisons que souligner la possibilité que la méthode proposée s’applique a d’autres types
d’équations.



Chapitre 1

Méthode de séparation de variables généralisée pour I’équation non linéaire de diffusion.

Considérons 1’équation de diffusion d’ordre deux qui est une équation aux dérivées partielles non

linéaire sous la forme :

ou 0’u
Ry
E Ey + P (u) . (1.1)

Dans un cas particulier, quand b(#) = 0 nous retrouvons I’équation bien connue de diffusion de la

chaleur.

Le probléme que nous aimerions considérer est de classifier toutes les fonctions apparaissant dans
b(u) de I’équation (1.1) qui admettent une séparation de variable et du fait méme, trouver leurs
solutions correspondantes. Cette méthode est proposée par Grundland et Infeld [6] pour certains
types d’équations de Klein Gordon; nous faisons donc une extension de cette méthode. Pour les

équations linéaires de type (1.1), ce probleme est discuté dans Miller [10].

Plus précis€ment, nous voulons effectuer une séparation de variables générale de la forme :

u(x,t)=@(s) o s=T-X T=T()e X=X(x). (1.2)

ou ¢, T, X sont fonction des variables s, ¢ et x respectivement. Ces fonctions seront 2 déterminer
par I’équation (1.1) de telle fagon que b(u) admette la forme de la solution (1.2). Cette séparation
de variables nous permettra de trouver les classes de fonctions b(u) qui admettent une solution sous

la forme (1.2) de I’équation (1.1).



Nous ajoutons une hypothése additionnelle. Nous supposons I’existence de fonctions E et T, étant

fonction de X et T respectivement et qui seront trouvées subséquemment, de telle fagon que les

dérivées de X et T par rapport a x et ¢ s’expriment comme suit :

dx z dT |
22 =28 |2 — =(T s =+
, |126(X)|* | o (T) ot €E=t=I. (1.3)

Les équations (1.3) signifient que les fonctions X et T sont localement monotones.

THEOREME 1 : L’équation de la forme (1.1) admet une séparation de variables généralisée sous la
forme (1.2) et sujet A& la condition (1.3) si la fonction composée b(¢p)=>bo@(s) et la solution

correspondante (1.2) satisfont un des 3 cas distincts :

1) Le coOté droit de b(¢) est donné par :

‘ —
b(®) =(1n|<<p—<po)%+1|>2*’ mex;{(lnl((p—cpo)%+ll)z"" ]x[(z—aoéo +é(a, +Z—*¢o<1n|(<p—<po)%+1|)2‘°')

2

La solution de I’équation (1.1) est donnée par :

o(s)=E(e’ =1)+ ¢,

La variable de séparation § prend la forme :

s—(j( 2 X+ 2%, ]ydx)x(j[

=—ll’a2=£eta3_—l+l e=t1
1+= I+
2

1

T +Ta, ]dt)
ou a,

ol @,, E, I, £, et a, sont des constantes arbitraires.




2) Le coté droit de b(@) est donné par :

e Ay o
b(p) 2, (¢ %J{Za; ln}mw )

La solution de I'équation (1.1) est donnée par :

Y
s + @,

a,
+1‘.11 +{—2a +1}D+Eﬂ‘} e=tl.
2

eEa,

2
@(s) =

La variable de séparation § prend la forme :

l a 2 eajtr_rﬂ.]_.a
s =exp| — (a,) (x=x,)" =&, |+ &
a,| 2 a,

ol @, $;v @y, @y, @, X, fyet E sont des constantes arbitraires.

3) Le cOté droit de b(p) est donné par :

-
€a a,(a,)™ éa,
bw)=z(¢—% 2a,1In 2‘1:5 (@-9, +a3+[g+1}§o e=%1.

La solution de I'équation (1.1) est donnée par :

Eay
(0(3) =%_ghﬁ +¢D
a

La variable de séparation § prend la forme :

2
s =—1-EK{L[ﬁ(I-xn)z _‘go]+ealif'fni]
a, a,| 2

ol @,, &,, a,, a,, a,, X,, I, et E sont des constantes arbitraires.




PREUVE :

Démontrons la relation suivante ;

@'(s)E'T +EXT)+¢"(s)(2ET?) =bo@(s) =b(s) . (1.4)

En substituant (1.2) dans 1’équation (1.1) et en tenant compte des relations de (1.3) nous obtenons :

&u, =€Q' XT' mais de (1.3) nous savons que 7 =7 alors

cu,=e0'Xt, u,=¢"TH(X')V +0'TX".

De (1.3) nous avons la valeur de X' donc nous pouvons trouver celle de X' :

X" -e|28 [y ce|2t Ve 8

En remplagant ces dernieres valeurs dans . nous obtenons :
u_=@"T?2 +@'TE'
eu,+u,_ = €0'XT + @"'T22 +@'TE".

En mettant en évidence @' et @' nous obtenons :

Q'()E'T +€XT) +9"(5)(26T*) = bo@(s) = b (s)
ot @ =@(s), ce qui démontre la relation (1.4). O

Ce qui nous intéresse, c’est de trouver toutes les classes de la fonction b (s) (1.4) qui admettent la
séparation de variable. D’un point de vue calculatoire, il sera commode d’introduire les deux

opérateurs différentiels (annihilateurs) suivants :

_X0 T0 , _Xd To
179X oT 7t 9x or (13



La propriété de I'opérateur A, est d’annuler n'importe quelle fonction de s, si nous prenons une

fonction f(s) alors A f=0. La propnété de |'opérateur A, est d'annuler n'importe quelle

fonction de ¢, si nous prenons une fonction g(r) oil r= % alors A,g =0.

Nous nous limitons & chercher des solutions qui seront invariantes par rapport & |'opérateur 4.
Cela nous garantit la forme de la solution (1.2) ainsi que la forme séparable correspondante de cette
solution &(u)(1.1). Cette approche est connue dans la littérature et est appelée |'approche des
symétries conditionnelles pour les équations aux dérivées partielles. La contrainte différentielle que

nous ajoutons fait en sorte que la caractéristique du champ de vecteurs A, doit s’annuler :

_ x4, 0u_ .
A1u-XaX TaT—O. (i)

Cette contrainte (i) est soumise i 1'équation initiale (1.1). Nous cherchons des solutions du systéme

surdéterminé composé de (1.1) et de (i) qui sont consistantes (compatibles).

En appliquant A, sur I"équation (1.4) nous obtenons :

i l ]
Q +EH(5)¢ =0 (1.6)
10F £ 0G
od B(SF—TBX —eXe F_ar (1.7

F =In| X2 |
(1.8)

G="L.
T




Appliquons |'opérateur A, (1.5) sur (1.4) :

@'AE'T+eXT)+¢" A (26T*) =0.

Aprés application de I'annihilateur et en utilisant les formules (1.3) nous obtenons :

@ (XE'T +eXT—-E'T—eXTr')+@" (2XE'T? —4ET?) = 0.

Isolons le terme de la deuxiéme dérivée de cette derniére équation. |
0 O (XE'T +eXt-E'T ~ eXTt) _
2 (XE'T* -26T%)

@+

Notons le coefficient par rapport & la premiére dérivée @ :
_ (XE'T +eXt-&'T -eXTT')
(X§'T* -26T?)

Séparons cette équation en deux parties :
_XE4+E-2L | eX(r-Tr)
T(X§-28) T*(X&-2%)

Nous pouvons réécrire cette équation de la fagon suivante :

T
d —
1 d(In | XE'-2& |} : T
A(s)=— —eX exp(=In| XS -
()= % p(-In| X -28 -
T
notons F=In | Xg'—?g' et G =?
Et nous obtenons :
19F £ 0G
0 = -eXe ™" , ce qui démontre la relation (1.6). O

ToX ar
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Nous constatons que I'équation (1.4) est maintenant devenue homogéne. L'équation (1.6) implique
que @ doit étre une fonction de 5. En effet, en appliquant encore une fois I"annihilateur A, sur (1.6)

nous obtenons :

A (¢"+9{s)%) =0 comme A®"=0 et AQ'=0, alors A0(s)=0

et ceci démontre que @ est fonction de s seulement, @ =0(s). O

En conséquence, en appliquant A, sur I’équation (1.7), nous nous assurons que le cdté droit

s'exprime en terme de la variable s seulement.

_e"(Xo’'F oF XoF\oG . . ,9°G _
Aﬂ“}'?( ox? +ax] ET[] ox Jor T a7 a9

En appliquant A, sur I'équation (1.7), nous obtenons :

X 0*'F oF 5o 0G  _pOF 0G _, , +0°G
e X —- —X _
MO = xT * Tox E[[e or ¢ axor . )T r
X9'F OF .06 . ,0FdG . 9G
=t —— e X —+€e X ———+¢ee XT =0.
Tox’ mx ©Nor ox or ¢ N ar
r T
Multiplions cette derniére équation par € ¥:
’F e oF 0G oF 0G 9°G
F e e - ¢T — + EXT — — + €T =0.
e_ax”x oX or T ox or aT*

En regroupant les termes semblables nous obtenons :



e’ ( Xa*’F oF XoF oG . ,,9°G
AL I B CL A )
x[axi +ax] [ ax Jar T o 70

_ce qui démontre (1.9). O

a]
Maintenant appliquons |'opérateur W

X sur I'équation (1.9) pour déterminer les fonctions F
etG . Aprés cette opération, I'équation (1.9) se factorise sous la forme :

oF _0°FYoG _3°G)_
{ax"LXax?IaTﬁaTz]"O'

(1.10)

La deuxiéme dérivée de I’équation (1.9) est :

o' |ef(X°F oF\_ _{ XoF\dG ..9°G|_,
aTax | X| ox* X X JoT T’

Le seul terme restant sera :

a9’ oF dG
&EXT —— (1)
oToX dX oT
car tous les autres termes sont exprimés soiten X ouen 7T . lls seront donc nuls aprés |'application
a 2

de I'opérateur ﬁ

Appliquons la premiére dérivée sur (i); nous obtenons :

0 oF oG oF 9G d’F 9G
=T — — + EXT ——.
). [EXTaX ar] sfax aT v 0X?* aT

(i1)

11



En appliquant la deuxiéme dérivée sur (ii), nous obtenons :
2
O [ OF G g O°F 3G
aT 0X dT dX*© aT

JF 9G oF 3°G  9°F 9G d'F 3G
+T +x + XT =0).
aX oT daX 9T’ 90X ? oT ox?® ar?

Nous pouvons réécrire cette équation sous la forme factorisée :

JoF d'F (oG 9°G
+ X = +t— ‘=0
dX aX aT aT )

, ce qui démontre (1.10). O

Il v aura donc deux cas i considérer séparément :

OF  0d°F

[ﬁ”ﬁ]ﬂ} (1D
G .. 0°G

[E”arz]zo‘ .12

Premier cas (1.11) :

Discutons du premier cas de la factorisation donnée par (1.11).

Démontrons la relation suivante :

F=In|a,X"| a,a, €R (1.13)




De (1.11) nous avons :

F'+XF"'=0 don,
(In| F1y=(~In| X |}.

En intégrant on obtient

(In| F'|)=~In| X |~Ing, =—In|a,X |

ou a, est une constante d’intégration.

In|F’ ~Inla, X
oMIE = pminlaiX]

F=In|X%|+In|a,|=In|a,X* |
ol a, est une constante d’intégration.

Ceci démontre la relation (1.13). O

Nous pouvons donc trouver la valeur de 5 en substituant (1.13) dans (1.8) tel que :

In|a,X* |=In| XE'-2€ | (1.14)
ce qui nous donne une équation différentielle.

En prenant I’exponentielle de chacun des cotés de (1.14), nous déterminons la forme de &' :

oMlaX | _ InXg-2¢]

a,X* =X§'-2¢

5'—%= a, X (1.15)

I3



Nous trouvons donc aprés intégration de (1.15) deux cas i considérer :

14

a, X"

€=;_2+QXI pour @, # 2 (116)
1

E=a,X’In| X |+£,X*  pour a, =2. | (1.17)

Nous procédons 4 la résolution de (1.15) par la méthode de Lagrange.

1-Partie homogéne de (1.15) tel que :
2
1__§ = u

2
X

In|é|=2n|X |+Inc
E=X"c (i)

2-Partie non-homogéne de (1.15) :

En faisant varier le paramétre ¢ dans la relation (1).

¢ — ul(x)

Nous proposons la forme de la solution t_." =X 2”(1' )



48 =ﬂx2 +u(x)2X.
dX dX

De (1.15) nous avons :

2
ﬂXz +u(x)2X _M = aZXal_l
X X
Au X*=a,Xx%"
dX
du = aZX“"3.
dX
Apres intégration :

a,Xa?

u(x)=—"——+& §  a %2
a —2

ou 50 est une constante arbitraire.
D’ou la solution (1.16) de I’équation (1.15) :
£ = a,X ™
a -2

+E,X 2.

Si @, =2, en remplagant @, par 2 dans (1.15) nous aurons :

.2
—Y&’::azX. (ii)

Donc la partie homogene sera la méme que celle du cas précédent.
Partie non homogéne pour (ii) :

En faisant varier le paramétre ¢ dans la relation (i)

¢ > u(x) .

15



Nous proposons la forme de la solution 5 =X 2u(x) avec :

d d
—§=—uX2 +u(x)2X.
dX dX
De (i) nous avons :
2
e yeax - 2X M0, x
X
ﬂX2 =a,X
dx
au _a
X X

Apres intégration,
u(x)=a,In| X |+&, si a, =

ou 50 est une constante d’intégration.

D’ou I’autre solution (1.17) de (1.15) :
E=a,X?n|X |+£,X2. O

Pour trouver la valeur de G, il faut substituer la valeur de F (1.13) dans I’équation (1.9) et nous

obtenons respectivement :

2_
a, T
G=-3 t+a a, #2
2-a, 4 pour @,
G=a31n|T|+a4 poural=2.

(1.18)

(1.19)




Considérons le premier cas (1.16) pour a, # 2.

Remplagons (1.13) dans cette équation (1.9) :

xa=F+aF 1o xaF G | 129G _,
ax?® ' ax ar & T (1.9)

Le premier terme s'annule et I'équation (1.9) se réduit i cette forme :
XoF oG ., 9°G
-&fMNl-—— | —+ €T —=
ﬂ( aX ]aT ar*

En divisant des deux termes par @ nous aurons :

ar
9'G
XoF ar’ (. XoF 9 (. 3G
-{1- +TL oA 9120
[ BX) oG [1 X ]+T6‘TLIH BT] 0.
aT

En effectuant la séparation de variable de cette équation, on obtient deux cas & considérer :

I_E =u .
X ®
d oG
o mI57 )= g

ol u est la constante de séparation.

Nous pouvons trouver la valeur de u en remplagant (1.13) dans (1) :

Xa,a, X “"
a, X"

1-

=l-a,=u. (iii)



Nous pouvons réécrire (ii) sous la forme équivalente suivante :
d oG d
—|In|—||=u—(~Un|T ).

ar( 'ar] or 17D

Donc,

dG
ln|ﬁ|=uln|T|+lna3=ln|a3T“|

olt a5 est une constante d’intégration.

Nous avons donc,

- =aT” (iv)

Si nous remplagons la valeur de u (iii) dans la derniére équation (iv) nous aurons :

a_G — a3T1‘al '

aT

En intégrant :

a3T2_al
G= 7 _ a, Ta, ce qui démontre la relation (1.18) pour g, # 2

ou a4, estune constante d’intégration.

Considérons le deuxiéme cas ( 1.17), pour q, =2.

Dans ce cas nous aurons (1.13) tel que F = In | a,X : | car, @, =2.



Substituons la valeur de F dans (i) :

_2a2X2

1
a,X’

=u=-1.

Remplagons la valeur de u = -1 dans (iv),

oG _

— =a, T
oT

En intégrant G = a, In | T | +a, , ce qui démontre la relation (1.19) pour @, =2 ou @, est une

constante d’intégration. [

Donc pour les deux cas (1.18) et (1.19) en égalant avec (1.8), nous déterminons la valeur de 7 en

terme de T.
a} 3-qa
T= T +Ta
5 _ a, 4 (1.20)
T=a,TIn|T|+Ta,. (1.21)

Par la suite, nous utilisons les relations (1.3) et les résultats de (1.16), (1.17), (1.20) et (1.21) pour

trouver la relation de dépendance X et T parrapporta x et ¢ respectivement.



Pour le premier cas (1.16) :

20

Ve
x=j{£x"' +2§0X2] dx

a, -2

' -1
a
t=|| —=—7T%%+Ta, | dT.

(1.22)

(1.23)

Pour le deuxiéme cas (1.17) :

X(x)= exP[i(Sa—zz—(x —x,)° =&, D
a| 2

(1.24)

(1.25)

Considérons le premier cas (1.16) quand @, # 2.

De (1.3) nous avons,

dX :

—=F 2 -

/ | 2¢ | ., T' =7 donc
dx aX

P




En remplagant la valeur de é‘ (1.16) dans la derniére équation et en intégrant on obtient :

2a K
x=[| x4 428X | dX
a -2

ce qui démontre la relation (1.22). O

dT dTr
De méme, I =T, ce qui implique que 4 = =

En remplagant la valeur de T (1.20) dans la derniére équation et en intégrant on obtient :

-1
t= j[LT“l + Ta4j dT
2—-a,

ce qui démontre la relation (1.23). O

Considérons le deuxiéme cas (1.17) quand @; = 2.

De la méme fagon que pour le premier cas nous trouvons :

X =j(2a2X21n| X |+2§0X2ﬁ]dx

= | (a,TIn|T |+Ta,) " dT.
[@Tn|T|+Ta,)

Evaluons ces intégrales.

Donc, pour I’intégrale (i) (aprés avoir mis en évidence X %) nous avons :

v=|

X(2a, In | X |+2§0)/

21

(1)

(i)



Apres le changement de variable suivant :

InX=s

cette intégrale devient :

ds
(2a,s+2E,)"

dv
Posons v=2a,s+2&,, dv=2ads, 7= ds.

2a,
Ona:
x4
2a, v%
Apres intégration :
2v%
x= + Xo. (iii)

En remplagant V par sa valeur et In X =5 dans (iii) on obtient :

|
e (2a,In| X |+2§0)A y

a,

0

ol X, est une constante d’intégration
_(2a,In| X | +2&,)

(a,)’

(x—x0)2

Nous voulons avoir la valeur de X; il faut donc isoler In X de I’équation précédente par :

o[ s )

a, 2

22
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1 2
X(x)= ex[;{;[ (a;} (x - xo)z -& ]] '

ce qui démontre la relation (1.24). O

Maintenant pour |"intégrale (ii) (aprés avoir mis en évidence T ) :
e=| ar
T(a,In|T |+a,)

Avec le changement de variable In 7 = 5 nous obtenons la deuxiéme intégrale :

‘=f _ds
(a5 +a,)

dw

Posons W = 4,5 + a,, dw = a,ds, — = ds.

a,
1 dw
| =— —_—
a:'[[ “’]
_Infw|
ay

4

+I. (iv)

En remplagant W par sa valeur et In7 = 5 dans (iv), nous obtenons :
In(a, In|T | +a

= n(a, In|T'| "}+I

a

1]
3

oll [y est une constante d'intégration

(t—ty)a, =In|a,In|T|+a,|.
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Pour déduire T, il faut donc isoler 1n | T | de ['équation précédente par :

e =g In|T | +a,

(t—ty)ay
e —da
In|T|= 4
a,
ay(t—ty)
—da
T(t)=ex 4
a,
ce qui démontre la relation (1.25). O

Maintenant, déterminons les classes de fonctions b(u) (1.1) qui permettent de trouver des solutions

a variables séparables (1.2).

En introduisant dans |’équation (1.7) la valeur (1.13) pour F et (1.18) et (1.19) pour G, nous obtenons

respectivement la fonction 8(s) sous la forme :

l-a
a a.s !
O(s)=—"L-g2"— (1.26)
S a,
2 a
O(s)==—-€—-, (1.27)
S a,s

Considérons le premier cas (1.16) quand @, # 2 nous avons :

la—F —eXe * a—G
ToX aT

0(s)= (1.7)

F=lIn|a,X" | (1.13)
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_ a, T
2-a,

G +a,. (1.18)

Remplagons les valeurs de F (1.13) et G (1.18) dans 8(s) a.m.

On obtient :
a-1 1-a

0(s) = la1a2Xa e Xa,T

T aX" a, X"

1=y e l=ay

0(s) = lg _,aX T

TX a,

1-ay

o5y =% g8

s a,

ce qui démontre la relation (1.26). O

Considérons le deuxiéme cas (1.17) quand @, = 2.
G=a,In|T|+a, (1.19)

Remplagons les valeurs de F (1.13) et G (1.19) dans 0(s) (1.7):

1 2a,X Xa,
B(s)=——2—-¢
O = raxt faxr

0(s) =L 2%
TX  aXT

ce qui démontre la relation (1.27). O
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Par la suite pour trouver la fonction @(s), nous n’avons qu’a introduire dans 1'équation (1.6) les

valeurs trouvées (1.26) et (1.27 ), pour a, # 2 et a, =2 respectivement :

1 ]- al a3sl_al .
) I 1)
' 1 2 3 "
] PRy
On trouve donc comme résultat :
EZ\/E o a. 2+ ) g(Zman(@i+))
Q=— 3 |
2-a 12:1 2a,(2-q) neRi+n 70 (1.30)
£
_ 2¢Ea, o
a o (1.31)
3

Considérons le premier cas (1.16) quand @; # 2.

De (1.28) nous avons :
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1{a _as™
N 3 '
e R =0. (1.28)
20 s a,
Posons 2= et Z’=@"" alors :
1 a a,s' ™
I+—| +-e2—z=0.
s a,
En intégrant par séparation de variables :
dz 1{a a;s'"™
i [ S & -3 ds
Z 20 s a,
d’ou
1 a, 1 -
In|zl=—=| g lns—g-=2 s |+In| E|
2 a, 2-a,
ou E est une constante d’intégration.
Nous avons donc :
a B l s27al
2a,2-a
Qp'=z=FEs *e “= (1.30.1)
En faisant référence a I’ égalité e’ = 27 nous avons :
1=0 ¢
d 1 g
' — = €a3 2—
@'=Es ? R (1.30.2)

“| 24, 2—gq, "
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En s’appuyant sur les méthodes présentées dans Ryzhik [13] et Zwillinger [16], nous trouvons la

solution explicite de (1.30.1) exprimée en terme d’une série infinie :

2!+I
E2 .E . a 2 [2-:,::2!1-[}
P(s)=—-= Y| —2 : +0,
2—-a, 3| 2a,(2-a,) ne2l+1)

ol @, est une constante d’intégration. Ceci démontre la relation (1.30). O

Considérons le deuxiéme cas (1.17) quand @, = 2.

De (1.29) nous avons :

En intégrant par séparation de variables :

ﬂﬂ_"__l[ _&"_l[ﬁ_ ]
@’ s 2a, | 5| 2a,

ﬂnlcp‘l}'=ﬂn|sﬂ‘rﬂ' ]

d'ol

a,

1n|(a'|=111|s|[§f’——l]+lnﬁ'

ol E est une constante d’intégration,
52
In|@'|=In|Es-*™* /|
(2]
¢'=Es™

(1.29)



En intégrant, nous trouvons la solution explicite de (1.1).

£,

2eEa, 5,
= = +@,

da,

oll ¢, est une constante d'intégration.

Ceci démontre la relation (1.31). O

En remplagant les valeurs (1.16), (1.17), (1.20) et (1.21) et les valeurs (1.30.1) et (1.31) dans

I"équation (1.4), nous obtenons pour a, # 2et a, = 2 respectivement :

gz, 5

| : 3
. ¢ ') B il -
b(s) = Es* T (2_a| )gu +&(a, +_3§t}52 “) (1.32)
az '

£y

™
a m_
b(s)= Es™*|eayIn|s|+a, +| —+1 &, +ea, | (1.33)
2a, |

Considérons le premier cas (1.16) quand @, # 2 et tenons compte des relations (1.30.1),
(1.16) et (1.20).

Nous savons que

| _"';]F'-'f e
@'=Es 2e """ (1.30.1)
_ a, X"

5 +&,X* (1.16)



a s

2-q

Calculons les grandeurs @''et&'.

En dérivant une fois (1.30.1), nous obtenons :

E ‘%“ &y 1 2.4 E 3 8 1 24
as 5 &a, '— -

1 e2az(2 ay) + 3¢ 2 eZaz(Z @)

= 2a,

En dérivant une fois (1.16), nous obtenons :
a,a -
5 =—LZ xa 4 250
-2
Remplagons les valeurs (1.30.1), (1) et (2) dans (1.4) :

as)

L ! PLa
(Es 2e 2% ){—‘-‘1—% X +26,5 +
a‘l —

XT % + £a4s:|
2-a

aq

l Ea" l 2_ aj

2 3a By 1 g a2
—Eals 62‘12(2""!) +—E€a3 Sl 2 3242(2-01)s 2aZX ‘T
2 2a, a, -2

[ 1 2-a
£ &)
— o 2m(2a) Es 2|: 49 yart +2E,5 + 22— &a 5%y +£a4s}

a -2 2—gq

all
2 LY
+ —ELH:‘S1 > Lay 2LX"'T2+25032 .

30

(1.20)

(i)
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Distribuons les valeurs contenues dans la grande parenthése :

_I_l-ﬂ

2 (2-a Eaa e S —  Fea
e 0w (A% yar 2B s t 4 B8 ypsa s
a,—2 2-a,
-2 2Fa,a 2 aqFE ., -2
+ Eea,s *? - S yaTio 2 — 2k s 2
2(a, —-2)
€2a,a,E . -2 2ea,E -3
——=—XT"s ? + Eos )
2a,(a, - a,
Nous pouvons simplifier certains termes de cette équation :
8 1 2w ay a a la
€ — -t - -2+ FEega, =1
=e @@ 2EEs ? +eaEs * —a,EEs ? r—= Ly ¢,
2

—{z_ﬂl}
Le facteur commun E5? de I'équation précédente nous permet de réécrire cette équation sous

cette forme :

i s
—{2-q)

Es? ez"’”“"’[(Z -a)§, +¢E(a, + ﬁﬁos:"" )] = b(s).
a,
Ceci démontre la relation (1.32). O

Considérons le deuxiéme cas (1.17) quand 4,
(1.21).

=2 et tenons compte des relations (1.31), (1.17) et

2¢Ea, o
=—25"" + ¢, (1.31)
a,

E=a, X' In| X |+£,X° (117

t=a,lIn|T|+Ta,. (1.21)



Calculons les grandeurs ¢',p"er &'.
En dérivant une fois (1.31), nous obtenons :

£y

=

¢'= Es™ . (iii)

En dérivant deux fois (1.31), nous obtenons :
&y
o €a3 E_z
@ —(E—I}Es : (iv)
2

En dérivant une fois (1.17), nous obienons :

E'=a,X +2a,XIn| X |+2£,X. )

Remplagons les valeurs (3), (4) et (3) dans (1.4) :

£y

Es*® [(a,X +2a,X In| X | +2£,X)T + X (a,T n|T | +a,T)]

I s )
#| oy Es? [2(a,X? In| X |+€,X )T
2a,
_ gy Ter (@XTs™ +2a,XTs™ In| X |+26,XTs™ + £a,XTs™ In|T |
™
+ea, XTs™ +2a,X T2 In| X || 221 +&,x°7%57% £ )
2a, | 2a,
_ g 2er (a2+2a1111|X|+2§G+Ea31n|T|+Ea4+%2azln|X|
2

2

~2a,In| X |+§0[%—1])

iy

ca ™
= Es* | ea,In|s|+a, + —3+1’§n+&14 )
' 2a,

32
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d’ou

oy
Es**| ea,In|s|+a, +(§ﬂ+1]§0 +&a, | = b(s).

a
Ceci démontre la relation (1.33). O

De I’équation (1.17) et en vertu du théoréme des fonctions inverses Gélinas [5], on peut trouver la

valeur de § de I’équation (1.31).

i)
S2a2 — ((0 _(00)a3
2¢Ea, (139
2eEa, =
Nous avons : @ = —Z st 4 ?
a,
2¢Ea, %
-, = Ky
a,
el
$2 ((0—(00)a3' 0
2¢Ea,

En remplagant la valeur de (1.34) dans (1.33) nous trouvons la forme explicite de b(p) pour le cas

ra, +| 2841 +£a:|
2 0 4 1.35
2a, (1.35)

(1.16).

a,
2a,F

((0 _(po)

&a
b(@)=—2(p - %)[2612 In
2a,




Nous avons :

e,

b(s) = ESEI:EG3 In|s|+a, +(%—+1J§0 + sa‘i,
2

e,

5%

— «0 - ¢0)a3
2¢Ea,

(1.33)

(1.34)

Donc en éliminant le s de (1.33) avec (1.34) nous avons :

2a

- a
bp) = 0% )

€Ea,

n «0 - Q)o )a3
2¢Ea,

- E «0 _¢o)a3 2a28a3 n «0 - ¢o)a3
2¢Ea, €a, 2¢Ea,
d’ou
a;

a E

2

b(@) = %(Q’ - (po){zaz In 5

a,

Ceci démontre la relation (1.35). [

Ceci compléte la preuve pour le premier cas (1.11) .

(@ - 9,)

eay ga -
] +a2+[—3+1}§0+8a4
2a,

]+a2 +{&+1]¢0 +£a4]
2a,

+a, +(&+1]¢0 +£a4}.
2a,

a

34



Deuxiéme cas (1.12) :

Nous discutons maintenant du deuxiéme cas de la factorisation donné par (1.12).

oG 0°G
[a_T+Ta—TZ_]=O (1.12)

G est donné par la relation :

35

G=In|a,T" | a,a, e R (1.36)

De (1.12) nous avons :

G+TG"=0 donc,
(n|G'y=(-1n|T]},
(In|G|)=-In|T |-lna, ==In|aT|,

ol a, est une constante d’intégration.

—ln|a,T|

n|G’
"ol =¢ :

G=In|T*|+In|a, |=In|a,T" |
ou a, est une constante d’intégration.

Ceci démontre la relation (1.36). O




Pour trouver la valeur de F, il faut substituer la valeur de & (1.36) dans (1.9). Nous obtenons :

36

F=In|a,X"|

(1.37)

Remplagons G (1.36) dans (1.9) :
e’ ( Xo’F OF X0F \ oG , 0°G
— — = |~ eT = ().
x(ax! +ax] ”{ oX ]ar+ ar7 =

Le premier terme s'annule et |'équation (1.9) se réduit i cette forme :

XoF\oG ., 9°G
- 1- eT =0.
57{ ox ]af ar?

En divisant les deux termes par % NOUs aurons :

0°G
—[1*—]+T§— 0,
X
aT

XoF 0 G |\ _
_[l_a_X] Ta—T[lllla—T']_.

En effectuant la séparation de variables de cette équation, on obtient deux cas & considérer.




ou u est la constante de séparation.

Nous pouvons trouver la valeur de u en remplagant G dans (ii) :

a -1
r o m{%} u

oT a,T*

72 (in] (a7 ))=u

—aT™
aT

De (i), nous avons :

[-’é—l

oF 1-u
aX X

En intégrant :

F=In|X|(1-u)+Ina,

ou a, est une constante d’intégration.

Remplagons la valeur de « (iii) dans I’équation précédente :

F=In|X|2+Ina,=In|a,X*|.

Ceci démontre la relation (1.37). [0

(ii)

(iii)



Nous pouvons donc trouver la valeur de 5 en substituant (1.37) dans (1.8) tel que :

F=In|a,X*|=In| XE'-2£ |, (1.38)
- ce qui nous donne une équation différentielle.

En prenant |'exposant de chacun des cotés de (1.38), nous déterminons la forme de £'.

€In|a3}f1| =€|n|x¢'—2¢p
a, X’ = XE'-2E
28
—-——=a,X.
G Y =% (1.39)

Nous trouvons donc, aprés intégration de ( 1.39] :

18

§=a3X21n|X|+§ﬂX2. (1.40)

Nous procédons 2 la résolution de (1.39) par la méthode de Lagrange.

I-Partie homogéne de (1.39) tel que :

-2 =g

X
dg _2dx
E X
d§ _ 2dX
S

In|é=2In|X |+In|c|
E=X*c

(1)
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2-Partie non-homogene de (1.39) :

En faisant varier le paramétre ¢ dans la relation (i),

¢ — u(x).

De (1.39) nous avons :

ﬁ:-‘iixz +u(x)2X
dX dX
2X?
vy uax -2 o x
dX
ﬂ : =a,X
dX
ﬂ=a3X_l
dX

Apres intégration :

u(x)=a;In| X |+&,
ou &, est une constante d’intégration.

La solution (1.40) de (1.39) est donc vérifiée :

E=a,X'In|X|+{,X% O

Donc, en égalant (1.36) avec (1.8), nous déterminons la valeur de 7 enterme de T :

T=Tln|a,T"|. (1.41)

Par la suite nous utilisons les relations (1.3) et les résultats de (1.40) et (1.41) pour trouver la

relation de dépendance X et T par rapporta x et ¢ respectivement :



X(x)=ex —[( )" (x=xp)* —§o] (1.42)
a,
-ty Ja
exp(e S|
T@®) = . (1.43)
2

Des relations (1.3) et des équations (1.40) et (1.41), nous avons a résoudre les deux intégrales

suivantes :
-1
= [(@a,X?In| X |+2£,X* J7 dX i
t= I(T In|a,T* ITldT. (i)
Evaluons ces intégrales.

Pour !’intégrale (i) (apres avoir mis en évidence X %), nous avons :

o=

X (2a, In | X [+26,)% |

Apres le changement de variable suivant :

InX =5,

cette intégrale devient

ds
(2a,s + 250)%




dv
Posons V = 2a,s +2&,, dv= 2a,ds =dS alors -

2a,
e Ldv
2a, v%
2v}é
xX= + X,
2a,

En remplagant V par sa valeur et In X = § dans (iii), on obtient :

_Caln|X|+26)"

a,

Xo

ou X, est une constante d’intégration,

(x—x,) = (2a,In| X |+2§0).

(a;)

Nous voulons avoir la valeur de X, il faut donc isoler In X de I’équation :

a, 2

[

X(x)=ex i((i‘—;)—(x—xo)z —50]

a,
Ceci démontre la relation (1.42). O

Maintenant, pour !’intégrale (ii) (aprés avoir mis en évidence T):

1 dT
t=—[| —
a ’| Tln|a,T |

(ii1)

41



Posons W = In | ale, dw =

’

a,T

Appliquons ce changement de variables :

1 rdw In|w|

a”’ w a,

+1,

ou Zjest une constante d’intégration,

t=ln|ln|a2T”+to
q,

(t—t))a, =ln|ln|a,T ||
e =1n|a,T|

a,T = exp(e("'°)“‘ )

d’ou
(110 )ay
expie
7 = EXB( ).
a,
Ceci démontre la relation (1.43) a

a,dT dr
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Maintenant, déterminons les classes de fonctions b(u)(1.1) qui permettent de trouver des solutions

a variables séparables (1.2). En introduisant dans I’équation (1.7) la valeur (1.37) pour F et (1.36)

pour G, nous obtenons la fonction 9(s) sous la forme :

0(s) = Z_gi,
s as

(1.44)




En effet nous avons :

F=In|a,X"| (1.37)

G=In|a,T"|. (1.36)

Remplagons les valeurs de F (1.37) et G (1.36) dans B(s) (1.7). On obtient :

12a,X e Xa,a, 7"

B(s)=
() T a,X* a,X’a,T"
12
0(s)=—=—- 4
TX aXT
6(s)==-e--. O
5 a.s

Par la suite, pour trouver la fonction (0(-‘-‘), nous n'avons qu’a introduire dans I'équation (1.6) la

valeur trouvée (1.44).
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P+ TE—— =0 (145
43)
2l s ass
On trouve donc comme résultat :
£a
_2¢Ea; 3,
¢= a $ %o (1.46)

1

De (1.45) nous avons :



En intégrant par séparation de variables :
o' _ 1 _ea ) _1fea
@' s 2a, | 5| 2a,

'
(In| @)= (in] s | 2 - ]

d'ol

3

In|@'|= ln|s|{ﬂ-—l]+ln£,
2a

ol E est une constante d’intégration.

=
In|@'|=In| Es'** /| donc,
Q'= ES[EI‘_I]

En intégrant nous obtenons :

2
@ =@1_5:‘! +@,

oll ¢, est une constante d’intégration.

Ceci démontre la relation (1.46). O

(1.45)
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En remplagant les valeurs (1.40), (1.41), (1.46) dans I’équation (1.4), nous obtenons :

fay
— 2a3 &q
b(s)=Es™*|ea In|a,s|+a, +| —+1§, | (1.47)
3
En tenant compte des relations (1.40), (1.41) et (1.46) :
&a;
2¢Ea, 3.
=———=5"" +¢, - (1.46)
a
§=aX'In| X |+§,X* (1.40)
7=TIn|a,T"|. (1.41)
Calculons les grandeur ¢',@"'et&'.
En dérivant une fois (1.46), nous obtenons :
Ea_ll
@'=Es*™ . ()
En dérivant deux fois (1.46), nous obtenons :
&
L_| €a a0y
(p =[—1'—1]ES o . (ii)
2a,

En dérivant une fois (1.40), nous obtenons :

E'=a,X +2a,X In| X |+26,X. (iii)



Remplagons les valeurs (i), (ii) et (iii) dans (1.4) :
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1
Es* |(a,X +2a,X In| X | +2£,X)T + X (TIn|a,T* )]

&
+[§‘4—1}Es2“3 2(a,x%n| X [+&,xH)T?]
a,

= Es* (a,XTs™ +2a,XTs "' In| X | +26 XTs™ +eXTs ™' In|a,T* |

+2a,X°T%5 In| X |[§“L—1]+éoxzm-z[ ;‘4-1}

3 a,

= Es® (a, +2a,In| X | +2&, + € In| a,T* |+§‘42a3 In|X |-
3

2a,1n| X |+§0(%—1])

3

&q,

= Es*® [a3 +2&,+éea,In|a,T |+ea In| X | +§0[%—1ﬂ.

3

Comme €a,In| X | +€a,In|a,T |=€a,In|a,XT |=¢a,In|a,s |

b(s) = Eﬁ[ml In|a,s|+a, + [ﬁ + 1]50 }
2a,

Ceci démontre la relation (1.47). O

d’ou

46
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En vertu du théoréme des fonctions inverses Gélinas [5], on peut trouver la valeur de § de

I’équation (1.46) :

fay
2ay __ ((0 —(00)611
S =,
28Ea3 (1.48)
€a,
2¢Ea, 3,
Nous avons @ = 5% +@,
a
&a
o 2¢eEa, ﬁ
0 a

o @-00)a
2¢eEa,

En remplagant la valeur de (1.48) dans (1.47), nous trouvons la forme explicite de b((P) :

&a ala :ET‘]
b(9) = 22 (9 - 90)| 24, n22)

a, a,

&a
(@ —@,) +a, +(271+1]£0 . (1.49)

3




Nous avons les relations (1.48) et (1.47) :

£y
_ 2 Ea
b(s) = Es %[m, In|a,s|+a, {_2{:; + 1]@,] (1.47)
::I, _ [Q’ - ‘pﬂ)ﬂl
5 =,
2¢Ea, (148)

Donc, en éliminant le 5 de (1.47) avec (1.48), nous avons :

r @ Yar
. _ 2ay
big) = EXL 2o | g 1) @=0)A@) |, o [5G e
Z.EEHJ 25.5{13 zﬂ]
\
2
:E{¢_¢’u)a| 2a,¢a, In (@ -9y)a,(a)™ +a +| B
2eEa, | eq 2¢Ea, " \2e, "

Ea
b(tp)=§(¢r-fpu) 2a, In

3

oy

a,(a,)™ éa,

= —_ + +| —+1
2a,E @=0o) +a, 2a, ’

Ceci démontre la relation (1.49). O

Ceci démontre les résultats pour le deuxiéme cas (1.12). O
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Remargque :

Pour le premier cas, quand a, # 2 (1.16), nous n’avons pu trouver le b(¢) sous une forme
explicite, car nous n’avons pu exprimer la fonction inverse de @(s)déterminée par (1.30) et
trouver le § comme fonction de ¢ pour pouvoir le remplacer dans b(s) (1.32). Mais sous
certaines conditions, nous avons réussi a inverser la relation (1.30) et a trouver explicitement S

comme fonction de ¢ .

En effet, de la relation (1.30.2) nous avons :

a,
[ (2-q )1—7'

— | &a 1 S
'=F 3 .
¢ Z{ 2a, 2-aq [! (1.50)

Par simple intégration de (1.50), nous trouvons :

a
{ 2—a; ) —L+1
( al) >

ea, 1 s
9=E) 2; > 2 P (1.51)
o\ «d 474 l!((2—a1)l—5‘+1)

ol ¢, est une constante d’intégration.

aQ,
Hypothése : si (2- a, )N - ? +1=1+1 ol [€ Z et Z est!’ensemble des entiers,

)
a =—-—

alors 1
[+—
2

Si nous effectuons ce changement dans (1.50), nous avons :

3 ea, ! gl
¢_E,§_;(2a2(2—(l/(l+1/2))] sy e (152)



50

Prenons a, et a, tels que a, :g eta, = ii , remplagons ces valeurs dans (1.52).
1+—=

Nous trouvons la valeur de ¢ comme fonction de § :

i

1
- l+— 1] - . R
I+1 9 5 LS g
=E +@,=E) 1 +¢@,=E +
Y ; SRR R RTE @o ,Z} na+n P E{Hm ®
p=E( -1)+g, (1.53)
1 ;
W‘%)E+1=e
=1 1
§= “I(@‘¢E}E+ll. (1.54)

Nous pouvons maintenant remplacer (1.53) dans (1.32) :

1
| Ea]{ln|{¢—¢l0)§+l|}2_°'

~ ~ l E[!-a.] [&
b@)=(n|(@=-g) - +1D* "ex 2a,(2-a,)

X

(1.55)

[{2_31]&1 +E(a¢ +a_]§n{|n I{'?J _';au]i"'l I]ladlj]
a, E

oii les constantes sont données par : @, = ——



On réarrange (1.54) selon les valeurs de a,, a,,a,, nous obtenons :

Lo
5’('?")=“"‘|["»G"ﬁﬂ'a%’rllﬁ{2 :Exl{(lnHt‘.ﬂ-%)—é-HDH‘]x

[(2 ~a)E, +€(a, +2&,(In| (@ -l;oo)vl- +1))*™ )]
a, E

oll les constantes sont données par : a, = ——

Remarquons que dans les classes de fonctions b(@)pour le premier cas (1.16) od a, #2,
I'équation (1.55) admet 7 constantes arbitraires. Dans le premier cas (1.17) ol a, =2, |'équation
(1.35) ad:ﬁet 8 constantes arbitraires. Pour le deuxiéme cas (1.12), I'équation (1.49) admet 8

constantes arbitraires.

Les solutions admettant la séparation de variables pour le cas (1.16) sont données par les relations
(1.30), (1.22) et (1.23). Pour le cas (1.17), par les relations (1.31), (1.24) et (1.25). Pour le
deuxiéme cas (1.12), par les relations (1.42) et (1.43). Les tables 1, 2 et 3 suivantes contiennent le

résumé de tous ces résultats.

Ceci compléte la preuve du théoréme (1). |

(1.56)
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Table 1.1
Résumé pour le cas (1.16) quand @, # 2

2

Quantités Solutions
l-a
a as
0(s) —L-g=2 =+1
s a2 E=X
gx) | 2E e x
a, -2
pA
X
j[ 20, x4 2§0X2] dX
a, —
7(T) %T“‘ +Ta,
-1
t j[zif + Ta4] dT
E2\e i a Y semee o
YN 0
?() | 2-q, &\ 2a,2-a) 1121 +1)
Lggy a
b(s) Es? ez"?(z'“‘){(Z—al)éo +€&(a, +a—3§0s2"’1 )]
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Table 1.2
Résumé pour le cas (1.17) quand @; =2

Quantités Solutions
2 a,
o) |--e—=
s a,s
$(X) , ,
a,X“In| X |+5,X
X (x) 2
exp{i[ (a,) (x—x,)" =&, ]]
a,| 2
‘D T |T|+Ta,
ay(t-tp) __
T(t) eXp( ° a“]
a,
£a,
o(s) 2¢Ea, 7.,
N Do
a,
. &a
bs) | Es**|ea,In|s|+a, +| —+1 £, +€a,
2a,
a a a
b — (@ -0y 2a, InF——= (9 — Q)| +a, +| == +1§, +ea
(@) 2, (¢ (Po)|: a, n2a2E (@ — Q)| +a, {2‘12 Jﬁo 4i|
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Table 1.3
Résumé pour le cas (1.12)

Quantités Solutions
2 a,
o(s) |=-&—-
s a,s
£(X) ,
a,X*In| X | +&£,X*
X (x) ex;{L[——(%)z (x—x)* =&, ]]
a,| 2
7(T) Tln|a,T" |
(110 Jay
() exple” ™)
a,
2¢Ea, 7,
@(s) a TP
1
20 &
b(s) Es [Ea1 In|a,s|+a, +[ %a. + l]ﬁo} |
&y o 4@ £ay
bg) | 2g, PO 2T (@)t +{2a3 +1]6°
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Chapitre 2

Interprétation graphique des solutions de 1’équation de diffusion (1.1) a I’aide du logiciel Maple

2.1 Visualisation numérique des solutions de 1’équation non linéaire de diffusion.

En utilisant le logiciel mathématique Maple et par un choix de constantes, nous pouvons illustrer

graphiquement les solutions des trois cas du théoréme.

Pour le premier cas (1.16) :

Choisissons les constantes de telle sorte que les intégrales (1.16) et (1.20) se trouvant dans la

variable de séparation S se solutionnent.

Donc, si nous prenons £, =0 et a, =0 de (1.16) et (1.20), nous aurons respectivement :

aZX“' a, 3-a
T(T)=——T"".
a, -2 e 71 2—a,

£(X) =

Des relations (1.3)

dX j dr
82a2Xa' /2 (1.57) et a3T3_a' (1.58)

a, -2 | 2-q



Aprés intégration de (1.57) et (1.58), nous trouvons :

2 -(a,/2)+1
X = (x_xu{s?rﬂz ] [_%+l] (1.59)

oil x, et f, sont des constantes d’intégration.

Comme § = XT alors

L 1

y2 —(a,[2)+ -

£2a, a ' a %2

=|lx- -—L+1 - . -2 .
= x°{ﬂu-2] { 2+] ((r r"{z—ﬂ!](a' )]

En remplagant la valeur de S dans la solution @(s) du cas (1) du théoré¢me (1), nous avons la

solution de (1.1) qui est

y2 g /2wl P
@(s)=E( ex (x-.tn{:zj;] [—%H]] [{r—:,,{;j’a }41-2}]“ )=1)+@,.

(1.61)

En choisissant les constantes de telle sorte que :

=0, @,=-2,x,=1 ,4y=0et E=3 et €=l
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La solution (1.61) est représentée par la figure 2.1 :

307
25
201
151
10

Figure 2.1.
Représentation graphique de la solution de I’équation de diffusion cas (1.16)

Pour le deuxiéme cas (1.17) :

On choisit les constantes de telle sorte que :
®,=5, £,=0, a,=-6, a,=8, a,=0, x,=2 ,1,=4 , E=8 et E=-1.
En remplagant ces valeurs dans le S et par la suite dans le ¢(s) du cas (2) du théoréme (1) la

solution de I'équation (1.1) sera représentée par la figure 2.2 qui est une onde solitonique de type

« bump » :

57
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Figure 2.2
Représentation graphique de la solution de I'équation de diffusion cas (1.17)

En faisant varier le parameétre x,, nous pouvons voir |'évolution de I'onde solitonique.

Quand x; = 0 nous obtenons :

Figure 2.3.

Evolution de la solution de I'équation de diffusion cas (1.17)



Quand x,= -2 nous obtenons :

Figure 2.4.
Evolution de la solution de I’équation de diffusion cas (1.17)

Pour le troisiéme cas (1.12) :

On choisit les constantes de telle sorte que :
@,=1.,5,=1, a,=-1, a;=1, a,=1 ,x,=-1, t,=1, E=let E=I.

En remplacant ces valeurs dans le § et par la suite dans le @(s) du cas (3) du théoréme (1), la

solution de |'équation (1.1) sera représentée par la figure 2.5 :

59



60

Figure 2.5.

Représentation graphique de la solution de I’équation de diffusion cas (1.12)

2.2 Langage Maple appliqué aux solutions de 1’éguation non linéaire de diffusion.

Maintenant voici la sortie du code Maple, pour chacun des cas, qui a servi a faire les graphiques.

Pour le premier cas (1.16) :

> 1:=0
1 :=0

> al:=1/(1+.5);

al := 0
> x0:=1

x0 := 1
> t£0:=0

t0 := 0
> eps:=1;

eps := 1



> a2:=eps/2;

a2 := 1/2
> al3:=(1+1)/(1+.5);
a3 := 2.000000000
> E:=3;
E := 3
> phi0:=-2;
phiQ := -2

> s:=(({(x-x0)*((eps*2*a2)/(al-2))~.5*((-al/2)+1))"~(1/(~-(al/2)+1))*((c-
t0) (a3/(2-al))*(al-2))"~(1l/(al-2))):

§ := 7071067810 --mm-——-———mmmmmmmm e —
sqrt (-2 t(1.000000000))

>
> phi:=E*(exp(s)-1)+phi0;
phi := 3 exp(.7071067810 ------—-—-———-—--——----—-—~—- ) - 5
sqgrt (-2 £(1.000000000))

> plot3d(phi, x=0..2, £=0..1);

Pour le deuxiéme cas (1.17) :

> phi0:=5;
phi0 := 5
> xi0:=0;
xi0 := 0
> a2:=-6;
a2 := -6
> a3:=8;
al := 8



> E:=8;

> x0:=2;

> t0:=4;

> eps:=-1;

> s:=expl((l/a2)*({(a2)"2/2)* (x-x0)"2-xi0)+( (exp(ad*(c-t0))-ad)/ald}));

ad :

%0

t0

eps

s = expl(=-3 (x + 2)

L

= =1

2

phi := 12 exp(-1 (x + 2)

v

> phif:=1;

> xi0:=1;

*» al:=-1;

> a2:=1;

plotidiphi, x=-4..4, t=-4.

.4);

phi0

=10

al

+ 1/8 exp(B £t - 32))

phi:=((2%eps*E*a2) /al)*s" (| (eps®al)/(2*=a2) ) +phil;

(2/3)
+ 1/8 expl8 £t = 32))

1= 1

HE_ I |

im =1

*
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a2 := 1

al:=1;

al := 1

E:r=1;
E =1

%0:=-1;

x0 := -1
e0:=1;

0 = 1
eps:=1;

eps := 1

si=(l/a2)*exp((l/ad)*(({ald)})"2/2)*(x-x0)"2-xi0) +(explal*{c-c0))));

2
8 = expl(l/2 (x + 1) -1 + exp(-t + 1))

phi:=((2*eps*E*al)/al)*s"((eps*al)/(2*a3}}+phil;

sgre(exp(l/2 (x + 1} - 1 + expl(-t + 1}))

plot3diphi, x=-4..4, t=-4..4);



Chapitre 3

Les solutions de 1'équation de diffusion obtenues par la méthode de réduction par symétrie.

3.1 Concepts de groupe de symétrie :

1)

2)

3)

4)

Le produit de deux éléments quelconques dans un groupe et le carré de chacun des éléments
de ce groupe doivent étre un élément du groupe.

g8,€G, g8,€G g,8,=8€GCG
Un élément du groupe doit commuter avec tous les autres éléments de ce groupe tout en les
laissant inchangés. Cet élément est conventionnellement appelé I’élément neutre et est noté
par e.

eg=g8e=g€C
La loi de I’associativité de la multiplication doit étre valable.
8:(8,°85)=(8,-8,)8;

Chaque élément d’un groupe doit avoir un inverse qui est présent dans ce groupe. L’élément 7

est 'inverse de I'élément gsi gz = zg =e. L’inverse de g est souvent désigné comme g .

Le nombre d’éléments d’un groupe constitue |’ordre du groupe. Soit g, et g, deux éléments d’un

groupe. Alors x™'g x =g, sera égal & un certain élément du groupe. L’élément g, sera la

transformation de similarité de g, par x et g, et g, seront des éléments conjugués.

Les éléments conjugués ont les propriétés suivantes :



1) Tout élément est un conjugué par rapport 4 lui-méme. Donc, pour n’importe quel élément, en

particulier g, il doit y avoir au moins un élément x tel que g = x'gx.

2) Si g, est le conjugué de g,, alors g, est le conjugué de g,. Alorssi g, =x'g,x, il existe

donc un élément ytelque g, =y 'g,y.

3) Si g, estleconjuguéde g, et g,,alors g, et g, sont conjugués |'un par rapport a |'autre.

Un ensemble complet d’éléments d'un groupe qui sont conjugués |'un envers 'autre est appelé
une classe, plus précisément une classe de conjugaison. L'ordre de cette classe est représenté par
le nombre d'éléments de la classe de conjugaison.

Une propriété importante, que chacun des éléments d'un groupe posséde, est sa période. La
période d'un élément est le nombre de fois que cet élément doit étre multiplié par lui-méme avant

que I'élément neutre soit obtenu. g" =e n naturel.

Certains éléments g,.8,.....8, d'un groupe fini donné sont appelés I’ensemble générateur, si tous
les éléments de G peuvent s'exprimer comme un produit fini de leurs puissances. Si toutes les
relations satisfaites par les générateurs sont une conséquence algébrique de ces relations
particuliéres alors cet ensembie de relations est appelé une définition abstraite du groupe. Un
groupe avec seulement un générateur est un groupe cyclique.

Un groupe dans lequel tous les éléments commutent avec tous les autres est appelé un groupe

commutatif ou un groupe abélien.



3.2 Le critére de groupe de symétrie des équations différentielles :

Considérons un systéme de m équations différentielles d’ordre k
A(x,u™)=A(x,u™)=0 i=l...m
X = (X500 X,) (3.2.1)

u=(uy,..,u,)

ol xreprésente les variables indépendantes, u les variables dépendantes et u‘*’représente
I'ensemble de toutes les dérivées d'ordre k. Nous voulons touver le groupe de Lie de
ransformations ponctuelles qui transformera les solutions de (3.2.1) entre elles. Voici donc un
résumé théorique de Winternitz [15]. Toute la notation et les définitions sont en accord avec le
livre de Olver [11]. Il est important de noter que les symétries sont traitées dans plusieurs livres,
par exemple Anderson [1], Fushchich (4], Ibragimov [7], Ovsiannikov [12] et Sattinger [14].

Done, si
u(x) = f(x)

est une solution, alors

u'(x)=geo f(x) (32.2)
devrait aussi étre une solution.

Le groupe G que nous cherchons va agir sur I'espace M
Mc XxU (3.2.3)

ol X ~R’” et U~R? représentent respectivement I'espace des variables indépendantes et
dépendantes.
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Nous considérons les fonctions f : X — U, telles que

u; = fi(x5005x,), =109

" et les prolongations de ces fonctions :

PrOF Y Af fyn fo o}

ce sont donc toutes les fonctions rassemblées avec leurs dérivées jusqu’a I’ordre k.

Une transformation g € G transforme un point (x,u)€ M et les fonctions f(x) de sorte que

(x,u) > (X(x,u),u(x,u))e M

f(xX) > F(®)=go f(x) alieu

La k“™ prolongation du groupe G va aussi transformer toutes les dérivées de la fonction jusqu’a

I’ordre & :

prOG :fu = f(O, fo fonvfo J =2 4% FEN Frs Famre Fas

L’action sur I’espace prolongé M = X xU, x...xU,,, est induite par Iaction sur M. Donc si

nous connaissons G, alors pr'’G est complétement déterminée de fagon unique.

En suivant la méthode de S. Lie, nous ne regarderons pas directement les transformations g qui
laissent les systémes (3.2.1) invariants. A la place, nous allons linéariser le probléme en se limitant
aux transformations infinitésimales. La premiére tache & accomplir est de trouver |’algebre de Lie
L du groupe de symétrie G pour I’équation (3.2.1). Nous la trouverons par les champs de

vecteurs de la forme :

y= ié"(x,u)ax,, + i(pa(x,u)aua (3.24)
i=l a=1
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oil x et u sont des coordonnées locales arbitraires sur M. Le groupe de Lie local correspondant
aux transformations locales & un paramétre est obtenu en intégrant le champ de vecteurs (3.2.4)

done, en résolvant le systéme d'équations différentielles ordinaires (ODE) du premier ordre :

dx, - .
2 TEEI K= x imhep, @b

du,,
de

=@, (), u | =u, (3.2.5)

Cette procédure nous donnera les éléments connexes G, du groupe de symétrie (. Le fait que

nous nous intéressions aux transformations ponctuelles provient du fait que les coefficients £° et
¢, dans (3.2.4) ne dépendent pas de dérivées de la fonction u, ie. u, .. .

ifme

Le champ de vecteurs v défini par (3.2.4) agit sur des fonctions de x et u seulement. La k
prolongation pr™*'v de v agit sur des fonctions de x et u, et sur toutes les dérivées Y
jusqu'a l'ordre k. Une expression explicite de pr*’v peut étre obtenue en dérivant |'expression
pr'’G par rapport 4 £ et en imposant aprés coup que £ =0. En intégrant pr'*'v comme en

(3.2.5), nous obtenons pr'*’G . Donc, la prolongation du champ de vecteurs v est complétement

déterminée par le champ v lui-méme.

En se référant & Olver [11], nous avons 'expression de cette prolongation. La formule de

prolongation est :

< d
prfv=v+ Y NN g —., (3.2.6a)
K au

ol

J=J)=(jdi)y 1SjiSp I=ji+ jy+t jio (326b)



Les coefficients fp: de (3.2.6a) sont donnés en terme de é '@, et leurs dérivées jusqu’a I'ordre
[. La dérivée totale D, par rapportd x, est donnée par

du, 9

d du, d -
D, ==—+ o ——
% ax:. g ax:. a"ar ;;‘ ax,. aum, (3.2.6¢)

Le coefficient @; , correspondant 2 la premiére dérivée U, , dans (3.2.6a) est

QJ; = (P;i {I- u, u:. ""‘urp) = Dx.(ou - i (Dxlgi)l.t: ) (3.2.6d)

=1

Pour tous les autres termes, nous utilisons la formule récursive suivante :

o2 (x,u,u®,...u) = D,@] - ﬁ:(ﬂiéa}ui, : (3.2.6¢)

Si nous avons une algébre de Lie L de champs de vecteurs de la forme v (3.2.4) sur M, alors la

prolongation de champs de vecteurs pr'*’v forme la méme algdbre de Lie :

pr®lv,wl=[pr*v, pr'*w]

pr{“ (av+ bw} = ﬂpr{”'l-l' + bpr‘”w. (3.2.7)

L'algorithme pour trouver le groupe de symétrie d'un systéme différentel est le suivant. Le
champ de vecteurs (3.2.4) est un élément de |'algébre de Lie L du groupe de symétrie G du

systéme (3.2.1), si sa k™ prolongation pr'*’v annule le syst2me sur sa surface de solution :

pr'’” A =0 telque A"=0 od i,h=1.,m. (3.2.8)
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En pratique, cela veut dire que le systéme (3.2.1) est vu comme un systéme d’équations
algébriques pour m des plus hautes dérivées de u,, apparaissant dans (3.2.1). Les équations
doivent étre choisies de telle sorte qu'elles peuvent étre résolues de (3.2.1) et substituées dans
(3.2.8). Le systéme (3.2.8) est un systéme aux équations différentielles pour les coefficients &' et
¢, dans (3.2.4). Comme celles-ci dépendent seulement de x et u, les coefficients de chacune des
expressions linéairement indépendantes des dérivées u'’,...u"™’ restant dans (3.2.8) aprés la
substitution doivent s’annuler. Cela donne un systéme surdéterminé d’'équations différentielles

partielles linéaires pour les coefficients & (x,u) et ¢@,(xu). Cela s¢ nomme le systtme des

« équations déterminantes » pour les symétries du systéme différentiel considéré.
Nous pouvons faire face  trois cas distincts

1) Le systtme déterminant admet seulement la solution triviale & =0, ¢, =0

(i=1,..,p,x=1,..,q) Nous avons alors v=0, g =¢ (la transformation identité ).

2) La solution générale des équations déterminantes dépend de r constantes d’intégration
(r <<=).La dimension de |'algébre de symétrie L et du groupe de symétrie G sera alors

dimL=dimG=r.

3) La solution générale dépend de fonctions arbitraires x, et u, . L'algébre et le groupe de

symétrie sont alors de dimension infinie.

En conclusion, nous résumons les principales étapes de la procédure & suivre. En suivant
I'algorithme proposé par Peter J. Olver, le critére d'un groupe de symétrie G de |'équation

différentielle A(x,u™')=0 est:

prma[,&(.r. " =0 ot A(x,u"™") =0 alieu.

Ici, [X,4®] est un élément de I'espace M = X xU® | U™ =U XU, x..U, estl'espace
représentant toutes les dérivées partielles des fonctions f : X — U d'ordre plus petit ou égal 2

k et v estle générateur infinitésimal de G :
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v-ié (x, u)

La dérivée totale D, (1<i< p) d'une fonction différentielle A: X xU™® — R est la

fonction DA X xU™ 5 R telle que

Diﬂ{xm pr[h-l_]f(x}) — % &(x, pr{t".lf(x}) 1
i

La k"™ prolongation est donnée par

pr¥v=v+ iz(pj(x.um]—a 7
1=1 J' ¢ a i '
I ! i i
ol @, =D, {QO -iuiﬁ }+2uf}-f§ ¥i=1..q

2
, ou' ¢ 9w

U= o'’ Uy~ ox'ox’

3.3 Méthode de réduction par symétrie pour les équations différentielles partielles (PDE)

L'idée de base est de prendre un sous groupe G, C G et demander que la solution du systéme
différentiel soit invariante sous le groupe G, (Olver [11] et Winternitz [15]). Voici donc un

résumé des derniéres références. L'invariance impose des coniraintes sur la solution qui sont
exprimées par des PDE linéaires de premier ordre appelées les systdémes déterminants. La solution
invariante du groupe va donc satisfaire I'équation originale, ce qui améne a la réduction de
I'équation initiale. Différents sous-groupes (, ameénent & des solutions différentes, m;ais deux
sous-groupes conjugués sous le groupe de symétrie & aménent A des réductions équivalentes. Tl
est donc important de faire une classification de ces sous-groupes. Habituellement, nous n'avons

pas besoin de tous les sous-groupes de (7, nous tenons compte seulement de ceux qui agissent de
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fagon appropriée sur 'espace M ~ X xU. En fait, n"importe lequel des sous-groupes G, € G va
agir sur M et de ce fait, associer certaines orbites surM. Soit d la dimension d'une orbite

générique et [ =p+g—d sa codimension. Ceci implique qu’il existe [ fonctionnelles G,-
. invariantes indépendantes. Voici la base pour ces invarniants [ (x,u),..[ (x.,u). Le groupe
G, © G nous donne les solutions explicites du groupe invariant si les invariants satisfont & deux

condifions :

1) [ invariants existent et dépendent seulement des vaniables indépendantes x . Nous les

dénotons
£ (x)st (x), n=N-gq, 0<n<p-1 (33.1)

et ils sont appelés variables des symétries.

2) Il existe ginvariants de plus. Nous dénotons ces invariants par F, et la condition est que le

Jacobien correspondant J ne soit pas nul.

U,

oF,
detJ =de #0. (3.3.2)

Si ces deux conditions sont satisfaites, nous considérons les invariants F, comme des fonctions de

&, et ensuite, il est possible de résoudre pour u, (cx=1.....q) de |'expression suivante :

F,(&,.-.E,)=F,(x,u). (3.3.3)
Le résultat s’écrit sous la forme

u,(x)=U,(F,...F,,x,.,x,), F,=F, (&,,....E,) (3.3.4)
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En substituant u, (x) dans les équations originales (3.2.1), nous obtenons un systéme d’équations
pour F,, comprenant seulement les invariants F, et §,. Les variables x; qui ne peuvent étre
exprimées en terme des invariants &, seront éliminées des équations réduites. L’explication pour
cela est due au fait que {&;,F,} forme un ensemble complet d’invariants pour la transformation
de groupe G alors :

oF, 0°F,

é" F ’_ﬂ’—ﬂ’.“

't
9¢; 05,08,

forme un ensemble complet d’invariants de la prolongation pr'®’G. Les équations réduites sont

de la forme :

- oF, O°F
AlEF —L ——L2 |=0.
i & F, 9, "IEE (3.3.5)

Le nombre de variables indépendantes dans (3.3.5) est n, avec 0<n<p-1. Alors si n=0,

(3.3.5) est un systeme d’équations algébriques. Si n=1, nous avons un systeme d’équations
différentielles ordinaires, si n =2 EDP avec deux variables indépendantes, ainsi de suite. Si nous

pouvons résoudre le systtme (3.3.5), par la suite, nous substituons F, (£,) dans (3.3.4) et nous

obtenons des solutions particuliéres du systéme original.

Voici les étapes a suivre pour effectuer la Méthode de Réduction pér Symétrie (MRS) pour les
PDE :

1) Trouver le groupe de symétrie G du systéme.

2) Classifier tous les sous-groupes G, C G qui ont les propriétés (3.3.1) et (3.3.2) en classes de

conjugaison. Ordonner les sous-groupes selon la codimension n de la projection des orbites

génériques sur I’espace X des variables indépendantes. Choisir un représentant G, de

chacune des classes de conjugaison.
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3) Pour chaque représentant des sous-groupes G, trouver |'ensemble des n + ¢ invariants

indépendants, et exprimer u, en terme d’invariants, comme en (3.3.4).

4) Substituer u, comme en (3.3.4) dans les équations originales et obtenir le systéme réduit.

5) Résoudre le systéme réduit, le substituer dans (3.3.4) et appliquer une transformation générale

de groupes de symétrie au résultat. Cela donnera une famille de solutions particuliéres.

3.4 Réduction par symétrie de |'équation de diffusion non linéaire:

Considérons |'équation de la chaleur non linéaire (1.1). Notons que le nombre de variables

indépendantes est p =2 et le nombre de variables dépendantes est g =1. L'équation est d'ordre
second donec, k =2. Done, |'équation non linéaire de diffusion peut étre considérée comme une
sous variété dans I’espace X x U™ qui est donnée par la relation suivante :

A=u, +u_—bu)=0, (3.4.1)

Soit le vecteur infinitésimal de symétrie donné par :
d d d
v=c(x, t,u)—+T1(x,t,u)—+0(x,t,u)— 4.
snhu)s 5 TR0, (342)

défini dans I'espace des variables indépendantes et dépendantes X xU. Le critére de symétrie

infinitésimal dans ce cas demande que la condition suivante soit satisfaite :

pr'Pv(u, +u —b(u)) = 0. (3.43)
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De I’équation (3.4.1), lorsque U, +u, = b(u)est satisfait, la deuxiéme prolongation pr(z)a

est donnée par

r(z)v=v+(p"i+(p’i+(p” 0 +@" 0 +(p"’i
P du ou, u_, du ou,,  G49

X i Xt

Les coefficients de pr®a sont donnés par les formules suivantes :

¢*=D (¢p-ul-ut)+u +u,r

=@ +(p, &, ~Tu ~& W) ~Tuu,

(pl = DI ((p - uxé - ulT) + uxté +u,T

2
=0, _étux + ((pu _Tt)ul —q U U, —-1, (ut) )

(3.4.5)
0~ =D (@-ut-ut)+u & +u,T

= wxx + u.x (2¢xu - éxx) + ulTxx + (u.x)z (¢MM - 2éxu) - 2u.xulT.xu - (u.x):;éuu
- (ux)zu,rw tu (o, -26)-2u v -3uul -2uut —uu.rT,

X xt u

q)” = (DI )2(q) - uxg - uIT) + ultxé + uIIIT

=@, tu, (2(pm - Tlt) + uxgn + (ut )2 ((puu - 27’-:14) - 2ulux§m - (ut )3Tuu
- (ux)2ux§uu tu, ((pu - 2Tt) - 2utxét —3u,uT, - 2utulxéu - thunéu ,

nvt T u

(pxt = (Dxt)2 ((p - uxé - LttT) + uxxté +u,,T

=@, tu, ((ptu - gxt) Tu, ((pxu - Txt) Tuu, ((puu - éxu - Ttu) - (ux)zétu
- (ut )2txu - (ux)zutguu —ux(ut)zruu + uxt ((pu _gx _Tt) —uxxét —utth .

-2uul, —2uut, —uué —uurt

Xt x n"vx " u
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Les dérivées totales sont :

D, =@,+ud,), D,=(d,+u,0,).
Le critere de symétrie pour I’équation de diffusion devient :

@ +o™ =¢b'. (3.4.6)

. d
Nous avons noté que b'=—.
du

En substituant les coefficients (3.4.5) dans | ‘équation (3.4.6) et en remplagant U, par
—u,, +b(u) eten demandant que tous les coefficients par rapport a toutes les dérivées partielles

de u soient nuls, nous obtenons les contraintes suivantes sur les coefficients 5 T et @ .

(a) uu, . -2r, =0,

by Uy -27, =0,

© (ug)*: -7, +7, =0,

@ () ’u, t. =0,

(&) UMy : ¢, +2r, -3¢, =0, (34.7)
(f) u,_ - -, +7,+2t.b+7 _+0, -2 -1,b=0,
@ () ~£. =0,

@) Qu 28, -T,b=0,

G U -&, —&.b+20, -C., -271,b=0,

k) 1: @0, +ob-1tb-T,b*+@, —‘L'xxb—(pb'.z 0
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Le systéme (3.4.7) s'appelle le systéme déterminant qui constitue un systdéme linéaire aux dérivées

partielles.

A partir de (a) et (b),ona T = ‘r[!) . Donc (c) et {d) sont satisfaits. Donc (e) devient :

. =0

et (g) est satisfait.

Les équations (f), (h), (j) et (k) deviennent respectivement :

®,. =0,
_.él' +2wﬂl -éﬂ =0l
P+ b-tb+o_-@b'=0.

A partir de (f.1), nous avons :

E= %r,x +0o(t)

A partir de (h.1), nous avons :

Q= B(x,Du+a(xt),

A partir de (j.1), on a
-&+2B, =0car €, =0,

Donc ﬁx =l€, =l[lT"x+ﬂ'=]=iT"x+%ﬂ',_

2 21 2

(e.1)

(f.1)
(h.1)
g.1

(k.1)
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1 1
Alors B =§T“x2 +5C7,x+ p@) .

b est arbitraire, donc (k.1) doit étre satisfait pour tous les b, donc :

0, +t9,=0 @)
¢,-7,=0 (i)
0=0 (iii)

Le cas (iii) nous donne =0 = B =0, a=0.

Donc, T, =0,0,=0, p=0.

Le cas (ii) nous donne ¢, =7, =0.

Donc, T=¢,,0=c,, p=0. )
Donc on obtient que & = ¢, (m)
car§=%r,x+0'=cr=c,_.

En remplagant (1) et (m) dans (3.3.2), nous avons le générateur de symétrie qui a la forme

suivante :

——t¢ (3.4.8)
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ou 'algébre G est engendrée par les générateurs suivants :

n=2

Y (e, =lete,=0)

V:=i (e, =0etc,=1)
ax' I 1

Considérons des cas particuliers pour la fonction bfu).

1} Considérons le premier cas ol la fonction b(u) est une fonction linéaire.
b =cu done (k.1) devient :

O+ cu-teute, —pc=0. (3.4.9)

51 nous remplagons la valeur @ = ﬁu + & dans (3.4.9), nous avons :

Bu+a,+ Peu-t,cu+ B _u+a - Puc—oc=0.
Nous savons que &, + @, = CQ, nous aurons donc :

B, +Pc—tc+P,—Pc=Pp,-1c+ P, =0. (3.4.10)

1
Si nous remplagons la valeur de B= ET,,X T+ EU.--" + 0 dans (3.4.10); nous aurons :

L x’+lu' X+ p +1, -c1, =0
8 m 2 n I 4 [} [ " {3~4~11}



Donc :

. =0

n y

o,=0

f14 1]

1
+-—7,-¢7,=0
pt 4 fn t .

Donc en intégrant :
T=ct’tet+a,,

O =c,t+cs,

p, =c2ct+c,)~- —}‘:(2c1) =2cc, +cc, — b

’

d’ol

c
p=cct’ +(cc, —?l)t +cq.

Maintenant cherchons la valeur de &, B et ¢.

Comme nous savons que &= ET,X + O et nous avons la valeur de T, et O alors :

1
&= —2—(2c1t +¢)Xx+c,t+cs. (3.4.12)

1

2
Comme nous savons que B =§Tﬂx +50',x + P et nous avons la valeur de 7,0 et

palors :

1
B = §2c1x2 + Ec4x +ect’ +(cc, —%)t+c6, (3.4.13)

Comme nous savons que @ = ,Bu + & et nous avons la valeur de S et aalors :

80
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1
Q= (g 2c1x2 + %qx +cclt2 +(cc, —%)t +euta (3.4.14)

ol (& doitsatisfaire &, + Q& =CQ.

a la forme suivante :

En remplagant (3.4.12), (3.4.13) et (3.4.14) dans (3.4.2), nous avons le générateur de symétrie qui

1 0 Jd 1 1
v= (5(2clt +c,)x+c,t+ cs)a—x+(c1t2 +c,t+ c3)g+((§2c1x2 +5c4x

+cct’ +(cc, —%)t +cg)u+0r) aa

ou I’algebre G est engendrée par les générateurs suivants :

2

v1=tx;—x+t2%+((%

v, = £i+ti+(ctu+a)i
20x ot ’
0

V3 =_a7,

v, =ti+(ﬂ+oz)i
ox 2 ou’
0

Vszé;,

0
Vg =(u+a)$.

b=e" donc b=0'".

+ct? —%)u +a)

(c,=Lec,=cy=c,=c5=¢c,=0)

(c,=lc;=cy=c, =c5=¢c,=0)

(c;=lLc,=¢c,=¢c, =c5=¢4=0)

(c,=lic,=cy=c,=¢c5=¢c4,=0)

(cs=lc,=¢cy;=c,=¢,=¢c4,=0)

(cs =lc,=cy=¢c,=¢c5=c, =0)

2) Considérons un deuxiéme cas quand b(u) est une fonction exponentielle.



Donc, a partir de (k), nous avons :

0, +¢,=0

@, -7T,—-¢=0.

Comme @ = Pu+a,

donc, de (ii), nous avons :

B-1,=Putc

Alors & =T, ,

De (i) nous avons I’équation différentielle :

o+ =0
t xx

comme & = —T, alors ¢, =0,

donc ¢, =T, =0 d’on

1

, 1
Comme nous savons que B = gT,,x +§O'tx+ p=0

donc, 0, =0 et p=0

c=c,p=0

Comme nous savons que T, = 0, alors :

T=c,t+c;.

()

(i)

(3.4.15)

82
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1
Comme & = ET:’H'G’ alors

1
£= Saxto. (3.4.16)

Comme @ = B(x,t)u +a(x,t), alors
Qp=a=-1,=—c,, (3.4.17)
et T=C,t+¢,.

En remplagant (3.4.15), (3.4.16) et (3.4.17) dans (3.4.2), nous avons le générateur de symétrie qui

a la forme suivante :

(lcx+c)a+(ct+c)a c J
v=I(T - — —Cp—
2? Yox Y Var ou
ou I’algebre G est engendrée par les générateurs suivants :
d
v1=£, (¢, =lc,=¢;=0)
x d iy a 4 .
v, =——+t———. L =le =c, =
? 20x Ot Ou (e:=he =6 =0)
)
vi=o (¢, =lc,=¢, =0)

3.5 Réduction par symétrie de I’équation de la chaleur :

Comme dit dans le chapitre 1, nous retrouvons 1’équation de la chaleur quand b(u) (1.1) est nul.

Dongc, nous avons :
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A=u,+eu,-bu)=0 (3.5.1)

oi bu)=0 et e=+1.
Donc on obtient
U, =u,. (3.5.2)

Dans 1'équation (3.5.2), nous retrouvons deux variables indépendantes x et [ et une variable
dépendante U, alors en vertu de la section (3.4), ona p=2 et g=1. Comme |'équation de la
chaleur est de deuxiéme ordre alors, k =2. Donec, |'équation linéaire de la chaleur peut étre
considérée comme une sous variété dans I'espace X xU'® telle que la relation
Alx,t,u®)=u, —u_ soit nulle. Le vecteur infinitésimal v est donné par (3.4.2) , la deuxiéme
prolongation est donnée par (3.4.4) et les coefficients de pr'”a sont donnés par (3.4.5). En se
référant & Bulman [2] et Clver [11], le critére de symétrie (3.4.3) pour I'"équation linéaire de la

chaleur devient :
Q' =@*, (3.5.3)

En substituant les coefficients (3.4.5) dans |'équation (3.5.3) et en remplagant ¥, par ¥, eten
demandant que tous les coefficients par rapport a toutes les dérivées partielles de u soient nuls,

nous obtenons les contraintes suivantes sur les coefficients r: T et :

(a) WU, =27, =0

by U, : -27, =0

© (uy)*: -7, +7, =0

@ @) u, T, =0

(@ WMy §,—2t,—36,=0 (354)
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(f) u_ -, +T, -7, +¢@, -2 =0
® () -£,.=0

m @) 0. ~2,=0

@ U =6 =20, +¢, =0

G 1 ¢, -¢.=0

Premiérement, (a) et (b) impliquent que T doit étre une fonction de ¢. Aprés, nous avons de (e)

que & ne dépend pas de u et (f) implique que 7, = 2§, alors :
|
§(x1) =37 +a(t), (3.5.5)

ol @ est une fonction quelconque de ¢. Par la suite, de (h), @ est linéaire en u, alors :

o(x,t,u)= B(x,u+a(x,t)

pour certaines fonctions f et «. De la relation (j), £, = -2f,, donc B est au plus quadratique en

x,avec

1 1
B = _grnf -5 Ot pt). (3.5.6)

Finalement, la derniére équation (k) requiert que & et B soient des solutions de |"éguation de la

chaleur,
a =a,e P, =8, . (35.7)

En éliminant § (3.5.6) et la derniére relation (3.5.7), nous trouvons :

S P U P
8 ] 2 m pl' 4

mn-
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Ce qui implique que
1
T =O, O, =O, P, = _Zrn' (3.5.8)

Nous pouvons donc trouver les valeurs de 5 ,T et @ et intégrant les relations (3.5.8) et en

remplagant celles-ci dans (3.5.6) et (3.5.5), nous obtenons les coefficients du vecteur infinitésimal
de symétrie (3.3.2) :

E=c +c,x+2cit +4cgxt,
T=c,+2c,t+4ct’, (3.5.9)

Q= (c3 —CsX — 2c6t - csxz)u +y(x,1),

ol ¢,,...,c, sont des constantes arbitraires et la fonction y(x,t) est une solution arbitraire de

I’équation de la chaleur.

En remplagant les valeurs de (3.5.9) dans (3.4.2), nous avons le générateur de symétrie qui a la

forme suivante

v=(c +c,x+ 25t + 4c6xt)ai + (¢, +2c,t +4cgt?) i
X t

—((c; —cgx —2¢4t — c6x2)u +a(x,t)) i )

du

L’algebre de lie des symétries infinitésimales de I’équation de la chaleur est engendrée par les six

champs de vecteur suivants :

X (c,=hec,=c;=c,=c5=¢c4=0)

v, =ud,, (c;=lc,=¢, =c,=c;=c,=0) (3.5.10)
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v4=xax+2ta,, (c,=lc,=c;=¢,=¢c5=¢c,=0)

v, =210 - xud. . (cs=le,=c,=c, =, =, =0)
2 2

Vg = 4l‘xa)r + 4t a, —(x" +2t)ud,,. (cs=lc,=¢c;=c,=¢c5=¢,=0)

La sous algebre de dimension infinie est donnée par :

v, =a(x,1)d,

ol (est une solution arbitraire de I’équation de la chaleur. Les relations de commutativité entre

ces champs de vecteurs sont données par le tableau 3.1 des commutateurs.

- Tableau 3.1

Les relations de commutation pour |’algebre de lie (3.5.10)

L’élément de la rangée i et de la colonne j représente [ V; V ; .

Vi Vs V3 & Vs Ve Vo
12 0 0 0 Vi -V3 2Vs Va,
v, 0 0 0 2v, v 4v2v; Y,
vy 0 0 0 0 0 0 v,
v, -V, 2V, 0 0 Vs 2V, Vy
Vs v, 2y 0 -V 0 0 vV,
Ve |2V, 2v5-4v, 0 2V 0 0 V.
v, -V, -V, v, Vv, SV, Ve 0

oil on a pris la notation suivante : & = xa_+2tct,, o” =2t0r, + x0x

a” = 4o, +4r'a, + (x* +20)a

Par exemple, calculons le commutateur suivant [ V4 Vs ] :

Des relations (3.5.10), nous avons



[VeVs]= [x0, +2t0,,2t0 —xud,]= —xud, +4td, —2td, = —xud, +2td, = v;.

Voici les groupes 2 un parametre G, générés par les V;:

1 - (X+£,t9u)’

A(x,t+E,u),

Q Q Q

w

(x,t,efu),

Q

: (eEx,eZEt,u)’ (3.5.11)

Q

. (x+2€t,t,u -exp(—ex — 1)),

2

G, : ad d ,u«/l—4&‘texp{—£i:a}

1-4er’1-4et

G, (x,t,u+€Ea(x,t)).
Par exemple, calculons le groupe a un parametre G;.

Des relations (3.5.10), nous avons Vs = 210 —xud, , alors :
. /

—=2t x'=2e+
D e ’x “

. . . 4
mais nous avons que € =0 implique X (0) = x _alors

X =2e+x

du’
de

2) =—-x'u’ | u’ =dexp(-te* - xe)

. i . ’
mais nous avons que € =0 implique ¥ (0) = u , alors

u’ = uexp(-te* — x€)

88
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dt’
..—=0 r’:r
3) de '

don Gy - (x + 2€t,1,u -exp(—ex — £71)).

Puisque chaque groupe G, est un groupe de symétrie 4 un paramétre £, alors si u = f(x,7)est

une solution de 1'équation de la chaleur, les fonctions suivantes le sont aussi

u'= f(x—g,1),

u'=f(x,t-¢),

u’= e f(x,t),

w'= fle ™ x,e7 1), (3.5.12)

W= " f(x=2et,1),

s 1 ex —ex?t f X t
W= raa Plraa |’ | T+aa 1+ 4a

u®= f(x,1)+ ea(x,t).

ol c{x,t) est une solution de 1"équation de la chaleur.

. 4
Par exemple, calculons la fonction # .

Des relations (3.5.7), nous avons G4 - (e x, elEI. u).

2
Donc, X =e‘x, t' =e”t, u =u.

g L # ’
‘t' u =u.

Alors, x=¢e °x  t=¢

Doi u*= fle ™ x,e7*1).

Si nous posons que u=c est une solution constante dans le G des relations (3.5.11), nous

pouvons immédiatement conclure que la fonction
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est aussi une solution.

En choisissant les constantes de telle sorte que :

c=-2ete=10
la solution précédente est représentée graphiquement par la figure 3.1 :

24

Figure 3.1

Représentation graphique de la solution de I'équation de la chaleur

La solution la plus générale que I’on peut obtenir d’une solution donnée u = f(x,1) par les

groupes de transformations a un paramétre € a la forme :

-&, |[+a(x,t)

Ly | exple, - &5 gxt —(gs )t f e (x=26) e
J1+4et 1+4et 1+4et 1+4et

Ce résultat est obtenu en superposant les solutions de la relation (3.5.12) ou &,,...,€4sont des

constantes réelles et ¢ est une solution arbitraire de I’équation de la chaleur.



91

3.6 Réduction par symétrie de I’équation de la chaleur avec conductivité variable :

Cherchons le groupe de symétrie de I’équation de la chaleur (généralisation de Winternitz [15]) :
AU U U U, ) = U, —a(x, D, =0 (3.6.1)

ol a(x,t)est la conductivité de la chaleur, en assumant que cette fonction est lisse en x et ¢. Le

vecteur infinitésimal v est donné par (3.4.2), la deuxiéme prolongation est donnée par (3.4.4).

L’équation de base (3.2.8) se réduit, pour le cas (3.6.1), a :

pr®v-A=[@' —a(x,0)p™ - (5 =y T%E)u 1= (3.6.2a)
ol u, = %u, est satisfait.
Dans ce cas, les coefficients (P' et (Pn sont égaux a
Q' =, ~Eu +(p, —t)u, —Euu, ~Tu (3.6.2b)

O =0 + (20, ~ S, ~T o, + (9, =28, U — 20, =81,
T WU, + (@, —2EJu, -2t u, -3 uu, -2Tuu, —~Tul,. (3.62c)
En isolant u,, de (3.6.1) et en le substituant dans (3.6.2b) et (3.6.2c) et en égalant a O les

coefficients de u,u_,u_,u},u u, et u’, nous obtenons les constantes différentielles su1vantes

x ")

7,=0,7,=0 &, =0¢& =0 ¢, =0. (3.6.3)
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Donc, pour une fonction ¢(x,t), nous avons

T=1(t), § =&(x,1), ¢ = f(x,t)u+ h(x,1). (3.6.4)

En utilisant (3.6.4) et en égalant les coefficients de u_,u, et 1, nous obtenons un systéme

d’équations pour les fonctions7(¢),£(x,t), f(x,t) et h(x,t):

§ —a +2af, =0  (3.6.52)

, a, . a,

T-26, +=2L+—L7=0 (3.6.5b)
a a

fi—af.=0 (3.6.5¢)

h,—ah_ =0. . (3.6.6)

L’équation (3.6.6) se découple du systéme de sorte que h(x,t)est une solution de 1’équation

(3.6.1). L’élément correspondant de 1’algebre de Lie est :
v, =h(x,0)d, (3.6.7)
et la transformation de groupe correspondante en vertu de (3.2.5) est :
‘=t X' =x,u'(X,t) = u(x,t) + eh(x,t). (3.6.8)
Il reste A résoudre le systeme (3.6.5). Pour a(x,t)générale, la seule solution est £ =0, 7=0 et

f(x,t) =const. En intégrant les champs de vecteurs correspondants, nous obtenons la

transformation

X'=x,t'=t,u'(x,t")=a‘u(x,1). (3.6.9)
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Pour approfondir le probléme, considérons un cas particulier d'intérét physique provenant d'une

étude du mouvement Brownien,

Nous considérons le cas ol

b!
a(x,t)=(1 +?x1 )%, b=const (3.6.10)

dans |'équation de la chaleur (3.6.1).

Nous avons vérifié que pour a(x,r), comme en (3.6.10), la solution générale de (3.6.5) dépend de
6 constantes réelles (Winternitz [ 15]).

T=9

r

b, 2 bx 1 1 bx
=219, + (1 +—x*)—arctan—d, + -—+b11+—bxarctan—:fua,
g ¥) 5wy [ 2R ;3

2
C=t%3, +(1 +%—x’ )grmtanb—xa

JE b |
+{—lr+ lb’r’+b : xrarctan ——(arctan b x)’}u&
2 2 2 I 2b2 2
P= 1+— o 4+ — b a,
( Ra )9, S b

b* [ 2 2 bx }u

B=(1+—x")d_+|b*xt ———arctan—
2 b
L=ud,. (36.11)

La table des commutateurs pour cette algébre de Lie est présentée dans le tableau 3.2.
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Tableau 3.2
Les relations de commutations pour |’algébre de Lie (3.5.13)

D T C P B M
D 0 -2T 2C -P B 0
T 2T 0 D 0 P 0
cC |-2C -D 0 ~-B 0 0
P P 0 B 0o -12(M) o
B |-B -P 0 1/2(M) o 0
M 0 0 0 0 0 0

L’algébre de Lie (3.6.11) doit étre transformée dans ’algébre de I'équation de la chaleur obtenue
en prenant la limite lorsque b — Odans (3.6.11). Comme les éléments T et P dans (3.6.11)
commutent et sont linéairement indépendants, une transformation inversible [5] :

x— E(x, t,u) t—=T(x,Lu), u— o(xtu) (3.6.12)
existe, il faut prendre {T, P} tel que :

T=d, P=9,. (3.6.13)

La transformation (3.6.12) n'est pas unique. La transformation se trouve facilement et nous

présentons la transformation inverse finale. Le résultat est: si w(,t) satisfait I'équation de la

chaleur @, -, =0, alors la fonction :
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ol

x——tanﬁ,mr (3.6.14)

est une solution de I’équation :

bt LY
u,-[1+?x ] u, =0, (3.6.15)

2
Pour visualiser numériquement cette solution, prenons m{lj.r]:r—T . Comme Wy =] et

@, =1 nous avons bien @, —w, =0. Nous avons donc :

b -1 bz 2
u(x,r}=[cnsT§] [cxpTrIT—%} (3.6.14b)

2 o bx
Des relations (3.6.14) ‘: = Tm“ I(E] et T=1. Remplagons ces demniéres valeurs dans

(3.6.14b) :

( JE [ :
-l
40 bx bII\ b ‘Vf_
u(x,t)= (cos(tan I[E}'] [exp? - 5 . (3.6.14¢)

A

En choisissant la constante de telle sorte que :
b=-2,
la solution précédente est représentée graphiquement par la figure 3.2 :
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Be+181
4e+08

2e+081 il

|

31

Figure 3.2

Représentation graphique de |a solution de 1'équation de la chaleur avec conductivité variable

Le cas (3.6.10) se généralise quand nous considérons :

in

- b 2ny 2
H(I-I]—(me )", b=const. (3.6.16)

Nous avons démontré que pour a(x,t), comme en (3.6.10), la solution générale de (3.6.5) dépend
aussi de 6 constantes réelles,

T =9,

in I|I ;]
D=2, +(1+ b x*) (2n)! arctan (bx) 0
(2n)! b" (2n)!

x

+ -—l+b2”r+;(bx)" arctan 22 0

J@n)! amt |
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in f n
C=1"9,+(1+ b x™) (zn)!rarcl:an (bx) d,
(2n)! b" V(2n)!

LU U R S b" 1 b
_ +{ 2:+2{br) +b (Zn)!xrarctanm 5 (arctanmx ) }uau

bzn in 1 Zn _n
P=(1+——x")d, +——b"x"ud,
(2n)! (2n)!
in |I n
B=(1+ b7 3o, + [bl"x”r _y@eny arctan (bx) }E d,
(2n)! b" (2n)! |2
L=ud . (3.6.17)

La table des commutateurs pour cette algébre de Lie est la méme que celle du tableau 3.2. De la

méme fagon que dans le cas (3.5.10), nous trouvons le résultat qui est : si w(,T) satisfait

I'équation de la chaleur w, ~Wg = 0, alors la fonction :

-1
i bﬂé bEnr
u(x,t) —[cos (2n)!] [exp (zn)!}u[ﬁ,r)

Jant o b
(3.6.18)

ol

= tan

o Janr'TT

est une solution I'équation :

blﬂ X :
u —| 1+ x“" = 0.
i { (2n)! ] e (3.6.19)
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3.7 Symétries conditionnelles pour I’équation de diffusion non linéaire

Souvent un systtme d’équations différentielles de diffusion provenant d’un phénoméne non
linéaire sera composé de fonctions arbitraires dont les formes dépendent spécifiquement du
systéme sous considération, (Anderson [1]). Comme exemple, en résumant Ibragimov [7],

I’équation générale de la conductivité non linéaire de la chaleur prend la forme :
u, =D (K(uwu,), 3.7.1)

ol k(u) dépend du type particulier de conducteur modélis€. La principale motivation en physique
pour étudier ce type d’équations provient du fait que la forme de la fonction arbitraire k(u) nous

donne un groupe de symétrie plus large que pour I'équation de la chaleur. Le probleme de
déterminer de telles fonctions est connu sons le nom du « probléme de classification de groupe ».
Nous pouvons appliquer une classification de groupe sur I’équation de conductivité de la chaleur

non linéaire en prouvant :

(a) Si k(u) =(au+b)™ pour m#—4/3, a0, le groupe de symétrie est de dimension quatre.
(b) Pour k(u) =ce™, il y a un groupe a quatre paramétres.

(c) Pour k(u) = (au+b)™, a#0, il y aun groupe a cinq paramétres.

(d) Pour k(u)constant, le groupe est de dimension infinie.

(e) Si kest arbitraire (ne prenant aucune des formes considérées de (a) a (d)), alors (3.7.1) a un

groupe de symétrie a trois parametres.
Considérons la famille d’équations non linéaires de la chaleur :
u, =(f(u,), +8u) (3.7.2)

ou nous faisons I’hypothése que f(u) et g(u) sont deux fonctions lisses. Nous cherchons des

solutions de I’équation (3.7.2) invariantes a deux champs de vecteurs sous la forme
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X, =0, +a(t,x,u)d,,
X, =0, +b(t, x,u)d, (3.7.3)

Les fonctions a et b sont a préciser. Nous demandons que les fonctions (3.7.3) s’annulent.

Cela implique que la condition de compatibilité doit étre donnée sous la forme :

a +ab-b —-ab =0. (3.7.4)
Le systéme (3.7.2) est soumis aux contraintes différentielles de cette forme

u, =a(t,x,u), u, =b(t,x,u). (3.7.5)
En remplagant (3.7.5) dans I’équation de départ (3.7.2), nous obtenons :

a=(0b, +bb)f+b*f +g. (3.7.6)

Si nous substituons la fonction a(t,x,u), donnée par (3.7.6), dans (3.7.4) nous obtenons une

contrainte pour la fonction b en terme de f et a donnée par
b, =(b, +2bb_ +b*b, ) f +(3bb, +2b’b,) f +b’ f" +bg'—gb,. (3.7.8)

Essayons de trouver la fonction b sous la forme :

b(t,x,u)=0(@)h(u).

Cette forme est donc indépendante de x et admet la séparation de variables ¢, u. Aprés la

substitution b(z,u) = 0(t)h(u) dans (3.7.8), nous obtenons la relation :

6(1) =6’ ()h(u)(f (w)h())" +6()h(u)(g(u)/ h(w)). (3.7.9)



Cette équation admet des solutions non-triviales données par la méthode de séparation des

variables.

h()(f(wh(u)) = A, h(u)(g(u)/h(u)) = u, (3.7.10)
avec A et u constant. L'équation (4.9) contient trois fonctions A, h et g & préciser. Cellesci
peuvent étre traitées sous différents points de vue. Par exemple, si nous considérons la fonction

h{u) comme donnée, alors les relations (4.9) représentent les équations pour f(u) et g(u).
La fonction b(r,u) = 0(r)h(u) donne les solutions invariantes sous la forme :

u(t,x) = F@(r)x+¢(r)) (3.7.11)
pour (4.1). La fonction 6(r) satisfait I'équation différentielle ordinaire :

0=A0"+ub . (3.7.12)
L'équation précédente est intégrée explicitement et la fonction ¢(r) est une solution de I'éguation

obtenue aprés avoir substitué (3.7.11) dans (3.7.2) ou (3.7.3). Si nous prenons

h(u)=u"", f(u)=u®+u, g(u)=ul/2, nous obtenons une famille :

u(t, x) = J2((x +c)expt + exp2t) (3.7.13)
de solutions invariantes de |I'équation :

w, = ((u' +uu,), +ul2. (3.7.14)
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g ions différentielles i i 3):

En suivant la référence Champagne (3], nous présentons le programme SYMMGRP.MAX de
MACSYMA qui réalise les calculs de la section (3.3). Ce programme nous donne un ensemble
d'équations déterminantes pour les symétries de Lie d'un systme arbitraire d'équations
différentielles. Pour faire fonctionner le programme, il est possible d'utiliser la version
MACSYMA 309.6 fonctionnant sous UNIX, voir MACSYMA (8] et MACSYMA [9).

Le programme SYMMGRP.MAX est essentiellement constitué de définitions de foncrions. Il y a
une fonction définie pour chacune des tiches majeures du processus. La premiére fonction se
nomme SYMMETRY et est considérée comme le programme principal. Une fois appelée, cette
fonction lit les données et effectue les étapes majeures de ['algorithme en appelant

séquentiellement les autres fonctions.

En plus des définitions de fonctions, il y a un ensemble d'énoncés au début du programme qui est
utile & I'exécution du programme. Cet ensemble contient la régle de remplacement de définitions
(RULE), I'énoncé de déclaration d'identité (MATCH-DECLARE) et les définitions de |'identité
de modeles (PATTERN MATCHING).

PROVF(F) : Applique la k“™ prolongation de v dans (3.2.4) i une fonction F(x,u"’)et affiche

le résultat.

TOTDF(I, F): Applique I'opérateur de la dérivée totale D; définie en (3.2.6c) 4 une fonction

F(x,u™") et affiche le résultat.



FPSI(L, J) : Calcule les coefficients@, de 1'équation (3.2.6a) en utilisant les formules récursives
(3.2.6d) et (3.2.6e). De fagon a appeler PSI au lieu de FPSI, ces coefficients sont affectés i un
vecteur PSI[], J] défini par PSI[l, J] := FPSI(L, J). On doit procéder de cette fagon puisqu’on veut

~ effacer les données du vecteur PSI sans effacer la fonction de définitions utilisée pour calculer les

@; . Notons ici que J doit &tre une liste MACSYMA de p entiers.

EXTSUBST(EXPR) : Applique 2 une expression EXPR qui dépend de xet u"’ la substitution
(3.2.6d) et {3.2.6e) jusqu'a ce que tous les v' et leurs dérivées partielles soient éliminées de

EXPR. Cette fonction nous retourne la nouvelle expression obtenue.

SEARCHOEFF(EXPR) : En donnant a cette fonction une expression (EXPR) polynomiale par
rapport aux dérivées de u) (les exposants de u' n’ont pas besoin d’étre des entiers , ils peuvent
gtre des réels), cette fonction trouve tous les coefficients des différentes dérivées partielles de wet
affiche, tout dépendant de leurs longueurs, ces coefficients dans une des deux listes. En fait, 4 la
fin de la procédure, LODE[1] sera la liste contenant tous les coefficients qui sont monomiaux, et
LODE[2] sera la liste contenant tous les coefficients qui sont polynomiaux (ayant « + » comme
opérateur principal). Dans ce contexte, ces coefficients sont précisément les équations

déterminantes.

SIMPEQN() : Aprés avoir trouvé les deux listes d'équations déterminantes LODE[1] et LODE[2],
cette fonction donne une unique liste appelée LODE d'équations déterminantes. Celle-ci est
équivalente & 'union des deux listes mais sans répétitions et redondances différentielles. Plus

précisément :

1) Les équations de LODE seront ordonnées en ordre croissant par rapport 4 la longueur de

I’opérateur « + » (commengant avec le monéme et finissant avec le plus long polyndme).

2) Les équations mononomiales de LODE seront ordonnées par ordre croissant selon leur niveau

de différenciation par rapport & x.et u'.

3) La liste des équations LODE sera sans répétition et sans redondances différentielles triviales.
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6)
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l§ . . .
Pour les facteurs communs, tels que x;, # , leurs produits et leurs puissances, apparaissant

dans les équations de LODE seront éliminés. L’ELIMINATOR va aussi éliminer tous les
paramétres non nuls (leurs produits et puissances) qui se retrouvent explicittment dans le
fichier de données. Comme précaution, a la fin de la simplification, une liste de tous les
facteurs (non triviaux) qui ont été éliminés lors de ’exécution de SIMPEQN sera fournie
I’utilisateur. Un avertissement spécial sera donné si une division par paramétre se produit. Le
programme n’éliminera pas les sommes ou les différences de paramétres et les dérivées de
fonctions. Cela permet a I’utilisateur de déterminer comment les groupes de symétries sont

affectés par les différents choix de parameétres et fonctions.

PRINTEQN(LIST) : Cette fonction imprime les éléments d’une liste sous une forme

ressemblant a une équation.

SYMMETRY(IND1, IND2, IND3): Cette fonction est considérée comme le programme
principal. En appelant cette fonction le programme s’exécute. Les trois arguments permettent a
I’usager de contrdler partiellement son exécution. Les arguments peuvent prendre soit 1 ou 0
comme valeur. Des actions différentes sont prises pour des valeurs différentes, voir le tableau

3.3.

Tableau 3.3
Description des arguments de SYMMETRY

Parameétre Valeur L’effet sur |'exécution

INDI1 0 Le programme est utilisé en mode interactif
Le programme est utilisé en mode fichier

[

IND2 0 Le vecteur PSI est remis 2 0 avant que les calculs commencent
1 PSI n’est pas remus a 0, seulement le nouveau PSI sera calculé
IND3 0 Aucune trace des calculs ne sera donnée

1 Une trace des calculs sera donnée




5 in
Tableau 3.4
Liste des principaux indentificateurs
Texte Programme signification
P P nombre de vanables indépendantes
q Q nombre de vanables dépendantes
m M nombre d'&quations du systtme
X, X[m vanables indépendantes (ie {1.2,..P)
u, UIL] variables dépendantes (L€ {L.2,...0)
J, I(il vecteur canonique ex ., J[21={0,10,..01 (/,.J;....7,)
(ar1,Je2)....Jipll liste des vecteurs Canomiques
u/ U[LJ] les dérivées de U,
&' ETA[l] coefficients de 00X, dans le champ de vecteurs
@, PHI[L] coefficients de 0/0u’ dans le champ de veceurs
@/ PSI[L.J) les dérivées de @,
A El équations du systéme E|, B2, eic.
v VI variables pour la substitution, V1, V2, eic.

Tous les fichiers de données doivent avoir les informations suivantes :

1) Le nombre de variables indépendantes : p (entier positif).

2) Le nombre de variables dépendantes : g (entier positif).

3) Le nombre d'équations que comporte le systéme complet : m (entier positif).
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4) La liste des paramétres non nuls (apparaissant dans une équation donnée) qui pourraient étre
mis en évidence et supprimés; parameters @ [al,sl,aa,...,w2]. §'i] n'en n’existe pas dans
I'équation, alors parameters :[ ]. Dans la section (3.8.5), nous discuterons des noms & ne pas

donner pour les paramétres.

5) Le nombre d’équations que le programme a a traiter est controlé par sublisteqs. Comme
exemple, sublistegs: [el] pour la premiére équation; sublistegs : [ei,....em] pour la 7 3 g

m*®™ équations seulement; sublistegs: [all] pour toutes les équations du systéme.

6) Le sous-ensemble désiré d'équations déterminantes est contrdlé  en  ajustant
highest_derivatives : 5, oll s est un entier positif qui indique le décompte pour |'ordre des

dérivées dans la prolongation.

Ty L'avertissement « flag »: false ou true (faux ou vrai), contréle la sortie des messages a propos

de la division par parameétre et autres simplifications.

8) Le « flag » info_given : false ou true (faux ou vrai), est utilisé en connexion avec le mécanisme

de rétroaction pour la résolution du systéme déterminant. Les informations a4 propos des

coefficients &' et @, dans le champ de vecteurs v doivent étre entrées.

9) L’équation A’ doit étre donnée comme ei: ..., avec i=1,...,m. Vous n'avez qu'a donner le coté

gauche de I'équation en laissant le « =0 ». Voir la section (3.3.5) pour les équations complexes.

10) Les vaniables v' choisies pour la substitution sont données comme suit vi: ..., avec i=1,...,m.

Que le programme soit utilisé en mode fichier ou interactif, les données doivent étre introduites de

fagon appropriée :
1) Mode fichier

Ce mode est conseillé pour les équations d’ordre élevé ou pour les systémes d'équations. Un

fichier du mode fichier contient les commandes MACSYMA qui sont nécessaires pour faire



fonctionner le programme et pour lire les données. Les données sont mises dans un fichier A |'aide
de la syntaxe du langage MACSYMA. Ce fichier est lu avant que la fonction SYMMETRY soit
appelée (avec IND1 mis & 1).

2) Mode interactif

Ce mode est activé en appelant SYMMETRY avec IND1 mis & 0. Ce mode est utile pour une
seule équation ou pour les systémes trés simples donc, pour les équations d'ordre de dénivation
trés bas. Tous les paramétres peuvent étre controlés de fagon interactive. Le programme
demandera les 10 informations listées plus haut et les enregistra sous « input data ».

Si info_given est initialisé A true (vrai), le programme demandera a |'utilisateur de lui donner les
formes explicites de tous les & et ¢. Si pour certaines de ces fonctions aucune information
explicite n'est disponible, vous n'avez qu'a donner leurs noms, comme etal, phil etc.. Les
informations concernant les dépendances doivent étre données avec une déclaration DEPENDS
avant d'appeler la fonction SYMMETRY, autrement les dépendances doivent explicitement étre

données comme arguments des fonctions.

3.8.4 Données de sortie

A la fin des calculs, les équations déterminantes ne sont pas automatiquement imprimées. Elles
sont placées dans une liste d'équations déterminantes appelée LODE. Une copie des équations
déterminantes peut étre obtenue avec la commande PRINTEQN(LODE).

La fonction PRINTEQN est séparée du programme principal et se retrouve sous le nom de
PRINTEQN.MAX. Si vous voulez utiliser séparément 'une des fonctions décrites dans (3.7.2),
alors SYMMETRY doit étre appelé avec seulement p, g et m =0 comme données d’entrées. Le
tableau 3.5 fait ie résumé des informations disponibles & la fin des calculs et nous dit comment y
accéder.



107

Tableau 3.5

Informations disponibles a la fin des calculs

Identificateur Type Sortie Contenu

LODE liste printeqn(lode); liste des équations déterminantes

PSI vecteur listarray(psi); @] évalué lors des calculs

ALGSOLS liste printeqn(algsols); Solutions algébriques pour les équations
A' = 0 pour les variables v'

DIFSUB vecteur listarray(difsub); Substitution utilisée pour éliminer les v
et leurs dérivées

ETA vecteur listarray(eta); composantes de ETA

PHI vecteur listarray(phi); composantes de PHI

3.8.5 Types de systémes

Comme dit précédemment, le programme fonctionne pour des systtmes de m équations
différentielles d’ordre k comportant p variables indépendantes et g variables dépendantes, ol p, g,

k et m sont des entiers positifs arbitraires.

Le systéme d’équations différentielles duquel nous voulons calculer les équations déterminantes
peut contenir des paramétres arbitraires et méme des fonctions arbitraires de variables x'et u,. De

ce fait, les noms pour ces parametres ou fonctions ne doivent pas €tre en conflit avec aucun autre
nom utilisé par le programme : en particulier I, J, L, M, P, Q et E1, E2,..., V1, V2,.... ne peuvent
étre utilisés. Il faut également porter attention aux lettres majuscules et minuscules car
MACSYMA ne fait pas la différence entre celles-ci donc, vl est la méme chose que V1. Pour les
fonctions arbitraires, les dépendances doivent étre déclarées a I’aide de la déclaration DEPENDS
avant d’appeler SYMMETRY.

Le programme prend en considération que les u, sont des fonctions de R? — R. Si un systeme

d’équations différentielles contient des variables dépendantes de type complexe de R’” — C,

alors la décomposition en partie réelle et imaginaire doit étre faite avant d’utiliser le programme.
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En entrant le systéme original des équations différentielles, vous ne pouvez utiliser les symboles
Cl, C2, ..., DI, D2,... car MACYMA utilise ces symboles dans ses lignes de commandes et

d’affichage. Les symboles grecs ne devraient pas étre utilisés.

Il faut aussi noter que MACSYMA commence l’allocation de données dans un vecteur a 0
(comme dans le langage C). La premiére composante du vecteur ETA se situe a: ETA[0]. Par

conséquent, la valeur 0 est associée 2 la premiére composante d’un vecteur.



109

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons tout d’abord appliqué la méthode de séparation de variables
généralisée a 1’équation non linéaire de diffusion. Nous avons construit une classification des

termes non linéaires b(u) (1.1) admettant la forme de séparation de variables (1.2). Nous avons

obtenu des fonctions exponentielles, logarithmiques, polynomiales, trigonométriques et
hyperboliques comme résultats, ceux-ci sont définis dans le théoréme (1) du premier chapitre. Par
la suite, une étude graphique des solutions obtenues par le théoréme (1) est complétée et ce, en

utilisant le logiciel mathématique Maple.

De plus, une revue théorique de la théorie des groupes de symétrie et de la méthode de réduction
par symétrie des équations différentielles est présentée. Par la suite, nous appliquons cette
méthode pour classifier les termes non linéaires de 1’équation de diffusion qui nous permettent de
trouver les solutions invariantes par rapport a un sous-groupe de symétrie. Finalement, une
approche informatique, a I’aide du logiciel MACYSMA, de la méthode de réduction par symétrie

est considérée.

Nous constatons que la méthode de séparation de variables généralisée utilisée dans ce mémoire se
voit étre un outil efficace pour 1’équation non linéaire de diffusion, car celle-ci nous améne a des
résultats nouveaux et intéressants du point vue des applications dans plusieurs domaines. Par
exemple, la visualisation graphique des solutions, présentée dans ce mémoire, est une nouvelle

approche qui donne une meilleure compréhension de 1’évolution des solutions.

Finalement, la méthode de séparation de variables généralisée n’est pas utilisée uniquement pour
I’équation non linéaire de diffusion, elle peut se généraliser a plusieurs autres équations comme

I’équation non linéaire d’onde, voir annexe A.
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Annexe A

Appliquons une partie de la méthode de séparation de variables généralisée a I’équation non

linéaire d’onde d’ordre deux ayant la forme :

0’u 0d%u .
f(")aT_W_ : @.1)

Le probleéme que nous aimerions considérer est de classifier tous les flu) (4.1) qui admettent une

séparation de variables (1.2) et du méme fait, trouver leurs solutions correspondantes.

Nous ajoutons une hypothése additionnelle ; nous supposons I’existence de fonctions 5 et T,
étant fonction de X et de T respectivement, de telle fagon que les dérivées de X et T par rapport 2

x et ¢t s’expriment comme suit :

dX > dT .
E=E|§(X)|2’ E=8|T(T)|2 ol E=+l. @2)

Les équations (4.2) signifient que les fonctions X et T sont localement monotones.

En substituant (1.2) dans 1’équation (4.1) et en tenant compte des nouvelles relations de (4.2)

nous obtenons :

2(pnT2§ +¢'T§'

20 KT+ 0 X = fo@(s) = f(s). (4.3)

En effet, en dérivant (1.2) par rapport 2 X et T, nous obtenons :

u“=(p”X2(T')2 +(p|XTn
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_ (pllTZ(Xl)Z +(D”I-X”.
De (3.1), nous avons I’égalité suivante :
(pvlTZ(XI)Z +(,D"TX"=f(u)((p"X2(T')2 +(D'XT”). (1)

Des relations (4.2), nous pouvons trouver les valeurs de la deuxiéme dérivée de X et T par

rapport a x et ¢ respectivement :

X'= g (i)
T"=%T'. (ii1)

Remplagons (ii) et (iii) dans (i), nous aurons :

(pé

= fw) Q" Xt + (‘D';T'

QT +—= ).
Ceci implique que :

f( ) 2(p11T2§+(va§|
20"X* T+ XT'

Ceci démontre la relation (4.3). O

Nous trouvons toutes les classes de la fonction f(s) (4.3) qui admettent la séparation de variables

(1.2). Pour ce faire, utilisons les deux opérateurs différentiels (annihilateurs) suivants (1.5) :

X0 7o Xo T9

- A=22129
'Tox ot Tox Tor
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Maintenant appliquons A, sur I'équation (4.3), nous obtenons I’équation :

F 1
11y 2 + 2 XT + 1 alt F +F =0
(@) +(9") [_4sFJ (0 _2sF[ o+ F ] (4.4)
F = Xérv'—4Er + TET. (4.5)

En effet, en appliquant |’opérateur 4, sur (4.3), nous obtenons :
¢"QXT*E—4T*E) +¢'(XTE"-TE)
_e'T% +@'TENQ"(AX T -2XTT) + @' (XT-TX7")] _

0.
0" X*t+¢'X1")

Apres avoir mis les deux termes de cette dernic¢re équation sur le méme dénominateur et mis en

évidence les grandeurs (¢")?, (¢')* et ¢'¢"", nous obtenons :

oY+ ((p')ZI: XE T2 THTE T }

4X°*TE'T-16XTET +4XT T
o 2X7E"T -6 XE'T+4XTE T-6TET 2T r" | _ o ®
4X*TE'T-16XTET +4XT ¥ '

Nous pouvons réécrire le deuxiéme terme de (i) de la maniére suivante :

. |
XEv =28 T+TE T 1 axaT(Xér 4T HTeT) _[_XT] )
AXTET-16XTET +4XT T |~ 4s|  XET-4t+Tér |~ | 45F | W
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notons F = X&'t 461+ TEr", (i)

Nous pouvons réécrire le troisiéme terme de (i) de la maniére suivante :

2XE"T-6XE'T+AXTE T'-6TET+2T 7"
4X°TE'T-16XTET +4XT e -

i X zgnf - 3X§If + 2XT§'TT“3TI§T'+TI§T" )
2 X&'t -4kt +TET =

1| X r-3XE'T+ XTéj'r'+ XTE'T-3TEr'+T 6" |
2s|  XE'T-4r+TEr XE'T-4t+TET |

1 'x{xé"r-ag'r+r.§*f-}+r{ XET-3e+TE]
2s|  XET-dEr+Tér  XET-4fr+Tér |

D p N .
l Xﬁ(x\’,‘r AT +TET) TaT(X§r Ar+TEr

2s XE'r-4lr+TET N XE't-4Er+TET

De la relation (iii), nous pouvons réécrire la derniére relation comme suit :

1
2sF

[F, + F,]. (iv)

Alors si nous remplagons (iii) et (iv) dans (i), nous aurons :

1yl (LY 'F_xT ' 1I_I' —
(") + (") [%F}m@ 2ﬂ[r_[!-‘,{hF’,] 0.

Ceci démontre la relation (4.4). O
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Maintenant appliquons I'opérateur A, sur (4.4), nous obtenons :

P(s)'+———

@(s)' LAC) P
2

ol (4.6)

4.7)

Si nous appliquons A, sur (4.4), nous aurons :

A@")

F 1
+ (q:')*Ai[“—*;]w'qo"AT{ﬁ[F, +F. D=0

o[ Far 1
M[H] 0" A [F +F D=0
1 [Fy
¢"+¢' Zﬂ?}— =0
1 [F+F
A
w9 o
¢:+29 0
7]
0=
I:FI+FT]
--.-‘il F =

Ceci démontre la relation (4.6). O
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L'équation (4.6) implique que @ doit étre une fonction de 5. Appliquons encore une fois
I'annihilateur A, sur (4.6).

A(p'"+6 %} =0

AB=0
et ceci démontre que @ est fonction de 5 seulement si @ = 0(s). |

La suite de ce probléme dépasse le sujet de ce mémoire, la résolution de celui-ci s'effectue de la
méme fagon que dans le chapitre 1.
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