














3.2 Le critere de groupe de symétrie des équations différentielles :

Considérons un syst¢me de m équations différentielles d’ordre k
A, u®)=A(x,u®)=0 i=1,..,m
x= (xl,...,xp) (3.2.1)

u =(u1,...,uq)

oll xreprésente les variables indépendantes, u les variables dépendantes et u’représente
I’ensemble de toutes les dérivées d’ordre k. Nous voulons trouver le groupe de Lie de
transformations ponctuelles qui transformera les solutions de (3.2.1) entre elles. Voici donc un
résumé théorique de Winternitz [15]. Toute la notation et les définitions sont en accord avec le
livre de Olver [11]. 1l est important de noter que les symétries sont traitées dans plusieurs livres,
par exemple Anderson [1], Fushchich [4], Ibragimov [7], Ovsiannikov [12] et Sattinger [14].

Donc, si

u(x) = f(x)

est une solution, alors

u'(x)=go f(x) (3.2.2)
devrait aussi étre une solution.

Le groupe G que nous cherchons va agir sur I’espace M

Mc XxU (3.2.3)

ol X ~R” et U~R? représentent respectivement 'espace des variables indépendantes et

dépendantes.
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Nous considérons les fonctions f : X — U, telles que

u; = fi(x5005x,), =109

" et les prolongations de ces fonctions :

PrOF Y Af fyn fo o}

ce sont donc toutes les fonctions rassemblées avec leurs dérivées jusqu’a I’ordre k.

Une transformation g € G transforme un point (x,u)€ M et les fonctions f(x) de sorte que

(x,u) > (X(x,u),u(x,u))e M

f(xX) > F(®)=go f(x) alieu

La k“™ prolongation du groupe G va aussi transformer toutes les dérivées de la fonction jusqu’a

I’ordre & :

prOG :fu = f(O, fo fonvfo J =2 4% FEN Frs Famre Fas

L’action sur I’espace prolongé M = X xU, x...xU,,, est induite par Iaction sur M. Donc si

nous connaissons G, alors pr'’G est complétement déterminée de fagon unique.

En suivant la méthode de S. Lie, nous ne regarderons pas directement les transformations g qui
laissent les systémes (3.2.1) invariants. A la place, nous allons linéariser le probléme en se limitant
aux transformations infinitésimales. La premiére tache & accomplir est de trouver |’algebre de Lie
L du groupe de symétrie G pour I’équation (3.2.1). Nous la trouverons par les champs de

vecteurs de la forme :

y= ié"(x,u)ax,, + i(pa(x,u)aua (3.24)
i=l a=1
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ou x et u sont des coordonnées locales arbitraires sur M. Le groupe de Lie local correspondant
aux transformations locales a un parametre est obtenu en intégrant le champ de vecteurs (3.2.4)

donc, en résolvant le systéme d’équations différentielles ordinaires (ODE) du premier ordre :

s,

_=§i(x’,u’), xi|_.—_x_ i=l..p a=1,..q

dg i le=0 1] seeny » guney .

du, ; :

e L) g o= u, (3.2.5)

Cette procédure nous donnera les éléments connexes G, du groupe de symétrie G. Le fait que
nous nous intéressions aux transformations ponctuelles provient du fait que. les coefficients &' et

¢, dans (3.2.4) ne dépendent pas de dérivées de la fonction u, ie. u,.... .

Le champ de vecteurs v défini par (3.2.4) agit sur des fonctions de x et u seulement. La k"™
prolongation pr®v de v agit sur des fonctions de x et u, et sur toutes les dérivées u,,u,, ...,

jusqu’a ’ordre k. Une expression explicite de pr’v peut étre obtenue en dérivant I’expression

'y comme en

pr®G par rapport 4 € et en imposant aprés coup que £ =0. En intégrant pr*
(3.2.5), nous obtenons pr*’G . Donc, la prolongation du champ de vecteurs v est complétement

déterminée par le champ v lui-méme.

En se référant a Olver [11], nous avons I’expression de cette prolongation. La formule de

prolongation est :

. 0
Pr(k)v =v+ Z Z (0; , (3.2.6a)
J

ou

J=JD) =0 di)s 1SjeSp, I=ji+ i+t jio (32.6b)
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Les coefficients (Pé de (3.2.6a) sont donnés en terme de & i,(Pa et leurs dérivées jusqu’a I’ordre

l.La dérivée totale D, par rapport 2 x, est donnée par

0 du, 0 Uy 9
D = = : sess
o o, +2 dx, Ju, + 3x, duy, + (3.2.6¢)

o a,j

Le coefficient (Pé , correspondant a la premiére dérivée ¥, , dans (3.2.6a) est

i — X _ _ | a
Py =@, (x4, 5.t ) =D, @, j (D, & )u;. (3.2.6d)
I=1
Pour tous les autres termes, nous utilisons la formule récursive suivante :

o. (xu,u®,...u") = Dp] - j(Dzé“)u‘f,a : (3.2.6¢)
i=1

Si nous avons une algeébre de Lie L de champs de vecteurs de la forme v (3.2.4) sur M, alors la

prolongation de champs de vecteurs pr'®v forme la méme algébre de Lie : |

pr®v, wl=[pr®v, pr®wl

pr® (av+bw) = apr®v + bpr®©w. (3.27)

L’algorithme pour trouver le groupe de symétrie d’un systéme différentiel est le suivant. Le
champ de vecteurs (3.2.4) est un élément de I’algebre de Lie L du groupe de symétrie G du

systéme (3.2.1), si sa k™ prolongation pr®v annule le systéme sur sa surface de solution :

pr(") .Ai =0 tel que Ah =0 ou l,h = 1,..,m. (3.2.8)
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En pratique, cela veut dire que le systtme (3.2.1) est vu comme un systtme d’équations

algébriques pour m des plus hautes dérivées de u,, apparaissant dans (3.2.1). Les équations
doivent étre choisies de telle sorte qu’elles peuvent étre résolues de (3.2.1) et substituées dans
(3.2.8). Le systéme (3.2.8) est un systéme aux équations différentielles pour les coefficients &' et
¢, dans (3.2.4). Comme celles-ci dépendent seulement de x et u, les coefficients de chacune des
expressions linéairement indépendantes des dérivées u'”,...,u™ restant dans (3.2.8) aprés la

substitution doivent s’annuler. Cela donne un syst¢éme surdéterminé d’équations différentielles

partielles linéaires pour les coefficients & (x,u) et @,(x,u). Cela se nomme le systtme des

« équations déterminantes » pour les symétries du systeme différentiel considéré.
Nous pouvons faire face a trois cas distincts :

1) Le systtme déterminant admet seulement la solution triviale &, =0, ¢, =0

(i=1,..,p,ax=1,..,q). Nous avons alors v=0, g =e (la transformation identité ).

2) La solution générale des équations déterminantes dépend de r constantes d’intégration

(r < e0).La dimension de I’algebre de symétrie L et du groupe de symétrie G sera alors

dmL=dmG=r.

3) La solution générale dépend de fonctions arbitraires x; et u, . L’algeébre et le groupe de

symétrie sont alors de dimension infinie.

N

En conclusion, nous résumons les principales étapes de la procédure a suivre. En suivant
I’algorithme proposé par Peter J. Olver, le critére d’un groupe de symétriec G de I’équation

différentielle A(x,u®’)=0 est:

prfalA(x, u*H1=0 ot Ax, ) =0 aliew.

. k s , _ k k) _ ,
Ici, [x,u( )] est un élément de I’espace M = X x U ), U = UxU, x.U, est 'espace
représentant toutes les dérivées partielles des fonctions f:X = U dordre plus petit ou égal a

k et v est le générateur infinitésimal de G :
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_ &y 9 t(r )9
v—gé (x,u)§+§(p (x,u)aua .

La dérivée totale D, (1<i< p) d’une fonction différentielle A: X XU® -5 R est Ia

fonction DA 1 X xU® >R telle que :

DA(x, pr*™ f(x)) = aiA(x, pr f(x)).

X

La k"™ prolongation est donnée par

pr(k)v=v+i2¢j(x,u(k)) al
=g ! au,’

J

J l lpi Iy
ol ?, =DJ{(,D ‘guﬁ }+gu,j§ Vi=1l,..q

(_ou' i 9w
Ui ox'’ Uy ox'ox’

3.3 Méthode de réduction par symétrie pour les équations différentielles partielles (PDE

L’idée de base est de prendre un sous groupe G, C G et demander que la solution du systéme
différentiel soit invariante sous le groupe G, (Olver [11] et Winternitz [15]). Voici donc un
résumé des dernieres références. L’invariance impose des contraintes sur la solution qui sont
exprimées par des PDE linéaires de premier ordre appelées les systémes déterminants. La solution
invariante du groupe va donc satisfaire |’équation originale, ce qui améne a la réduction de
I’équation initiale. Différents sous-groupes G, ameénent 4 des solutions différentes, mais deux
sous-groupes conjugués sous le groupe de symétrie G ameénent a des réductions équivalentes. Il
est donc important de faire une classification de ces sous-groupes. Habituellement, nous n’avons

pas besoin de tous les sous-groupes de G, nous tenons compte seulement de ceux qui agissent de
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fagon appropriée sur I’espace M ~ X xU. En fait, n’importe lequel des sous-groupes G, C G va
agir sur M et de ce fait, associer certaines orbites sur M. Soit dla dimension d’une orbite

générique et /= p+qg—d sa codimension. Ceci implique qu’il existe [ fonctionnelles G,-
. invariantes indépendantes. Voici la base pour ces invariants [, (x,u),...,I (x,u). Le groupe
G, € G nous donne les solutions explicites du groupe invariant si les invariants satisfont a deux

conditions :

1) [ invariants existent et dépendent seulement des variables indépendantes x;,. Nous les

dénotons
& (x)& (x)y, n=N-q, 0<n<p-1 (3.3.1)

et ils sont appelés variables des symétries.

2) Il existe ginvariants de plus. Nous dénotons ces invariants par F, et la condition est que le

Jacobien correspondant J ne soit pas nul.

oF,
detJ =de T #0. (3.3.2)

21

Si ces deux conditions sont satisfaites, nous considérons les invariants F , comme des fonctions de

£, et ensuite, il est possible de résoudre pour u, (& =1,...,q) de I’expression suivante :

Fu(él,...,én)=Fy (x,u). (3.3.3)
Le résultat s’écrit sous la forme

Ue(X) = Uy(Fses FpyXp0nx,), Fy=F(&,...8) (3.3.4)
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En substituant u, (x) dans les équations originales (3.2.1), nous obtenons un systéme d’équations
pour F,, comprenant seulement les invariants F, et §,. Les variables x; qui ne peuvent étre
exprimées en terme des invariants &, seront éliminées des équations réduites. L’explication pour
cela est due au fait que {&;,F,} forme un ensemble complet d’invariants pour la transformation
de groupe G alors :

oF, 0°F,

é" F ’_ﬂ’—ﬂ’.“

't
9¢; 05,08,

forme un ensemble complet d’invariants de la prolongation pr'®’G. Les équations réduites sont

de la forme :

- oF, O°F
AlEF —L ——L2 |=0.
i & F, 9, "IEE (3.3.5)

Le nombre de variables indépendantes dans (3.3.5) est n, avec 0<n<p-1. Alors si n=0,

(3.3.5) est un systeme d’équations algébriques. Si n=1, nous avons un systeme d’équations
différentielles ordinaires, si n =2 EDP avec deux variables indépendantes, ainsi de suite. Si nous

pouvons résoudre le systtme (3.3.5), par la suite, nous substituons F, (£,) dans (3.3.4) et nous

obtenons des solutions particuliéres du systéme original.

Voici les étapes a suivre pour effectuer la Méthode de Réduction pér Symétrie (MRS) pour les
PDE :

1) Trouver le groupe de symétrie G du systéme.

2) Classifier tous les sous-groupes G, C G qui ont les propriétés (3.3.1) et (3.3.2) en classes de

conjugaison. Ordonner les sous-groupes selon la codimension n de la projection des orbites

génériques sur I’espace X des variables indépendantes. Choisir un représentant G, de

chacune des classes de conjugaison.
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3) Pour chaque représentant des sous-groupes G,, trouver I’ensemble des n + ¢ invariants

indépendants, et exprimer u, en terme d’invariants, comme en (3.3.4).
4) Substituer u, comme en (3.3.4) dans les équations originales et obtenir le syst¢me réduit.

5) Résoudre le systeme réduit, le substituer dans (3.3.4) et appliquer une transformation générale

de groupes de symétrie au résultat. Cela donnera une famille de solutions particulieres.

3.4 Réduction par symétrie de 1’équation de diffusion non linéaire:

Considérons 1’équation de la chaleur non linéaire (1.1). Notons que le nombre de variables

indépendantes est p =2 et le nombre de variables dépendantes est g =1. L’équation est d’ordre
second donc, k =2. Donc, I’équation non linéaire de diffusion peut étre considérée comme une
sous variété dans I’espace X xU® qui est donnée par la relation suivante :

A=u, +u_—bu)=0. (3.4.1)

Soit le vecteur infinitésimal de symétrie donné par :
0 0 0
v=E(x, t,u)—+T(x,t,u) —+ @(x,t,u) — 34.2
ox or u G4

défini dans I’espace des variables indépendantes et dépendantes X xU. Le critere de symétrie

infinitésimal dans ce cas demande que la condition suivante soit satisfaite :

pri®vu, +u, —bw)) =0. (3.4.3)
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De I’équation (3.4.1), lorsque U, +u, = b(u)est satisfait, la deuxiéme prolongation pr(z)a

est donnée par

r(z)v=v+(p"i+(p’i+(p” 0 +@" 0 +(p"’i
P du ou, u_, du ou,,  G49

X i Xt

Les coefficients de pr®a sont donnés par les formules suivantes :

¢*=D (¢p-ul-ut)+u +u,r

=@ +(p, &, ~Tu ~& W) ~Tuu,

(pl = DI ((p - uxé - ulT) + uxté +u,T

2
=0, _étux + ((pu _Tt)ul —q U U, —-1, (ut) )

(3.4.5)
0~ =D (@-ut-ut)+u & +u,T

= wxx + u.x (2¢xu - éxx) + ulTxx + (u.x)z (¢MM - 2éxu) - 2u.xulT.xu - (u.x):;éuu
- (ux)zu,rw tu (o, -26)-2u v -3uul -2uut —uu.rT,

X xt u

q)” = (DI )2(q) - uxg - uIT) + ultxé + uIIIT

=@, tu, (2(pm - Tlt) + uxgn + (ut )2 ((puu - 27’-:14) - 2ulux§m - (ut )3Tuu
- (ux)2ux§uu tu, ((pu - 2Tt) - 2utxét —3u,uT, - 2utulxéu - thunéu ,

nvt T u

(pxt = (Dxt)2 ((p - uxé - LttT) + uxxté +u,,T

=@, tu, ((ptu - gxt) Tu, ((pxu - Txt) Tuu, ((puu - éxu - Ttu) - (ux)zétu
- (ut )2txu - (ux)zutguu —ux(ut)zruu + uxt ((pu _gx _Tt) —uxxét —utth .

-2uul, —2uut, —uué —uurt

Xt x n"vx " u
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Les dérivées totales sont :

D, =@,+ud,), D,=(d,+u,0,).
Le critere de symétrie pour I’équation de diffusion devient :

@ +o™ =¢b'. (3.4.6)

. d
Nous avons noté que b'=—.
du

En substituant les coefficients (3.4.5) dans | ‘équation (3.4.6) et en remplagant U, par
—u,, +b(u) eten demandant que tous les coefficients par rapport a toutes les dérivées partielles

de u soient nuls, nous obtenons les contraintes suivantes sur les coefficients 5 T et @ .

(a) uu, . -2r, =0,

by Uy -27, =0,

© (ug)*: -7, +7, =0,

@ () ’u, t. =0,

(&) UMy : ¢, +2r, -3¢, =0, (34.7)
(f) u,_ - -, +7,+2t.b+7 _+0, -2 -1,b=0,
@ () ~£. =0,

@) Qu 28, -T,b=0,

G U -&, —&.b+20, -C., -271,b=0,

k) 1: @0, +ob-1tb-T,b*+@, —‘L'xxb—(pb'.z 0
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Le systéme (3.4.7) s’appelle le systéme déterminant qui constitue un systéme linéaire aux dérivées

partielles.

A partir de (a) et (b),ona T = 7(t) . Donc (c) et (d) sont satisfaits. Donc (e) devient :

£, =0 1)

et (g) est satisfait.

Les équations (f), (h), (j) et (k) deviennent respectivement :

T, =2,, (£.1)
?. =0, | (h.1)
& +20, -8, =0, G.1)
o, +ob-tb+o_ —0b'=0. k.1)

A partir de (f.1), nous avons :

£ =%r,x+o(t).

A partir de (h.1), nous avons :
@ = B(x,Du+a(x,t).

A partir de (j.1), on a
=& +2B,=0car &, =0,

& = 5

N |

B 1L lr x+0o —lr x+lo
Donc M 2 h ! 4" !,
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1 1
Alors B =§T“x2 +5C7,x+ p@) .

b est arbitraire, donc (k.1) doit étre satisfait pour tous les b, donc :

0, +t9,=0 @)
¢,-7,=0 (i)
0=0 (iii)

Le cas (iii) nous donne =0 = B =0, a=0.

Donc, T, =0,0,=0, p=0.

Le cas (ii) nous donne ¢, =7, =0.

Donc, T=¢,,0=c,, p=0. )
Donc on obtient que & = ¢, (m)
car§=%r,x+0'=cr=c,_.

En remplagant (1) et (m) dans (3.3.2), nous avons le générateur de symétrie qui a la forme

suivante :

——t¢ (3.4.8)



ou l’algebre G est engendrée par les générateurs suivants :

0
Vlzg, (c,=letc,=0)
L2
27 5y (¢, =0etc,=1)

Considérons des cas particuliers pour la fonction b(u).

1) Considérons le premier cas ou la fonction b(u) est une fonction linéaire.

b= cu donc (k.1) devient :

@, +ocu—7Tcu+@_—@c=0.

Si nous remplagons la valeur ¢ = ,Bu + & dans (3.4.9), nous avons :

Bu+a, +Pcu—tcu+ P u+a, —Puc—ac=0.

Nous savons que &, + X, = CQ, nous aurons donc :

,B,+ﬂC—T,C+’Bu—ﬂC= ,B,—T,C‘F,Bu:().

1

(3.4.9)

(3.4.10)

2
Si nous remplagons la valeur de B = gfnx + 5 O, X+ 0 dans (3.4.10); nous aurons :

1 5, 1 1
—T X +=0,x+p, +—7,—cT, =0.
8 2 4

(3.4.11)
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Donc :

. =0

n y

o,=0

f14 1]

1
+-—7,-¢7,=0
pt 4 fn t .

Donc en intégrant :
T=ct’tet+a,,

O =c,t+cs,

p, =c2ct+c,)~- —}‘:(2c1) =2cc, +cc, — b

’

d’ol

c
p=cct’ +(cc, —?l)t +cq.

Maintenant cherchons la valeur de &, B et ¢.

Comme nous savons que &= ET,X + O et nous avons la valeur de T, et O alors :

1
&= —2—(2c1t +¢)Xx+c,t+cs. (3.4.12)

1

2
Comme nous savons que B =§Tﬂx +50',x + P et nous avons la valeur de 7,0 et

palors :

1
B = §2c1x2 + Ec4x +ect’ +(cc, —%)t+c6, (3.4.13)

Comme nous savons que @ = ,Bu + & et nous avons la valeur de S et aalors :

80
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1
Q= (g 2c1x2 + %qx +cclt2 +(cc, —%)t +euta (3.4.14)

ol (& doitsatisfaire &, + Q& =CQ.

a la forme suivante :

En remplagant (3.4.12), (3.4.13) et (3.4.14) dans (3.4.2), nous avons le générateur de symétrie qui

1 0 Jd 1 1
v= (5(2clt +c,)x+c,t+ cs)a—x+(c1t2 +c,t+ c3)g+((§2c1x2 +5c4x

+cct’ +(cc, —%)t +cg)u+0r) aa

ou I’algebre G est engendrée par les générateurs suivants :

2

v1=tx;—x+t2%+((%

v, = £i+ti+(ctu+a)i
20x ot ’
0

V3 =_a7,

v, =ti+(ﬂ+oz)i
ox 2 ou’
0

Vszé;,

0
Vg =(u+a)$.

b=e" donc b=0'".

+ct? —%)u +a)

(c,=Lec,=cy=c,=c5=¢c,=0)

(c,=lc;=cy=c, =c5=¢c,=0)

(c;=lLc,=¢c,=¢c, =c5=¢4=0)

(c,=lic,=cy=c,=¢c5=¢c4,=0)

(cs=lc,=¢cy;=c,=¢,=¢c4,=0)

(cs =lc,=cy=¢c,=¢c5=c, =0)

2) Considérons un deuxiéme cas quand b(u) est une fonction exponentielle.



Donc, a partir de (k), nous avons :

0, +¢,=0

@, -7T,—-¢=0.

Comme @ = Pu+a,

donc, de (ii), nous avons :

B-1,=Putc

Alors & =T, ,

De (i) nous avons I’équation différentielle :

o+ =0
t xx

comme & = —T, alors ¢, =0,

donc ¢, =T, =0 d’on

1

, 1
Comme nous savons que B = gT,,x +§O'tx+ p=0

donc, 0, =0 et p=0

c=c,p=0

Comme nous savons que T, = 0, alors :

T=c,t+c;.

()

(i)

(3.4.15)

82
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1
Comme & = ET:’H'G’ alors

1
£= Saxto. (3.4.16)

Comme @ = B(x,t)u +a(x,t), alors
Qp=a=-1,=—c,, (3.4.17)
et T=C,t+¢,.

En remplagant (3.4.15), (3.4.16) et (3.4.17) dans (3.4.2), nous avons le générateur de symétrie qui

a la forme suivante :

(lcx+c)a+(ct+c)a c J
v=I(T - — —Cp—
2? Yox Y Var ou
ou I’algebre G est engendrée par les générateurs suivants :
d
v1=£, (¢, =lc,=¢;=0)
x d iy a 4 .
v, =——+t———. L =le =c, =
? 20x Ot Ou (e:=he =6 =0)
)
vi=o (¢, =lc,=¢, =0)

3.5 Réduction par symétrie de I’équation de la chaleur :

Comme dit dans le chapitre 1, nous retrouvons 1’équation de la chaleur quand b(u) (1.1) est nul.

Dongc, nous avons :
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A=u,+eu, —bu)=0 (3.5.1)

ot bu)=0 ete==l.
Donc on obtient
U, =l (352)

Dans 1’équation (3.5.2), nous retrouvons deux variables indépendantes X et ! et une variable
dépendante U, alors en vertu de la section (3.4), ona p=2 et g =1. Comme |’équation de la
chaleur est de deuxiéme ordre alors, £ =2. Donc, I’équation linéaire de la chaleur peut &tre
considérée comme une sous variété dans Despace XxU® telle que la relation
A(x,t,u®)=u, —u_ soit nulle. Le vecteur infinitésimal v est donné par (3.4.2) , la deuxiéme

(¢2)

prolongation est donnée par (3.4.4) et les coefficients de pr'“a sont donnés par (3.4.5). En se

référant 3 Bulman [2] et Olver [11], le critére de symétrie (3.4.3) pour I’équation linéaire de la

chaleur devient :
o' =~ (3.5.3)

En substituant les coefficients (3.4.5) dans 1’équation (3.5.3) et en remplagant ¥, par 4, et en
demandant que tous les coefficients par rapport a toutes les dérivées partielles de u soient nuls,

nous obtenons les contraintes suivantes sur les coefficients é ,Tet@ .

(a) uu, : =27, =0
®) U, : -27,=0
© ()" -7, +7,=0
@ @) u, —7,, =0

€ Ul &, —2t,-36,=0 (3.54)
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6 U -Q,+7, -7, . +¢,-25, =0
@ () 8. =0

m () P —26,=0

O -§-2¢,+5,=0

G 1 ¢ -9,=0

Premierement, (a) et (b) impliquent que 7 doit étre une fonction de ¢. Apres, nous avons de (e)

que & ne dépend pas de u et (f) implique que 7, =2£ _, alors :
1
E(x,t) = 5T +0(1), (3.5.5)

ou o est une fonction quelconque de ¢. Par la suite, de (h), ¢ est linéaire en u, alors :

O(x,t,u) = B(x,u+o(x,t)

pour certaines fonctions 3 et «. De la relation (j), £, = -2f,, donc 3 est au plus quadratique en

X, avec

1 1
B =-§Tnx2 ‘EG,JH p(t). (3.5.6)

Finalement, la derniére équation (k) requiert que « et 8 soient des solutions de I’équation de la

chaleur,
a=a_efB, =8,. (3.5.7)

En éliminant B (3.5.6) et la derniére relation (3.5.7), nous trouvons :

E JUE DU
gt TR e TP E T e
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Ce qui implique que
1
T =O, O, =O, P, = _Zrn' (3.5.8)

Nous pouvons donc trouver les valeurs de 5 ,T et @ et intégrant les relations (3.5.8) et en

remplagant celles-ci dans (3.5.6) et (3.5.5), nous obtenons les coefficients du vecteur infinitésimal
de symétrie (3.3.2) :

E=c +c,x+2cit +4cgxt,
T=c,+2c,t+4ct’, (3.5.9)

Q= (c3 —CsX — 2c6t - csxz)u +y(x,1),

ol ¢,,...,c, sont des constantes arbitraires et la fonction y(x,t) est une solution arbitraire de

I’équation de la chaleur.

En remplagant les valeurs de (3.5.9) dans (3.4.2), nous avons le générateur de symétrie qui a la

forme suivante

v=(c +c,x+ 25t + 4c6xt)ai + (¢, +2c,t +4cgt?) i
X t

—((c; —cgx —2¢4t — c6x2)u +a(x,t)) i )

du

L’algebre de lie des symétries infinitésimales de I’équation de la chaleur est engendrée par les six

champs de vecteur suivants :

X (c,=hec,=c;=c,=c5=¢c4=0)

v, =ud,, (c;=lc,=¢, =c,=c;=c,=0) (3.5.10)
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v4=xax+2ta,, (c,=lc,=c;=¢,=¢c5=¢c,=0)

v, =210 - xud. . (cs=le,=c,=c, =, =, =0)
2 2

Vg = 4l‘xa)r + 4t a, —(x" +2t)ud,,. (cs=lc,=¢c;=c,=¢c5=¢,=0)

La sous algebre de dimension infinie est donnée par :

v, =a(x,1)d,

ol (est une solution arbitraire de I’équation de la chaleur. Les relations de commutativité entre

ces champs de vecteurs sont données par le tableau 3.1 des commutateurs.

- Tableau 3.1

Les relations de commutation pour |’algebre de lie (3.5.10)

L’élément de la rangée i et de la colonne j représente [ V; V ; .

Vi Vs V3 & Vs Ve Vo
12 0 0 0 Vi -V3 2Vs Va,
v, 0 0 0 2v, v 4v2v; Y,
vy 0 0 0 0 0 0 v,
v, -V, 2V, 0 0 Vs 2V, Vy
Vs v, 2y 0 -V 0 0 vV,
Ve |2V, 2v5-4v, 0 2V 0 0 V.
v, -V, -V, v, Vv, SV, Ve 0

oil on a pris la notation suivante : & = xa_+2tct,, o” =2t0r, + x0x

a” = 4o, +4r'a, + (x* +20)a

Par exemple, calculons le commutateur suivant [ V4 Vs ] :

Des relations (3.5.10), nous avons



[VeVs]= [x0, +2t0,,2t0 —xud,]= —xud, +4td, —2td, = —xud, +2td, = v;.

Voici les groupes 2 un parametre G, générés par les V;:

1 - (X+£,t9u)’

A(x,t+E,u),

Q Q Q

w

(x,t,efu),

Q

: (eEx,eZEt,u)’ (3.5.11)

Q

. (x+2€t,t,u -exp(—ex — 1)),

2

G, : ad d ,u«/l—4&‘texp{—£i:a}

1-4er’1-4et

G, (x,t,u+€Ea(x,t)).
Par exemple, calculons le groupe a un parametre G;.

Des relations (3.5.10), nous avons Vs = 210 —xud, , alors :
. /

—=2t x'=2e+
D e ’x “

. . . 4
mais nous avons que € =0 implique X (0) = x _alors

X =2e+x

du’
de

2) =—-x'u’ | u’ =dexp(-te* - xe)

. i . ’
mais nous avons que € =0 implique ¥ (0) = u , alors

u’ = uexp(-te* — x€)

88
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| d'on Gs : (x+2¢t,t,u -exp(—ax—szt)).

Puisque chaque groupe G; estun groupe de symétric & un parameétre €, alors si u = f(x,)est

une solution de I’équation de la chaleur, les fonctions suivantes le sont aussi

u'= f(x—g,1),

u'=f(x,t-€),

w=ef f(x,1),

u'=f(e*x,e 1), (3.5.12)

2
w =e " f(x-2et,t),

6 1 ex —ex’ f X t
W= raa Plivda| | 1+4a 1+ 4a

u®=f(x,t)+eo(x,t).

ou a(x,t) est une solution de 1’équation de la chaleur.

. 4
Par exemple, calculons la fonction ¥ .

Des relations (3.5.7), nous avons G : (e*x,e*t,u).

2
Donc, X =e°x, t'=e*t, u' = u.

- -2
Alors, X = e Ex', t=e Et', u' =u.

Doy u'= f(ex,e7*t).

Si nous posons que u =c est une solution constante dans le G4 des relations (3.5.11), nous

pouvons immédiatement conclure que la fonction
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est aussi une solution.

En choisissant les constantes de telle sorte que :

c=-2ete=10
la solution précédente est représentée graphiquement par la figure 3.1 :

24

Figure 3.1

Représentation graphique de la solution de I'équation de la chaleur

La solution la plus générale que I’on peut obtenir d’une solution donnée u = f(x,1) par les

groupes de transformations a un paramétre € a la forme :

-&, |[+a(x,t)

Ly | exple, - &5 gxt —(gs )t f e (x=26) e
J1+4et 1+4et 1+4et 1+4et

Ce résultat est obtenu en superposant les solutions de la relation (3.5.12) ou &,,...,€4sont des

constantes réelles et ¢ est une solution arbitraire de I’équation de la chaleur.
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3.6 Réduction par symétrie de I’équation de la chaleur avec conductivité variable :

Cherchons le groupe de symétrie de I’équation de la chaleur (généralisation de Winternitz [15]) :
AU U U U, ) = U, —a(x, D, =0 (3.6.1)

ol a(x,t)est la conductivité de la chaleur, en assumant que cette fonction est lisse en x et ¢. Le

vecteur infinitésimal v est donné par (3.4.2), la deuxiéme prolongation est donnée par (3.4.4).

L’équation de base (3.2.8) se réduit, pour le cas (3.6.1), a :

pr®v-A=[@' —a(x,0)p™ - (5 =y T%E)u 1= (3.6.2a)
ol u, = %u, est satisfait.
Dans ce cas, les coefficients (P' et (Pn sont égaux a
Q' =, ~Eu +(p, —t)u, —Euu, ~Tu (3.6.2b)

O =0 + (20, ~ S, ~T o, + (9, =28, U — 20, =81,
T WU, + (@, —2EJu, -2t u, -3 uu, -2Tuu, —~Tul,. (3.62c)
En isolant u,, de (3.6.1) et en le substituant dans (3.6.2b) et (3.6.2c) et en égalant a O les

coefficients de u,u_,u_,u},u u, et u’, nous obtenons les constantes différentielles su1vantes

x ")

7,=0,7,=0 &, =0¢& =0 ¢, =0. (3.6.3)
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Donc, pour une fonction ¢(x,t), nous avons

T=1(t), § =&(x,1), ¢ = f(x,t)u+ h(x,1). (3.6.4)

En utilisant (3.6.4) et en égalant les coefficients de u_,u, et 1, nous obtenons un systéme

d’équations pour les fonctions7(¢),£(x,t), f(x,t) et h(x,t):

§ —a +2af, =0  (3.6.52)

, a, . a,

T-26, +=2L+—L7=0 (3.6.5b)
a a

fi—af.=0 (3.6.5¢)

h,—ah_ =0. . (3.6.6)

L’équation (3.6.6) se découple du systéme de sorte que h(x,t)est une solution de 1’équation

(3.6.1). L’élément correspondant de 1’algebre de Lie est :
v, =h(x,0)d, (3.6.7)
et la transformation de groupe correspondante en vertu de (3.2.5) est :
‘=t X' =x,u'(X,t) = u(x,t) + eh(x,t). (3.6.8)
Il reste A résoudre le systeme (3.6.5). Pour a(x,t)générale, la seule solution est £ =0, 7=0 et

f(x,t) =const. En intégrant les champs de vecteurs correspondants, nous obtenons la

transformation

X'=x,t'=t,u'(x,t")=a‘u(x,1). (3.6.9)
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Pour approfondir le probléme, considérons un cas particulier d’intérét physique provenant d’une

étude du mouvement Brownien.

Nous considérons le cas ol

b? "
a(x,t)= (1+7x2)2, b = const (3.6.10)

dans I’équation de la chaleur (3.6.1).

Nous avons vérifié que pour a(x,t), comme en (3.6.10), la solution générale de (3.6.5) dépend de

6 constantes réelles (Winternitz [ 15]).

T=0

2
D =2, +(1+b—x2)£arctan£ax +[—l+b2t+bearctan£:luau
277 b V2 2 V2 J2

2
C=t%0, +(1+b—x2.)£tarctanb—xa,
2 b J2

1 1,,, .1 bx 1 b 2}
+<{——t+=b"t" + b—=xtarctan— — —(arctan—=1x)" tud,
{ 22 V2 J2 o 2p? 2

b® 1.2
P=(1+—x")d, +=b"xud,
2 2

2
B=(1+b—x2)tax+ bzxt—ﬁarctan—bi 29,
2 b V2 |2

L=ud, . (3.6.11)

u

La table des commutateurs pour cette algebre de Lie est présentée dans le tableau 3.2.
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Tableau 3.2
Les relations de commutations pour |’algebre de Lie (3.5.13)

D T C P B M
D 0 =-2T 2C -P B 0
T 2T 0 D 0 P 0
C |-2C -D 0 ~B 0 0
P P 0 B o -l2(M) o
B |-B -P 0 1/2(M) o 0
M 0 0 0 0 0 0

L’algebre de Lie (3.6.11) doit étre ransformée dans 1’algébre de 1'équation de la chaleur obtenue
en prenant la limite lorsque b — Odans (3.6.11). Comme les éléments Tet P dans (3.6.11)

commutent et sont linéairement indépendants, une transformation inversible [5] :

x—E(x,t,u) L toT(xtu), u— o(xtu) (3.6.12)
existe, il faut prendre {T, P} tel que :

T=9, P=9,. | (3.6.13)
La transformation (3.6.12) n’est pas unique. La transformation se trouve facilement et nous

présentons la transformation inverse finale. Le résultat est: si @w(&,7) satisfait ’équation de la

chaleur @, — g =0, alors la fonction :

-1 2
u(x,t) = (cos %J (eprz—r}»(f,r)
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ou

X=—-tan—= (=7 3.6.14
\/5 ( )

est une solution de 1’équation :

bt Y |
u,—{H?x ] u, =0. (3.6.15)

2
Pour visualiser numériquement cette solution, prenons w(§,1’)=1’—7 . Comme w, =1 et

@, =1 nous avons bien @, —w, = 0. Nous avons donc :

bEY' (b 2
u(x,t)=[cosTi] [expflf—%} (3.6.14b)

2 . bx
Des relations (3.6.14) 5 = Ttan (ﬁ] et T =t. Remplagons ces derniéres valeurs dans

(3.6.14b) :

(—tan

‘\/Et af bx

-1

B 4 bx bt _ b V2
u(x,t)—[cos(tan [ﬁ}] [expT t > . (3.6.14¢)

En choisissant la constante de telle sorte que :
b=-2,

la solution précédente est représentée graphiquement par la figure 3.2 :



Figure 3.2

Représentation graphique de la solution de 1'équation de la chaleur avec conductivité variable

Le cas (3.6.10) se généralise quand nous considérons :

2n

D =1+——x")?, p=
a(x,t)=( (zn)!x )", b=const. (3.6.16)

Nous avons démontré que pour a(x,t), comme en (3.6.10), la solution générale de (3.6.5) dépend

aussi de 6 constantes réelles.

T=9,

D=2, +(1+ b~ x*) “(zn)!arctanﬂax
(2n)! b" J(2n)!

L O Lo

1
— (bx)"
> \/Z2—n)!( x)" arctan r——(2n)! ud,

96
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2n , n
C=t%,+(1+ b x™) (2n)!tarctan(bi8

(2n)! b" N

., +{—%t+%(bt)z" +b" 1 x"tarctan (bx) ! (arctanb—x")z}uau

Jan)! Qn)!  2b* J@n)!

b*" x"ud,

bZn
x*")o, +——
2n)! (2n)!
2n ! n
B=(+2_x"ya + [bz"x"t _NCE ctan 2 }“ J

2n)! b" Jen 27

L=uo . (3.6.17)

u

P=(1+

La table des commutateurs pour cette algébre de Lie est la méme que celle du tableau 3.2. De la

méme fagon que dans le cas (3.5.10), nous trouvons le résultat qui est : si w(&,7) satisfait

I’équation de la chaleur @, ~w,, =0, alors la fonction :

_ b"E bt
u(x,t) = [cos m] (exp (2n)!}»(§,r)

ol

Jen)! oo b

X = =
b" J(2_n)!’ =7 (3.6.18)

est une solution I’équation :

2n 2
U, —(H xz"] u, =0. (3.6.19)
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3.7 Symétries conditionnelles pour I’équation de diffusion non linéaire

Souvent un systtme d’équations différentielles de diffusion provenant d’un phénoméne non
linéaire sera composé de fonctions arbitraires dont les formes dépendent spécifiquement du
systéme sous considération, (Anderson [1]). Comme exemple, en résumant Ibragimov [7],

I’équation générale de la conductivité non linéaire de la chaleur prend la forme :
u, =D (K(uwu,), 3.7.1)

ol k(u) dépend du type particulier de conducteur modélis€. La principale motivation en physique
pour étudier ce type d’équations provient du fait que la forme de la fonction arbitraire k(u) nous

donne un groupe de symétrie plus large que pour I'équation de la chaleur. Le probleme de
déterminer de telles fonctions est connu sons le nom du « probléme de classification de groupe ».
Nous pouvons appliquer une classification de groupe sur I’équation de conductivité de la chaleur

non linéaire en prouvant :

(a) Si k(u) =(au+b)™ pour m#—4/3, a0, le groupe de symétrie est de dimension quatre.
(b) Pour k(u) =ce™, il y a un groupe a quatre paramétres.

(c) Pour k(u) = (au+b)™, a#0, il y aun groupe a cinq paramétres.

(d) Pour k(u)constant, le groupe est de dimension infinie.

(e) Si kest arbitraire (ne prenant aucune des formes considérées de (a) a (d)), alors (3.7.1) a un

groupe de symétrie a trois parametres.
Considérons la famille d’équations non linéaires de la chaleur :
u, =(f(u,), +8u) (3.7.2)

ou nous faisons I’hypothése que f(u) et g(u) sont deux fonctions lisses. Nous cherchons des

solutions de I’équation (3.7.2) invariantes a deux champs de vecteurs sous la forme
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X, =0, +a(t,x,u)d,,
X, =0, +b(t, x,u)d, (3.7.3)

Les fonctions a et b sont a préciser. Nous demandons que les fonctions (3.7.3) s’annulent.

Cela implique que la condition de compatibilité doit étre donnée sous la forme :

a +ab-b —-ab =0. (3.7.4)
Le systéme (3.7.2) est soumis aux contraintes différentielles de cette forme

u, =a(t,x,u), u, =b(t,x,u). (3.7.5)
En remplagant (3.7.5) dans I’équation de départ (3.7.2), nous obtenons :

a=(0b, +bb)f+b*f +g. (3.7.6)

Si nous substituons la fonction a(t,x,u), donnée par (3.7.6), dans (3.7.4) nous obtenons une

contrainte pour la fonction b en terme de f et a donnée par
b, =(b, +2bb_ +b*b, ) f +(3bb, +2b’b,) f +b’ f" +bg'—gb,. (3.7.8)

Essayons de trouver la fonction b sous la forme :

b(t,x,u)=0(@)h(u).

Cette forme est donc indépendante de x et admet la séparation de variables ¢, u. Aprés la

substitution b(z,u) = 0(t)h(u) dans (3.7.8), nous obtenons la relation :

6(1) =6’ ()h(u)(f (w)h())" +6()h(u)(g(u)/ h(w)). (3.7.9)



Cette équation admet des solutions non-triviales données par la méthode de séparation des

variables.

h)(f Whw))" = A, hu)(gw)!h(u))' = u, (3.7.10)
avec A et u constant. L’équation (4.9) contient trois fonctions A, h et g a préciser. Celles-ci
peuvent étre traitées sous différents points de vue. Par exemple, si nous considérons la fonction
h(u) comme donnée, alors les relations (4.9) représentent les équations pour f(u) et g(u).

La fonction b(t,u) =0(t)h(u) donne les solutions invariantes sous la forme :

u(t,x)=F@O@)x+¢(1)) (3.7.11)

pour (4.1). La fonction 8(¢) satisfait I’équation différentielle ordinaire :
0=16%+u6b. (3.7.12)
L’équation précédente est intégrée explicitement et la fonction ¢(z) est une solution de I’équation

obtenue aprés avoir substitué (3.7.11) dans (3.7.2) ou (3.7.3). Si nous prenons

h(u)=u"", f(u)=u’+u, g(u)=u/2, nous obtenons une famille :

u(t, x) = [2((x + c)expt + exp2t) (3.7.13)
de solutions invariantes de 1’équation :

u, = ((u* +uu,), +ul?2. (3.7.14)
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3.8 Description du programme macsyma effectuant la méthode de réduction par symétrie pour les
équations différentielles partielles (section 3.3) :

En suivant la référence Champagne [3], nous présentons le programme SYMMGRP.MAX de
MACSYMA qui réalise les calculs de la section (3.3). Ce programme nous donne un ensemble
d’éqdations déterminantes pour les symétries de Lie d’'un systeme arbitraire d’équations
différentielles. Pour faire fonctionner le programme, il est possible d’utiliser la version

MACSYMA 309.6 fonctionnant sous UNIX, voir MACSYMA (8] et MACSYMA [9].

Le programme SYMMGRP.MAX est essentiellement constitué de définitions de fonctions. 1 y a
une fonction définie pour chacune des tiches majeures du processus. La premicre fonction se
nomme SYMMETRY et est considérée comme le programme principal. Une fois appelée, cette
fonction lit les données et effectue les étapes majeures de ['algorithme en appelant

séquentiellement les autres fonctions.

En plus des définitions de fonctions, il y a un ensemble d’énoncés au début du programme qui est
utile & I’exécution du programme. Cet ensemble contient la régle de remplacement de définitions
(RULE), I’énoncé de déclaration d’identité (MATCH-DECLARE) et les définitions de 1’identité
de modeles (PATTERN MATCHING).

3.8.1 Description des fonctions principales

PROVEF(F) : Applique la k*™ prolongation de v dans (3.2.4) 4 une fonction F(x,u‘"’)et affiche

le résultat.

TOTDF(, F): Applique I'opérateur de la dérivée totale D, définie en (3.2.6¢c) a une fonction

F(x,u®) et affiche le résultat.
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FPSI(L, J) : Calcule les coefficients ¢; de 1'équation (3.2.6a) en utilisant les formules récursives
(3.2.6d) et (3.2.6e). De facon a appeler PSI au lieu de FPSI, ces coefficients sont affectés a un
vecteur PSI[l, J] défini par PSI[l, J] := FPSI(L, J). On doit procéder de cette fagon puisqu’on veut

~ effacer les données du vecteur PSI sans effacer la fonction de définitions utilisée pour calculer les

@] . Notons ici que J doit étre une liste MACSYMA de p entiers.

EXTSUBST(EXPR) : Applique a une expression EXPR qui dépend de xet u*’ la substitution
(3.2.6d) et (3.2.6e) jusqu’a ce que tous les v' et leurs dérivées partielles soient éliminées de

EXPR. Cette fonction nous retourne la nouvelle expression obtenue.

SEARCHOEFF(EXPR) : En donnant a cette fonction une expression (EXPR) polynomiale par
rapport aux dérivées de u' (les exposants de ) n’ont pas besoin d’&tre des entiers , ils peuvent
étre des réels), cette fonction trouve tous .les coefficients des différentes dérivées partielles de u et
affiche, tout dépendant de leurs longueurs, ces coefficients dans une des deux listes. En fait, a la
fin de la procédure, LODEI1] sera la liste contenant tous les coefficients qui sont monomiaux, et
LODE][2] sera la liste contenant tous les coefficients qui sont polynomiaux (ayant « +» comme
opérateur principal). Dans ce contexte, ces coefficients sont précisément les équations

déterminantes.

SIMPEQN() : Apres avoir trouvé les deux listes d’équations déterminantes LODE[1] et LODE[2],
cette fonction donne une unique liste appelée LODE d’équations déterminantes. Celle-ci est
équivalente a I'union des deux listes mais sans répétitions et redondances différentielles. Plus

précisément :

1) Les équations de LODE seront ordonnées en ordre croissant par rapport a la longueur de

I’opérateur « + » (commengant avec le mondme et finissant avec le plus long polyndme).

2) Les équations mononomiales de LODE seront ordonnées par ordre croissant selon leur niveau

de différenciation par rapport & xet u'.

3) La liste des équations LODE sera sans répétition et sans redondances différentielles triviales.
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l§ . . .
Pour les facteurs communs, tels que x;, # , leurs produits et leurs puissances, apparaissant

dans les équations de LODE seront éliminés. L’ELIMINATOR va aussi éliminer tous les
paramétres non nuls (leurs produits et puissances) qui se retrouvent explicittment dans le
fichier de données. Comme précaution, a la fin de la simplification, une liste de tous les
facteurs (non triviaux) qui ont été éliminés lors de ’exécution de SIMPEQN sera fournie
I’utilisateur. Un avertissement spécial sera donné si une division par paramétre se produit. Le
programme n’éliminera pas les sommes ou les différences de paramétres et les dérivées de
fonctions. Cela permet a I’utilisateur de déterminer comment les groupes de symétries sont

affectés par les différents choix de parameétres et fonctions.

PRINTEQN(LIST) : Cette fonction imprime les éléments d’une liste sous une forme

ressemblant a une équation.

SYMMETRY(IND1, IND2, IND3): Cette fonction est considérée comme le programme
principal. En appelant cette fonction le programme s’exécute. Les trois arguments permettent a
I’usager de contrdler partiellement son exécution. Les arguments peuvent prendre soit 1 ou 0
comme valeur. Des actions différentes sont prises pour des valeurs différentes, voir le tableau

3.3.

Tableau 3.3
Description des arguments de SYMMETRY

Parameétre Valeur L’effet sur |'exécution

INDI1 0 Le programme est utilisé en mode interactif
Le programme est utilisé en mode fichier

[

IND2 0 Le vecteur PSI est remis 2 0 avant que les calculs commencent
1 PSI n’est pas remus a 0, seulement le nouveau PSI sera calculé
IND3 0 Aucune trace des calculs ne sera donnée

1 Une trace des calculs sera donnée
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3.8.2 Liste des principaux indentificateurs

Tableau 3.4

Liste des principaux indentificateurs

Texte Programme signification

p P pombre de variables indépendantes

q Q nombre de variables dépendantes

m M nombre d’équations du systéme

X, Xm variables indépendantes (i€ {1,2,..., P}

u, U[L] variables dépendantes (Le {1.2,...,0}

J, J[i] vecteur canonique ex ., J[2]={0,1,0,....01 (J,J;,...,J )
[r1Jez2y,....Jipll liste des vecteurs canoniques

u/ U[LJ] les dérivées de U,

&l : ETA[I] coefficients de a/ 0x, dans le champ de vecteurs

0, PHI[L] coefficients de a/ u’ dans le champ de vecteurs

o/ PSI[L,J] les dérivées de @,

A El équations du systéme E1, B2, etc.

v \! variables pour la substitution, V1, V2, etc.

3.8.3 Données d’entrée

Tous les fichiers de données doivent avoir les informations suivantes :

1) Le nombre de variables indépendantes : p (entier positif).

2) Le nombre de variables dépendantes : g (entier positif).

3) Le nombre d’équations que comporte le systéme complet : m (entier positif).
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4) La liste des parametres non nuls (apparaissant dans une équation donnée) qui pourraient étre
mis en évidence et supprimés; parameters : [al,sl,aa,...,w2]. S’il n’en n’existe pas dans
I’équation, alors parameters :[ ]. Dans la section (3.8.5), nous discuterons des noms a ne pas

donner pour les paramétres.

5) Le nombre d’équations que le programme a a traiter est controlé par sublisteqs. Comme

exemple, sublisteqs: [e1] pour la premiére équation; sublistegs : [ei,...,em] pour la %7 3

m'tme équations seulement; sublisteqs: [all] pour toutes les équations du systéme.

6) Le sous-ensemble désiré d’équations déterminantes est contr6lé en  ajustant
highest_derivatives : s, ol s est un entier positif qui indique le décompte pour I’ordre des

dérivées dans la prolongation.

7) L’avertissement « flag »: false ou true (faux ou vrai), controle la sortie des messages a propos

de la division par parameétre et autres simplifications.

8) Le « flag » info_given : false ou true (faux ou vrai), est utilis€ en connexion avec le mécanisme

de rétroaction pour la résolution du systtme déterminant. Les informations a propos des

coefficients &' et @, dans le champ de vecteurs v doivent étre entrées.

9) L’équation A’ doit étre donnée comme ei: ..., avec i=1,...,m. Vous n’avez qu’a donner le cté

gauche de I’équation en laissant le « =0 ». Voir la section (3.3.5) pour les équations complexes.

10) Les variables v' choisies pour la substitution sont données comme suit vi: ..., avec i=1,...,m.

Que le programme soit utilisé en mode fichier ou interactif, les données doivent étre introduites de

fagon appropriée :
1) Mode fichier

Ce mode est conseillé pour les équations d’ordre élevé ou pour les systémes d’équations. Un

fichier du mode fichier contient les commandes MACSYMA qui sont nécessaires pour faire



106

fonctionner le programme et pour lire les données. Les données sont mises dans un fichier 2 I’aide
de la syntaxe du langage MACSYMA. Ce fichier est lu avant que la fonction SYMMETRY soit
appelée (avec IND1 mis a 1).

2) Mode interactif

Ce mode est activé en appelant SYMMETRY avec IND1 mis 4 0. Ce mode est utile pour une
seule équation ou pour les systémes trés simples donc, pour les équations d’ordre de dérivation
trés bas. Tous les parameétres peuvent étre contrOlés de fagon interactive. Le programme

demandera les 10 informations listées plus haut et les enregistra sous « input data ».

Si info_given est initialisé 4 true (vrai), le programme demandera a I’ utilisateur de lui donner les
formes explicites de tous les & et ¢. Si pour certaines de ces fonctions aucune information
explicite n’est disponible, vous n’avez qu’a donner leurs noms, comme etal, phil etc.. Les
informations concernant les dépendances doivent étre données avec une déclaration DEPENDS
avant d’appeler la fonction SYMMETRY, autrement les dépendances doivent explicitement étre

données comme arguments des fonctions.

3.8.4 Données de sortie

A la fin des calculs, les équations déterminantes ne sont pas automatiquement imprimées. Elles
sont placées dans une liste d’équations déterminantes appelée LODE. Une copie des équations

déterminantes peut étre obtenue avec la commande PRINTEQN(LODE).

La fonction PRINTEQN est séparée du programme principal et se retrouve sous le nom de
PRINTEQN.MAX. Si vous voulez utiliser séparément 1’une des fonctions décrites dans (3.7.2),
alors SYMMETRY doit étre appelé avec seulement p, g et m =0 comme données d’ertrées. Le
tableau 3.5 fait .le résumé des informations disponibles a la fin des calculs et nous dit comment y

accéder.



107

Tableau 3.5

Informations disponibles a la fin des calculs

Identificateur Type Sortie Contenu

LODE liste printeqn(lode); liste des équations déterminantes

PSI vecteur listarray(psi); @] évalué lors des calculs

ALGSOLS liste printeqn(algsols); Solutions algébriques pour les équations
A' = 0 pour les variables v'

DIFSUB vecteur listarray(difsub); Substitution utilisée pour éliminer les v
et leurs dérivées

ETA vecteur listarray(eta); composantes de ETA

PHI vecteur listarray(phi); composantes de PHI

3.8.5 Types de systémes

Comme dit précédemment, le programme fonctionne pour des systtmes de m équations
différentielles d’ordre k comportant p variables indépendantes et g variables dépendantes, ol p, g,

k et m sont des entiers positifs arbitraires.

Le systéme d’équations différentielles duquel nous voulons calculer les équations déterminantes
peut contenir des paramétres arbitraires et méme des fonctions arbitraires de variables x'et u,. De

ce fait, les noms pour ces parametres ou fonctions ne doivent pas €tre en conflit avec aucun autre
nom utilisé par le programme : en particulier I, J, L, M, P, Q et E1, E2,..., V1, V2,.... ne peuvent
étre utilisés. Il faut également porter attention aux lettres majuscules et minuscules car
MACSYMA ne fait pas la différence entre celles-ci donc, vl est la méme chose que V1. Pour les
fonctions arbitraires, les dépendances doivent étre déclarées a I’aide de la déclaration DEPENDS
avant d’appeler SYMMETRY.

Le programme prend en considération que les u, sont des fonctions de R? — R. Si un systeme

d’équations différentielles contient des variables dépendantes de type complexe de R’” — C,

alors la décomposition en partie réelle et imaginaire doit étre faite avant d’utiliser le programme.



108

En entrant le systéme original des équations différentielles, vous ne pouvez utiliser les symboles
Cl, C2, ..., DI, D2,... car MACYMA utilise ces symboles dans ses lignes de commandes et

d’affichage. Les symboles grecs ne devraient pas étre utilisés.

Il faut aussi noter que MACSYMA commence l’allocation de données dans un vecteur a 0
(comme dans le langage C). La premiére composante du vecteur ETA se situe a: ETA[0]. Par

conséquent, la valeur 0 est associée 2 la premiére composante d’un vecteur.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons tout d’abord appliqué la méthode de séparation de variables
généralisée a 1’équation non linéaire de diffusion. Nous avons construit une classification des

termes non linéaires b(u) (1.1) admettant la forme de séparation de variables (1.2). Nous avons

obtenu des fonctions exponentielles, logarithmiques, polynomiales, trigonométriques et
hyperboliques comme résultats, ceux-ci sont définis dans le théoréme (1) du premier chapitre. Par
la suite, une étude graphique des solutions obtenues par le théoréme (1) est complétée et ce, en

utilisant le logiciel mathématique Maple.

De plus, une revue théorique de la théorie des groupes de symétrie et de la méthode de réduction
par symétrie des équations différentielles est présentée. Par la suite, nous appliquons cette
méthode pour classifier les termes non linéaires de 1’équation de diffusion qui nous permettent de
trouver les solutions invariantes par rapport a un sous-groupe de symétrie. Finalement, une
approche informatique, a I’aide du logiciel MACYSMA, de la méthode de réduction par symétrie

est considérée.

Nous constatons que la méthode de séparation de variables généralisée utilisée dans ce mémoire se
voit étre un outil efficace pour 1’équation non linéaire de diffusion, car celle-ci nous améne a des
résultats nouveaux et intéressants du point vue des applications dans plusieurs domaines. Par
exemple, la visualisation graphique des solutions, présentée dans ce mémoire, est une nouvelle

approche qui donne une meilleure compréhension de 1’évolution des solutions.

Finalement, la méthode de séparation de variables généralisée n’est pas utilisée uniquement pour
I’équation non linéaire de diffusion, elle peut se généraliser a plusieurs autres équations comme

I’équation non linéaire d’onde, voir annexe A.



110

Annexe A

Appliquons une partie de la méthode de séparation de variables généralisée a I’équation non

linéaire d’onde d’ordre deux ayant la forme :

0’u 0d%u .
f(")aT_W_ : @.1)

Le probleéme que nous aimerions considérer est de classifier tous les flu) (4.1) qui admettent une

séparation de variables (1.2) et du méme fait, trouver leurs solutions correspondantes.

Nous ajoutons une hypothése additionnelle ; nous supposons I’existence de fonctions 5 et T,
étant fonction de X et de T respectivement, de telle fagon que les dérivées de X et T par rapport 2

x et ¢t s’expriment comme suit :

dX > dT .
E=E|§(X)|2’ E=8|T(T)|2 ol E=+l. @2)

Les équations (4.2) signifient que les fonctions X et T sont localement monotones.

En substituant (1.2) dans 1’équation (4.1) et en tenant compte des nouvelles relations de (4.2)

nous obtenons :

2(pnT2§ +¢'T§'

20 KT+ 0 X = fo@(s) = f(s). (4.3)

En effet, en dérivant (1.2) par rapport 2 X et T, nous obtenons :

u“=(p”X2(T')2 +(p|XTn
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_ (pllTZ(Xl)Z +(D”I-X”.
De (3.1), nous avons I’égalité suivante :
(pvlTZ(XI)Z +(,D"TX"=f(u)((p"X2(T')2 +(D'XT”). (1)

Des relations (4.2), nous pouvons trouver les valeurs de la deuxiéme dérivée de X et T par

rapport a x et ¢ respectivement :

X'= g (i)
T"=%T'. (ii1)

Remplagons (ii) et (iii) dans (i), nous aurons :

(pé

= fw) Q" Xt + (‘D';T'

QT +—= ).
Ceci implique que :

f( ) 2(p11T2§+(va§|
20"X* T+ XT'

Ceci démontre la relation (4.3). O

Nous trouvons toutes les classes de la fonction f(s) (4.3) qui admettent la séparation de variables

(1.2). Pour ce faire, utilisons les deux opérateurs différentiels (annihilateurs) suivants (1.5) :

X0 7o Xo T9

- A=22129
'Tox ot Tox Tor
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Maintenant appliquons A, sur I'équation (4.3), nous obtenons I’équation :

F 1
11y 2 + 2 XT + 1 alt F +F =0
(@) +(9") [_4sFJ (0 _2sF[ o+ F ] (4.4)
F = Xérv'—4Er + TET. (4.5)

En effet, en appliquant |’opérateur 4, sur (4.3), nous obtenons :
¢"QXT*E—4T*E) +¢'(XTE"-TE)
_e'T% +@'TENQ"(AX T -2XTT) + @' (XT-TX7")] _

0.
0" X*t+¢'X1")

Apres avoir mis les deux termes de cette dernic¢re équation sur le méme dénominateur et mis en

évidence les grandeurs (¢")?, (¢')* et ¢'¢"", nous obtenons :

oY+ ((p')ZI: XE T2 THTE T }

4X°*TE'T-16XTET +4XT T
o 2X7E"T -6 XE'T+4XTE T-6TET 2T r" | _ o ®
4X*TE'T-16XTET +4XT ¥ '

Nous pouvons réécrire le deuxiéme terme de (i) de la maniére suivante :

. |
XEv =28 T+TE T 1 axaT(Xér 4T HTeT) _[_XT] )
AXTET-16XTET +4XT T |~ 4s|  XET-4t+Tér |~ | 45F | W
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notons F = X&'t —4ET+ T, (iif)

Nous pouvons réécrire le troisiéme terme de (i) de la maniére suivante :

2XE"T-6XE'T+4XTE T-6TET 2T T
4X°TE'T-16XTET +AXT T -

1 X2E'T-3XE'T+2XTE T-3TET+T " |
2s XE'T-4kT+TET =

1 [ X% r-3XE'7+ XTE'T | XTE'T-3TET+T°¢r" |
25| XE'T-4ET+TET XE'T-4ET+TET |

1 [ X(XE'T-3ET+TET") JTXET-380+Ter" |
25|  XE'T-4lr+TET XE'T—-4lr+TET

a e ' i Vo '
| X&(Xér 4t +TET') TaT(Xér 4t +TéT

2s XE'T-4Er+TET ¥ XE'T—4éTt +TET

De la relation (iii), nous pouvons réécrire la derniere relation comme suit :

1
E[Fx + FT]. (iv)

Alors si nous remplagons (iii) et (iv) dans (i), nous aurons :

FXT

]
o'—I[F, + F.]1=0.
4SF}+(p(p 2sF[ el

(% +(<p')2[

Ceci démontre la relation (4.4). O
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Maintenant appliquons I'opérateur A, sur (4.4), nous obtenons :

<P(S)"+@9 =0 o (4.6)
A1 [F_XT:|
0= F
F

Si nous appliquons A, sur (4.4), nous aurons :

11y2 12 F_XT t alt L =
AW +(9) Al[w]ww A [Fy+ F D=0

4sF

1 Fyr

oo 4sA1|: F:|

0"+ =[=0
1 [ Fe+Fp
S

F 1
¢'A1|:_Xri|+¢”A1(XE[Fx +Frb=0

L2S
" ¢'
+—0=0
¢ 2

ol

Ceci démontre la relation (4.6). U
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L’équation (4.6) implique que € doit étre une fonction de s. Appliquons encore une fois

’annihilateur A, sur (4.6).
A¢¢4e%o=o

AB=0
et ceci démontre que O est fonction de s seulement si 8 = 6(s). '

La suite de ce probléme dépasse le sujet de ce mémoire, la résolution de celui-ci s’effectue de la

méme fagon que dans le chapitre 1.
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