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RESUME

Dans ce mémoire nous avons introduit et étudié des nouvelles mesures de
dépendance multidimensionnelles appropriées aux données discrétes. Cette
étude peut étre vue comme une extension multivariée des résultats établis
par Mesfioui et Tajar (2005). En particulier, nous avons établi la propriété de
monotonicité de ces indices par rapport a I'ordre de concordance. Cette pro-
priété a joué un roéle essentiel pour faciliter 'interprétation de ces mesures.
Des versions empiriques de ces parametres ont été examinées et illustrées
via le modeéle de Poisson multivarié. De nouveaux tests d’indépendance

spécifiques aux données discretes ont été établis.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Une part importante des recherches effectuées sur les mesures de dépendance
entre des variables aléatoires concerne le cas ou ces variables sont continues.
Cependant, beaucoup de phénomenes a étudier font intervenir des variables
discretes, pour lesquelles les valeurs observées peuvent prendre seulement
un nombre dénombrable de valeurs. De nombreux domaines, notamment
les sciences humaines et les sciences des affaires, font appel a des données

discrétes.

Un exemple simple de variable discréte survient lorsque seulement les valeurs
0 et 1 sont observées. Souvent, 0 représente 1’absence et 1 la présence d’un
certain caractére, comme étre en faveur ou en défaveur d’une nouvelle poli-
tique gouvernementale. On peut également penser a une épreuve ou survient

soit un succes, représenté par 1, ou un échec, dénoté 0.

Une variable peut également représenter le nombre d’événements survenus
pendant une période de temps donné. Dans ce cas, 'ensemble des valeurs pos-

sibles est {0,1,2,...,}. Par exemple, en assurance, on pourrait s’intéresser
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a compter le nombre de catastrophes naturelles qui se sont produites lors des

dix derniéres années.

Dans ce travail, une attention particuliére sera portée a la modélisation simul-
tanée de plusieurs variables de nature discréte. Une fagon populaire de quan-
tifier la dépendance entre deux variables consiste & considérer une mesure de
dépendance. La plus utilisée est le coefficient de corrélation linéaire de Pear-
son, mais les conditions d’application restrictives de cette mesure, notamment
que les lois marginaleé des variables considérées soient normales, ont incité
plusieurs chercheurs a proposer des alternatives pour évaluer la dépendance.
A ce titre, le tau de Kendall et le rho de Spearman, dont l'utilisation est valide
peu importe la loi des observations, sont les plus utilisés. Les propriétés de

ces statistiques sont bien connues dans le cas continue.

Ce mémoire est structuré comme suit. Au chapitre 2, nous rappellerons les
définitions du tau de Kendall et du rho de Spearman dans les cas continu. Au
chapitre 3 nous allons présenter des extensions des définitions de ces mesures
au cas discret, une illustration sera examinée via le modele de Poisson bivarié.
Le chapitre 4 fera l'objet d’une extension multivariée du tau de Kendall et du
rho de Spearman discrets. En particulier, nous montrerons que la propriété
de monotonicité reste valable pour ces nouvelles mesures de dépendance. Le
chapitre 5 sera consacré & une étude statistique de ces parameétres. Des tests
d’indépendance basés sur le tau de Kendall discret seront établies et illustrés

par le modele de Poisson multidimensionnelle.



CHAPITRE 2

MESURES ET CONCEPTS DE
DEPENDANCE

2.1 Théorie des copules -

Soient X; et X,, des variables aléatoires de fonction de répartition jointe
H(zy,z2) = P (X) <z, Xo < x5)
et de fonctions de répartition marginales
Fi(z) =P(X1 <z) = H(z,00) et Fy(z2) =P(X2 <y) = H(co,2).

La fonction de survie associée & H est définie par H(z,y) = P (X1 > 1, Xo > Z2).
Puisque si A et B sont deux événements, alors P(AU B) = P(A) + P(B) —
P(A N B), on déduit que

H(.’El,xz) = 1—P(X1§.’E1UX25.’E2)
= 1—-{P(X1 < 21) +P(X2 < 23) -~ P(X) <1, X3 < 12)}

= 1- F](.’El) — FQ(.’EQ) + H(.’El,.’Eg).
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Il est possible d’établir des bornes entre lesquelles H se situe. En effet, comme
AN B C A, on a toujours que P (AN B) < P(A). En appliquant ce résultat
a H, on déduit que

H(IEl,IEz) S P(Xl < 1131) = Fl(xl) et H(IEI,(Ez) < P(Xz S (Ez) - FQ(IEQ).

Ainsi, H(zy,z2) < min{Fi(z1), Fo(z2)}. D’autre part, puisque H est une
probabilité, il est assuré que H (x;,x2) > 0 pour tout x;, T2 De méme, H(z,y)

est aussi une probabilité, et ainsi

0< H(z,y) =1~ Fi(z) — Fa(xs) + H(z1,3).
On en tire l'inégalité |
H(zq,z3) > max {F}(z1) + Fy(zs) — 1, 0}.
Pour tout z,y, la chalne d’inégalités
max {Fi(z,) + Fa(z2) — 1, 0} < H(x1,22) < min {F(x;), Fo(z)}  (2.1)

est donc toujours vraie, peu importe la fonction de répartition H. 1l est
important de noter que les fonctions qui bornent H dans ’équation (2.1)
sont elles-mémes des fonctions de répartition bivariées, ce qui veut dire que

ces bornes ne peuvent pas étre améliorées.

Un résultat important de Sklar (1959) [1] établit que si les marges F et G de
H sont continues, alors il existe une unique fonction C : [0,1]2 — [0, 1] telle

que pour tout (z;,z;) € R% on a

H(zy,z2) = C{Fi(x1), Fa(z2)} . (2.2)
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La fonction C s’appelle une copule. Ce résultat permet donc d’établir une
relation, & I’aide d’une fonction multivariée qui prend ses valeurs uniquement,
sur le carré unitaire [0, 1)?, entre la loi jointe d’une distribution et ses marges.
Ainsi, C contient toute 'information & propos de la dépendance qui existe

entre les variables aléatoires X et Y.

Le résultat de Sklar peut également s’utiliser a l'inverse, c’est-a-dire qu’on
peut extraire la copule associée & une certaine fonction de répartition bivariée
H de marges continues F' et G. Pour ce faire, posons u; = Fy(z;) et ug =
Fy(z3). Ainsi, de ’équation (2.2), on déduit que I'unique copule associée &

H est
Clur,up) = H {F{ (wy), Fy M (ug) } . (2.3)

En particulier, ce résultat permet de réécrire les bornes (2.1) en termes d’une

copule C. On déduit en effet que pour toute copule C,
W (u1,uz) < Cluy, uz) < M(ug,up),

ou W et M sont respectivement les bornes inférieure et supérieure de Fréchet—

Hoeftding définies par
W (u1,uz) = max (u; +ug — 1, 0) et M(uy,uz) = min(ug, uz).

Une autre copule importante est celle associée a 'indépendance entre des
variables aléatoires. On sait que dans ce cas, la fonction de répartition con-
jointe s'écrit H(z1, zo) = Fi(z1)F2(z2), ce qui implique, de 'équation (2.3),

que la copule d’indépendance est

I(wy,ug) = H {Fl_l(ul),Fz—l(uz)} = ujus.
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Exemple 2.1. Pour illustrer l'application du Théoréme de Skldr, soient deux

variables aléatoires X et X, de fonction de répartition

H(.’L‘l,.’L‘Q) = (1 —e "t — 6_”)_1 , I > 0, ) > 0.

Les marges de H; sont

1

Fie)=(1-¢")" o Fa)=(1-e")",

de telle sorte que

Fl(w) = Fy'(u) = —log (1 _ 1) .

U

En appliquant [’équation (2.3), on déduit 'unique copule Cy associée a Hq,

a savoir

- - -1
Clur,up) = {1 — e P w) _ - F; 1(uz)}

Ujug
Uy + U2 — UUg

Ces résultats s’étendent facilement au cas multivarié. En effet, la plupart des
théorémes et définitions obtenus dans le cas bivarié ont des versions analogues

pour d > 2 variables.
Soient X1, ..., Xy des variables aléatoires de fonction de répartition jointe

H(xy, ... ,za) = P(Xya < 2y,...,Xa < zq)
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et .de fonctions de répartition marginales

Fi(z)=P(X;<7), 1<i<d.

L’analogue multivarié du Théoréme de Sklar (1959) implique que si les marges
F; sont continues, alors il existe une unique fonction C : [0,1)% — [0,1] telle

que pour tout (z1,...,z4) € R% on a

H(zy,...,zq8) = C{Fi(z1),. .., Fo(za)} . (2.4)

Comme dans le cas d = 2, on peut utiliser le résultat de Sklar a l'inverse
pour extraire la copule correspondante a une certaine fonction de répartition
multivariée H de marges continues Fy,...,F;. Pour se faire, posons u; =
F(z;), 1 <1 < d dans I'equation (2.4), on déduit que ’unique copule associée
a H est

C(ul,...,ud):H{Fl_l(ul),...,Fn_l(ud)}. (2.5)

La copule d’indépendance multivariée est donnée par I1%(uy, . . . ,ug) = Hle Uy,
Les extensions pour d > 2 des bornes de Fréchet—Hoeftding, c’est-a-dire les

versions multivariées de M et W, sont

M%uy,...,ug) = min(ug,...,uq)

Wuy, ..., uq) = max(u; 4+ +uq—d+1, 0)
A noter que M? et II¢ sont des copules pour tout d > 2. Cependant, W¢
n’est pas une copule pour d > 2. Ceci n’empéche pas d’avoir I’'inégalité
Wy, ... ug) < Clug,. .. uq) < M uy, ... ug),

valide pour toute copule d-variée C.
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2.2 Mesures de dépendance bivariées

Le concept de dépendance a été largement étudié en probabilité et statistique,
notamment dans le cas de deux variables aléatoires. Dans ce cas, plusieurs
mesures de dépendances ont été proposées. Certaines sont basées sur la
- notion de concordance et de discordance, comme le tau de Kendall. D’autres

sont basées sur les rangs des observations, comme le rho de Spearman.

Scarsini (1984) [2] a proposé une série de propriétés souhaitables pour une

mesure de dépendance bivariée.

Définition 2.1. Une mesure numérique d’association k(X,Y) entre deuz
variables aléatoires X et Y dont la copule est C' est une mesure de concor-

dance si et seulement si elle satisfait les propriétés qui suivent.

1. k(X,Y) est définie pour chaque couple (X,Y) de variables aléatoires;
2. .—1 <K(XY)<SL (X, X)=1etw(X,-X)=-1;

3. k(X,)Y)=k(Y,X);

4. Si X et'Y sont indépendantes, alors x(X,Y) = 0,

5. k(=X,Y) = k(X, -Y) = —k(X,Y);

6. Siles copules respectives de (X1,Y;) et (X3, Y3) sont telles que Cy < Cs,
alors k(X1,Y1) < k(X2,Y2);

7. 81 (Xn,Yn) est une suite de variables aléatoires continues de copule
Ch, et si Cy, converge vers C, alors lim, . 5(Xn, Yy) = k(X,Y), ot

(X,Y)~C.
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2.2.1 Le tau de Kendall

Soient (X1, X5) et (X1, X3), deux vecteurs aléatoires continus indépendants
et distribués selon la méme loi H de marges F) et F. Dans ce qui suit,
nous travaillerons sans perte de généralité avec les variables U; = Fi(X;)
et U, = FQ(X'i), i = 1,2. Ainsi, la loi commune de (U, Us) et ([71,(72) sera
I'unique copule C' qu’on peut extraire de H par une application du Théoreme

de Sklar.

On dit que ces deux couples sont concordants si Uy < Uy, Uy < Uy ou Uy >
Uy, Uy > U,. Ceci est équivalent 2 (U, — Ul)(U2 - [72) > 0. Dans le cas
contraire, ¢’est a dire quand (U; — Ul)(Ug - 02) < 0, on dit que la paire est

discordante.

Le tau de Kendall bivarié associé a la copule C, noté 7o, est une mesure
d’association non paramétrique entre deux variables aléatoires basée sur la
notion de concordance. Spécifiquement, 7o est défini comme la différence

entre la probabilité de concordance et la probabilité de discordance. On a

T = P{(Ul—Ul)(Ug—Ug)>O}—P{(U1—Ul)(U2—Ug)<O}
= 2 {(U - D), - Tn) > 0} — 1
= Q{P(Ul<Ul,U2<Uz)+P(U1>UI,U2>UQ)}—1
= 4P(U1<01,U2<(72)—1

1 1
= 4/ / P (Ul < Ul,UQ < U2 i U1 :Ul,U2 =U2) dC(U,'U)
0 0

1 1
= 4/ / C(Ul,UQ)dC(Ul,Ug)—]..
0 0
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Il est possible d’estimer 7¢ avec un échantillon de données bivariées
(X17 Yi)? R (X‘na Yn)

En effet, si B,, dénote le nombre de concordances parmi les n(n — 1)/2 com-

araisons de paires possibles, c’est a dire
p ,

B, =Y 1{(Xu — Xi5) (Xas — Xo5) > 0}

i<j
alors le tau de Kendall empirique s’écrit

4B
Ty= o — 1.
n(n — 1)

Pour la borne inférieure de Fréchet—-Hoeffding, le tau de Kendall vaut
1
Tw=4/ Wu,l—u)du—1= -1,
0

car toute la masse de probabilité de dW (u,v) se retrouve sur la droite v =

1 — u. Pour la copule d’indépendance, on a

1 1 1 2
TH=4//U’UdUd’U—-1=4(/ udu) —1=4(1/4) -1 =0,
o Jo 0

alors que la borne supérieure de Fréchet—Hoeffding amene
1 1
TM=4/ M(u,u)du—1:4/ udu—1=4(1/2) -1 =1,
0 0

car toute la masse de probabilité de dM (u,v) est concentrée en u = v.

2.2.2 Le rho de Spearman

Prenons maintenant trois vecteurs aléatoires continus (X, X3), (X 1,X2) et

(X!, X3), distribués selon la méme loi H de marges Fy et Fy. A l'instar
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des arguments précédents, on travaillera sans perte de généralité avec les

variables U; = Fy(X;), U; = Fi(X;) et U/ = F;(X]), i = 1,2. Ainsi, la loi

commune de (Uy, Us), (U1, Us) et (UL, Ub) sera Punique copule C' qu’on peut

extraire de H par une application du Théoreme de Sklar.

Le rho de Spearman, aussi appelé le coefficient de corrélation de rangs, est
une mesure d’association introduite par Spearman (1904). Tout comme le
tau de Kendall, la valeur du rho de Spearman pour une loi H donnée ne
dépend pas des marges, mais uniquement de la copule C associé a H. Sa

définition théorique est
po = 3P {(Ul AN IARS o} —3p {(U1 ) (U= UY) < o} . (2.6)

On peut exprimer po par une fonctionnelle qui dépend uniquement de C.

D’abord,

P {(U1 AN AR o}
_ / / ~ 00U~ Up) > 0| Ty = us, U = un } dudy
= /0 /0 {P (U1 > u1,Us > uz) + P (Uy < uy, Uz < uz)} duy dus

1 1
= / / {1—U1 —uz—l—ZC(ul,uz)} du; dug
0 0

1 1
= 2/ / C(uq,uq) duy dus.
o Jo

De méme, du calcul précédent,

P{(Ul—ffl)(UQ—Ug)m} ~ 1—P{(U1—Ul)(U2—U§)>O}

1 1
= 1—- 2/ / C(ul,U2) dU1 dU2.
0 0
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De 13, on déduit que

1 1
pc = 12/ / C(u1, ug) duy dug — 3. (2.7)
0o Jo :

La version échantillonnale de pc est

12 < n+1
by = ——— 3 R;Si — 3 ,
p n(n2—1); (n—l)
ou R; est le rang de X; parmi X1y, Xy €t S; est le rang de Y; parmi
Yi,..., Y,

2.3 Extension des mesures de dépendance au

cas multivarié

2.3.1 Tau de Kendall d-varié : cas continu

Soit X = (Xi,...,X4), un vecteur aléatoire continu & valeurs dans R",
de fonction de répartition jointe H, de copule associée C, et de marges
Fy,...,Fy. Pour construire le tau de Kendall multivarié, on suppose que
cette mesure s’écrit linéairement en fonction de Eg { H(X)}, a 'instar du cas

bivarié. Autrement dit, on pose
7é(X) = aEy {H(X)} + b,

ol a et b sont des constantes réelles dont la valeur sera déterminée par les

restrictions R1-R2 qui suivent.

R1. 7% =0, o I1% (uy,...,uq) = Uy ... uq est la copule d’indépendance;
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R2. ¢ =1 ot M= (uy,...u,) est la borne de Fréchet supérieure.

Dans le cas de variables indépendantes, H(z) = Fy(z;) - - - Fa(zq4). Ainsi,

Ex {H(X)} = Ep{F(X))- - Fa(Xa)}
= E{R(X))} - -E{F(X4)}
1
24’
car Fy(X;) suit une loi uniforme sur (0, 1). Maintenant, lorsque X ~ M¢, on
sait qu’il existe une variable V uniformément distribuée sur (0,1) telle que
X; = F7'(V). Donc, puisqu’alors H(X) = min{F1(X1),...,Fa(X4)}, on a
Ey {H(X1,...,Xa)} = E{H(FT'(V),....F;*(V))}
= E{min (F o FI_I(V), . Fio F7Y(V))}
= EV)
= 1/2.

Ainsi en combinant les résultats précédents, on tire les équations

a a
dont I'unique solution est
24 -1
=iy o PT o g

On conclue que le tau de Kendall dans le cas continu multivarié est donné

par la.formule

_ 2Eg {H(X)} -1
B 24-1 1
A noter que cette formule multivariée généralise ’expression du tau de Kendall

TE(X) (2.8)

dans le cas continu bivarié, c’est-a-dire quand d = 2.
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2.3.2 Rho de Spearman : cas continu

Pour construire le tho de Spearman dans un contexte multivarié, on suppose
que ce parameétre est une combinaison linéaire de Ey {H (X)}, a Pinstar du

cas bivarié. Autrement dit, on pose
pe(X) = aBEq {H(X)} +9,

ol a et b sont choisies pour satisfaire les contraintes R1-R2. Selon le calcul

effectué pour le tau de Kendall,

Bu (H(X)} = 5

quand les variables sont indépendantes. Maintenant, lorsque X ~ M¢?, on a

par l'identité de Hoeftding que

En {H(Xl,Xz, .. ,Xd)} = Epa {Fl(Xl) e Fd(Xd)}

= Ey {V9)
1
d+1

Ainsi, en combinant ces résultats, on a les équations

a a
~—+b=0 et ——+b=1.
5d t S

La solution a ce systéme est

(d+1)2¢ d+1
20 —q—-1 ° 24 —d—1’

Ceci ameéne la définition suivante pour 'extension multivariée du rho de

Spearman
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Définition 2.2. La version d-varié du rho de Spearman est donnée par

d+1)2%En {H(X)} —d -1

pd(X)=( TR

(2.9)

Cette formule généralise au cas multivarié le rho de Spearman bivarié.

L

2.4 Notions d’ordre

Deux variables aléatoires X; et X, sont dites concordantes lorsque de grandes
valeurs de X; sont associées avec de grandes valeurs de X,. Beaucoup
de chercheurs ont tenté de formaliser cette définition intuitive, notamment

Tchen (1980) [3] et Yanagimoto & Okamoto (1969) [4].

Soient (X7, X5) et (X 1, Xg), deux vecteurs aléatoires de fonction de répartition
jointes respectives H et H. Pour établir une relation d’ordre adéquate entre
ces deux vecteurs, on suppose que les lois marginales sont identiques, c’est-a-
dire que Fit) = Fi(t) et Fy(t) = Fy(t) pour tout ¢t € R. En effet, les relations
d’ordre se veulent une comparaison entre la force de la dépendance dans un
vecteur, ce qui ne devrait pas étre affecté par le choix des marges.

On dit du vecteur (X1, X,) qu'il est plus concordant que (X;,X,) si pour
tout (é,t) € R?,

H(s,t) < H(s,t).

On écrit alors (X1, X2) <. (Xl,XQ). Comme les marges sont identiques,

cette définition est en fait uniquement déterminée par la comparaison des
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copules C et C sous-jacentes & H et H. Ainsi, (X1, X2) < (X'l,)Z'Q) si
C(Ul, UQ) S é(ul, UQ)
pour tout (ug,us) € (0,1)2

La propriété suivante concernant 'ordre de concordance est tirée de Miiller
et Scarsini (2000) [5]. Elle trouvera son importance pour montrer la mono-
tonicité de tau de Kendall et du rho de Spearman. Avant de ’énoncer, la

définition d’une fonction quasi-monotone est donnée.

Définition 2.3. On dit gu’une fonction ¢ est quasi-monotone si et seulement

si pour tout x1, %y, T9, Ta tels que 1 < Iy et x9 < I,

(21, %2) — d(Z1, 22) — (21, T2) + P(21,72) > 0.

Théoréme 2.1. Si (X1, Xs) et ()21, X’z) sont des vecteurs aléatoires de mémes

fonctions de répartition marginales, alors
(X1, X2) <. (XhXQ)
st et seulement si
E{6(X1, %)} < E{0(%1, %) }
pour toute fonction quasi-monotone ¢.
La définition de I'ordre de concordance dans le cas de plusieurs variables est

différente de celle dans le cas bivarié. Dans ce qui suit, la définition de Miiller

et Scarsini (2000) [5] sera adoptée.
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Définition 2.4. Soient X = (X,,..., Xy) et X = (X4, ..., X,), des vecteurs
aléatoires de fonctions jointes respectives H et H et de mémes fonctions de
répartition marginales Fy,...,Fs. On note H et H les fonctions de survie
associées, c’est-a-dire que H(xy,...,xzq) = P(X1 > Z1,...,Xq > xd) et

H(zy,...,24) =P(X; > z1,..., X4 > T4).

Définition 2.5. On dit que X est plus petit que X dans {’ordre quadrant
inférieur noté X <, X , si les fonctions de répartition sont ordonnées, c’est-

a-dire que pour tout (sy,...,sq) € RY,
H(si,...,8a) < H(s1,...,Sq).

Définition 2.6. On dit que X est plus petit que X dans lordre quadrant
supérieur noté X <uo X, si les fonctions de survie sont ordonnées, c’est-d-

dire que pour tout (sy,...,sq) € RY,

H(si,...,sq) < H(s1,...,8q).

Définition 2.7. On dit que X est plus petit que X dans Uordre de concor-

dance, noté X <. X, siles définitions 1 et 2 sont satisfaites.

Dans le cas bivarié, les définitions 1 et 2 précédentes sont équivalentes, c’est-
a-dire que

H(Sl, 32) S I:[(Sl, 82)

implique que

H(Sl, 32) < Er(sl, 52)
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pour tout (s;,s2) € R?. En effet,

H(sy,s2) = 1—Fi(s1)— Fy(s2) + H(s1,52)

IA

1 — Fy(s1) — Fay(sq) + H(s1, s2)

< H(si,s).

Ceci n’est pas vrai des lors que d > 2, ce qui motive a adopter la définition

précédente.

2.5 La dépendance positive

Soient X; et X,, des variables aléatoires potentiellement dépendantes. On
dit que X5 est décroissante du coté de la queue gauche de X;, qu’'on note

LT D (X5]|X5), si et seulement si
P(Xs < 29| X1 < 1)

est une fonction décroissante en z; pour toutes les valeurs possibles de z;.
De méme, X, est dite croissante du coté de la queue droite de X7, qu’'on note

RT1I (X5|X1), si et seulement si
P(Xg > .’1:2|X1 > .’L‘])

est une fonction croissante en x; pour toutes les valeurs possibles de z,.

La croissance du c6té de la queue gauche et la décroissance du c6té de la queue

droite, notées LTI et RT D, sont définies en échangeant les mots croissante
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et décroissante dans les définitions ci-dessus.

Selon la proposition 2.3 de Capéraa et Genest (1993) [6], si X; et X, sont
continues, alors le fait qu’on ait RT'T (Xo|X;) et LT D (X,|X;) implique que

pc=>1c >0

ol 7¢ est pc sont le tau de Kendall et le rtho de Spearman du couple (X, X3)

dont la copule sous-jacente a la loi jointe est C.

Dans le chapitre suivant, des versions de 7¢ et pc dans le cas des variables
aléatoires discretes seront proposées et une extension discréte du résultat

précédent sera exposée.



CHAPITRE 3

MESURES DE DEPENDANCE ENTRE
DEUX VARIABLES DISCRETES

3.1 Contexte et illustrations

Ce chapitre est consacré a ’étude de quelques mesures de dépendance dans le
cas ol les variables d’intérét sont discrétes. On s’intéressera particuliérement
au tau de Kendall et au rho de Spearman. Certains résultats établis dans
le cas continu ne seront plus valables dans le cas discret. Par exemple, les
valeurs possibles du tau de Kendall et du rho de Spearman dans le cas discret
ne seront plus nécessairement comprises entre —1 et 1. Ainsi, I'identification
de variables parfaitement associées en tenant compte du degré d’association
ne sera plus directement application dans le cas discref. En effet, il se peut
que lors d’une association positive parfaite, le tau de Kendall soit égal & 1/2.
La fin de ce chapitre sera consacrée a I’étude de la monotonicité du tau
de Kendall et du rho de Spearman par rapport a l'ordre de concordance.

Cette propriété est ensuite illustrée par un modéle de Poisson bivarié. Des
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simulations utilisant les versions empiriques de ces parameétres sont aussi

présentées.

3.2 Tau de Kendall et rho de Spearman dis-

crets

Soient deux vecteurs aléatoires indépendants (X,Y) et (X’,Y”), chacun dis-
tribué selon la loi H. Alors en utilisant I'indépendance entre ces vecteurs et

en conditionnant par rapport aux valeurs possibles de (X’,Y”), on a

P(X < XY <Y) = 3 3" He,)h(a,y) = B{H(X,Y)}.
zeX yey

En particulier,
P(X <X")=E{F(X)} e P{Y <Y')=E{G(Y)}.

Contrairement au cas continu, il se peut que P(X = z) > 0 pour une variable
X discrete. 1l s’ensuit alors que P(X < z) # P(X < z). Pour tenir compte
adéquatement de cette possibilité, définissons H(z~,y~) = P(X < z,Y <y),
H(z ,y)=P(X <z,Y <y)et Hz,y ) =P(X <z,Y <y).

Le Lemme suivant sera utilisé fréquemment dans la suite.

Lemme 3.1. Soit (X,Y), un couple de variables aléatoires de fonction de

répartition jointe H et de distributions marginales F et G. Alors

E{HX,V)}=E{H(X",Y)}-E{F(X)}-E{G(¥Y)}+1
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Démonstration. On a
E{H(X,Y)} = P(X<X,Y <Y")
- P(X'>X,Y'>Y)
— 1-P(X'<X)-P(Y'<Y)+P(X' < X,Y' <Y)
— 1-B{F(X")} —E{G(Y")} + E{H(X",Y7)}.
o

Le résultat précédent permet d’obtenir une expression pour le tau de Kendall

entre deux variables aléatoires discretes.

Proposition 3.1. Soient X et Y, deﬁx variables aléatoires de fonction de
répartition jointe H et de marges F' et G respectivement. Alors le tau de
Kendall du couple (X,Y) est donné par
T = E{HX, )} +E{H(X",Y")}
+E{H(X",Y)} +E{H(X,Y")} - 1. (3.1)

Démonstration. Par définition, le tau de Kendall est la différence entre
la probabilité de concordance et la probabilité de discordance entre deux
couples indépendants de méme loi jointe, ¢’est-a-dire que
r=P{X-X)NWY-Y)>0}-P{X~-X)Y-Y')<0}.
Pouf le premier terme & droite, c¢’est-a-dire la probabilité de concordance, on
peut écrire
P{X-XNWY-Y)>0} = PX<X ] Y<Y)+PX>XY>Y')
= 2P(X < XY <Y
= 2E {H(X",Y—)} ,
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puisque (X,Y) et (X', Y”) sont identiquement distribués. Pour le deuxieme

terme & droite, c¢’est-a-dire la probabilité de discordance, on a
P{X-X)Y-Y)<0 = PX<X,Y>Y)+PX>XY <Y
= PX<X)-PX<X.,Y <Y
+PY <Y)-PX <X'Y <Y’
= E {F(X_)} -E{H(X",Y)}
+E{G(Y")} —E{H(X,Y")}.
Puisque du Lemme (4.2), on déduit
E{r (X))} +E{G(Y")} =E{H (X",Y")} -E{HX,Y)} +1,
on obtient 'expression annoncée pour 7. O -

A noter que la formule du tau de Kendall dans le cas discret généralise
Pexpression déja rencontrée pour des variables continues. En effet, si X et

Y sont des variables aléatoires continues, alors
H(X ,Y")=H(X",Y)=H(X, Y )=H(X,Y)

et 7 =4E{H(X,Y)} -1 = 4E{C(U,V)} — 1, ol C est I'unique copule
associée a H.
Proposition 3.2. Soit (X,Y), un couple de variables aléatoires de fonction

“de répartition jointe H, et de fonctions de répartitions marginales F et G

respectivement. Alors

p(X,Y) = 3Eg{H(X",Y)}+3Eg{H(X,Y")}

+ 3En {H(X~,Y ™)} +3En {H(X,Y)} — 1.
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Démonstration. Soient (X;,Y)), (X2, Y2) et (X3, Y3), des copies indépendantes
de (X,Y), de telle sorte que

P(X,Y) = P{(X1 — X,)(Yi — Ya) > 0} — P {(X; — X2)(Y; — Y3) < 0}.
On peut écrire cette expression sous la forme

p(X,Y) = 3P(X1 < Xp,Y; < Y3) +3P(X; < X,,Y; <Y (3.2)
+ 3P(X1 <X, < Yg) + 3P(X1 < X3, Y1 < YE}) (3.3)
— 3P(X; < X3) + 3P(X1 > X,) — 3P(Y, < Y3) + 3P(Y; > Y5)(3.8)

Or, puisque (X1,Y1), (X2,Ys) et (X3,Y3) sont indépendants, on a

P(Xl < Xy, Y1 < Yé) = Eg {H (X_’.Y_)} .
De la méme fagon,

P(X: <Xy, V1 <Ys) = Ep{H(X,Y)}
P(Xi < X, Yi <¥) = En{H (X",Y)}
P(Xl < X5, < YE}) = EH{H(X,Y_)} .

Ainsi, en remplagant les équations précédentes dans (3.2), on obtient les

résultats envisagés. ¢
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3.3 Monotonicité du tau de Kendall et du rho

de Spearman discrets

Proposition 3.3. Soient (X1,Y1) et (X2, Y2), deuz couples de variables

aléatoires de fonctions de répartition jointe respectives Hy et Hy. Alors
(-Xlayl) '<c (-X2)Y2) = THl S THQ)

ot g, t = 1,2, est le tau de Kendall d’une population de loi H;.

Démonstration. Comme H(x,y), Hi(z™,y7), Hi(z,y) et Hi(z™,y) sont
des fonctions quasi-monotones, une application du théoréme (2.1) ameéne
B { (X7, Y0)} < B (B (X2, ¥0)} < B (B2 (X5, %), ob I
derniére inégalité se déduit de Hy(z,y) < Ha(z,y). Par des arguments
identiques, on obtient également. Ex, {H; (X7,Y1)} < Eg, {H, (X7, Y2)}
et Ep, {Hy (XI,YI_)} < Eg, {H (Xz,Y{)}. De la définition du tau de

Kendall discret, on obtient la conclusion annoncée. &
On obtient un résultat similaire pour la version discréte du rho de Spearman.

Proposition 3.4. Soient (Xy,Y]) et (Xs,Ys) deuz couples de variables aléatoires

de fonctions de distributions jointe respectivement H, et Hy, alors
(Xla)/l) =e (X2’)/2) = PH, —<~ PHs>

0t pm,, © = 1,2, est le rtho de Spearman d’une population de loi H;.
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3.4 Correction des versions discretes de tau

et rho

Dans le cas de variables continues X et Y, constater que 7 = —1 ou p = —1
signifie que X et Y sont parfaitement négativement dépendantes. De méme,
7 =1 ou p = 1 indique un lien positif parfait entre les deux variables. En

fait, on a toujours -1 <7 <let -1 <p<1.

Malheureusement, I'intervalle des valeurs possibles de 7 et p est différent de
[—1,1] dans le cas de variables discrétes. Ainsi, on a 7 € [Tmin, Tmax], OU

Tmin > —1 € Tmax < 1. De méme, p € [Pmin; Pmax), OU Pmin > —1 €t Pmax < 1.

Une version modifiée du tau de Kendall est le coefficient taw, proposé par
Kendall(1945). La définition tient compte des probabilités d’égalités entre
les composantes des vecteurs aléatoires, qui est non nulle dans le cas discret.

La version théorique de ce coeflicient de dépendance est

VP (X1 # Xo)P (Y1 # Ya)

Une autre mesure de dépendance a été proposée par Goodman et Kruskal

Ty =

(1954) [7]. Leur coeflicient gamma est défini par

Pu(C)—Pu(D)
Py(C)+ Py(D)’

YH = (3.5)

ol Py (C) est la probabilité de concordance pour deux couples (X,Y) et

(X',Y") indépendants et de loi H, c’est-a-dire la probabilité de 1’événement

C={X<X\Y<Y ou X>X)Y>Y'}
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La discordance D est quant & elle représentée par ’événement
D={X<X,Y>Y ou X>X,Y<VY'}

La mesure vy constitue une correction intéressante pour 7 car elle permet
d’atteindre les valeurs extrémes -1 et 1 pour la dépendance parfaite négative
et positive, respectivement. Egalement, tel que le résultat suivant 1’établit,

~x est monotone, c’est-a-dire que vy < vy lorsque H < H'.

Proposition 3.5. Soit le couple (X,Y) de loi H et le couple (X')Y') de loi
H'. Si H < H’, alors vyg < vg'.

Démonstration. D’apres ’équation (3.5), on peut écrire
1+ ¢g’
ol ¢y = Py(D)/Pr(C). Si H < H’, alors on déduit que

YH

0 < Pw(D) < Pu(D) et 0<Pgu(C)< Pai(C).

Par conséquent,

_ Pu(D) _ Pu(D)
Pu(C) — Pu(C)

Comme 7y est décroissante en fonction de ¢, le fait que ¢y < ¢y assure

¢H’ = ¢H-

que vg < YH'.

La correction proposée par Mesfioui, Tajar et Bouezmarni (2005) [9] consiste

a transformer 7 et p par

siT>0 — sip>0

Tmax Pmax

N
i
@
[l

A~
Il

siT<0 —

Tmin Pmin

si p<0.
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3.5 Continuation d’une variable discréte

Le principe de continuation consiste a transformer une variable discréte en
variable continue. Pour illustrer, supposons que X; est une variable aléatoire
discréte a valeurs dans Z. Schriever (1985) [8] a proposé de transformer X;

en variable continu par

X7 =X, + Uy,
ot Uj est une variable aléatoire continue uniformément distribuée sur [0, 1]
et indépendante de X;. On montre facilement que la fonction de répartition

de X7 est
+oc
Fi(@)= Y Fy(z~iP(X,=14), z€ER,

F—
ol
0, u<0
Fy(u)=4¢ u, 0<u<l1
11, u>i

est la fonction de répartition de U.

Cette idée sera étendue ici au cas de deux variables discretes X; et X, chacune
a valeurs dans Z et dont la fonction de masse jointe est h. On propose les

variables transformées
Xf:Xl—}—Ul et X2*=X2+U2,

ot Uj et U; sont des variables uniformément distribuées sur [0, 1] et indépendantes

de Xj et X,. La fonction de répartition de (X{, X3) s’écrit alors en fonction
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de la copule C de (Uy,Us) par

+o0 +o0

H*(z1,m) = Y, Y Clz1 —i,25— ) h(i, §),

i=—00 j=—0

ou (Il,.Ig) € R xR

Soient maintenant 7y et pj, le tau de Kendall et le rho de Spearman du
couple de variables continues (X7, X3). Posons également 7¢ et pc comme
étant les valeurs du tau de Kendall et du rho de Spearman pour le couple
(U1, Us) de loi C. De la Proposition 3.1 de Mesfioui & Tajar (2005) [10], on
a les relations

15 = T + 7cEm {S(X1, X2)}

et
Py = pr + pcEn {S(X1, Xa)},

S(X1, Xz) = H(Xy, Xa) — H(Xy, Xy) — H(X, Xo) + H(X1, X5).

A remarquer que lorsque Uy et Us sont indépendantes, alors 7¢ = pc = 0 et

par conséquent, 75 = Ty et oy = pu.

L’utilité de la continuation est illustrée par la proposition suivante, qui per-
met d’étendre au cas discret quelques notions de dépendance présentées au

Chapitre 2 pour des variables continues.

Proposition 3.6. Soient X1 et Xs, des variables aléatoires discrétes d valeurs

dans Z: dont la fonction de répartition jointe est H et les marges sont Fy et
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F;, respectivement. Soient les versions continues X} = X; + Uy, ou Uy et Us

sont indépendantes et uniformément distribuées sur [0,1]. Alors
LTD(X5|X,) < LTD(X;|X7)

et

RTI(X,|X1) <> RTI(X}|X}).

Démonstration. Pour montrer la premiére équivalence, soit (xy,zq) €
I; XIj, ou I; = [’l,’l—{-l] eti€Z. Ona

(21 —1)61(z3) + da(z2)
(¢1 —)pi+ Fi(i— 1)’

P(X < zo|X] > 1) =

oll
Si(z) = (& — (i, j) + H(s,57) = H(i",j7)
et |
So(z) = (z — ) {H(i™,5) = H(~,57)} + H(G,j7).
- Par définition, X3 est décroissante du coté de la queue gauche si et seulement

si pour tout ¢,7 € Z, on a
0 ()F(E—1) — piba(z) <0
pour tout z € ;. Si on définit
Ay = b, )P () = L@ {HGT,5) - HG,57)}

et
By =F (" ){H(i,j7) - H(,j7)} = A(OH(E,57),
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ceci est équivalent a

(x—j)Ai; + By <0

pour tout z € I;. Cette derniere inégalité est vraie si et seulement si, pour
tout i,j € Z,
Bij <0 et Aij + Bij <0.

Ces deux inégalités sont équivalentes & LT D(X3|X}), c’est-a-dire que

Bij <0 — -Fl(Z - 1)H(Z7]_) < FI(Z)H(Z_a]_)
< LTD(Xs|Xy)

et
Aij+ Bj; <0 <= Fi(i")H(i,j) < Fi()H(™, )
La preuve de la deuxieme équivalence s’effectue de fagon similaire. O

Le corollaire suivant, conséquence directe de la proposition précédente, généralise

la. Proposition 3.3 de Genest et Capérad (1993) [6] au cas discret.

Corollaire 3.1. Soient X; et X, des variables aléatoires discrétes a valeurs
dans Z et de loi jointe H. On a alors que RTI(X,|X;) et LTD(X5|X1)
impliquent que

pa =1 > 0.

En suivant le méme raisonnement, on parvient & montrer que

LTI(Xy|Xy) < LTI(X5|X7})
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et
RTD(X,|X1) < RTD(XJ|X7).

Ainsi, RTD(X2|X1) et LTI(X5|X;) impliquent que

pay < 7y < 0.

3.6 Construction de la copule de (X7, X3)

Soient X; et X5, des variables aléatoires discrétes a valeurs dans Z. Le but ici
est d’obtenir I'unique copule associée aux variables continues X} = X; + U3
et X3 = X9+ U;. D’abord, dans le cas ou les variables aléatoires U; et Us
sont indépendantes, on a

+oo  +oo

$1,l‘2 Z Z $1—Z $2—])h(i,j)-

—00 j=—00

D’apres le théoreme de Sklar, la copule C* associée a H* est

C*(u,uz) = H* {(FY) ™ (w), (F3) " (w)}, (3.6)

ol F}(z) = H*(z,00) et Fy(xz) = H*(oo,x) sont les fonctions de répartition
marginales. On peut montrer que F}(z) = (z — ¢) fi(j) + Fi(j) pour = €
[ —1,7], i =1,2. Ceci implique que

E(j)

Fi(w)=j+= fz(J) ’

u e [Fi(j—1),F(j)], i=12.
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En injectant ces deux dernieres égalités dans I’équation (3.6), on obtient

{urn — Fi(i7)} {ue — F(37)} h(3, 5)

C(ur, uz) A 50)
A = RGO} HG,57) = HG,57)
A0
+{ua = B }{H (G, 57) = H@,57)} f2()

+H(,57),

ot (u1,ug) € [F1(i7), Fi(3)] x [F2(57), F2(4)].

3.7 La loi de Poisson bivariée

Plusieurs modeles ont été proposés pour modéliser la dépendance entre dif-
férents types de sinistres. Par exemple, en assurance non vie, on veut parfois
expliquer le nombre de sinistres survenues sur une période donnée. Les ob-
servations étant de nature discréte, des modeéles de dépendance pour des

variables & valeurs dans des ensembles dénombrables doivent étre proposés.

Le modele de Poisson bivarié a été utilisé, sous différentes versions, par Am-
abagaspitiya (1998), Wang (1998) et Cossette et Marceau (2000) [11]. La
particularité de ces lois est que les distributions des variables individuelles

sont dans la famille bien connue des lois de Poissomn.

Le but de ce chapitre est d’étudier les mesures de dépendance de Kendall et
de Spearman pour le modeéle de Poisson & deux variables avec chocs communs.
Pour étre précis, soient Y7, Y, et Z, des variables aléatoires indépendantes

distribuées selon la loi de Poisson de parameétres respectifs A;, Ag et a. Le
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modele de Poisson proposé représente la loi jointe du couple (X, X2), ou
X1:}/1+Z et X2=sz+Z
Explicitement, on a

Hop,(4,5) = P

Finalement, comme Y7, Y5 et Z sont indépendantes, on déduit

Hoppo(i,) = D P(Y1<i—2)P(Yy <j—2)P(Z =2)
2=0 .

= ZFAl(i — 2)F5, (1 — 2) fa(2),

ol fo(2) = P(Z = 2z) = a®e™*/2! et F), est la fonction de répartition de Y;,

i=1,2.

Il serait intéressant d’étudier l'effet des parametres A1, As et « sur la dépendance
entre les variables dans ce modele de Poisson bivarié. Spécifiquement, on
étudiera la relation entre le parametre o et les mesures de dépendance 7 et

p. Pour cela, on pose
m=M-+ta et mg=X+a.
Ainsi, la fonction de répartition jointe du vecteur aléatoire (Xi, Xs3) s'écrit

Ha(i’ ]) = Z qu—a(i - Z)qu,(,(j - z)f(,(z) (37)

2=0
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Ce changement de notation entraine que H, est un modele de Poisson dont
les marges sont des lois de Poisson de parameétres respectifs m; et my. Par
conséquent, le parametre o est un indice de dépendance. Le résultat suivant
indique que plus a prend des valeurs élevées, plus la dépendance positive
est forte. Ceci a des conséquences directes sur le comportement du tau de

Kendall et du rho de Spearman.

Proposition 3.7. Soient H,, et H,,, des distributions de Poisson décrites

par Uéquation (3.7). Alors
a1 < ag = Hy, (1,7) < Hoy(4,7), pour tout (i,7) € N x N.

Par conséquent, si 7, et po, sont le tau de Kendall et le tho de Spearman

associés & H,,,1=1,2, on a

Lo =>To CTay € o1 <02 = Po, < Pay-

Démonstration. Pour montrer le résultat, il suffit de montrer que H, est

croissante en fonction de o. En appliquant la régle de dérivation en chaine,

on obtient
% Ha(ij) = :0 Frnya(i = 2) Frny—alj — 2)fa(?)
N i Fonsali = 2)Fny—alj — 2)fa(2)
T io Frny—o(i ~ 2)Fry—a(j _ 2){falz = 1) = fa(2)}
ol —

0

Fmi—a = %

Fri—a, i=1,2.
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Pour simplifier ce qui suit, on définit a,(z) = F,_o(z — 2) et b.(z) =
Fry—o(z—2). On montre facilement, par quelques manipulations algébriques

simples, que
Fr oz — z) = a,(x) — az41(z) et Fryolz — z) = by(x) — b1 ().

On a donc, aprés quelques calculs,

ai Z{“z b2(j) = @z1(8)b: () — 2(1)bor1(5)} ful2)

Comme

on conclut que

a%Ha(iaj) v: Z{az z - az+1( )b (.7) - CLZ( )bz+1(.7) +az+1( ) Z+1( )}fa( )

[e.]

= Z {az(l) - az+1(i)} {bZ(]) - z+1(j)}fa(z)

2=0
> 0

car a,(i) — a,41(i) > 0 et b,(7) — b41(3) > 0 pour tout i € N. Ceci montre
que H, est croissante en fonction de a. Finalement, les conclusions sur
Ta €t po sont immédiates, invoquant le caractére monotone de ces mesures
d’association. O
Dans la suite, nous illustrons les résultats de monotonicité par figures qui
représent'ent le comportement du tau de Kendall en fonction du parameétre

de dépendance a.



3. MESURES DE DEPENDANCE ENTRE DEUX VARIABLES DISCRETES 37

08

06

0.2

0.0
L

o -
[
w -
> -

Figure 3.1: Comportement du tau de Kendall en fonction du paramétre o,

y=aetr=Tetm =mg=2
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Figure 3.2: Comportement du tau de Kendall en fonction du parameétre «,

y=oaetrx=7etm =mo=3



CHAPITRE 4

EXTENSIONS MULTIVARIEES DE TAU
ET RHO

L’analyse des données multivariées discretes est d’une.grande importance
dans une multitude de domaines. Citons a titre d’exemple le cas de I’assurance
non-vie ot ’étude de dépendance entre les différentes branches de réclamation
est considérée essentielle.

Dans ce chapitre nous allons généraliser le tau de Kendall et le rho de Spear-
man discrets établis au chapitre 3 au cas multivariées. L’étude de la mono-
tonicité de ses parameétres sera examinée. Afin de faciliter 'interprétation de
ces nouvelles mesures, nous proposefons des transformations de sorte que les
supports de ces parametres coincident avec l'intervalle [0, 1]. Nous terminons
ce chapitre par des illustrations faisons intervenir certains modeles discrets.
Un intérét particulier sera porté aux modeles de chocs basés sur la loi de

Poisson mulivariée.
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4.1 Construction du tau de Kendall multi-

varié pour des données ordinales

Pour déduire une expression pour le tau de Kendall dans le cas continu mul-
tivarié, on avait imposé que cette mesure s’écrive comme une transformation
affine de Ey {H(X)}, ou X = (X,...,X4) est un vecteur aléatoires de loi
H prenant ses valeurs dans R%. On en a alors déduit un tau de Kendall

multivarié, & savoir
_2Eg {H(X)} -1

T4(X) T —

Pour en arriver & cette expression, on a imposé que 7¢ prenne les valeurs 0 et

+1 respectivement pour 'indépendance et la dépendance positive parfaite.

Pour le cas de variables aléatoires définies sur une échelle ordinale, ce raison-
nement n’est plus valide car la valeur du tau de Kendall lors d’une dépendance
positive parfaite peut ne pas atteindre la valeur +1. Une autre approche sera
alors employée dans les développements subséquents. D’abord, rappelons que

dans le cas d = 2, on peut écrire le tau de Kendall par 'expression

7 = E{HX[,X;)} +E{H(X], X))}
+E{H(X1,X;)} + E{H(X1,X2)} — 1.

D’une certaine fagon, cette formule tient compte de toutes les combinaisons

d’égalités possibles parmi deux vecteurs aléatoires.

Pour étendre cette expression au cas d = 3, prenons un vecteur aléatoire

X = (X1, X2, X3) de fonction de répartition jointe H. On pourrait définir
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un tau de Kendall en fonction de

¢H) = Eg{H(X{,X5,X3)} +Eg {H(X{,X5,X3)}
+ Ex {H(X{, X2, X3)} + Ex {H(X], X2, X3) }
+ By {H(X1, X5, X5)} + Bx {H(X1, X5, X3) }
+ Bx {H(X1, X2, X5)} + B {H(X1, X2, X3)} -

Plus généralement, pour le cas & d variables, soit 'ensemble £ = {<, S}d. Les
éléments de £ sont ainsi des vecteurs a d dimensions dont, chaque composante

est soit < ou <. Comme exemples d’éléments de £, on a
<=(<,<,...,<) ou <=(<,...,5).

Cette notation servira a définir le tau de Kendall ainsi que le rho de Spearman
discrets multivariés. Quand d = 2, on a £ = {(<, <), (<, <), (<, <), (£, <)}
En outre, on notera Hz(z) = P(X< z), ol < € £. Pour poursuivre l'idée
précédente, on propose un tau de Kendall multivarié adapté pour des données
ordinale qui sera fonction de
¢((H) =) E{Hz(X)}.
Zee
A noter que dans le cas continu, £(H) = 2°E{H(X)}. Ainsi, afin de retrou-
ver comme cas particulier 'expression du tau de Kendall pour des variables

continues, on définit

Qd_ll_le{He(X)}—ﬁ. » (4.1)

<e€ B

¢ =
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Exemple 4.1. Pour illustrer le calcul de cette version discréte du tau de

Kendall, soit un vecteur aléatoire (X1, X2, X3) tel que
1 i ..
-Pz'jk = g + (_1)1+]+kAv W ke {07 1}7

0t Pijr = P(X1 = 4,X, = 5,X3 = k) et 0 < A < 1/8. De cette fagon,
chacune des marges est une loi Bernoulli de probabilité de succés 1/2. On a

donc

P000=1/8+A P001=1/8—A P010=1/8—A P011=1/8+A
P101=1/8+A P100=1/8—A P110=1/8+A P111=1/8—A.

Afin d’appliquer la formule (4.1), notons d’abord que

Ex {H(X1, X2, Xs)} = > H(G,5,k)Pyx
(i,5,k)e{0,1}3
= H(D,D,D)POOO + H(D, D, 1)P001 +H(1,D, D)Pl()()

+ H([)? 17 D)POIO + H(17 1a D)PIIO + H(la Da 1)P101
+ H(0,1,1)Poy; + H(1,1,1)Py1y
= 27/64 + A%
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Dans la méme veine,

By {H(XT, X5, X3)} = Z H(i™, 5, k)P
(i:jvk)€{0,1}3
= H(0,0, O)PIOO + H(0,0, 1)P101

+ H(0,1,0)P130 + H(0,1,1)Py;
= PoooP100 + (Poog + Poo1)P101 + (Pooo + Po10)P110

+ (Pooo + Poo1 + Poio + Poi1)P111

_ (L_op)s 1+é + 1.4y, i+é
—\ 64 32 4 32 4 16 2/
9

_ A2
—64+A A“.

Les mémes types de calculs aménent

9
By {H(X1, X5, Xo)} = By {H(Xy, Xp, X3)} = o + A - A

Aussi,

En {H(X7, X5, Xs)} = Y. H@ i, k)Pip
(i,j,k)e{0,1}3

= H(O, 0, O)Pno + H(O, 0, 1)P111

= PoooP110 + (Pooo + Poo1)P111

1 2 1 A
= (é“‘) *(@‘ﬂ
3

_ 2 2
= 64+A,

el

3
B {HOXT, X2, X5)} = Ba {H(X1, X7, X5)} = = + A%
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Enfin,

Ey {H(X7, X7, X5)} = ), H@ 57, k)P
(i,3,k)€{0,1}3
= H(0,0,0)P;y,
1

= — — A%
64

En faisant le total, on trouve
{(H)=1+6A— 642

d’ou

8= -(1+64-64%) — - =2A(1 - A).

Wl

1
3

Lorsque A = 0, la probabilité dans chaque cellule est 1/8 = 1/2 x 1/2 x
1/2, c’est-a-dire le produit des marges. Comme cette situation caractérise
'indépendance, c’est sans surprise qu’on obtient 73 = 0. Aussi, puisque
2A(1 — A) est une fonction croissante sur l'intervalle [0,1/8], la valeur maxi-

male du tau de Kendall pour ce modele est 73 = 7/32.

4.2 Construction du rho de Spearman multi-

varié pour des données ordinales

Un raisonnement semblable & celui suivi pour établir le tau de Kendall discret

servira a élaborer un rho de Spearman adapté au cas discret. D’abord, & noter
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que dans le cas bivarié discret,

p = En{H(XT,X5)}+En{H(X],X2)}
+ En {H(X1, X;)} + En {H(X1, X2)} — 3.

Ainsi, se basant sur la version multivariée de cette mesure, on propose de
batir une mesure a partir de
Oo(H) = En{Hz(X)}.
<e€

Spécifiquement, on définit

o= (d+1) [ZEH{He(X)}—l] / 2-@+n}, (42

<e€
oun X = (Xi,...,X4) est un vecteur de loi H. Cette formule généralise
le rho de Spearman multivarié proposé précédemment pour le cas de vari-
ables continues. A remarquer que p? = 0 dans le cas ot les variables sont

indépendantes.

Exemple 4.2. Reprenons les données de l’exemple 4.1. D’abord, la formule

pour d =3 est
3
PP = 1 [En {H (X1, X2, X3)} + En {H(X], X2, X3)}
+ EH {H(XI)X2_7X3)} + EH {H(X17X72 7X3_)}
+ EH {H(X1_7X2_7X3)} + EH {H(X1_7X2aX";)}

+En {H(X:, X5, X3)} +Bn {H(X7, X5, X5)} - 1].

D’abord, a noter que les probabilités de chaque cellule sous l'indépendance est
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1/2%x1/2x1/2=1/8. Ainsi,

SEH {H(XlaX27X3)} = Z H(7’7]7 k)
(6,5,k)€{0,1}3
= Pgoo + (Pooo + Poo1) + (Pogo + Po1o) + (Pooo + Pioo)

+ (Pooo + Poot + Po1o + Po11) + (Pooo + P1oo + Poo1 + P1o1)
+ (Pooo + P1oo + Poio + P11g) + 1

= 8Pgoo + 4Pgo1 + 4Pg10 + 4P100 + 2Po11 + 2P 101 + 2P110 + P1as
27

= —+ A
8+

E‘galement,

8En {H(XT, X2, Xs)} = Y.  H(,jk)
(¢,4,k)e{0,1}3
— H(0,0,0)+ H(0,0,1) + H(0,1,0) + H(0,1,1)
= 4Pggo + 2Poo1 + 2Po10 + Ponx
9

= -+ A
8+

1l s’ensuit directement gque
- _ 9
8En { H(X1, X5, Xo)} = 8En {H(X1, X2, X3)} = £ + A
Ensuite,
3
8En {H(Xfaxz_,Xa)} = H(0,0,0) 4+ H(0,0,1) = 2Pggp + Pgo1 = S + A,
ce qui fait que
= - _ e 3
SEH {H(Xl ’X2’X3 )} = SEH {H(XlaX2 7X3 )} = g +A.

Enfin,
SEn {H(Xp X3\ X5)} = H(0,0,0) = £+ A,
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En rassemblant le tout, on trouve d’abord fo(H) = 1+ A. Finalement, ceci

permet-de calculer
4 )

Sous l'indépendance, c’est-d-dire quand A = 0, on a p> = 0, tel qu’attendu.

p

La valeur mazimale du rho de Spearman pour ce modéle est p* = 3/32.

4.3 Monotonocité du tau de Kendall et du

rho de Spearman multivariées

De la méme fagon que cela a été fait au Chapitre 2, on montrera ici la pro-
priété de monotonicité des versions multivariées discretes du tau de Kendall
et du rho de Spearman. Pour ce faire, soient deux vecteurs aléatoires X =
(Xi1,...,Xq) et Y = (Yi,...,Y,) de fonctions de répartitions jointes respec-

tives H et G. Les implications

X=<Y=1g<17g et X <Y = pyg<pc
seront démontrées dans la suite.
Le lemme suivant sera instrumental dans les preuves subséquentes.

Lemme 4.2. Pour toute paire de fonctions de répartition d-variées H et G

et nimporte quel < € £, on a

Ex{Gz(X)} =E¢ {Hz(X)}.
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Démonstration. Sans perte de généralité et afin de faciliter la lecture,
supposons que
<=(<..,55%5,...,%5).
kfois d—kfois

Le résultat pour les autres vecteurs de £ s’obtiendra de facon similaire.

D’abord,
Ex {G2(X)} = Gz(i)h(i).

iczd

Comme

Gz(i) = g(0),
%<
ou g et h désignent les densités de probabilité associées respectivement aux

fonctions de répartition G et H.

On déduit en utilisant le lemme de Fubini que

Ex{Gz(X)} = ) 3 9(Oh()

i€Z4 £<i

. {zhm}gm

ezd \ i>¢

= Y Hz(f)g(0)

2czd
= E¢ {FI&(X)} .

Proposition 4.1. Soient X = (Xy,...,Xg4) de fonction de répartition H et
Y = (Y1,...,Yy) de fonction de répartition G. Alors

X < Y= rd <7l (4.3)
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Démonstration. Prenons X <.V, c’est-a-dire que pour tout x et n’importe

quel < € €, Hz(z) < Gz(z). 1l est alors clair que
En {Hz(X)} <Eu{Gz(X)}.

Ensuite, du lemme (4.2), Eg{Gz(X)} = Eg{Hz(X)}. Maintenant, la
définition de l'ordre de concordance implique que pour tout z et n’'importe
quel < € &, Hz(z) < Gz(z). Donc, Eg {Hz(X)} < Eg{Gz(X)}. 1I

s’ensuit que
En {Hz(X)} < Eg {Gz(X)} = E¢ {Gz(X)},
ou la derniére égalité provient d’une autre application du lemme 4.2. La

conclusion annoncée pour le tau de Kendall est immédiate. O

La proposition suivante amene un résultat semblable pour le rho de Spearman

multivarié discret.

Proposition 4.2. Soient X = (X1,...,X4) de fonction de répartition H et
Y = (Y1,...,Ys) de fonction de répartition G. Alors

X <. Y = pf < pd. (4.4)

Démonstration. Comme H:(z) < Gz(z) pour tout z et n’importe quel
<€ onaEg{Hz(X)} <Eg{Gz(X)}, don on déduit facilement, de par

la définition méme du rho de Spearman multivarié discret, que p§; < p&. &

A la lumiére du chapitre 3, on va considérer le modele de Poisson pour 3
variables avec chocs communs, le graphe ci-dessous nous montre le com-

portement du tau de Kendall en fonction du parameétre de dépendance a.
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Figure 4.1 Comportement du tau de Kendall en fonction du parametre «,

y=aetxr=7et m =myg=mg3=2

On remarque que le tau de Kendall est croissant, ce résultat n’a pas été

démontré mathématiquement.

4.4 Versions corrigées

L’interprétation des valeurs du tau de Kendall ou du rho de Spearman
est difficile du fait que ces mesures n’atteignent pas nécessairement +1 en
présence de dépendance positive parfaite, c’est-a-dire quand la copule sous-
jacente & une loi H est la borne supérieure de Fréchet M%(uy,...,uq) =

min(uy, ..., uq). Dans cette section, on cherchera & corriger cette situation.

Soit une loi H de marges Fy,...,F;. On notera par 72 _(Fy,...,Fy) et
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ot (Fi,...,Fy) le tau de Kendall et le rho de Spearman associés a la loi
G(xl, e ,:Ed) = Md {Fl(z;l), cee ,Fd(xd)} .

La monotonicité du tau de Kendall et du rho de Spearman permet d’établir

immédiatement que
< 7d (Fi,....Fy) et p4<pl (F,...,Fy).
Une fagon de rendre le tau de Kendall et le rho de Spearman plus facile &

interpréter consiste a utiliser les versions corrigées

PH
p;ina.x(Fb ey Fd)

Ces nouvelles mesures atteignent ainsi +1 lors de la dépendance positive

~d TH ~d
Ty = et =
H Tmax(Fh"')Fd) pH

parfaite.

Exemple 4.3. Lorsque le modéle de dépendance sous-jacent est la copule de
Fréchet M3 et que les marges sont Bernoulli de probabilité de succés 1/2,
alors la masse de probabilité est concentrée sur Poog = 1/2 et P13 = 1/2.
Premiérement,
Eps {MS(X17X2,X3)} = M?3(0,0,0)Pooo + M3(1,1,1)P1yy
= (1/2)(1/2) + (1/2)
= 3/4.

Ensuite,

Eys {M3(X7, X2, X5)} = M3(0,1,1)Pyy; = (1/2)(1/2} =1/4.

De la méme fagon,

EMS {MS(Xl,X;,Xg)} = EM3 {Ma(Xl,XQ,X:;)} = 1/4
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Aussi,
Ens {M3(X1, X5, X3)} = M>(0,0,1)Pyy; = (1/2)(1/2) = 1/4,
'ce qui fait que
Eps {M3(X{,X2,X5)} =Eps {M3(X1,X5,X5)} = 1/4.
Enfin,
Eus {M*(X7,X5,X5)} = M?(0,0,0)P111 = (1/2)(1/2) = 1/4,

En rassemblant le tout, on trouve

1 /10 1
S (FL,FyFy==(——-1}==.
Tma_x( 1) 27 3) 3 4 2
Il est donc impossible dans un modéle de marges Bernoulli identiques que
. le tau de Kendall surpasse la valeur 1/2. En particulier, pour le modéle de

lezemple 4.1, la version corrigée est donnée par

5 24(1-A)

A noter toutefois que comme A < 1/8, on a 7 < 7/16. Ceci est di au fait

que ce modéle ne permet pas d’atteindre la dépendance positive parfaite.



CHAPITRE 5

UN TAU DE KENDALL MULTIVARIE
EMPIRIQUE POUR DES DONNEES
ORDINALES

5.1 Définition d’une version empirique du tau

de Kendall théorique diseret multivarié

Pour un vecteur X = (Xji,...,X4) dont les composantes sont des variables
aléatoires définies sur un support discret et dont la fonction de répartition
jointe est H, on a défini
d 1
H < i ] > E{H(X)} -1
<eg
Pour estimer 7¢ avec des observations, on trouvera des estimateurs pour

chacun des termes de la sommation. D’abord, notons que pour tout < € £,
Eg {Hz(X)} =Py (X<X),

ou X' = (Xj,..., X)) est indépendant de X et distribué selon la loi H.
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Soit maintenant Xi,...,X,, oo X; = (X, ..., Xiq), un échantillon de taille

n. On estime Ey {Hz(X)} sans biais par
-1 .
- n - -
‘ i<j
Ainsi, Pestimation proposée pour 7§ est

Ze€ i<j

Exemple 5.1. Afin d’illustrer le calcul de 72, soit un échantillon X1, ..., Xs
de taille n = 6, dans le tableau suivant, on présente les valeurs des com-
posantes de léchantillon qu’on a choisi. Remarquons que dans ce cas, on

a

Table 5.1: Illustration a des données aléatoires discrétes

observation ¢ | X;1 | X2 | X
1=1 2 3 5
1=2 4 6 2
1=3 1 0 5
i=4 ) 7 | 12
i= ) 8 | 12
i=6 9 | 10 | 12
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8 termes E{Hz (X)} d estimer, avec < € € = (<, <)?, notons d’abord que
1<j<6 .
+ 1(Xj; < Xag, Xy £ Xig, Xjs < Xig)
= 13/45

Les mémes types de calculs aménent

E{H<<900} =E{H<<q(X)} =12/45

Aussi

E {H(S,s,<) (X)} = E {H(<,S,<) (X)} = E {H(5,<,<) (X)} = E {H(<,<,<) (X)} = 9/45
Enﬁn,
E{H<<< (X)} =13/45

Ainsi, le tau de Kendall empirique est

3 = 41/45

5.2 Comportement asymptotique de la statis-

: d
tique 7,
Le but de cette section est d’étudier le comportement asymptotique de 72.
Une remarque importante est que cette statistique est un cas particulier

de U-statistique. Cette classe de statistiques fut introduite par Hoeffding
(1948) [12].

La définition générale d’une U-statistique est donnée dans ce qui suit.
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Définition 5.8. Soient X1,..., X,, un échantillon tiré d’une population a
valeurs dans R%. La s.tatistique U,, est une U-statistique d’ordre 2 si on peut
[’écrire sous la forme
n\ 1
Un = (2) Z¢(Xian)-
i<j

La fonction ¢ est appelé le noyau de U,,.

Les résultats classiques concernant le Théoreme de la limite centrale s’inté-
ressent a I’étude de la somme de variables indépendantes et identiquement
distribuées. Dans le cas d’une U-statistique, la sommation est effectuée sur
des variables dépendantes, ce qui complique ’obtention de résultats asymp-
totiques. Cependant, par le méthode de projection, on peut montrer que
celle-ci est équivalente asymptotiquement & une somme de variables aléatoires

identiquement distribuées. Les résultats classiques sont des lors applicables.

Théoréme 5.2. Si U, est une U-statistique telle que E(U,) = 0, alors

Vn(Uy, — 0) est asymptotiquement normale de moyenne 0 et de variance

402, ot 0% = var {¢1(X1)} et

() = Ex, {¢(z, X2)} -

La statistique 7¢ est une U-statistique d’ordre 2. En effet,
d n) ™’
T = (2) ;”‘ZJ(Xi,Xj),
ol

l/)(X,,XJ) = {Z{l (Xq% XJ) + 1 (X92 X1)} - 1}/ (Qd_l - 1) .

<€eE



" 5. UN TAU DE KENDALL MULTIVARIE EMPIRIQUE POUR DES DONNEES ORDINALES56

[Z {Hz(1) + Hz(1)} -1

<e€ i

On a donc -

Yi(z1) = Ex, {¢(z1,X2)}

1
RS
Ainsi,
2
2
4oy = (Fj

) var {Z {H2<X1) +ﬁi<Xl)}

<€E

Donc, du Théoréme 5.2, on conclut que v/n (72 — 7¢) converge vers une loi

normale de moyenne 0 et de variance 40%.

Remarque 5.1. Dans le cas continu et sous Uhypothése d’indépendance, i.e.

H(.’L‘l,..

40? =
01 5

<
-
3

2d+1

2d+1

Quand d = 2, on
asymptotique du tau de Kendall

241 1

2411

Sxa) = Fi(z) - Fa(za), ona .

%_1) var [2d {H(Xl) + }_HXI)H

)zvar{;;[jUi+in[(l —Ui)}

)

1
12¢°

retrouve le résultat bien connu qui stipule que la variance

bivarié est 4/9.


http://Vhypothe.se
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5.3 Estimation de la version corrigée du tau

de Kendall

Définition 5.9. Soit X1, Xs,..., une suite de variables aléatoires. On dit

que la suite {X,} converge en probabilité vers p si pour tout € > 0,
lim P (| X, — p| >¢€) =0.
n—00
Définition 5.10. Soit X;, X, ..., une suite de variables aléatoires de fonc-

tion de répartition F,. On dit que {X,} converge en loi vers X si

n—od

lim F,(z) = F(z)
pour tous les points ot F' est continue, avec F(z) =P (X <x).

Théoréme 5.3. (Slutsky) Soient {X,} et {Y,}, deur suites de variables
aléatoires. Si X, converge en lot vers X et que Y, converge en probabilité

vers a, alors X, Y, converge en loi vers aX.

Théoréme 5.4. (Méthode Delta) Soit X,,, une suite de variables aléatoires
telle que /n (X, — pu) converge en loi vers N'(0,02). Si g est une fonction

continue et dont la dérivée premiére existe, alors

v {g(X,) —g(p)}

converge en loi vers une normale de moyenne 0 et de variance o2{g'(u)}?.

La démonstration du résultat précédent s’obtient en effectuant un développement

en série de Taylor d’ordre 1 et en appliquant le théoréme de Slutsky.
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Supposons maintenant que pour une collection donnée de marges Fi, ..., Fy,
la valeur maximale du tau de Kendall dépende d’'un parametre ou d’'un
vecteur de paramétres f. Autrement dit, 7¢, (F1,...,Fq) = 0. Si 0 est

un estimateur de 0, alors
d
~d __ n

Tp = =~
Tiax(0)

est un estimateur du tau de Kendall corrigé. On a

T,g Td
valR-T) - ﬁ{fd (é>‘r,zax<e>}

_ 1 \/E(Tg‘_Td)jLTd\/ﬁ{le 3 1(9)}

Tgla.x(é) ma.x(é) Tgla-x

= OV (- ) +70m {g(0) - 90},

ol g(t) = {rd ()} .

On a vu que /n(r¢ — 7¢) converge en loi vers N(0,402). Puisque g(d) con-
verge en probabilité vers g(8), on a du Théoréme de Stutsky que g(8)/n(r¢—

74) converge vers une loi normale de moyenne 0 et de variance 4 {g(6)}” o3.

D’autre part, si on suppose que \/ﬁ(é — 9)k—> N(0,02), alors en appliquant

la méthode delta, on aura
v g0) - 9(60)}

converge vers une loi normale de moyenne 0 et de variance (79)%02{g'(6)}>.
En rassemblant le tout, on aura que /n (7¢ — 7) converge vers une loi nor-
male de moyenne 0 et de variance (a% + (Td)2 a2 {q (6)}2).

‘Ainsi, & partir de ces résultats, on peut effectuer des tests d’hypotheses sur

la valeur du tau de Kendall corrigé (bilatéral et unilatéral), par la suite nous
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posons ¥2 = (og + (Td)z o2 {g (0)}2>

Un test bilatéral consiste a confronter les hypothéses
Ho: 7%=t vs Hp:74#t¢

On rejettera Hy lorsque

ITS - tl > 20/2_7

N

alors qu’'un test unilatéral & gauche consiste & confronter les hypothéses
Ho: 7=t vs Hy 7 < ¢t

on rejettera Hy lorsque
d E
Tn <t+ Za\/—ﬁ,
tandis que pour un test unilatéral & droite, on rejettera Hy lorsque
d Y
Tn >t+ Za\/—ﬁ,
avec

Ho: 7=t vs Hy:7% >t

5.4 Application : test d’indépendance entre

des données ordinales multivariées

L’objectif de cette section est de développer un test d’indépendance pour

des données ordinales. La procédure sera basée sur le tau de Kendall em-

d

pirique 7¢. Puisque sous l'indépendance multivariée, on a 7¢ = 0, un test
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d’indépendance dans ce contexte consiste & confronter les hypotheses
Ho:74=0 vs. H, :Td7é0.

Du résultat sur la normalité asymptotique de 72, on rejettera Ho lorsque

20'1

NG

|7a| > zas2

Une maniére d’évaluer 'efficacité d’un test statistique consiste a calculer sa
fonction de puissance. Généralement, si Z,, est une statistique dont la valeur

critique de rejet est p,, alors la fonction de puissance associée est définie par
,6 =P (Zn > pa|H1} .

Dans la pratique, il est difficile de calculer la variance o?. Pour remédier a
ce probleme, on fera appel & la méthode jackknife pour 'estimation d'une
variance. Le Jackknife, introduit comme méthode pour 'estimation du biais
par‘Quenouille (1949) [13] et ensuite proposé pour l'estimation de la variance
par Tukey .(1958), implique la suppression systématique de groupes d’unités,
le re-calcul de la statistique avec chaque groupe supprimé tour a tour, et
ensuite la combinaison de toutes ces statistiques re-calculées. Le jackknife
le plus simple consiste & écarter chaque observation d’un échantillon tour

a tour, de re-calculer la statistique pour obtenir des valeurs 7y,...,7,, et

ensuite d’estimer la variance de ’estimateur par

n

-1
5?:” Z(’Tz—'T')2

n :
=1

Dans ce cas, on rejettera Hy si

01

iTg' > o2 ﬁ
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Dans le tableau suivant sont résumés les résultats de simulations .pour tester
la performance du test d’indépendance dans le cas bivarié. Dans ce qui suit,
on va désigner par « le paramétre de dépendance dans le cas bivarié ainsi que
dans le cas multivarié. Les simulations ont été effectuées selon 1’algorithme

suivant.

e Générer n = 30 couples aléatoires suivant des lois de poisson de parametres
my, M, en effet, on a généré trois variables aléatoires X;, Xs et X3
suivant des lois de poisson de parameétres respectifs m; — a, mo — a et
a, on obtient les n couples de variables aléatoires (X,Y’) comme suit

X=X1+X36tY=X2+X3;

e Effectuer le test d’indépendance basé sur 72 au seuil de signification de

0.05;

e Refaire la méme chose NV = 100 000 fois pour estimer la puissance du

test selon la formule
1 N

B:NZI(Z¢>Z(a)).

i=1

Pour les différentes valeurs du couple (my,m2), on remarque que la mesure
de la puissance du test de Kendall qu’on a estimé par § est croissante en

fonction du parametre de dépendance «.

Les valeurs qu’on a eu dans le cas ou a = 0 pour les différentes valeurs du

couple (m;, ms) sont parfaitement cohérentes avec nos hypothéses de départ,
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Table 5.2: Puissance de la statistique de Kendall discréte sous des contre-

hypotheses de loi de Poisson bivariée

(my,my) |[@a=00|a=04a=08 | a=12a=16|a=20
(2,2) 0.058 0.140 0.487 0.883 0.997 1.000
(4,4) 0.056 0.075 0.158 0.311 0.519 0.741
(6,6) 0.054 0.062 0.100 0.163 0.258 0.382
(8,8) 0.055 0.059 0.079 0.110 0.165 0.232

(10,10) 0.053 0.058 0.070 0.092 0.122 0.164

ils sont a peu égales ou légerement différentes de la valeur du risque d’erreur

- supposé au départ.

Les résultats des simulations obtenus nous poussent a constater que le test
d’indépendance qu’on vient de proposer est efficace, il est facile & appliquer
contrairement au test de Khi2, ou on est amené & construire des classes pour
les valeurs, et on a toujours & vérifier des hypotheses ce qui est n’est pas

toujours évident.

Dans ce qui suit, on va suivre les mémes démarches pour tester la validité du
test d’'indépendance dans le cas multivarié. Par la suite on présente dans le
tableau 5.3 le résumé des simulations qui consiste & estimer la puissance du

test en fonction du parametre de dépendance «.

On va illustrer le cas multivarié par le cas de trois variables X, Y et Z, avec
X=X1+X4,Y = X9+ Xget Z = X3+ X4 ou X; suivent des lois de

poisson de parametre m; — «, ¢ = 1,...,3 et X, suit une loi de poisson de
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parametre . on va générer n = 30 triplets de variables aléatoires et on va
suivre le méme algorithme pour estimer la fonction de puissance du test du
tau de Kendall dans le cas de trois variables tout en faisant varier les valeurs

du triplet (mq, mq, m3).

Table 5.3: Puissance de la statistique de Kendall discréte sous des contre-

hypotheses de loi de Poisson tri-variée

(m1,ma,m3) | @a=00|a=04|a=08 | a=12|a=16|a=20

(2,2,2)
(4,4,4) | 0.062 | 0090 | 0274 | 0559 | 0813 | 0.949
(6,6,6)

(8,8,8) 0.061 | 0.057 | 0.090 | 0.163 | 0.272 | 0.408
(10,10,10) | 0.062 | 0.054 | 0.075 | 0.121 | 0.195 | 0.290

Pour les différentes valeurs du triplet (m,,ms,m3), on remarque que la
mesure de la puissance du test de Kendall qu’on a estimé par § est croissante

en fonction du parametre de dépendance .

Ces résultats nous poussent a constater que ce test d’indépendance peut étre
appliqué pour des variables discrétes multivariées, reste a tester la validité
pour des combinaisons de variables plus complexes avec d’autres lois de prob-

abilité.



Conclusion

L’étude des mesure de dépendances est de trés grande intérét, il y’a beau-
coup de champs d’application, surtout en actuariat, et plus particuliérement
pour étudier 'impact de la dépendance des sinistres en assurance IARD (In-

cendies, Accidents, Risques divers.

Dans ce mémoire, nous avons établis de nouvelles mesures de dépendances
dans le cas discret multivarié, des mesures basées sur le tau de Kendall et le
Rho de Spearman, ainsi que des propriétés de monotonicité des ses indices.
"Dans le dernier chapitre, nous avons proposé des tests d’indépendances basés
sur le tau de Kendall, nous avons vérifié la validité de ses tests avec le modele
de poisson composé avec choc commun dans le cas bivarié et d-varié avec

d=3.
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