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Soit, 

q n-l 

A.5.2. Calcul de IIQ2ju~(n- j) 
k=l j=O 

q n-l n-) n-) n-) 
" " 2j "( .) _" 2j "( .)" 2j "( .) " 2j "( .) L.JL.JQ uk n- j - L.JQ u) n- j + L.JQ u 2 n- j + ......................... + L.JQ uq n- j 
k=l j=O j=O j=O j=O 

D'après les calculs de la section 5.1, on a: 

n-l n-l n-l 
" 2j "( .)" 2j "( .) " 2' "( .) L.JQ U 1 n- j = L.JQ U2 n- j = ......................... = L.JQ JUq n- j =0 
j=O j=O j=O 

n~ n~ 

" 2j "( .) _ _" 2j "( .) _ L.JQ U2 n - j - ......................... - L.JQ Uq n - j - 0 
j=O j=O 

q n-l n-l 

IIQ2ju~(n- j)= I Q2
j
u ;'(n- j)= A(nn,n) 

k=l j=O j=O 

n~ n~ 

" 2' "( ) " 2' "( ) L.JQ JU2 n- j = ......................... = L.JQ JUq n- j =0 
j=O j=O 

q n~ n~ 

IIQ2ju~(n- j)= I Q2
j
u ;'(n- j)= A(nll,nSl)Q2(n-nsIl 

k=l j=O j=O 

n-l n-l 
" 2j "( .) _ _" 2j "( .) _ L.JQ U3 n- j - ......................... - L.JQ Uq n- j -0 
j=O j=O 

n-l 

I Q2
j
u ;(n- j)=A(nI2 ,n) 

j=O 

q n-l 

"" 2j "( .) _ A( ) 2(n-ns,) A( ) L.JL.JQ Uk n- j - nIl,nSI Q + n I2 ,n 
k=l j=O 

n-l n-l 
" 2j "( .) " 2' "( .) L.JQ u 3 n-j= ......................... =L.JQJUqn-j =0 
j=O j=O 
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n-l 

La2ju~ (n - j) = 0 
j=O 



AnnexeB 

DÉNOMBREMENT DES MOTIFS 

De quoi s'agit-il? 

Dans la section 3.3.1 du chapitre 3 et la section 6.3 du chapitre 6, les résultats de dénombrement 

de motifs MDI, avec ou sans contraintes particulières, sont utilisés. Cette annexe est une 

description détaillée des procédures de dénombrement des motifs MDI dans les cas suivants: 

./ motifs sans restrictions particulières (sauf la restriction de définition d'un motif 

MDI) 

./ motifs qui se déduisent d'un motif initial par rétrécissement ou élargissement des 

trous d'une largeur maximale 2&1 

./ motifs composés de trous extrêmement réduits: la largeur des trous ne dépasse 

pas I1n 

./ motifs composés de trous extrêmement larges: la distance entre deux trous 

successifs ne dépasse pas I1n 
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B.1. Dénombrement des motifs sans restrictions ................................................................... 251 

B.2. Dénombrement des motifs obtenus par rétrécissement ou élargissement d'un motif 

initial ......................................................................................................................................... 253 

B.3. Dénombrement des motifs à trous extrêmement réduits .............................................. 254 

B.4. Dénombrement des motifs à trous extrêmement larges ................................................ 256 

B.4.l. Cas de motifs à deux trous ..................................................................................... 257 

B.4.2. Cas de motifs à trois trous... ....... ............. ...... ...... .... ......... ........... .......... ...... ....... .... 258 

B.4.3. Cas de motifs à q trous ..... .......................... ...... .......... ... ....... ... ...... ..... ..... ...... ....... ... 259 

B.l. Dénombrement des motifs sans restrictions 

Un motif MDI de q trous et de longueur N (N = Nmp ou Ntp selon que le redresseur est 

monophasé ou triphasé) est considéré comme une combinaison de 2q entiers naturels (nn, nsJ, ... , 

nlq, nsq) qui satisfont la contrainte: 

Le nombre de combinaisons qui répondent à cette contrainte, est noté c~ . 

La contrainte (B.l) peut être décomposée en deux contraintes suivantes: 

"'<n <n «N-l) /q Sq-

(B.l) 

(B.2) 

(B.3) 

La contrainte (B.2) diffère de la contrainte (B.l) par le fait que nSq est limité à (N-l). Le nombre 

de combinaisons, qui r~pondent à cette contrainte, est C~-l . 

La contrainte (B.3) diffère de la contrainte (B.l) par le fait que nSq est fixé à N. Les éléments 

variables des combinaisons se trouvent réduits de 1 et limités à (N-l). Le nombre de 

combinaisons, qui répondent à cette contrainte, est C~::.ll' On peut facilement vérifier que toute 

combinaison qui satisfait les contrainte (B.2) ou (B.3), satisfait la contrainte (B.l) et 

réciproquement; d'où : 

eN CN-l C N - 1 
2q = 2q + 2q-l (BA) 
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Cette dernière expression montre qu'on peut calculer le nombre de motif par une démarche de 

récurrence à condition de déterminer un ensemble de valeurs initiales de motifs. Pour ce faire, 

nous dressons le tableau B.I, qui dénombre les motifs à un trou. 

Tableau B.l. Dénombrement des motifs à un seul trou 

nSI nI! Nombre de combinaisons 

1 0 1 

2 0 

1 2 

3 0 

1 

2 3 

N 0 

1 

N-I N 

Chaque ligne du tableau dénombre les motifs quand nSI est fixé à l, 2, ... ou N. Le total des 

combinaisons est : 

N 

C:=Ln 
n=l 

Sous une forme de récurrence, (B.5.l) devient: 

C: =C:-1+N 

Nous complétons cet ensemble de valeurs initiales par les motifs de longueur N = 1 : 

C1-l 2-

car seule la combinaison ( n Il = 0 et n SI = 1) satisfait la contrainte 0:;:; n Il < n SI :;:; l , 

C~=o 

car aucune combinaison (n[pnSp n12 ) ne satisfait la contrainte O:;:;nll <nsi <n12 :;:;I, 

c!=o 

(B.5.l) 

(B.5.2) 

(B.6.l) 

(B.6.2) 

(B.6.3) 
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Le processus de calcul peut alors être initié en considérant le tableau B.2, dont la première ligne 

est composée des valeurs initiales c; et la première colonne des valeurs initiales C~q 

Tableau B.2. Dénombrement par récurrence des motifs sans restriction 

N 1 
l.-1 

2 
~ 

3 .;"""\4 ./1 
N 

± +- + -l-

cN C~=l/' "C~=3/' "c~ =v' .. c~ =1 0 /' .. 
2 

cN 
3 c~=o~ ~ c; =112:.. f+Ci=4 ~ ... 

C N 
4 c!=o ~ :+ 

c~ C~q=O 

B.2. Dénombrement des motifs obtenus par rétrécissement ou élargissement d'un motif 

initial 

Initialement, on a une combinaison de 2q éléments l(nn)p ........... ,(nSq)J À chaque 

élément de cette combinaison, on peut affecter f::.n nouvelles valeurs: 

{
nlk=(nIJi+1, (nIJi+2, ... , (nIJi+~n k-

() () () 
avec - 1, ... , q 

nSk = nSk i-1, nSk i-2, ... , nSk i-~ 
(B.7.1) 

ou (B.7.2) 

quand on considère l'élargissement du motif initial. 

Le nombre de combinaisons qu'on peut alors déduire de la combinaison initiale par 

rétrécissement ou élargissement est tout simplement ~(n+ 1)2Q• 
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B.3. Dénombrement des motifs à trous extrêmement réduits 

On considère des motifs de longueur N et de q trous ayant chacun une largeur inférieure 

ou égale à &1. Ces motifs doivent satisfaire la double contrainte suivante: 

{ 
O<nIl <nS1 <... ..·<nIq <nSq <N 

nSk -/1.n5, nIk 5,nSk -1 où k= 1,2, ... ,q 

Le nombre de motifs qui satisfont cette double contrainte, est noté : CR~.t:.n. 

La double contrainte (B.8) peut être décomposée en deux autres contraintes: 

{
o<nIl <nSl <... ...<nIq <nSq «N -1) 

nsk -!1.n5,n/l;5,nsk -1oùk=1,2, ... ,q 

{
o<nIl <nSl <... ···<nIq <nSq =(N -1) 

nSk -/1.n 5,nIk 5,nSk -1 où k = 1,2 •... , q 

La contrainte (B.I 0) peut elle aussi être décomposée en /).n contraintes suivantes: 

{
o<nIl <nSl <... . .. <nS(q_l) <nIq = (N-1)-1 

nSk -/1.n 5,n/k 5,nSk -1 où k=1,2, ... ,q 

{
o<n <n <... "'<n ( )<n =(N-1)-2 Il SI S q-l Iq 

nSk -!1.n 5, n Ik 5,nSk -1 où k = 1,2, ... , q 

{
o<nIl <~Sl :.. . •• <n~q_l)~nI~ = (N-1)-/1.n 

nSk /1.n_n/l; 5,nSk 1 ouk-1,2, ... ,q 

(B.8) 

(B.9) 

(B.IO) 

(B.I1.I) 

(B.11.2) 

(B.11.&1) 

Les motifs qui satisfont la contrainte (B.9), sont des motifs de longueur N-I et de q trous dont la 

largeur est limitée à /).n. Ils sont au nombre de CR~~!n. 

Les motifs qui satisfont une des contraintes (B.1I), sont des motifs de longueur (N-l)-u, avec u = 

l, 2, ... , &Z, et (q-l) trous de largeur limitée à /).n. Ils sont au nombre de CRJ~::.t:" 

Le nombre des motifs qui satisfont la contrainte (B.8) est la somme de l'ensemble des motifs 

satisfaisant la contrainte (B.9) ou l'une des contraintes (B.II); d'où: 

(B.12) 

Cette dernière expression montre qu'on peut calculer le nombre de motifs par une démarche de 

récurrence à condition de déterminer un ensemble de valeurs initiales de motifs. Pour ce faire, 

nous dressons le tableau B.3, qui dénombre les motifs à un trou de largeur limitée à &1. 



Annexe B : Dénombrement des motifs 255 

Tableau B.3. Dénombrement des motifs à un seul trou de largeur limitée à An 

nSI nn Nombre de motifs 

2 1 1 

3 1,2 2 

4 1,2,3 3 

(~n+l) 1,2,3, ... ,~n ~n 

(~n+2) 2,3, ... , (~n+l) ~n 

N-l N-(~n+l), ... , (N-2) ~n 

Le total des motifs est : 

ân-l 

CR:'I ,t>n = ~n' (N -1)- ~) (B.13.1) 
i=O 

Sous une forme de récurrence, (B .13.1) devient : 

(B.13.2) 

Nous complétons cet ensemble de valeurs initiales par des exemples de motifs à faible longueur. 

(B.14.l) 

car seule la combinaison (n Il = 1, n SI = 2 ) satisfait la contrainte 0 < n Il < n SI < 3 , 

(B.14.2) 

car seule la combinaison (nI! =1, nSI =2, n12 =3, nS2 =4) satisfait la contrainte 

Les tableaux B.4 et B.5 montrent, respectivement, le processus de dénombrement des motifs dans 

les cas ~n = 2 et ~n = 3. 
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N 

CR N 
2,q,2 

N 

CR N 
2.q,3 

Tableau B.4. Dénombrement par récurrence des motifs à largeur réduite, /ln = 2 

3 4 5 6 7 8 

1 +2 3 +2 5 +2 7 +2 9 +2 11 +2 

o o ~1 _+;;q...-----:5, 13 CR~2,2 = 25 
""-...1+ 

o o 

o o o o ~O = 

Tableau B.5. Dénombrement par récurrence des motifs à largeur réduite, /ln = 3 

3 4 5 6 7 8 

1 6 +' 9 +~ 12 +3 15 +3 .. 
o o _+ 1 _+ 5 15 CR~.2,3 =33 

---t---+----. ............ _+ 

o o _+ 0 _+ 0 ~ 1 = CR~ 33 = 7 
---t---+----.~_+ 

o o 0 0 ",0 = 0 

B.4. Dénombrement des motifs à trous extrêmement larges 

256 

N 

N 

Dans cette section, nous dénombrons des motifs dont la distance entre les trous ne 

dépasse pas I1n. Ces motifs doivent satisfaire la contrainte: 

{

o<nn ::;'l1n 

nIk <nI(k+I)-/';.n::;'nSk <nI(k+I) avec k = 1, ... , (q-1) 
n 1q <N-l1n::;'nSq <N 

(B.15) 

Ils sont notés CL~q,t.n où Net q sont, respectivement, la longueur et le nombre de trous des motifs. 
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B.4.1. Cas de motifs à deux trous 

Dans le cas d'un motif à deux trous, la contrainte (B.15) devient: 

{

O< n Il $. lm 

Sup((n Il + 1),(n/2 -~n ))$.nSl <n/2 

Sup((n/2 +l),(N-~n))$.nS2 <N 

nn varie de (nn+2) à (n52-l) par pas de 1. Il prend alors (nS2-l) - (nn+2) + 1 valeurs. 

Pour chaque valeur prise par nn, nSI prend: 

I1.n valeurs (nsl = nn - I1.n, ... ,·nn - 2, nn - 1), si n/2 >n/I +~n 

(I1.n -1) valeurs (nSI = nn - I1.n +1, ... , nn - 2, nn - 1), si nI2 =nn +~n 

(I1.n - 2) valeurs (nSI = nn - I1.n +2, ... , nn - 2, nn - 1), si n/2 =nll +~n-l 

(11.n - 3) valeurs (nSI = nn - I1.n +3, ... , nn - 2, nn - 1), si n/2 =n[l +~n-2 

une valeur (nsl = nn - 1), si n/2 =n[l +2 

En tenant compte seulement des variations de nn et nSl, on dénombre: 

ân-l 

~n.{(nS2 -l)-(n/I +2)-1}-,~) motifs 
;=1 
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(B.16) 

(B.17.l) 

(B.17.2) 

(B.17.3) 

(B.17.4) 

(B.l7.5) 

(B.18) 

Quand nn et nSl varient, respectivement, de 1 à l1.n et de (N - I1.n) à (N -1) par pas de 1. On peut 

écrire que: 

nSl = N - S avec S = 1,2, ... , I1.n 

nn = r avecr = 1,2, ... , l1.n 

(B.19.l) 

(B.l9.2) 

Pour calculer le nombre total des motifs, il reste à sommer (B.18) sur nn et nS2. On obtient alors, 

après substitution de (B.l9) dans (B.l8) : 

CL~2.ân = ~~{ ~n.{N -s-r-2}-, ~i} 

Après simplification, (B.20.1) devient: 

CL~2.ân =~n2.{~n.(N-2)-~i}-~n.~~(s-r) 

Mise sous forme de récurrence, (B.20.2) devient: 

Ce raisonnement est valable sous condition que : 

(B.20.l) 

(B.20.2) 

(B.20.3) 

(B.21.l) 
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Sachant que la plus petite valeur possible de nS2 est (N - An) et que la plus grande valeur possible 

de nn est (An), (B.21.1) devient: 

N>3·l'ln 

Dans le cas où la condition (B.21.2) n'est pas vérifiée, on fait un dénombrement direct. 

Exemple de dénombrement dans le cas !ln = 2 

Quand N < 5, aucun motif de deux trous ne répond à la contrainte 0 < n Il < n SI < n /2 < n S2 < N 

Quand N = 5, on compte un seul motif de deux trous : 0 < 1 < 2 < 3 < 4 < N 

CL;.2,2 =1 

Quand N = 6, on compte 5 motifs de deux trous: 

QuandN= 7, 

QuandN= 8, 

O«nIl =1)«nsl =2)«n/2 =3)«nS2 =5)<N 

O«nIl =1)«nsl =2)«nn =4)«nS2 =5)<N 

O«nIl =1)«nsl =3)«nI2 =4)«nS2 =5)<N 

O«nll =2)«nSI =3)«nl2 =4)«nS2 =5)<N 

O«n/1 =l)«nSI =2)«n/2 =3)«nS2 =4)<N 

d'où CL~22 =5 

CL~.2,2 = 2 
3 
+ cLi.2,2 = 20 

B.4.2. Cas de motifs à trois trous 

(B.21.2) 

(B.22.1) 

(B.22.2) 

(B.22.3) 

(B.22.4) 

Un motif à trois trous peut être considéré comme un motif à deux trous de longueur n/3. 

Le dénombrement des motifs à trois trous est ramené à une suite de dénombrements des motifs à 

deux trous correspondant aux différents couples possibles de n/3 et nS3. L'arborescence de la 

figure B.1 montre l'ensemble des dénombrements de motifs à deux trous, qu'il faut additionner 

pour dénombrer les motifs à trois trous; d'où: 

[ 
N-~+l) ] [M-I ] CL~3,M = l'ln L CL;.2,M + L u·CL~~,I;;: 

1=5 .=1 
(B.23) 
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+--+-----r-..... nn 

C4.2,6n C~.2,6n CrN-(6n+l) 
'-'2.2,611 

C~2,6n crN- 3 
'-'2.2,611 

C4.2,6n 
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crN- 2 
'-'2.2,611 

Figure B.l. Arborescence de passage des motifs de trois trous à des motifs de deux trous 

CasAn=2 

Le dénombrement des motifs de longueur N et (N + 1) par application de (B.23) aboutit à: 

N-3 

CL~3,2 =2 L CL~.2,6n +CL~~,; 
1=5 

Sachant qu'on peut écrire: 

N-2 N-3 

L CL;.2,6n = CL~-;,~ + L CL;.2,6n 
1=5 1=5 

et en tenant compte de (B.24), (B.25) devient 

Cas An =3 

C'LN +1 C'LN C'LN -2 C'LN-1 
2.3,2 = 2.3,2 + 2.2,611 + 2.2,2 

Un raisonnement similaire à celui du cas précédent aboutit à : 

B.4.3. Cas de motifs à q trous 

C'LN+1 C'LN C'LN-3 C'LN-2 C'LN-1 
2.3,3 = 2.3,3 + 2.2"B + 2.2"B + 2.2,3 

(B.24) 

(B.25) 

(B.26) 

(B.27) 

(B.28) 

Le raisonnement par arborescence effectué pour le dénombrement des motifs à trois trous 

à partir de celui des motifs à deux trous est facilement généralisé pour dénombrer des motifs à q 

trous à partir des motifs à (q - 1) trous. Il aboutit à 

(B.29) 
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SCHÉMAS ÉLECTRIQUES 

DES DIFFÉRENTS MODULES DU 

CIRCUIT ÉLECTRONIQUE DE COMMANDE 

De quoi s'agit-il? 

Cette annexe présente les schémas des circuits électroniques qui réalisent les différentes 

fonctions du circuit de commande du convertisseur, considéré dans le chapitre 4. Ces fonctions 

sont: 

./ la fonction de relaxation qui génère le signal DPZ 

./ la fonction de génération de la porteuse 

./ la fonction de génération des motift MDI et des signaux de commande des 

interrupteurs 

C.l. Circuit de la fonction de relaxation ................................................................................ 261 

C.2. Circuit de la fonction de génération des motifs ............................................................. 262 

C.3. Circuit de la fonction de génération du motif MDI et des commandes des interrupteurs 

263 
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C.1. Circuit dè la fonction de relaxation 

Alimentation 
alternative Vca Il kO 

120 V / 60 Hz 

+ 15V 

S-Rés x 2 -----~y 

,100nF 

-15V 

!:l.U~--I.---", S-Résj 

10 

+ 15V 

5V 

1 !dl 

Y,74LS74 

2D1 
l-----l 
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5V 

14 

!'---.DPZ 

4 

Figure C.1. Schéma du module de réalisation de la fonction de relaxation 

La tension alternative d'alimentation, après réduction de son amplitude par le diviseur de tension 

(11 kO et 820 0), est comparée aux tensions de référence +Vrejet -Vref Ces tensions de référence 

sont les tensions aux bornes des diodes 1N914. Ceci permet d'avoir des tensions de référence 

stables (égales en valeur absolue et insensibles aux dispersions des alimentations auxiliaires +/-

15 V et des résistances 1 ka). Les comparaisons, par rapport aux tensions de références, sont 

réalisées par des LM 311. Sachant que ces derniers sont à "Collecteur ouvert", leurs sorties sont 

directement reliées, et ce afin de réaliser une opération logique ET entre les deux comparaisons 

sans utilisation d'une porte logique. L'impulsion, qui résulte de ces deux comparaisons, est 

synchronisée sur les fronts montants d'un signal à la fréquence de résonance de la charge (S-Rés) 

par une des deux bascules D du circuit 74LS74. Il en résulte, finalement, le signal DPZ. 

L'autre bascule est exploitée pour générer, à partir d'un signal à deux fois la fréquence de 

résonance (S-résx2), le signal (S-Rés) et son inverse (S-Rés_f). L'intérêt de cette opération est 

expliqué plus loin dans cette annexe. 
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C.2. Circuit de la fonction de génération des motifs 

Figure C.2. Schéma du module de réalisation de la fonction de relaxation 

La fonne triangulaire de la porteuse est échantillonnée en 512 échantillons, qui sont stockés dans 

les 512 premiers octets de la mémoire 49F512. Ces 512 premiers octets sont adressés par les 9 

premiers bits d'un compteur de 12 bits. Pour constituer ce compteur, deux circuits 74393 ont été 

nécessaires. Ce compteur est remis à zéro chaque fois que le signal DPZ est au niveau 1 et est 

excité par le VCO du circuit 4046. Le potentiomètre PF pennet donc de commander la fréquence 

de la porteuse, via la fréquence du VCO. La fréquence de la porteuse est 512 fois plus petite que 

la fréquence du VCO. Les circuits MC 1408 et TL 082 fonnent l'étage de la conversion de la 

porteuse d'une fonne binaire en tension analogique. Le potentiomètre PR pennet de régler 

l'amplitude de la porteuse. 
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C.3. Circuit de la fonction de génération du motif MDI et des commandes des interrupteurs 

sv 

~~~~ +ISV 

.....--- ~ Ir- Vt ~ TLC372 8 
Vcc 

[Pd (p.u.)]- ~ S 1+ O~7~---L __ --1 

Porteuse 
6 1-

4 

y, 74LS 

DP"'-________ -+-_1-t3 [:>0 12 

[:>0 
S-Rés 

S-RésJ 

sv 

SN7407 

1'1-1.-1--1--+. Cde 10-1 

l''-........ -+-+.Cde 10-3 

sv [> 

74LS32 

~_......L...-+-, Cde 10-4 

....... ----L-.Cde 10-2 

Figure C.3. Schéma du module de réalisation de la fonction de génération du motif 

et des commandes des interrupteurs 

La tension au mveau du curseur du potentiomètre P est la tension de commande ec , qui 

représente aussi la puissance transmise désirée. Sa comparaison à la porteuse par le circuit 

TLC372 génère un motif asynchrone. Une bascule D (circuit 74LS74), qui est remise à zéro 

chaque fois que le signal DPZ est au niveau logique un, génère, à partir du motif asynchrone, un 

motif synchronisé sur le signal de résonance. La même bascule génère aussi un motif MDI 

inversé. Les signaux de commande des interrupteurs supérieurs de l' onduleur sont générés par 

des portes ET (circuit 74ALS08) à partir du motif MDI et des signaux S-Rés et S-RésJ. Les 

signaux de commande des interrupteurs inférieurs sont générés par des portes OU (circuit 

74LS32) à partir du motif MDI inversé et des signaux S-Rés et S-RésJ. 

Dans le cas où une porte logique NON est utilisée pour générer le signal S-Rés J à partir du 

signal S-Rés, ces signaux ne seraient pas en parfaite opposition de phase à cause du temps de 

réponse de la porte logique NON. En conséquence, les commandes des interrupteurs 1 et 2 ne 

seront pas en opposition de phase, respectivement, avec les commandes des interrupteurs 3 et 4. 



Annexe D 

MISE EN ÉQUATION 

DÉTAILLÉE - CAS D'UN CONVERTISSEUR MDI 
A , 

AVEC REDRESSEUR DE TETE TRIPHASE 

De quoi s'agit-il? 

Cette annexe s'attache au chapitre 6. Elle présente la mise en équation d'un convertisseur ca-ca 

à MDI dont le redresseur de tête est un pont triphasé double à diodes. Elle décrit la démarche et 

les calculs intermédiaires menant à l'établissement de la série de Fourier des courants tirés par 

le convertisseur. Le cheminement de cette mise en équation est indiqué ci-dessous. 

Détermination de l'amplitude de la tension aux bornes de la capacité de la charge 

résonnante durant chaque période de commutation de l'onduleur 

Déduction de l'amplitude du courant dans la charge durant chaque période de 

commutation 

Déduction de l'amplitude du courant à l'entrée de l'onduleur durant chaque période de 

commutation 

Déduction du courant à la sortie du redresseur supposé constant durant une demi

période de commutation de l'onduleur 

Déduction du courant à l'entrée du redresseur et calcul de sa série de Fourier 
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D.I. Convertisseur étudié, notations et hypothèses ............................................................... 265 

D.2. Expression de la tension aux bornes du condensateur C (vc) ....................................... 266 

D.2.1. Cas de fonctionnement sans cycle de roue libre ................................................. 266 

D.2.2. Cas de fonctionnement avec un trou.......... ...................... ............ ......... ................ 268 

D.2.3. Cas de fonctionnement avec q trous ..................................................................... 270 

D.3. Expressions des courants ................................................................................................. 271 

D.3.1. Cas de fonctionnement sans cycle de roue libre ................................................... 271 

D.3.2. Cas de fonctionnement avec q trous ...................................................................... 272 

D.4. Analyse de Fourier des courants tirés par le convertisseur .......................................... 275 

D.4.1. Cas de fonctionnement avec zéro trou ................................................................... 276 

D.4.2. Cas de fonctionnement avec q trous.. .................. .................. ................... ...... ....... 277 

D.I. Convertisseur étudié, notations et hypothèses 

Nous indiquons sur les figures D.I et D.2 le convertisseur considéré, les tensions à 

l'entrée et à la sortie du redresseur et les séquences MDI utilisées. 

[

vca,l l 
Vca,2 

u 

I-.......... -C 

Neutre 

Figure D.I. Schémas du convertisseur et identification des courants et tensions 
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Séquence MDI 

u 

-Nt,)2 

-TcJ12 

266 

n ( temPl discret) . 

t (temps continu) 

Figure D.2. Indication des tensions alternatives et redressée et des séquences MDI 

Les interrupteurs semiconducteurs et le découplage haute fréquence entre les courants de sortie 

du redresseur et d'entrée de l'onduleur sont supposés parfaits. 

Le circuit RLC est supposé très peu amorti, d'où un coefficient "a" très proche de l'unité. 

La fréquence de commutation est supposée très grande par rapport à la fréquence des tensions 

Vca,1-3. En conséquence, la tension u variant très peu durant une période Trs' On écrit que: 

pour (n-I)Trs <t~nTrs (D.I) 

De par le principe de la commande MDI, la période de commutation est prise égale à la période 

de résonance de la charge RLC, d'où 

(D.2) 

D.2. Expression de la tension aux bornes de C ( v c ) 

D.2.l. Cas de fonctionnement sans cycle de roue libre 

On considère un intervalle de temps [(n-I)Trs ,nTrsJ, qUI correspond à une période de 

commutation. 
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Durant la 1 ère moitié de cette période, la charge est soumise à une tension 

avec comme condition initialev)n-l). À la fin de cette 1ère 

moitié, la tension v c devient: 

(D.2) 

Durant la 2ème moitié, la charge est soumise à une tension vch =-mlrU(n)=-mlrÛCacOs(" ~J 
3 N

IP 

avec comme condition initiale v c (n -0.5). À la fin de cette période, la tension v c devient: 

(D.3) 

En éliminant vc (n-0.5) dans les expressions (D.2) et (D.3), on obtient la relation de récurrence: 

Vc (n )=a2 .vc{n-l)-{l+a y ·mtru{n) 

En fonction de la tension à l'origine (vc (-NIP
/2)), l'expression (D.4) s'écrit: 

n+{Ntp/2}-1 
vc{n)=a2n+Ntp .vc (-Ntp/2)-{1+aY mtr ~>2j .u(n-}) 

j=O 

La série de l'expression (D.5) peut être calculée par assimilation à une intégrale 

n+{N'P /2}-1 1 fn+{N f2}-I)T 2~ 
~>2j .u(n-})=u{n)+-1 Ip "a T" ·u(nTrs -t')dt' 
j=O . Trs 

où la variable discrète} est exprimée par la variable continue l'avec 1'= }Trs . 

Le calcul de l'intégrale aboutit à: 

où a=-2.log{a ).F,.s 

L'expression (D.5) devient alors: 

(D.4) 

(D.5) 

(D.6) 

(D.7) 

(D.8) 

Étant périodique de période Tca/6, Vc prend les mêmes valeurs aux instants -Tcal12 et Tca/12, d'où: 

(D.9) 

En mettant n = N tl2 dans l'expression (D.8), on obtient: 



Annexe D : Mise en équation détaillée ... redresseur de tête triphasé 268 

Ntp étant supposé très grand et a inférieur à 1, (D.1 0.1) se réduit à: 

Vc(NIp/2)~-(I+ar(l+ 1 ].mtrÛcaCOS(1r) 
-2Iog(a) 6 

(D.10.2) 

En tenant compte de (D.9) et (D.10.2), (D.5) devient: 

vc(n)=-(l+ar(l+ 1-(I/a2)]mtrÛcaCOS(1r)a2n+Ntp -(l+ar(l+ 1 ].mtru(n) (D.11.I) 
-2Iog(a) 6 -2Iog(a) 

Enfin l'expression simplifiée de Ve devient alors: 

(D.11.2) 

D.2.2. Cas de fonctionnement avec un trou de bornes nI et ns 

Pour la détermination de la tension aux bornes du condensateur et du courant dans la charge, il 

est équivalent de considérer que la commande des interrupteurs n'introduit pas de cycles de roue 

libre, mais que l' onduleur est alimenté par une tension: 

u'=u-u" (D.12) 

La tension aux bornes de C, produite par la tension u " peut être considérée comme la tension aux 

bornes de C produite par la tension u, que nous avons déjà établie (D.II.2), moins celle produite 

par u", que nous notons v"e et que nous déterminons ci-dessous. 

En remplaçant u par u", (D.5) devient: 

n+(~2}-1 
v:(n)=a2n+N

,p .V:(-Ntp /2)-(I+af 2.,p 2j ·mtru"(n- j) 
j=O 

On peut démontrer que : 

j=O 

n+(N,p/2}-1 n-n, 
~2a2jmtru"(n- j)= Ia2I .mtru(n- j) 
j=O j=O 

(D.13) 

(D.14.1) 

(D.14.2) 
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En assimilant la série à sa forme intégrale, on établit que: 

n+(~2}-1 n-n, [( 1 J 
La

2jmlru"(n- j)= La
2j

mlru(n- j)~mlr 1+ _ () u(n) 
~ ~ 2~ga 

En mettant n = Ntp!2 dans (D.13) et en tenant compte de (D.14.3) et (D.15), on écrit: 

Comme Ntp est supposé très grand, on peut considérer que : 

v;(N1P /2 )=v;(- N IP /2 )~O 

Compte tenu de (D.17), (D.15) et (D.14), (D.13) devient: 

pour N IP /25,n<n I v;(n)=O 
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(D.14.3) 

(D.15) 

(D.16) 

(D.17) 

(D.18.l) 

(D.18.2) 

v"(n)=-(l+a) m 1+ u(n )- u(n) a2{n-ns)=_(1+a)2m B(n n )a2{ns-nd 2 [( 1 J a
2
{ns-nd ] 

C Ir -2Iog(a) s -2Iog(a) 1 Ir /' S 

La tension aux bornes du condensateur est alors donnée par: 

NI 
pour ns 5.n5.-P 

2 

vc(n)~-(1+aY(1+ 1 )mlru(n) 
-2log(a) 

vc(n)~-(1+aY(1+ 1 )mlrU(n)+(1+aYmlrB(n/,n) 
-2Iog(a) 

vc(n)~-(l+aY(l+ 1 ( ))mlrU(n)+(1+aYmlrB(nI,ns)a2(n-ns) 
-2log a 

(D.18.3) 

(D.19.1) 

(D.19.2) 

(D.19.3) 
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D.2.3. Cas de fonctionnement avec q trous 

On considère que dans. chaque période [-Tca /12 Tca /12] de la tension u, les signaux de 

commande des interrupteurs créent q trous. Chaque trou est repéré par ses bornes inférieures 

n/k et supérieures nSk avec k = 1,2, ......... ,q. Ces différentes bornes vérifient l'inéquation: 

(D.20) 

Dans ce cas, la tension Vch, et en conséquence, la tension Vc et le courant ich seront les mêmes que 

si la commande des interrupteurs est continue . (sans cycle de roue libre) et que la tension 

d'alimentation de l'onduleur est: 

q 

u'=u-LU; 
k=1 

(D.2I) 

Les résultats établis dans le cas d'un fonctionnement avec un trou sont facilement généralisés au 

cas d'un fonctionnement avec q trous. 

À partir de (D.19), on déduit que pour: 

N'P/2~n<n/l vc(n)=-(I+a)2(1+ 1 )mtru(n) 
-2Iog(a) 

(D.22.1) 

vJn)=-(I+aY(I+ 1 ( )Jm,rU(n)+(I+aYm,rB(n/l,n) 
-2log a 

(D.22.2) 

(D.22.3) 

(D.22.4) 

vc(n)=-(I+aY(I+ _ 1 ( ))m,rU(n)+(I+aYm,r{fB(n/k,nSk)a2(n-nSk)+B(n/q,n)1 
210g a k=1 J 

(D.22.5) 
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D.3. Expressions des courants 

D.3.1. Cas de fonctionnement sans trous 

D.3.1.1. Courants ich et iond,e 

Étant supposé que la charge RLC est très peu amortie, le courant ich varie comme un sinu~ durant 

chaque période [(n -1 )Trs nTJ. Sa valeur crête est: 

(D.23) 

Le courant à l'entrée de l'onduleur (iond,e) est la forme redressée du courant dans la charge (ich). 

Ils sont liés par: 

(D.24) 

D.3.1.2. Courant ired,s 

Dans l'hypothèse d'un découplage haute fréquence parfait assuré par CHF, le courant ired,s est 

identique à la composante basse fréquence de iond,e. Durant une période [(n -1 )Trs nTrs ]' on peut 

estimer que ired,s reste constant et égal à la valeur moyenne de iond,e : 

. 2(.) 1 =-1 
red,s ond,e crête 1C 

En tenant compte de (D.25), (D.24), (D.23), (D.l1.2) et (D.l), on peut écrire que: 

- N tp /2-5.n -5.Ntp /2 

ired,s(n)=~ {C{(1+a2{1+ 1 ( )J-l}m;ûcacos(1C ~J=.J3AocOS(1C ~J 1C Vi \ -2log a 3 N tp 3 N
tp 

Sachant que f=nTrs ' (D.26.1) devient: 

D.3.1.3. Courants à l'entrée du redresseur (ie,!, ie,2 et ie,3) 

Le courant ie,! se déduit de ired,s par les équations suivantes: 

(D.25) 

(D.26.1) 

(D.26.2) 

(D.27.1) 
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(3· Tca )/125t«5· Tca )/12 

(5-TcJ/12<t<Tca/2 

i.,('h .... ('-Tro/6)~A,F3CO{ ~: ,- ;) 

ie,1 (t )=ie,1 (t- Tca/6) 

ie,1 (t )=0 

ie,1 (t )=-ie,1 (t-(Tca/2)) 
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(D.27.2) 

(D.27.3) 

(D.27.4) 

(D.27.5) 

La figure D.3 indique la forme du courant de la phase 1. Les courant ie,2 et ie,3 se déduisent de ie,1 

par des déphasages de 1200 et 2400 

ie,2 (t )=ie,1 (t- Tca /3) 

ie,3 (t )=ie,\ (t -(2. Tca )/3) 

t 

n 

(D.28.1) 

(D.28.2) 

Figure D.3. Allure du courant tiré d'une phase par le convertisseur en absence de trous 

D.3.2. Cas de fonctionnement avec q trous 

D.3.2.1. Courants ich et iOnd,e 

Le courant dans la charge ich se calcule de la même façon que précédemment à condition 

d'exprimer Vc par son expression (D.22) dans (D.23). Le courant à l'entrée de l'onduleur (iond,e) 

est donné par: 

en dehors des trous 

durant un trou 

(D.29.1) 

(D.29.2) 
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D.3.2.2. Courant ired,s 

En supposant un découplage haute fréquence parfait, (D.25) demeure valable. En tenant compte 

de (D.25), (D.29), (D.23), (D.22) et (D.l), on peut écrire que: 

N; sn<nu i,,,,,(nl=-'3A,co{ ; ;J (D.30.l) 

ired,s (n )=0 (D.30.2) 

. ()- r;:;3.d (7r n J (1 2 \2~ 2B( )a2(n-nS1 ) lreds n -V-'L-'(jCOS -- - +a t= -mtr nll,nSI , 3 N,p 7r L 
(D.30.3) 

(D.30A) 

(D.30.5) 

En passant de la variable discrète n à la variable continue t, liées par t = n Trs et sachant que 

Tca =6·Ntp ·Trs ' les expressions (D.30) deviennent: 

T 
-Tca/12'5:.t<nll~ 

6Nrp 

T T 
n ~<t<n ~ 1I6N - SI 6N tp tp 

T T n ~<t<n ~ 
SI 6N - I2 6N 

tp tp 

ired,s (t )=0 

T T 
n ~'5:.t<n ~ i (t) 0 

Iq 6N Sq 6N red,s = 
Ip Ip 

(D.31.1) 

(D.31.2) 

(D.31.3) 

(D.31.5) 
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T T 
n ~5,n5,--E!.. 

Sq 6N 12 
Ip 

D.3.2.3. Courant ie,} 

Le courant ie,l se déduit de ired,s par les équations suivantes: 

ie.1 (t )=0 

T /125,t< nll Tca 

ca N 6 
Ip 

ie,! (t )=.J3Ao cos( 21r t- Ir] 
Tca 3 

ie.1 (t )=0 

ie,1 (t )=0 

n T 3 
-.!i...-.E!.... 5,n <-T 
N 6 12 ca 

Ip 

ie ,\ (t )=0 

ie.1 (t )=-ie,1 (t-(Tca /2)) 
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(D.32.l) 

(D.32.2) 

(D.32.3) 

(D.32.4) 

(D.32.5) 

(D.32.6) 

(D.32.7) 

(D.32.8) 

(D.32.9) 

(D.32.l0) 
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DA. Analyse de Fourier des courants tirés par le convertisseur 

Il suffit de faire une analyse de Fourier d'un seul des trois courants à l'entrée du 

convertisseur. Notre choix s'est porté sur ie,!. Nous écrivons que: 

ie,1 (t)= IAm sin (wci )+ Bm cos(wci) (D.33) 
m=I,5,7,11,13, ... 

Les coefficients Am sont définis par: 

Am = T
4 [z\,1 (t )sin(mwci )dt = : U~~~~I\,I (t )sin(mwci)dt+ I:~:a~l: il (t-(Tca /6))sin(mwci)dt} 
ca ca 

(D.34) 

En effectuant un changement de variable t~t-(Tca/6), on obtient: 

(D.35) 

La forme intégrale de Am devient, après avoir effectué la somme de 2 sinus: 

8 (1rJ 13Tca
/12 () ( 1r) A =-cos m- ie 1 t sin mw t+m- dt 

m T 6 Tea /12 ' ca 6 ca 
(D.36.1) 

En faisant intervenir le courant à la sortie du redresseur, (D.36.1) s'écrit: 

Am =~cos(m 1r) fT
ea

/12 ired,s (t- Tca /6)sin(mwcat+m 1r)dt 
Tca 6 Tea /12 6 (D.36.2) 

Après un second changement de variable t~t-(Tcal6), on obtient une forme plus simple: 

(D.36.3) 

Les coefficiepts Bm sont définis par: 

(D.37.1) 

En leurs appliquant le même traitement qu'aux coefficients Am, on obtient: 

(D.37.2) 

Pour déterminer les différents coefficients de la série de Fourier du courant tiré par le 

convertisseur, il suffit alors d'effectuer les intégrations des expressions (D.36.3) et (D.37.2) en y 

utilisant les expressions de ired,s, déjà établies dans les cas d'un nombre de trous quelconque. 
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D.4.1. Cas de fonctionnement avec zéro trou 

Comme il est indiqué sur la figure D.3, une alternance positive du courant ie,1 possède une 

symétrie axiale par rapport à 1t/2 et ses alternances positive et négative sont identiques au signe 

près. En conséquence, les coefficients Bm sont nuls. De même, les spectres des courants ne 

contiennent que des harmoniques impairs non multiples de trois à cause de l'utilisation d'un 

système triphasé sans neutre. 

D.4.1.1. Calcul des coefficients Am 

Le calcul de l'intégrale (D.36.3), en tenant compte de (D.26.2), aboutit à: 

• Amplitude du fondamental AI, noté AIO par référence au fonctionnement à zéro trou et que 

. nous utiliserons dans la suite comme référence des courants, est: 

2 ~{( 2 { l)} 2" ( 3J3] Alo =- - l+a 1+ ( ) -1 m1rVca 1+- =AoA 
, 1r L -2log a 21r 

• Amplitude des harmoniques en valeur réduite (am = Am ,m = 3, 5, 7, 11,13, ... ) 
Al,o 

12 (1r) . ( 1r){sin((m + 1)'1r/6) Sin((m-l)'1r/6)} am = r;; cos m- sm m- + 
1rv 3A 6 2 m+l m-l 

D.4.1.2. Calcul du facteur de puissance 

La valeur efficace du courant ie, l, calculée à partir de sa définition, est: 

Les puissances apparente et active, calculées à partir de leur définition, sont: 

En fonctionnement avec 0 trou (c.-à-d. à puissance maximale), le facteur de puissance du 

convertisseur MDI avec redresseur de tête triphasé est: 

PH (FP)o=-= -=0.9558 
S 2 

(D.38.1) 

(D.38.2) 

(D.39) , 

(D.39.1) 

(D.39.2) 

(D.40) 
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D.4.1.3. Comparaison avec un redresseur débitant un courant parfaitement lissé 

Nous considérons un redresseur PD3 à diodes qui débite un courant parfaitement lissé. La figure 

D.4 montre les spectres des courants tirés du réseau d'alimentation par le redresseur et par le 

convertisseur MDI. On constate un léger avantage au profit du convertisseur MDI car les 

amplitudes des harmoniques de même rang sont légèrement plus faibles en convertisseur MDI 

qu'en redresseur PD3, à l'exception des harmoniques d'ordre 5. En effet, l'harmonique 5 en MDI 

représente 22.63 % du fondamental, alors que dans un redresseur PD3; ce taux est de 20 %. 

1 

0, 8 

6 0, 

4 ; 0, ... 
~ 
e 
U 0,2 

u-

-0,2 

4 -0, 

Il Il ,. .. .. ---
l" '111.1 ' .. ' .. 

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 

Hanmnique 

Figure D.4. Comparaison des spectres des courants tirés par un redresseur PD3 et un 

convertisseur MDI utilisant un redresseur de tête triphasé à puissance maximale 

D.4.2. Cas de fonctionnement avec q trous 

Pour déterminer la série de Fourier des courants tirés du réseau d'alimentation par le 

convertisseur MDI dans le cas d'un fonctionnement avec un nombre de trous q (entier naturel), il 

faut calculer les intégrales des expressions (D.36.3) et (D.37.2) en y remplaçant ired,s par ses 

expressions (D.31). Les coefficients Am et Bm sont exprimés en valeur réduite. Al,Q est prise 

comme référence. On calcule alors des coefficients réduits: 
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et b = Bm où 
m A

10 

m = 1,5,7,11,13, .... 

Les coefficients réduits de la série de Fourier se mettent sous la forme: 

où 

q 

am = am,! + l am1k 
. k=l 

q 

bm = bm,! + Ibmlk 
k=! 

Tout calcul fait, on trouve: 

pour m = 1, 

3 f. (2'1r n Sk J (2'1r nIk J bl,l=---.L..cos -- -cos --
2'1r·A k=! 3 N IP 3 N IP 
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(D.41.1) 

(D.41.2) 

(D.42.1) 

(D.42.2) 

(D.43.1) 

(D.43.2) 

(D.43.3) 

(D.43.4) 

(D.44.1) 

(D.44.2) 

file:///dt-Y
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pour m=/:.I 

(D.44.3) 

(D.44.4) 

pour m = 1, 5,7, .... 

(D.44.5) 

(
N

IP 

) ( ) [ J 2 T-nSk. 2n- . n- n Sk n-
a sm m--À, -sm m--+m--À, 

3 m 3N 2 m 
tp 

2nSh • ( n- n Sh n- 1 J a sm m--+m--/i, 
3N 2 m 

- 2nSk ~ Ip 
-a L 

h=k+l 2nlh· ( n- n Ih n- J -a sm m--+m--À, 
3 N

rp 
2 m 

(D.44.6) 



Annexe E 

CALCUL DES SPECTRES 

HARMONIQUES DES COURANTS TIRÉS DANS 

LE CADRE DE LA MODÉLISATION SIMPLIFIÉE -
~ , 

CAS AVEC REDRESSEUR DE TETE TRIPHASE 

De quoi s'agit-il? 

Cette annexe s'attache au chapitre 6. Elle présente des calculs intermédiaires servant 

dans la détermination des spectres harmoniques et de la valeur efficace des courants tirés par le 

convertisseur MDI avec redresseur de tête triphasé, dans le cadre de la modélisation simplifiée. 

Nous considérons des motifs symétriques de deux types: motifs composés de trous et motifs 

composés de créneaux (forme décalée des motifs à trous). 

E.1. Cas de motifs symétriques composés de trous ................................................................ 281 

E.2. Cas de motifs symétriques composés de créneaux ......................................................... 283 

E.3. Cas de motifs symétriques composés de créneaux uniformément répartis ... .............. 285 
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E.1. Cas de motifs symétriques composés de trous 

Sur la figure E.I, nous indiquons un motif symétrique composé de trous et l'allure du 

courant tiré d'une phase, dans sa forme simplifiée. 

Séquence MDI 

•• 

nf6 nf2 5nf6 
1 
1 

1 nf3 1 : 
1 1 1 
1 • 1 1 

1 1 1 1 1 1 
1 fi, 1 

lJ+u-1J··li Motifs lJ·· .. l( 
On OSlj OIq OSq On+nf3 OSq+nf3 [On OSq OIl+nf3 OSq+nf3]+1t 

Figure E.l. Indication d'un motif symétrique composé de trous et le courant tiré 

correspondant en modélisation simplifiée 
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Étant donné qu'on considère des séquences MDI symétriques par rapport à leur milieu, la 

concaténation de deux motifs sur l'intervalle [1t/6 51t/6] est symétrique par rapport à 1t/2. En 

conséquence, l'alternance positive du courant ie,! est symétrique par rapport à l'axe 1t/2 et les 

alternances positive et négative sont identiques au signe près. 

Dans ces conditions, les termes en quadrature de phase, dans la série de Fourier du courant ie,! 

sont nuls. L'amplitude d'un harmonique d'ordre m, défini par: 

(E.1) 

devient: 

(E.2.1) 

En considérant le courant ie,! comme continu de valeur 10 dans lequel des trous, d'abscisses Olk et 

OSk, sont pratiqués, (E.2.1) s'écrit: 
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Am =i1o{ ['\in(mB)dB-t (lSk sin(mB)dB} 1r /6 k=1 11• 

Après le calcul des intégrales, on obtient : 

Am =~lo{cos(m 1r)_ iJcos(mB1k )-cOS(mBSk )]} 1r·m 6 k=1 

Sachant que B Xk = 1r n Xk + 1r , (E.3.l) peut aussi être écrite sous la fonne : 
3 Nip 3 

4 { ( 1r) ~[ ( 1r n1k 1rJ (1r nSk 1rJ]} Am=-.-lo cos m- -L..J cos m--+m- -cos m--+m-1r m 6 k=1 3 N IP 3 3 N IP 3 

ou encore 

( 1r) ( 1r n1k J . ( 1r)' ( 1r n1k J cos m- cos m-- -sm m- sm m--

( 
1r) q 3 3 N IP 3 3 N Ip 

cos m- - L 
6 k=1 (1r ) (1r n Sk J . ( 1r)' ( 1r n Sk J -cos m- cos m-- +sm m- sm m--

3 3 N
IP 

3 3 N
IP 
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(E.2.2) 

(E.3.l) 

(E.3.2) 

(E.3.3) 

Le motif étant symétrique (nn = -nsq, nsl = -nlq, ... ), les tennes en cosinus dans (E.3.3) s'annulent 

deux à deux. L'expression finale de l'amplitude de l'hannonique d'ordre m est: 

Dans le cas du fondamental, on obtient : 

A - 2.J3 1 {l ~[. (1r nSk J . (1r n1k J]} 1--- 0 -L..J sm -- -sm--1r k=1 3 N IP 3 N IP 

(E.5.l) 

En valeur réduite (amplitude référencée à 2.J3 10 , qui représente l'amplitude du fondamental à 1r 
pleine puissance), on obtient: 

al =1-L sm m-- -sm m--q [ • ( 1r nSk J . ( 1r n1k J] 
k=1 3 N IP 3 N IP 

(E.5.2) 

Dans le cas d'un harmonique d'ordre m=6h±1, on obtient: 
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si h est impair, 2.[j {-I ±I~[. ( Jr n Sk J . ( Jr nIk J]} Am =--10 ---L.J sm m-- -sm m--
Jr m m k=l 3 N ,P 3 N ,P 

(E.6.1) 

et en valeur réduite -1 ± 1 ~[ . ( Jr n Sk J . ( Jr n Ik J] am =---L.J sm m-- -sm m--
m m k=l 3 N Ip 3 N Ip 

(E.6.2) 

si h est pair, 2.[j {I ±I~[. (- Jr n Sk J . ( Jr nIk J]} Am=--10 ---L.J sm m-- -sm m--
Jr m m k=l 3 N Ip 3 N ,P 

(E.6.3) 

et en valeur réduite 1 ± 1 ~[ . ( Jr n Sk J . ( Jr n Ik J] am =---L.J sm m-- -sm m--
m m k=l 3 N ,P 3 N ,P 

(E.6.4) 

La valeur efficace du courant ie,l est défmie par: 

(E.7.1) 

Après calcul des intégrales, la valeur efficace du courant devient : 

(E.7.2) 

ou (E.7.3) 

E.2. Cas de motifs symétriques composés de créneaux. 

Quand le début d'une séquence MDI coïncide avec un fonctionnement en mode roue 

libre, nous considérons que le motif MDI se compose de créneaux. Physiquement, cette 

appellation se justifie par le fait qu'initialement l'onduleur est en mode roue libre (Courant tiré 

est nul) et, qu'au cours du temps et de manière intermittente, le motif le force à fonctionner en 

mode normal (Courant tiré non nul). La figure E.2 illustre ce cas de motifs avec symétrie. 

La détermination du spectre harmonique peut être faite en considérant le courant ie,l comme une 

superposition de créneaux, d'abscisses ()Ik et ()Sk et d'amplitude 10. On obtient: 

(E.8) 
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Séquence MDI 

7d6 

7d3 

7d2 

1 
1 

1 : 

57d6 

LJlj-JllJl--fiJ 
~l (}Sll (}lq (}Sq (}n+ 7d3 esq+7d3 

Motifs 

1 
1 
1 
1 --ru 

(}é 7d3 (}Sq + 7d3 ] +1t 
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Figure E.2. Indication d'un motif symétrique composé de créneaux et le courant tiré 

correspondant en modélisation simplifiée 

Pour différencier les notations des trous et des créneaux, les bornes d'un créneau sont notées hk et 

ISk. Sachant que BXk =" 1 Xk + " et tenant compte de la symétrie du motif, les amplitudes, en 
3 N,p 3 

valeur réduite, du spectre harmonique du courant tiré deviennent: 

pour le fondamental al = t[sin(m" ~]-sin(m" iL]] 
k=1 3 N,p 3 N,p 

(E9.1) 

pour m=6h±1 ± 1 ~[ . ( ,,1 Sk] . ( ,,1 Ik ]] am =-L... sm m-- -sm m--
m k=l 3 N,p 3 N,p 

(E.9.2) 

Dans ce cas de motif, la valeur efficace du courant ie 1 devient: , 

(E.1O.1) 

Après calcul des intégrales, la valeur efficace du courant devient: 

I~f~~J ~ IBsk -B1k 
" k=1 

(E. 1 0.2) 

ou I,,~( 3~ ~ J !:...·f/Sk -IIk 
3 k=1 N,p 

(E.1O.3) 



Annexe E : Calcul des spectres ... redresseur de tête triphasé 285 

E.3. Cas de motifs symétriques composés de créneaux de même largeur et uniformément 

répartis 

Un motif, composé de créneaux de même largeur et uniformément répartis, se produit 

quand il est généré par la comparaison d'une tension de commande et d'une porteuse triangulaire, 

dont le déclenchement de la rampe descendante coïncide avec le début de la séquence MDI. La 

figure E.3 illustre ce cas. 

Séquence MDI 

_ N,p 2.1-(3+1) 2·2-(3+1) 2·3-(3+1) NIp N N N 
2 Ip 2·3 Ip 2·3 Ip 2·3 2 

'4 1 ~I 1 1 1 

.1. J. 
N,pl3 

.1. .1. .1. .1 . ' .. 1 .., 
1 /).n/2 1 M 

1 /).n 1 /)./ 1 /).n 1 /)./ 1 /).n/2 

Figure E.3. Illustration d'un motif composé de créneaux de même largeur et uniformément 

répartis - Cas de 3 créneaux par séquence 

Les créneaux sont centrés aux points : 

nC,k 2·k-(q+l) _ 
-= aveck-l, 2, ... ,q 
N tp 2·q 

(E.ll) 

et les bornes d'un créneaux de largeur M sont données par: 

(E.12) 

Par substitution de (E.ll) dans (E.12), puis dans (E.9), on obtient le spectre du courant tiré, dans 

le cas d'un motif à créneaux uniformément répartis de largeur M : 

pour le fondamental G, ~2.Sin( ~ ~~ JsIG,(m~l) (E.13.1) 

pour m==6h±1 (E.13.2) 
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En réécrivant (E.lO.3) avec la considération de créneaux de même largeur, la valeur efficace du 

courant tiré devient : 

(E.14) 

Un motif avec q créneaux de largeur /)./ peut aussi être considéré comme Un motif avec q trous, 

dont les centres sont décalés de 1r par rapport à ceux des créneaux. La somme des largeurs des 

créneaux et des trous correspond à une période de la porteuse. Il en résulte la relation: 

Nt 
jj.f +/).n=-P 

q 
(E.15) 



Annexe F 

COMPLtMENTSDECALCUL 

DES SPECTRES HARMONIQUES DANS LE 

CADRE DE LA LOI DE StPARATION DES 

DISTORSIONS: CALCUL DES SIGq 

De quoi s'agit-il? 

Cette annexe s'attache au chapitre 6. Elle présente un complément de calcul des spectres 

harmoniques des courants tirés par le convertisseur MDI avec redresseur de tête triphasé, dans 

le cadre de la loi de commande de séparation des distorsions. Ce complément concerne la 

détermination de l'entité SIGq, que nous avons utilisée dans les expressions des coefficients de la 

série de Fourier des courants tirés par le convertisseur. 
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L'entité SIGq est définie par l'expression: 

SIG
q 
(m)= ~:Cos(m;r nC,k J= i:cos(m;r 2k-{q+ 1)) 

k=1 3 N tp k=1 3 2q 

Son calcul peut être grandement facilité quand on tient compte des remarques qui suivent. 

Remarque 1 : la périodicité de SIGq 

SIGq est périodique de période 6·q ou 2·6·q, selon que q est impair ou pair. 

En effet, 

./ Si q est impair, (q+ 1) sera pair, et : 

( . ) ~ ( ;r 2k - (q + 1) ) SIGq m+ J·6·q = ~cos m j{q+1);r =SIGq{m) 
k=l 3 2q 

La période de SIGq est bien 6·q 

./ Si q est pair, 

( ) 
q (;r 2k-{q+1) ) 

SIGq m+ j-2·6·q = LCOS m j{q+1).2.;r =SIGq{m) 
k=l 3 2q 

La période de SIGq est bien 2·6·q 

Conséquence: 
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(F.1) 

(F.2) 

(F.3) 

Il suffit de calculer SIGq seulement sur l'intervalle [1 6·q] ou sur l'intervalle [1 2·6·q], selon 

que q est impair ou pair. 

Remarque 2 : les symétries de SIG, 

./ Dans le cas q pair, 

• Pour deux points m et m', symétriques par rapport au milieu de la période [1 2·6·q J, 

c.-à-d. que: 

m'=2·6·q-m (F.4) 

le calcul de SIGq montre que: 
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(F.S) 

SIGq présente alors une symétrie paire par rapport au milieu de sa période. Son calcul 

peut être effectué seulement sur l'intervalle [1 6·q]. 

• Pour deux points m et m', symétriques par rapport au milieu de l'intervalle [1 6·q], 

c.-à-d. que: 

m'=6'q-m (F.6) 

le calcul de SIGq montre que: 

=_ ±cos(m JZ" 2k-(q+ l))=-SIG
q

(m) 
k=l 3 2q 

(F.7) 

SIGq présente alors une symétrie impaire par rapport au milieu de l'intervalle [1 6·q]. 

Finalement, son calcul peut être effectué seulement sur l'intervalle qui représente le 

quart de sa période, soit [1 6·q /2 J. 

-/ Dans le cas q impair, 

• Pour deux points m et m', symétriques par rapport au milieu de la période [1 6·q], 

C.-à-d. que: 

m'=6'q-m (F.8) 

le calcul de SIGq montre que: 

(F.9) 
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SIGq présente alors une symétrie paire par rapport au milieu de sa période [1 6·q]. 

Finalement, son calcul peut être effectué seulement sur l'intervalle qui représente la 

moitié de sa période, soit [1 6· q /2]. 

Conséquence des remarques 1 et 2: 

Il suffit de calculer SIGq seulement sur l'intervalle [1 6·q/2], que q soit impair ou pair. 

Calcul de SIGq pour l~m~6q/2 

Pourm= 1, 

S'TG (1)-~ (tr 2k-(q+l)J- 3 ~ (tr 2k-(q+1)J tr 
1 q - L..Jcos -q-L..Jcos 'q-

k=l 6 q tr k=l 6 q 3 

En approximant la série par une intégrale continue, on obtient: 

3 -llf6 3 . (tr) 3 SIGq(I)~q- Jcos(B)dB=q-2sm - =q-
tr -1l/6 tr 6 tr 

Pour m=6h±1 

. (h tr) -1l/6 sm tr ±-
SIGq(m)~q2. fcos((6h±I)B}dB=q2.2 6 

tr -1l/6 tr 6h±1 

SIG (1) 
Si h est impair, SIGq(m=6h±I)=+ q 

m 

Si h est pair, 
SIG (1) 

SIGq(m=6h±I)=+ q 
m 

(F.lO) 

(F.ll) 

(F.l2) 

(F.13) 

(F.l4) 


