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Introduction

Les techniques permettant d’obtenir des solutions exactes d’équations aux
dérivées partielles (EDP) non linéaires sont plus efficaces dans le cas ot les
équations ont deux variables indépendantes que dans le cas ot les équations
ont trois variables indépendantes et plus. Cela est particuliérement vrai dans
le cas de la méthode de la diffusion inverse et dans le cas des techniques
d’intégration classiques telle que la méthode des caractéristiques. Pour les
équations différentielles ayant deux variables indépendantes, la méthode des
caractéristiques permet d’obtenir, dans certains cas, les solutions générales
de ces équations différentielles. Cependant dans I’état actuel de la recherche,
cette technique ne semble pas étre la méthode la plus appropriée pour les sys-
témes de plus grande dimension, du moins, dans le cas des systémes soulevant
le plus d’intérét en physique-mathématique.

Ainsi, dans le cas de systémes ayant plus de deux variables indépendantes,
il serait plus avantageux d’isoler des classes de solutions exactes en utilisant
des propriétés géométriques ou physiques. Depuis les derniéres années, plu-
sieurs auteurs ont entrepris une étude systématique d’un groupe de solutions
invariantes pour de tels systémes. Cette étude a souvent exigé une étude dé-
taillée de la structure d’un sous-groupe d’un groupe de Lie qui est un groupe
de symétries de plusieurs systémes d’EDP.

Dans ce mémoire, nous utiliserons la méthode des caractéristiques et nous
considérerons une certaine classe de solutions d’EDP non linéaires de type
hyperbolique en lien avec la généralisation du concept de solutions d’'ondes
planes pour des équations linéaires. Plus précisément, nous considérons un
systéme d’EDP non linéaires homogéne de type hyperbolique de la forme
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AL o’
Z a;"(u', WP, ) 5—;:0, s=1,2,...,m (0.1)
p=l j=1 :c

ott les a; * sont des fonctions réelles différentiables par rapport 4 tous les argu-
ments u', u?, ... u" Nous nous pencherons sur I'existence et la construction
de ce qui est appelé les ondes de Riemann et les k-ondes de Riemann.
Ces solutions fournissent une généralisation appropriée de la solution d’ondes
planes mentionnée précédemment. Ces ondes ont été introduites par Siméon
Denis Poisson au début du X 7.X* siécle (1808) pour des équations décrivant
I'écoulement d’un gaz compressible isothermique en une dimension. Poisson
a formulé le probléme suivant : trouver les solutions de ces équations et les
considérer comme étant des équations de propagation d’ondes. Il a trouvé ces
solutions en supposant qu’elles sont représentées par des équations implicites
dépendantes d’une fonction arbitraire de la forme

u=F((u+ug) t —z). (0.2)

Cette idée a été généralisée par Bernhard Riemann (1854). 11 s’est éga-
lement penché sur I'exactitude mathématique des problémes de propagation
et de superposition d’ondes. Il a considéré les équations d’Euler pour un gaz
a deux variables indépendantes et de deux variables dépendantes décrivant
la propagation d’ondes & (1 + 1) dimensions

Jdu ou v Op
p <_3t+u_8x)+ (h) 5= = 0. (0.3)
dp op ou
E R

ou u est la vitesse locale du fluide isentropique et p est la pression considérée
comme étant une fonction différentiable de la densité p. Pour une entropie
constante, les solutions correspondent & la superposition de deux ondes ayant
une vitesse égale a
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et cela, lorsque les directions de propagation sont paralléles. De plus, mis en
évidence le le comportement asymptotique de la perturbation initiale locali-
sée reliée a ces ondes.

Riemann a également noté que la solution du systéme (0.3) avec des don-
nées différentiables arbitraires, ne peut pas étre continue indéfiniment, dans le
temps. En effet, celle-ci diverge aprés un certain temps. Plus précisément, les
dérivées premiéres des solutions deviennent infinies pour certains £ > T > 0,
dans ce cas, les solutions différentiables du probléme de Cauchy n’existent
pas. Nous sommes en présence d’'un phénoméne appelé la catastrophe du
gradient [1]. Cependant, Riemann s’est aussi intéressé a la continuité de
la solution pour t < T' T de la propagation. En se basant sur les lois de
la conservation de la masse et de la vitesse, il introduisit les solutions non
continues sous une forme d’ondes de choc et il démontra les lois liées & la
vitesse du front d’ondes et les paramétres de I'état du gaz avant et aprés la
discontinuité. Le probléme des ondes de Riemann ainsi que leur superposition
ont été étudiés par plusicurs auteurs. L’'élément principal de cette méthode
est 'introduction de nouvelles variables (appelées les invariants de Riemann)
ayant comme propriété spécifique d’étre constantes le long des courbes carac-
téristiques du systéme d’équations de départ. Cette approche nous permet
de réduire le nombre de variables dépendantes pour le probléme de superpo-
sition d’ondes et par le fait méme, simplifie la tache de résoudre le systéme
initial.

Ce travail de recherche se présent comme suit; le premier chapitre traite de
la notion de la courbe caractéristique de Monge afin de résoudre les EDP
d’ordre un non linéaires. Le second chapitre portera sur un systéme d’EDP
quasilinéaires de type hyperbolique & deux variables indépendantes résolu
par la méthode des caractéristiques généralisée. Cette résolution est baste
sur la notion des invariants de Riemann.

Le troisiéme chapitre traitera des systémes d’EDP quasilinéaires de type hy-
perbolique & plusieurs variables. Aux chapitres quatre, cing et six, nous effec-
tuerons respectivement la construction d’une solution d’onde simple, d’une
onde double (superposition de deux ondes de Riemann) et d’une onde triple
(superposition de trois ondes de Riemann) d’un systéme d’EDP quasilinéaire
de type hyperbolique décrivant un flux isentropique compressible & I'aide de
la méthode généralisée des caractéristiques. Une nouvelle classe de solutions
correspondant a la superposition de trois ondes a été construite.
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Le dernier chapitre présente la construction d’ondes multiples & Iaide de
I'approche classique de Lie. Des exemples de constructions d’ondes simples,
doubles et triples y sont présentés. En conclusion nous présentons un résumé
de ce mémoire ainsi que les développements futurs enseignants a nos travaux.

Finalement, quatre annexes complétent, ce mémoire. Nous y trouvons la des-
cription d’une enveloppe d'une famille de surfaces & un paramétre, la dé-
monstration du théoréme des fonctions implicites, le code du programme
permettant d’obtenir des ondes triples et un résumé du programme MAC-
SYMA permettant de calculer les symétries d’un systéme d’EDP.



Chapitre 1

Solution d’'une EDP d’ordre un
par la méthode de Monge.

1.1 Introduction

Considéré comme étant le pére de la géométrie descriptive, Gaspard Monge a,
a la fin du XV III® siécle, rationalisé 'art du trait pour en faire la geométrie
descriptive. Rénovateur des méthodes géométriques en mathématiques, il est
I'un des fondateurs de la géométrie différentielle. Il a été le premier a utiliser
les notions mathématiques afin de les appliquer aux EDP.

Considérons 'EDP suivante :

F(z, y, u, ug, u,) =0. (1.1)

Introduisons la notation suivante

ou u 0%u 0%u &*u

u.’L‘:_ U, = — ’U,‘.‘:————- 'U,Jz-_ U _
8.’1,‘ 3 Y ay bl T 0.’172 3 TY 8®5y ) vy ayg

Notons que la fonction F dépend notamment de u, et de u, de sorte que
'équation (1.1) soit une équation aux dérivées partielles.

Soit S une surface intégrale plongée dans R? définie par la fonction

u=u(z, y). (1.2)

10



1.1. INTRODUCTION

n (g ¥gr Yp)

X

F1G. 1.1 - La surface intégrale S.

En se rapportant a la figure (1.1) nous avons que u(z, y) obéit a 1'équation

(1.1) :

Fz, y, u(z,y), us(z,y), uy(z,y)) =0. (1.3)

Soit 7 le vecteur normal & la surface intégrale S pour un certain point fixe
(To, Yo, up). En vertu de équation (1.2) le vecteur normal dans R® est donné
par :

= Vu(z,y)-u=>0=|uy|. (1.4)

En ce point (2o, yo, up) € S, 'équation (1.1) nous donne

F(zo, v, vo, Uz, uy) =0. (1.5)
Donc, I'équation (1.5) établit un lien entre les dérivées particlles u; et u,,.

Soit la notation suivante :

Up =P, Uy = (1.6)

En vertu de I'équation (1.5), pour tout point (zp, yo, ug) € S, les variables
p et g obéissent a ’équation paramétrique :

F(zo, yo, uo, p, q) =0. (1.7)

11



1.1. INTRODUCTION

Uy =
yAq

P

u,=p

-

FIG. 1.2 ~ La paramétrisation des dérivées partielles de u, et u,,.

De plus, les variables p et ¢ peuvent étre représentées sous la forme paramé-
trique suivante :

p=p("), qg=q(}), Ae01], (1.8)

et, Péquation (1.4) devient :

= [q(A)| ~px (1.9)

X

F1G. 1.3 — Famille de plans tangents formant un cone de Monge.

Par conséquent, nous obtenons une famille de vecteurs normaux en chaque
point (xg, yo, ug) € S. De Péquation (1.9), nous pouvons associer en ces
points une famille de plans tangents P, dans l'espace M C R°, ou M est
engendré par les variables z, y, u, p et ¢ tel que montré & la figure (1.4).

12



1.1. INTRODUCTION

FIG. 1.4 — Cone de Monge engendré par des plans tangents.

Une enveloppe d’une famille de courbes [2]| (voir annexe A) est représentée
par les contraintes suivantes :

.f(m’ 1 H a) = 0’
of _
—a_a(mﬁ Y, a) 0
Ceci implique :
z =z(a), (1.10)
y=y(a).

Dans notre cas, nous pouvons démontrer qu’a chaque point (zg, o, ug) €
S, Penveloppe d’une famille de plans tangents forme le cone de Monge défini
par 'équation (1.10) comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 1.1.

Considérons une famille de sphéres & un parameétre donnée par

fla,y,a) =2 +y*+(z2—a)* - 1=0.

L’enveloppe de cette famille est décrite par I'équation (1.10) :

fley,0) =2+ +(z-a) -1=0,
folz,y,0) =2(2~a)=0.

13



1.2. UNE DESCRIPTION ANALYTIQUE DU CONE DE MONGE

ZA

B

%/(0, 0, q)
j\ z=da

- -

o- >y

WA

x2+ y2+ [z-q)2= 1—

1
|

x2+y2=1—-\

/

X

XY

FIG. 1.5 - L'enveloppe d’'une sphére est un cylindre.

Nous obtenons & partir de ces identités

z = a,
2+t +(z-a)?=1
D’ot, nous obtenons la relation suivante :
g +yf =1

Autrement dit, 'enveloppe est un cylindre droit (voir figure 1.5).

1.2 Une description analytique du cone de Monge

Nous présentons ici une description analytique du céne de Monge ( [3] et
[4]) associé & chaque point de la surface intégrale S plongée dans R®. Notons
que pour deux plans tangents correspond deux vecteurs normaux 7i(A) et
(A +AX) ott A) est un accroissement de A. Notons que U'intersection de ces
plans donne une droite qui demeure sur la génératrice du cone de Monge.
Nous utilisons le calcul infinitésimal pour déterminer la direction de cette
droite.

Soit

/\1:)\, /\2:/\+Ax\

14



1.2. UNE DESCRIPTION ANALYTIQUE DU CONE DE MONGE

et soit les deux vecteurs normaux évalués aux paramétres A; et Ay, détermingés
par I’équation (1.9).

p (N p(A+A N
m=aAN) =g, m=fA(A+AAN=|¢\+AN]. (L11)
1 -1

Le produit vectoriel de ces vecteurs donne

- — -

1 ] k
ny X7 = det [p (A+AN) q()\-iA)\) -1
p () q¢(d) -1
g (A) =g (A+AM
= p(A+A XN —p (N . (1.12)

pA+AN-¢(N)—g(A+AaX)-p(})
En divisant I’équation (1.12) par A A, nous obtenons le vecteur suivant :

oh)=g 0D X)
ity X ity p08 Ny ) . (1.13)

A P (A+A Mg ASA (A A)p

Maintenant, évaluons la limite de cette expression vectorielle lorsque A A —
0, en définissant 7 (\) comme étant la direction du vecteur (1.13);

—_— —q¢'(A)
T(3) = Jim =5y = P , (L)
- P'(A) - q(A) = d'(A) - p(A)
otl,
Ly dp NN .
PO =2 =3 (1.15)

L’équation (1.7) étant valide pour tout A e [0, 1], alors nous avons que

F(zo, yo, uo, p(A), q(A)) =0. (1.16)

En dérivant Péquation (1.16) par rapport & A, nous obtenons I'équation sui-
vante :

15



1.2. UNE DESCRIPTION ANALYTIQUE DU CONE DE MONGE

F-p' (W +F,- ¢ (A)=0. (1.17)

Comme I'équation (1.1) est une EDP, nous avons que F dépend essenticlle-
ment de p(A) # 0 et g(A) # 0. De plus, nous posons comme hypothéses que
leur dérivées par rapport & A soient non nulles;

PAE0 ¢ () AO (1.18)
Puisque I'équation (1.17) représente le produit scalaire des vecteurs,

[Fpy Fo] et [p"(A), ¢ (M)]
alors que ces deux vecteurs sont perpendiculaires et il existe une constante
C(A) vérifiant

Cela signifie que

P N=C)-F, ¢(\)=-C(\)-F,. (1.19)

En substituant 1’équation (1.19) dans I'équation (1.14), nous obtenons la
direction sur la génératrice du cone de Monge (voir figure 1.6) est

B C(\)-F, F,
T(\) = C(\) - F, =C(N)- Fy
CA)-(p-F+q F) p-F,+q-F

Nous pouvons poser que, sans perte de généralitée, C(\) = 1. Dans ce cas,
nous obtenons le vecteur suivant :
) B
T = F, . (1.20)
p-F,+q-

Le vecteur T correspond a la direction de la génératrice du cone de Monge
coincidant avec la tangente au point (zg, yo, ug) sur la surface intégrale S.
Donc, le vecteur T est perpendiculaire au vecteur 7 défini par I'équation
(1.4). La trajectoire intégrale du vecteur T est la courbe appelée "courbe
caractéristique C"; voir figure (1.7).

16



1.3. EQUATIONS DU RUBAN CARACTERISTIQUE

F1G. 1.6 — Cones de Monge et courbes caractéristiques.

1.3 Equations du ruban caractéristique

Nous introduisons la notion du ruban caractéristique. Pour cela, nous consi-
dérons une courbe caractéristique C et en chaque point de celle-ci, associons
le plan tangent & la surface intégrale S. De cette fagon, nous obtenons la
courbe caractéristique C et les plans tangents associés a chaque point sur C.
Cet ensemble ainsi constitué est appelée le ruban caractéristique(figure 1.7).

C

FI1G. 1.7 - Le ruban caractéristique.

Cette courbe est déterminée par le vecteur [z, y, u, p, ] oul les trois premiers
paramétres, i.e. z, y et u(z, y), déterminent la position des points de la
courbe caractéristique C tandis que les deux derniéres composantes, p et q,
déterminent les pentes des plans tangents a chaque point de C.

Soit u = u(z,y) la surface intégrale qui obéit & I’équation (1.1) et
z =x(t),
C=1qy=y()
u(z(t), y(t) = u(t)

est la représentation paramétrique de la courbe caractéristique C du para-
métre ¢ sur S.

(1.21)

17



1.3. EQUATIONS DU RUBAN CARACTERISTIQUE

Les vecteurs tangents & la courbe caractéristique C doivent étre dans la méme
direction que le vecteur T' donnée par 1'équation (1.20). Donc, ces vecteurs
sont colinéaires et nous écrivons

dz/dt F,
dy/dt| ~ F, : (1.22)

du/dt p-F,+q Fy

Sans perte de génévralité, nous choisissons la paramétrisation de la courbe C
telle que les vecteurs de I'équation (1.22) soient égaux

dz/dt E,
dy/dt = Fq

du/dt p-Fo+q-Fy

Dérivons ’équation (1.1) par rapport aux variables z et y. Nous obtenons

(1.23)

Fo4+F p+Fy g+ Fy -ty =0, (1.24)

Fy+ Fy g+ F, gy + Fy - uyy = 0. (1.25)

Le long de la courbe caractéristique C, nous avons que

p(t) = uy(z(t), y(2)), q(t) = uy(z(t), y(1))- (1.26)

Dérivons les équations (1.26) par rapport 4 ¢

b, d
at Mg T g

(127)
dq dz dy

T = uyz-dt-i-uyy-a—.

En substituant 'équation (1.23) dans 1'équation (1.27), nous obtenons que

dp dq
Ef‘:um'Fp'*'“zy'Fq’ E:uyﬂ?'FP+“yy'Fq'
En vertu des équations (1.24) et (1.25), nous obtenons
dp dgq
P (F+p-F), Y- _(F+q F) 1.28
L (repr), D=-(REeR)L 0

18



1.4. LE PROBLEME INITIAL DE CAUCHY

En résumé, & partir des équations (1.23) et (1.28), nous décrivons le ruban ca-
ractéristique défini & I’aide d’un systéme d’équations différentielles ordinaires

(EDOs) :

dz
P
Yy
5"
U
7:;}-Fp+q-E,, (1.29)
_1'; = _(Fz +p- Fu)7
q
L dt =—(Fy+q-F.).
Le ruban caractéristique doit obéir a ’équation (1.1) et donc,
F(z(t), y(t), u(t), p(t), q(t)) =0, (1.30)

1.4 Le probléme initial de Cauchy

Nous étudierons le probléme des conditions initiales admises par les équa-
tions (1.29) permettant de reconstruire la surface intégrale S plongée dans
R3. Supposons que la courbe initiale ' reste sur la surface intégrale et est
parameétrisée par s comme suit :

Fi1G. 1.8 — La courbe initiale T sur la surface S.
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1.4. LE PROBLEME INITIAL DE CAUCHY

z = 2(s),
L=y =y, (1.31)
u = 1u(s) = u(z(s), y(s)).

Nous posons les conditions suivantes :

(i) Comme la courbe initiale I' reste sur la surface intégrale S, le vecteur
tangent & I" sera perpendiculaire au vecteur normal 71 & la surface S :

- de dy du
T=(— 2 =) 1ld= ~1).
(ds, 7 ds) = (p(s), q(s), =1)
Donc le produit scalaire, £ - 7 = 0 et par conséquent

dz dy du
p(s) - s g(s) - o da (1.32)

(ii) Comme la courbe initiale T est élément de la surface intégrale S, elle
doit obéir & 'équation (1.1). Ce qui correspond 4 la seconde condition :

F(z(s), y(s), u(s), p(s), q(s)) =0. (1.33)

L’intégration du ruban caractéristique, soit le systéme (1.29), sujet, aux
conditions initiales décrites aux équations (1.32) et (1.33) nous permet
de déterminer les fonctions z, y, u, p et ¢ en termes de s et £

(iii) Nous ajoutons unc troisiéme condition qui nous assure que la solution
u peut s’exprimer en termes de z et de y si le jacobien est non nul,

0(z, y)
a(s, t)

La troisiéme condition nous permet de trouver la transformation inverse (voir
le théoréme des fonctions implicites & 'annexe B).

£0. (1.34)

s=s(z,y) et t=t(z,y).

Donc, nous avons exprimé u en termes de z et de y.

u=u(s, t) =u(s(z,y), t(r,y)) =ulz, y). (1.35)
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1.5. CONDITIONS DE COMPATIBILITE

1.5 Conditions de compatibilité

Il nous reste maintenant, & discuter les conditions de compatibilité des équa-
tions p = u, et g = u, pour lesquelles p, = g,. Pour cela, nons précéderons de
maniére analytique en se basant sur la démonstration faite par R. Courant
et D. Hilbert [5]. En vertu des équations (1.31) et (1.34), une courbe initiale
' sur la surface intégrale S, est définie par

x = xz(s,t) 8z, 9)
z, 1
v =y(s,t) & u=ulz, y) & Y # 0.
d(s, t)
u = u(s,t)
Démontrons que p = u, et ¢ = u, admet une solution unique, c’est-a-dire
que
Uy p 0
- = . 1.36
{“y} [(1] [O} (1:36)
Démonstration.

Comme le jacobien de z et de y soit non nul, (équation (1.34)),

_ O(z,y) _ |0z/ds 0Oy/Os
=6 [az/at 3y/8t} 70

alors, si nous multiplions I"équation (1.36) par J, nous obtenons le systéme

Ug - 0 /0s + u,, - Oy/0s p-0xr/0s q-0y/ds 0

- = (1.37)
Ug - O /0t + uy - Oy/0t p-0z/0t q-0y/ot 0
D’autre part, les dérivées de u par rapport & s et ¢ s’expriment par :
Ju ox dy ou o0z dy
—_— = —_— by * = —_— = ,x-—-l—’u,,l-—(. 138
5 e Ty wm g T (1Y)

Done, en substituant les équations (1.38) dans l'équation (1.37) nous obte-
nons I’équation suivante :

Ou/ds — (p- 0z/0s + q - Oy/0s) 0
= : (1.39)
Ou/ot — (p- 0x /0t + q - Oy/dt) 0
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1.5. CONDITIONS DE COMPATIBILITE

ou encore,

ou loky Jy
= Riutd 2 = 1.40
Os (p 5 4 85) O (1.40)
ou oz dy
_ - = 0. 1.41
ot (p g 6t) 0 (141)

En substituant I'équation (1.29) dans I'équation (1.41), nous obtenons :
p-ft+q-Fo—(p-F+q F)=0.

Maintenant, définissons le coté gauche de 1’équation (1.40) comme étant une
certaine fonction Z(s,t).

du oz dy
5,1) = o= — 14
2= 3= (v 240052, (142

ensuite, posons comme conditions initiales que

t=0, Z(s,0)=0. (1.43)

Nous arrivons  la question suivante : Est-ce que Z(s,t) =0 pour V¢ > 07

En premier lieu, dérivons Z par rapport & ¢

0z d [0Ou 0z ady
e m(a <” P as>)
u  Op Oz &%z 0q Oy 0%y
9sot ot 0s ! 0sot ot 0s © st
_ 0 (0u Qg_ Oy _Oplz 8q0y+8p83, 5q8y(144)
- 85<8t Poi qaf) 9t 6s  0ids  0Osot « bs ot

La substitution de ’équation (1.41) dans I'équation (1.44), donne
0Z _ Opdx 0q0y Opdx  Oq0y

= L 2T T
ot Ot ds 0t ds + 9s ot = Os oL’
en tenant compte des équations du ruban caractéristique (équation (1.29)),

nous obtenons que :
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1.5. CONDITIONS DE COMPATIBILITE

0z 8 6y (9;{) dq

8]) Bq 8 oz 8:1: oz

= F . L .

35 +8 F+6 B, + 0 F+a Fo+p-F, aS+(1 F,
Nous parvenons donc & I’équation suivante :
0z Op dq du o 9y o o0x dy Ou
_:_'F) —E _F F EA'_ Tyt T T u-
ot 0s T + ds it 0s 0 Tt g ds A ds T h Js 8(51 55)

Revenons a I’équation (1.1) que nous dérivons par rapport & s pour d’obtenir

oF 0Op dq ou oz dy
ol L L CN LGN S R T
s~ 95 T Fitgy FutgyFetgoe By =00 (146)

En substituant I’équation (1.46) dans I’équation (1.45), nous obtenons que

oz ox dy Ou
—8'; - p'EL‘”é‘E’*‘Q'EL'E""g;'EL
B Ox Jdy Ou
a<pa '%‘w)
-7
= —F,-Z(s,t).

Ainsi, nous venons de réécrire I'équation (1.45) en une EDP de la forme

07

i
Considérant les conditions initiales (1.43), si nous résolvons 'EDP (1.47) par
la méthode de séparation des variables

—F, - 7Z(s,1). (1.47)

l/
Z(s,t) = Z(5,0) - exp {— / (Fy, - dt')} = 0. (1.48)
Jo
En tenant compte de I'équation (1.40), I'équation (1.37) est satisfaite si ct

seulement si Z(s, t) = 0; ce qui démontre que p = u, et g = u, (1.36).
O
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1.6. EXEMPLE

1.6 Exemple

Trouvons la solution générale de I'équation suivante :

[N

F(.’IT, Y, Uy Ug, U'y) =

assujettie aux conditions initiales suivantes :

pour t=0, =z(s, 0)=s, y(s, 0)=0, wu(s, 0)=0. (1.50)

Substituons p = u, et ¢ = u, dans I'équation (1.49). Nous obtenons I'équation
suivante :

1

F(z, g, u, pq) =5 (0" +¢") +(p—2)g—y) ~u=0 (1.51)

Trouvons les conditions initiales pour p(s,0) et q(s,0) & Paide des deux pre-
miéres conditions ; soient les équations (1.32) et (1.33). De I’équation (1.32),
nous avons que

p(s,0) -1+ ¢(s,0) -0 =0;

donc,

p(s,0) =0. (1.52)

De I'équation (1.33), nous avons

S+ 07+ (0= s)(g = 0) =0 =0.

Donc,

p(s,0) = 0, (1.53a)
q(s,0) = 2s. (1.53b)

Intégrons les équations du ruban caractéristique (1.29),
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1.6. EXEMPLE

= = E,=p+q-y, (1.54a)
% = Fy=p+q-uz, (1.54b)
%’f = p B+ F=p{pte-y+ap+a-2),  (154)
D o (BtpR)= (g9 +p (1) =p+ g -y, (L540)
U (FtaR) = ~(~p-1)+q (1)) =p+q -z (Lsdo

Des équations (1.54a) et (1.54d), nous avons que

dr  dp
dt — dt’
cela implique que

z(s,t) = p(s, 1) + (s).

En appliquant les conditions initiales (1.53), nous avons pour ¢ = 0 :

o(s) =s, z(s,t) = p(s, 1) + s.

Nous obtenons donc I'équation suivante :
T=p+s. (1.55)

Des équations (1.54b) et (1.54e), nous avons que

By _ do

T=5 st =alsn) +9(s).

En appliquant les conditions initiales (1.53), nous avons pour ¢t = 0,

v(s) = =25, y(s,t) = q(s,t) - 2s.

Nous obtenons donc 'équation suivante :

y=q-—2s. (1.56)
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1.6. EXEMPLE

Par les équations (1.54a), (1.54d) et (1.54e), nous avons la relation :

dp dq dz

ata @
d —

N (p+q-—1)
dt

d —

N (p+q—=z)
ptqg-=

Posons w = p+ ¢ — z. Nous obtenons

d
Zoa =>w=p(s) ¢
w

En appliquant les conditions initiales (1.53), nous avons pour ¢ = 0,

= p+(]—xa
= ptg-=

= dt.

=>pt+g-z=p(s)- e

p(s,0) +¢(s,0) — z(s5,0) = p(s)
=0+2s—5 = p(s)

=>p(s) = s
>ptg-z = s-é.

Des équations (1.54b), (1.54d) et (1.54e), nous avons la relation :

dp dg dy
TR
d _
N (p+q—y)
dt
_ dp+g-2a)

pPt+qg—=
Posons w = p+ ¢ — y. Nous obtenons

d
==t =w = p(s) e
w

En appliquant les conditions initiales (1.53), nous avons pour ¢ = 0 :

26
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= di.

=p+tqg-y=npn(s) e

(1.57)



1.6. EXEMPLE

p(s,0) +q(s,0) —y(s,0) = pu(s)
=20+2s—-0 = pu(s)

= u(s) = 2s
>ptqg-y = 25-c". (1.58)
En résumé, nous avons.
T = pts,
y = q-—2s,
p+q-z = s-¢,
p+q-y = 2s-c.

Les fonctions z, y, p et ¢ peuvent maintenant s’écrire en termes de s et de ¢,
d’ou

z = s-(2-1),

y = s-(e"=1), (1.59)
p = 2s-(et 1),
q = s-(e"+1).

Substituons ’équation (1.59) dans I’équation (1.54c), nous obtenons

du
= = p-(p+a-y)+q-(p+qg-1)
=>u = §°- (262‘—3e’>+l(5) (1.60)

Appliquons les conditions initiales (1.53) & I'expression de u (1.60)

0=s2. @-3) Slfs) = 1) = 35

&

Donc,
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u= 252 (e —1) =35 (¢ = 1). (1.61)

<

Afin que la solution (1.61) s’exprime en termes de z et de y, nous utilisons
la troisi¢me condition (équation (1.34)).

50wy _

d(s,t)
Done, il reste & exprimer les fonctions s et ¢ en termes de 2 et de 3. Utilisons
les équations (1.59) et (1.61), nous obtenons :

2.¢t—1 2s-¢

et—1 g-¢f =s-¢ #0.

Y =
¢l = 2Jy _rm, s=1-29. (1.62)

En substituant 1'équation (1.62) dans I’équation (1.61), nous obienons la
solution du probléme de Cauchy (équation (1.49)) sujette aux conditions
définies par les équations (1.50), (1.52) et (1.53).

1
uziy(él:z:—By). (1.63)
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Chapitre 2

Fondements de la théorie des
systémes d’équations
quasilinéaires de type
hyperbolique a deux variables
indépendantes

2.1 Définitions de base

Dans ce chapitre, nous allons restreindre notre étude aux EDP de fonctions
a deux variables indépendantes (3], [6], [7], [8], [9], [10], [11] et [12].
Soit le systéme de m relations

oy, Ou, Ouy Ouy, ,
]-',;(a:, t, Ulyeoey Uny 5y ooy 0 T =0, i€ll,...,m]
(2.1)
associé aux fonctions inconnues u;(z,t),...,u,(z,t) ainsi qu'a leurs dérivées
. N ., duy duy, du, duy, ,
premiéres par rapport & z et a ¢ —,..., —, ——,...,—— est appelé un
dx dy ~ di dt

systéme d’EDP de premier ordre pour les fonctions u;,. .. u,. Le systéme
(2.1) est bien posé si m = n. Nous allons nous limiter qu’a ce cas uniquement.

Introduisons les vecteurs
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2.1. DEFINITIONS DE BASE

U = (U, Uy,
Qu _ (0w  Ou)  Ou_ (0w - Ou
or  \dz' "oz ) ot \ot’ ot )

De cette facon, nous pouvons réécrire le systéme (2.1) d’une fagon plus com-
pacte.

E(m,t,u?—l—t @>:O, i=1,...,n (2.2)
T

Les fonctions u; = w;(z,t) possédant leurs premiéres dérivées continues et
satisfaisant le systéme (2.2) constituent une solution du systéme (2.1). Si
le systéme d’EDP (2.2) peut étre représenté en une forme résolue pour les
dérivées des fonctions uy, .. ., u, par rapport & une des variables (par exemple,

t)

8ui ou .
at—@-(x,u,t,%), i=1,...,n (2.3)

alors cette forme du systéme (2.2) est appelée la forme normale. Le systéme
(2.3) sera un systéme du type de Cauchy-Kovalevskaya. Nous remarquons que
la réduction du systéme (2.2) en une forme normale par la transformation
des variables z et ¢ est admissible.

Le systéme (2.2) est appelé un systéme d’équations quasilinéaires si les

) o, ou u o . ou
fonctions F; sont linéaires en e et T Si le systéme est linéaire en wu, p
ou .
et — alors le systéme (2.2) est appelé linéaire.

ot

Un systéme d’équations quasilinéaires de premier ordre peut étre écrit sous
la forme suivante

~( duj , Ou ,
Z(aij—;—t’+ ij—a}l>=ci, i=1,...,n (2.4)

j=1

ol les coefficients a;;, b;; et ¢; dépendent de z, ¢ et u. Si les coefficients a;; et b;;
ne dépendent pas de u, alors le systéme (2.4) est appelé semilinéaire. Dans
ce cas, si ¢; dépend linéairement de u, alors c’est linéaire. Il est possible de
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2.1. DEFINITIONS DE BASE

simplifier la notation pour le systéme (2.4) si nous introduisons les vecteurs

du  Ou

u, — et — considérés plus haut, le vecteur ¢ = (¢y,...,¢,) et les matrices,
oz ot
ainn ... Qp
A= o tl=(ay), B={(by)
Qnl ... Qup

En utilisant la notation matricielle, nous considérons que les symboles A4 - 1
et p - A représentent des vecteurs avec des composantes calculées selon les
régles.

(Ape=) ap, (A=Y app=ATn  (25)
=1

j=1

ou k=1,...,net AT est la matrice transposée de A.

Si la matrice A est symétrique, alors A = AT et A+ = pu- A. Sous 'hypothése
que nous considérons des matrices et des vecteurs réels, le produit scalaire
des vecteurs u et v est défini par :

n
u-v = (u,v) = Zui v;.
i=1
De I'équation (2.5), il s’ensuit que
v(A-p)=WA) - p=vA

La norme d’un vecteur u est la quantité

full = /(u,u) =

La norme spectrale d’une matrice A [12] est le plus petit nombre ||A||
tel que pour n’importe quel vecteur u l'inégalité suivante est vérifice

[[Au| < [JA[[[ll]

Il n’est pas difficile de vérifier que
1A = VX,
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2.1. DEFINITIONS DE BASE

ol A est la plus grande valeur propre de la matrice AAT (ou AT A). Puisque
A< Tr(A AT), il sensuit que

1Al < /D dd-

l:[lla-'-:ln]

et un nombre £ sont appelés respectivement un vecteur propre a gauche
et une valeur propre de la matrice A si

Un vecteur

IA=¢l, ]l #o. (2.6)

De fagon similaire, nous définissons un vecteur r comme étant un vecteur
propre a droite d’'une matrice A si

Ar=¢&r, |r]| #0. (2.7)

En vertu des équations (2.5) et (2.6), nous pouvons affirmer qu'une valeur
propre de A (£) est une racinede I’équation caractéristique.

det(A—£1) = 0. (2.8)

Pour chaque valeur propre £ d’une matrice A (£) correspond un espace li-
néaire engendré par un vecteur propre a gauche ! et d’un vecteur propre de
droite 7. Les dimensions de ces espaces sont égales & n — § ou f est le rang
de la matrice

A— fE = (aij - 561]) (29)

Or, nous savons que le rang de la matrice (2.9) n’est pas inférieur a (n — a)
oli v est la multiplicité de la racine £ donnée par Péquation (2.8). Nous
considérons que les valeurs propres £ de A sont réelles car, par hypothése,
nous avons supposé que nous les matrices et les vecteurs sont réels. Notons
ces valeurs propres en ordre croissant.

L<HL <. <6 (2.10)

Le signe d’égalité de 'équation (2.10) représente le cas ot il y a multiplicité
d’au moins une racine £ et ce signe sera répété dans ’équation (2.10) autant
de fois que la multiplicité de la racine £.
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Si pour chaque valeur propre £ de A de multiplicité «, le rang de la matrice
défini par I'équation (2.9) est égal & (n — «), alors les vecteurs propres de
gauche (/) et de droite (r) correspondront a toutes les valeurs propres d’une
base de l'espace E,,.

De plus, dans ce cas, nous supposons qu’il existe des vecteurs propres I, ..., "
qui formeront une base de 'espace E,, c’est-a-dire qui satisfont la condition

I e
1+ 'n
det A = det(I¥) =det|: .. :|#0. (2.11)
...
Ici, I'index du vecteur propre de gauche /¥ correspond & la valeur propre &

donnée par I'équation (2.10). Si & # &, alors I¥ et 77 sont orthogonaux.
Supposons que

FA=¢-1% et A-ri=¢ 19, (2.12)

faisons la soustraction du produit de la premiére égalité de I’équation (2.12)
par 77 du produit de la seconde égalité par [*; nous obtenons :

(& — EFrd = (IF- Ay — 1% (A r9) = IF(ArT) — (F(Ar7) =0.  (2.13)

Puisque & # &;, cela implique que [* et 77 sont orthogonaux. Dans le cas on
toutes les valeurs propres de A sont simples (ou non dégénérées), il ne peut
pas y avoir de signe d’égalité dans I’équation (2.10), et les vecteurs propres
de gauche et de droite sont définis par un systéme biorthogonal ; ¢’est-a-dire
que

lk' . 7‘J‘ — Zl(lz . 7‘2 = 0, Yk 75 j (214)
a=1

Si la matrice A est symétrique, nous pouvons supposer que 7¥ = (¥, Nous
exigeons alors que les vecteurs propres de gauche (¥ de A satisfont la condition
de normalisation

=1, k=1,..,n. (215)

Alors, si pour toute valeur £ = & le rang de la matrice défini par ’équation
(2.9) est égal & (n — @), les vecteurs propres I* forment une base normalisée
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dans E,, donc ils satisfont I'équation (2.11). De plus, si A est symétrique,
alors la base I* peut étre choisie comme base orthogonale.

Une matrice A est appelée non singuliére si £ = 0 n’est pas une valeur
propre et singuliére sinon.

Aprés ce bref aper¢u des définitions d’algebre linéaire, nous pouvons écrire
le systéme décrit par I'équation (2.4) sous la forme :

A-@+B ou_

L = 2.16
ot oz ¢ (2.16)

Dans le cas ot la matrice A est non singuliére, le systéme défini par I’équation
(2.16) est réduit a la forme définie par 1'équation (2.3). La transformation
peut étre écrite sous la forme suivante,

ou ou

ottt or
ou Ay = Ai(z, t, u) et b = b(z, t, u) sont une nouvelle matrice et un nou-
veau vecteur respectivement. Notre étude se limitera aux systémes définis par
I'équation (2.16) qui seront réduits en la forme normale définie par 'équation
(2.17).

Notons que A dépend de u, c'est-a-dire de la fonction inconnue. Par contre,
nous pouvons maintenant préciser les coefficients des systémes définis par les
équations (2.16) et (2.17). Nous pouvons utiliser I'une ou P'autre des deux
méthodes suivantes :

1) Nous supposons que la solution 1 = u(z,t) des systémes définis par les
équations (2.16) et (2.17) est une fonction dépendante des variables z
et ¢. Les conditions initiales étant vérifiées.

2) Nous supposons que ces conditions initiales soient satisfaites (pour
toutes valeurs de v = u(z, t)) dans plusieurs régions simplement connexes
de l’espace (z, ¢, u) dans lesquelles le systéme d’équations quasilinéaires
et ses solutions sont considérés.

Dans la prochaine section, nous définirons les conditions définies par la se-
conde méthode.
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2.2. LES DIRECTIONS CARACTERISTIQUES D’UN SYSTEME
D’EQUATIONS QUASILINEAIRES

2.2 Lesdirections caractéristiques d’un systéme
d’équations quasilinéaires

2.2.1 La dérivée directionnelle.

Soit f(z, t) une fonction différentiable en z et en ¢. Pour tout point (zq, tg)
nous considérons I’expression
af af

A% g9 21
o TP (2.18)

ol A et B ne sont pas nuls simultanément. Pour tout A et B pour lesquels il y
a continuité dans un voisinage prés du point (zg, tg), il est possible de trouver
une courbe I passant par ce point tel que pour une certaine paramétrisation
de (2.18), la courbe soit proportionnelle aux dérivées de f(z, t) sur la courbe
[" respectivement au paramétre 7. Conséquemment, nous pouvons supposons
que la courbe I" est définie par les équations suivantes :

[':z=uz(r), t=t(7), z(79) = Zo, t(ro) = to. (2.19)

Sur la courbe T, la fonction f(x, t) est alors une fonction de la variable, 7
car :

fla,t) = f(z(r), t(r)) = f(r).

De plus, nous exigeons que I'expression (2.18) soit proportionnelle & f'(7)
pour toute fonction f. Cette condition sera satisfaite si :

%:QB, % =aA (2.20)
oll « est une fonction continue arbitraire dépendante de 7. Donc, la condition
essentielle qui détermine de fagon unique les directions de la courbe I' au point
(zo,10) est la suivante

do _ dt

B A
La dérivée de la fonction f dans la direction de I est la dérivee f'(7)
pour la paramétrisation naturelle de I, ol

(2.21)
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1
VEiD
Dans ce cas, le paramétre 7 correspondra a la mesure d’arc de la courbe I'.
Si @ = 1, nous appelons & I'expression (2.18) la dérivée de f par rapport
au paramétre 7 dans la direction de I'. Ce concept de base a d'importantes
applications dans la théorie des EDP.

Considérons 'EDP la plus élémentaire.

A(z,t) - %% + B(z,t) - % =0 (2.22)

ou les fonctions A et B sont des fonctions continues et différentiables. Les
équations

ot ox
= A =B 2.

oll I'équation (2.21) détermine une famille de courbes T' & un seul paramétre.
Le paramétre 7 est déterminé de maniére unique le long de ces courbes si
plusieurs courbes 7y (choisies arbitrairement) coupent les courbes I'. Nous
notons alors 7 = 7y (voir figure 2.1).

FIG. 2.1 — Famille de courbes & un paramétre

Pour chaque courbe I', nous assignons une certaine valeur pour plusieurs
parameétres w, par exemple, la longueur d’arc de la courbe v, reliant n’importe
quels points d’intersection avec la courbe I'. Donc, pour tout point (z, t)
correspond une et une seule paire de nombres 7 et w.
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La fonction u(z, t) doit étre considérée comme une fonction dépendant des
variables 7 et w. Les équations des courbes I' ont la forme w = constante
d’oli nous pouvons écrire 1’équation (2.22) sous la forme suivante;

ou(T,w)

or
Cela implique que u = F(w) est la solution générale de I’équation (2.22),
et la fonction u(z, t) est constante le long des courbes I'. Les directions
des courbes I' définies par le vecteur [B, A] sont appelées les directions

caractéristiques de I'équation (2.22) et les courbes I sont appelées courbes
caractéristiques.

=0. (2.24)

Nous observons que la forme définie par I'équation (2.24) ne nous permet pas
. . Ju  Ou s :
de supposer I’existence des dérivées g et —. En effet, 'équation (2.24) est

T :
satisfaite par n’importe quelle fonction F'(w), en particulier, par une fonction
discontinue. La fonction u = F(w) dans ce cas peut &tre traitée comme une
solution généralisée de I’équation (2.22).

2.2.2 Systémes d’équations quasilinéaires de type hy-

perbolique.
Considérons le systéme d'EDP quasilinéaires
ou ou
A2 =) 2.25
5 TA S (2.25)

Multipliant cette équation par la gauche par le vecteur propre de gauche |,
nous obtenons I’équation scalaire

ou ou
it A= =D, 2.26
l 82&+L A 5 [-b (2.26)

Si [ est un vecteur propre de gauche de la matrice A, 'équation (2.26) s’écrit

sous la forme suivante :
ou ou
[{ = =V =1) 2.27
<a¢ ¢ 83:) ’ (2.21)

ol € est la valeur propre correspondante de A.
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Dans I’¢quation (2.27), toutes les composantes u; du vecteur » sont dérivées
dans Ja méme direction. L'équation (2.27) réécrite en termes de ces compo-
santes u; devient :

- Bui au -
l; =) b
; < o ¢ 8:v> 2__:1
Définissons par :

dui 8ui aui

PR T

: N dz

la dérivée de u;(z,t) par rapport a ¢ dans la direction de == &. Nous

observons que I’équation (2.27) est une combinaison linéaire des dérivées

du; L'équati

—. L&

- quation
dx
—=¢
dt

définit une direction de la dérivée dans I’équation (2.27) pour toute fonction

u;(z,t) appelée direction caractéristique du systéme d’équations (2.25).

Nous appelons I'équation (2.25) un systéme d’équations quasilinéaires
(2.25) de type hyperbolique si pour tout domaine D simplement connexe
de 'espace des variables z, ¢ et u si en chaque point de ce domaine, les
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Toutes les valeurs propres £ = &(z,t,u) de la matrice A = A(x, t, u)
sont réelles.

(i) 11 existe une base

(1M, t,u),..., Mz, t,u)] C E,

étant un élément de E,, composée des vecteurs propres de gauche de A
et sujette aux conditions de normalisation, c’est-a-dire qu’il existe des
vecteurs normalisés 11, . . ., (" satisfaisant 1'équation (2.11).
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Notons que si I'équation (2.25) est semilinéaire, les valeurs propres & et les
vecteurs propres [* ne dépendent pas de u. Par conséquent, les propriétés hy-
perboliques pour les systémes semilinéaires sont définies dans un domaine des
variables z et ¢ pour une valeur de u arbitraire (dans une région cylindrique).

En lien avec la définition du type hyperbolique, soulignons que les conditions
de différentiabilité des vecteurs propres & gauche (¥ et des valeurs propres
& sont souvent ajoutées aux conditions i) et ii). Par exemple, dans le livre
de I.G. Petrovskii (1961), le systéme défini par I'équation (2.25) est de type
hyperbolique si les conditions i) et ii) sont satisfaites et en plus, & (z,t, u) et
I*(z,t,u) possédent la méme différentiabilité que les éléments de la matrice
A (z, t, u).

Evidemment, nous devons recourir aux hypothéses de différentiabilité de &
et [*. Nous les imposerons si cela s’avére nécessaire. En lien avec ce que nous
notons, quelle que soit la différentiabilité de &, et [¥, il n’est pas toujours
permis de se fier & une hypothése concernant la différentiabilité de A.

lustrons cette remarque a aide de exemple suivant. Soit le systéme de
deux EDP quasilinéaires.

aul 871,1

21 L=,

ot + ox
3u2 (')ul Bug
— 4 a(uy, Us)  — +uy - — = 0.
5 a(uy, up) o + o o

Dans ce cas, la matrice A est de la forme suivante :

A(u):[ “’1 0}

a{uy, ug) Us

et les valeurs propres sont & = u; et & = uy. Les vecteurs propres ! = (I, 13)
et 12 = (2, 13) vérifient les équations suivantes :

0-l3 +alur, ug) ly=0,  0-1 4 (ug—uy)-ly =0, (2.28)

(up —up) - 2 +afuy, ug)-2=0, 0-1240-15=0. (2.29)
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Utilisons la condition de normalisation avec laquelle nous déterminerons {!
et 1? dans la région ol u; # us.

a'(ul ) u?)

- 1
=00, 2= - BCh) . (2.30)

2’ 2
a a
\ﬂ-i-( ) \/1+< )
L Ug — Uq Uo — Uy i

Dans le plan des variables (uy,up), nous considérons la droite u; = ug. Si
a(uy, ug) # 0, alors de I'équation (2.29) nous trouvons que

1> =[1,0].
Par contre, la seconde condition du type hyperbolique n’est pas satisfaite
pour la droite u; = uy. Nous allons considérer plus en détails le cas a(uy, up) =
0. Dans ce cas, les équations (2.28) et (2.29) sont satisfaites sur la droite
u; = ug et pour (I!, 1?), il est possible de choisir n’importe quels deux vec-
teurs unitaires non colinéaires; le systéme sera alors de type hyperbolique.

Supposons par exemple que nous exigeons que les vecteurs I' et [? soient
continus sur la droite u; = us.

Il est évident que le seul vecteur !! continu sur la droite u; = uy est
ll (U1, ’UQ) = [1, 0]
a(uy, us) q

(ug — uy)
étre nécessaire afin que le vecteur {2 soit continu. Par exemple, si

En ce qui concerne le vecteur [2, la continuité de la fonction oit

a(uy, ug) = ’ul - u2|ab(u1, ug), bluy, ug) # 0,

alors pour a > 1, le vecteur /? continu désiré est donné par I’équation (2.30)
(pour u; # uy) et par
iQ(Ul, U,Q) = [0, 1]

Pour a < 1, il n’existe pas de vecteur /? continu.

Il est facile de vérifier que la continuité des n® dérivées de 2. Si c’est né-
cessaire, il faut exiger que a(ui,up) a n dérivées continues et que la droite
uy = g a aussi ses (n + 1) premicres dérivées continues.

40
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La situation est encore plus simple dans le cas d’'un systéme d’EDP de type
hyperbolique n’ayant que des équations de type hyperbolique.

Un systéme d’équations (2.25) est de type strictement hyperbolique dans
un domaine simplement connexe D des variables, z, ¢ et u si pour tout point
de ce domaine, les valeurs propres &,...,§, de la matrice A sont réelles et
distinctes.

Dans ce cas, les valeurs propres peuvent étre ordonnées et nous supposons
que dans le domaine D

&1z, tu) < &z, tu) <... <&zt u).

Tel que vu & la section (2.1), les vecteurs propres [*(z,t,u) sont linéairement
indépendants. Il est facile de vérifier que dans ce cas, I*(z, ¢, u) et £¥(z,¢, )
possédent le méme degré de différentiabilité que les éléments de A (x, t, u).

De plus, en multipliant par le vecteur propre & gauche {*(z,t,u) le systéme
d’équations (2.25) dans le domaine D, nous obtenons

(s, 1) (% (ot 0)- g—) ot k=l..n (231)

ol

fe=1b=>"1kb,.
k=1

De la seconde condition de la définition d’un systéme de type hyperbolique
(2.25), il s’ensuit que le systéme (2.31) est équivalent au systéme (2.25).

Nous appelons 'équation (2.31) la forme caractéristique de I’équation
(2.25). La forme étendue de ce systéme s’écrit

n
ou ou
Zl}gﬁ(m7t7u) ) (Eg-*_gk(a"atau). 8’1;& :fk(m,t,u), k/‘-—_—-l,...,n.
a=1 ’ .
Parfois, nous réécrivons ’équation sous la forme suivante :
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du

¥ (z,t,u) - (E) = fr(z,t,u), k=1,...,n.
") k

.d_u —_a_u_;_f.@
dt k_at Yo

2.2.3 Systéme d’équations non linéaires de type hyper-
bolique.

ol

Considérons le systéme d’EDP non linéaires écrit sous la forme normale

ov; ov; :
—a%—i-cpi <a:, t, v, a—;—) =0, i=1,...,n. (2.32)
Posons
Bvi
'é—x— = Wi (233)
et écrivons I'équation (2.32) sous la forme suivante :
ov; :
-51;——}—(,01-(:1:, t, v, w)=0, i=1,...,n (2.34)

Supposons que x(z, ¢, v, w) soit de classe Cp. Définissons par A(z, ¢, v, w)
la matrice carrée d’ordre n

il T

Nous appelons un systéme d’équations non linéaires de type hyperbolique
dans plusieurs domaines [12], [13], [14], [15] et [16] de variation des
variables z, ¢, v et w si pour tout point de ces domaines les valeurs propres
€ =&(z, t, v, w)sont réelles et des vecteurs propres de gauche de la matrice
A, il est possible de construire une base de E,.
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Le systéme d’équations non linéaires de type hyperbolique défini par I’équa-
tion (2.32) se réduit & un systéme d’équations quasilinéaires de type hyper-
bolique. En dérivant chacune des équations du systéme défini par I'équation
(2.32) et en utilisant la notation de I’équation (2.33), nous obtenons :

0 v | Opi(z, t, v, w)  Ow;  0Op; Ows | Op;
%—E—)t__i_ oz _W_*_awa oz +6va

w + (i)l = 0. (2.36)

Dans I'équation (2.36), nous avons utilisé la sommation implicite par rapport
aacoua=1,...,n.

En combinant les ¢quations (2.34) et (2.36), nous obtenons un systéme de 2n
équations

% = _(p(-'lf,f/,'l),LL)), (2373)
8w+A(-t' )-—83—7(«t W) (2.37b)
E— 0w 8'17_ Ty, 0, ) .
ol
(= _ ) " di;
fi - [(pl(z’ t7 U, w)]’): c’)va Wa,

(2.38)
f=[fl,m,_s_0n],
gf: [fla“':fn]

duquel nous pouvons considérer un systéme d’équations quasilinéaires pour
les 27 inconnues.

o
oz’ " Ox

u=[up,..., U] = [U1,. .0y Uny WiyeoosWn] = [V, 00,

Nous allons montrer que le systéme de 2n équations quasilinéaires défini par
’équation (2.37) est de type hyperbolique. Multiplions I'équation (2.37 b)
par le vecteur propre a gauche (*(z,t,v,w) de la matrice A(x,t,v,w). Nous
obtenons
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Ow Ow
Fole=t& —|=fi, k=1...,n 2.
[81 +€k Or} fk, ) xL ( 39)
fo=1F7 (2.40)
De plus, le systéme (2.37) peut étre écrit sous la forme suivante :
Ow Ow
Fol=+& —| = fi, 2.41a
R 2412)
ka
= = —pi(z, t, v, w), k=1,...,n, (2.41D)
cela implique le type hyperbolique. Si ¢, = @i(z, t, w), c’est-a-dire
Opx _
avi -

alors I'équation (2.41a) peut étre considérée indépendamment comme un sys-
téme de n équations quasilinéaires de type hyperbolique pour les n variables
inconnues wy, ..., Wy.

Par conséquent ce n’est pas possible d’avoir une équivalence entre les sys-
témes définis par les équations (2.32) et (2.41).

Premiérement, aucune solution vy, wy du systéme défini par 'équation (2.41)
n’est une solution vy (z,%) du systéme défini par I'équation (2.32). Ceci im-
plique que la solution v, wy du systéme défini par I'équation (2.41) ne satis-
fait pas 'équation (2.33).

Il y aura satisfaction de 'équation (2.33) si la solution est satisfaite sur la
droite ¢ = 0. De plus, les solutions de I'équation (2.41) ont unec solution
geénérale v(z, t) de 'équation (2.32) seulement si les conditions définies par
I'équation (2.33) sont satisfaites. D'un autre coté, le fait qu’il n’y ait pas
d’équivalence entre les systémes définis par les équations (2.32) et (2.41) se
manifeste également dans le cas ot la solution satisfait I’équation (2.33) et ou
il y a exigence que v(z, t) soit de classe C*. D’un autre coté, la définition d’une
solution v(z, t) de I'équation (2.32) exige seulement qu’elle soit continiment
dérivable. Par conséquent, il y aura équivalence entre les systémes définis par
les équations (2.32) et (2.41) sculement pour les solutions v(z, t) de classe
c2.
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2.3 Les invariants de Riemann

2.3.1 Les invariants de systémes d’équations semilinéaires.

Dans chaque équation de la forme caractéristique, les fonctions u;(z,t) sont
dérivables suivant une seule direction. Dans ce cas, des simplifications supplé-
mentaires de la forme caractéristique sont possibles, soit par un changement
de variable ayant comme conséquence que chacune des équations devient une
seule fonction des variables, z, ¢ et u dérivable.

Nous considérons le cas d'un systéme semilinéaire

d?‘k 87‘;; 6rk
Ry TR e g k=1, 2.42
(dt)k 5 TSk gy = 9 n (2.42)
ou
' . di* ol oIk
=1 =15y, gk:fk“*'ua‘(—(j?)k:fk‘{‘ua'(E'{‘f};'%)-
(2.43)

Depuis, pour un systéme de type hyperbolique,

det A = det(I¥) # 0.

11 s’ensuit que

[r,...,r
Oy sl _gep p £0, (2.44)
a[’u,1, ceey un]

et les quantités i (z, ¢, u) peuvent &tre considérées comme des nouvelles fonc-
tions inconnues. Nous pouvons écrire uy, ..., U, en fonction de ry,...,7, de
’équation (2.43) :

up = A rg = A or (2.45)
ou

r=[r, ...,

et A% sont les coefficients de la matrice A~ inverse de la matrice A :
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A= [I¥(z,1)], A7l = [M(z,1)]

Substituons 'équation (2.45) dans les cotés droits des équations (2.43), nous
obtenons :
%4—5;;-%:9;;(:5,15,@, k=1,...,n. (2.46)

Ce systéme est appelé le systéme exprimé en terme invariants de Rie-
mann [17], [14], [15] et [18].
Nous allons illustrer le concept d’invariants avec l'exemple de I'équation
d’onde en une dimension

Pu_ , Ou

a2~ "o
En réduisant cette équation en un systéme semilinéaire de type hyperbolique,
nous obtenons :

a € R

ou o Ov

e T
o u_
ot oz

avec les formes caractéristiques

% Ou _ . QE_ .8_2 =0
a Yo “\ar ") T

0u ) L (2,2
—a?-i-a-% + a gy a 5 =V

D’otll nous obtenons les invariants définis par ’équation (2.43) sont

m=u—a-v et r=u+a-v

Remarquons que nous avons utilisé ici les vecteurs propres a gauche ! et 12
qui sont non unitaires. Le systéme écrit en termes d’invariants devient
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on _, .0 _
ot Cor
0’1‘2 (9’/‘2 _

7T =0

ce qui nous indique que invariant r; est constant le long des droites

T + a = constante,

et que 'invariant 7, est constant le long des droites

T — a = constante.

Par conséquent, nous avons

rm=flr+a-t) et m=glrt—a-t)
ou f et g sont des fonctions arbitraires.

Si nous retournons & la fonction u, alors nous obtenons une solution générale
caractéristique (forme d’Alembert) de 1'équation d’onde, soit

flz+a-t)+g(z—a-t)
u = > .

Dans le cas d’un systéme d’équations quasilinéaires, les vecteurs propres de
3 q

gauche ¥ dépendent de 7z, ¢ et u. Considérons les formes différentielles sui-

vantes :

welz, t, u, du) =1 (2, t, u) du=15 (2, t, u) du,. (2.47)
Supposons que chacune de ces formes soit considérée pour des valeurs fixes,
les variables z et ¢ ont un facteur d’intégration

up = up(z, t, u), k=1,...,n
Nous avons que :
or(z, t, u)

we(z, 1, u) - wile, t, u, du) = ug - 15 - du, = Y dug.  (2.48)
Uq
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Suite & la multiplication de Péquation (2.31) par ux nous obtenons les formes
suivantes :

dri(z, t, u) Or .ark
di .

et

G =uy fr+ Tht T & Thp- (2.50)
Dans I’équation (2.50), les quantités ry, et i, sont les dérivées partielles de
Te(z, t, u) respectivement par rapport a ¢ et & z pour des valeurs fixes des
variables

U= [y, U

Puisque les fonctions 74(z, t, u) sont fonctionnellement indépendantes, nous
pouvons écrire les variables u; en termes de r(z, ¢, u), aprés quoi nous
obtenons de 'équation (2.49) le systéme d’équations quasilinéaires

8?";; Ork _
o T g T g(@, t, 7). (2.51)

Les fonctions variables ry, sont appelées les invariants de Riemann et le
systéme défini par I'équation (2.51) est un systéme d’invariants. Bernhard
Riemann a été le premier & introduire ce concept dans ses travaux (1860). Si
les systémes définis par les équations (2.25) et (2.31) sont homogenes et ne
dépendent pas explicitement de z et t (4 = A(u), f = 0), alors les équations
(2.51) sont aussi homogénes.

ory. ory,
—_— g — = 2.

c’est-a-dire que les fonctions ry(z,t) sont constantes le long des courbes in-
tégrales des équations :

— = &(r(z, 1)), (2.53)

et ces courbes sont appelées les caractéristiques du systéme définies par
I'équation (2.52).
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Chapitre 3

Solutions d’équations d’ondes de
Riemann pour les systémes
quasilinéaires.

Au chapitre 2, nous avons utilisé le concept des invariants de Riemann pour
résoudre un systéme d’EDP quasilinéaire de type hyperbolique & deux va-
riables indépendantes. Dans ce chapitre, nous allons appliquer la méme mé-
thode mais aux systémes d’EDP quasilinéaires de type hyperbolique & plu-
sieurs variables indépendantes (n > 2).

3.1 Solution des ondes de Riemann.

Considérons un systéme non elliptique de m EDP quasilinéaires & n variables
indépendantes z* et [ inconnues v’ ( [19] et [20]) de la forme :

n | :
o, 0w
> ) g wa—=0, s=1..m (3.1)

p=1 j=1
Notons par H 'espace des variables dépendantes u = (u’,. .., u') et par E les
espaces des variables indépendantes z = (z!,...,z") . Soit v une application
lisse
v:E— H,

nous pouvons considérer la différentielle de v comme une application linéaire

dvly: T.E = TymH Vz€E.
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Maintenant, pour chaque zo € E, et pour toutes les applications lisses v :
E — H, nous allons considérer le sous-ensemble de toutes les applications
telles que le rang (dv|,,) = 1.

Définition 3.1.

Soit une paire (z,, dvly,) ot ze € Eetv : E— H est une application lisse,
alors v appelée un élément simple intégral si le rang (dvl,,) = 1.

Théoréme 3.1.

St (2o, dvlgo) est un élément simple intégral alors il eziste (n + [) nombres
réels

al)"'aanu :Bla'-‘wﬁl
tels que
o’ , .
aru(a:o):a”ﬂ], n=1,...,n7=1, ..., L
Démonstration.

Le rang (dvl,,) = 1 implique que la matrice de Jacobi évaluée au point

a un rang = 1. Par le théoréme du rang minimal, cette matrice est décom-
posable. 4

Maintenant, si v : E — H est lisse et (2q, dv|z,) est un élément simple
intégral, alors il existe un voisinage K (zo) de zp tel que pour tout z;, €
K(zg), (71, dv|z,) est un élément simple intégral. Donc, il en résulte une
collection de (n + ) valeurs réelles de fonctions différentiables

a, : K—-R, p=1 ..., n
K j=1,....,1=R
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tel que pour tout z; € K

Nous allons utiliser la notion d’éléments simples intégraux pour obtenir les
solutions d’ondes de Riemann associées au systéme (3.1).

Définition 3.2.

Une solution u : E — H du systéme quasilinéaire (3.1) est appelée une so-
lution d’ondes de Riemann s’il existe une sous-ensemble ouvert D C E
et des fonctions réelles

1 2 l .
Qp, Q2,..., Q, ;Baﬁ’--w B’ fE_')R
tel que pour tout o € D, nous avons que

ou?

ozH

(o) = &(0) au(zo) B (0)- (3.2)

Pour calculer des solutions d’ondes de Riemann, nous procédons de la fagon
suivante. Premiérement, nous nous interrogeons sur ’existence de fonctions

eC!
/\].? /\27"')/\711 ’Yl’ 723“'17l:H_)R

satisfaisant les égalités suivantes sur un sous-ensemble ouvert U C H.

n l
Z Z a; " (u) Ay(u) ¥ (u) =0, s=1,...,m (3.3)

n=1 j=1

Supposons que de telles fonctions existent, alors nous identifions I'ensemble
des fonctions v* al’aide d’'un champ de vecteurs tangents sur H en considérant
la courbe intégrale du champ de vecteurs

Y= Vj(u)@-
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3.1. SOLUTION DES ONDES DE RIEMANN.

La courbe I' € C! sur H et nous paramétrisons celle-ci par R. Donc, T
est I'image d’une certaine applicatim@R — H définie par I'ensemble des
équations différentielles ordinaires suivantes

dfi .
dL]; =Y, .. fh, j=1,...,L (3.4)

La méthode de construction des fonctions A et 7 est la suivante : nous cher-
chons des fonctions Ay, ..., A, telles que

St

rang(a;” A,) <.

Pour chaque A, nous trouvons les fonctions +*, solutions de

(@A) 7/ =0,

Une fagon alternative est d’inverser les roles de A et de y sont interchangés
et nous trouvons les fonctions v tel que

rang(a;” ) < n.

De plus, nous trouvons les solutions A, vérifiant ;

(a5 ') Ay =0.

Supposons que nous avons construit un ensemble de fonctions (A, ) sur U
C H satisfaisant 1’équation (3.3) et tel que I soit une courbe intégrale sur le
champ de vecteurs dérivables y sur U. Considérons les fonctions f*(A,); les
fonctions A, (u) sont "pulled back" sur la courbe I' C H. Les fonctions A, (u)
deviennent des fonctions paramétrisées par R sur I'. Afin de simplifier la
notation, nous noterons f*(A,) par A,(R). Soit ¢ : R — R une différentielle
de classe C' et définissons R comme étant une fonction implicite sur E par
la relation

R =¢(Au(R) - 2"). (3.5)

Nous avons le théoréme suivant.
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3.1. SOLUTION DES ONDES DE RIEMANN.

Théoréme 3.2.

Soit (A, 7) un ensemble de fonctions de classe C* satisfaisant [’équation (3.3)
et tel que f: R — H est une courbe intégrale du champ de vecteurs

. 0
J U} —
7(W) 55
défini sur H et paramétrisé par R. Considérons pour une application de classe

C' ¢ : R — R lensemble des relations définies implicitement entre les
variables, v/, z* et R par

= . ph
uw = fI(R).

Les équations peuvent étre résolues de sorte que R et u/ peuvent Etre les

graphes sur un sous-ensemble ouvert D C E; alors les fonctions u? = f?(R(z))

constituent une solution exacte d’ondes de Riemann du systéme quasilinéaire
(3.1). La fonction scalaire R(z) est appelée un invariant de Riemann.

Démonstration.

La matrice de Jacobi est donnée par :

dz*  dR Ozt
ol

OR _ 0¢(\(R) zv) (w d)\. OR

- dR Ozv

Ozh OxH + Mu(F) 55) 4

daA
, pour 1—z* —Cﬁ;'- ¢ #0,
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3.1. SOLUTION DES ONDES DE RIEMANN.

En appliquant le théoréme des fonctions implicites (voir annexe B), la
condition pour que R et v’ soient exprimés par le graphe d’un certain sous-
ensemble ouvert D de E peut étre montrée comme étant

LY .
gt T8 ¢ #0. (3.7)

Cela évite le cas de la catastrophe du gradient. D’ou

ow  dff OR
gz~ dR Oz*
_ A ¢ AR
- dR d'/\u !
1— e 2L
" aR ?
B ¢’ df?
- 1 — gt gi/i ¢’ -(m /\#(R)
dR
¢/
= D, | 7
e B4
! dR ¢
| dfi
= J J = 2
Donc,
du? N

Nous venons de démontrer le principe de décomposition de Riemann des
dérivées partielles comme le produit tensoriel de

&(z) ¥ \u(R)

sous la condition (3.7) est satisfaite. Afin de vérifier que w/ défini plus haut
est vraiment une solution exacte, considérons

n ! auj n 1 dA -1 )
S0 g = L0 (1w e d) oy =t

p=1 g=1 pn=1 j=1
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3.1. SOLUTION DES ONDES DE RIEMANN.

étant donné que 'équation (3.3) tient a chaque point de U et en particulier
lelongde I' C U.

Il est bien connu que les conditions de compatibilité des conditions de I'équa-
tion (3.8) sont identiquement satisfaites, la quantité £(x) peut étre traitée
comme une fonction arbitraire de z ¢tant donné que ¢ soit arbitraire. dJ

De plus, il est pratique du point de vue calculatoire de choisir la paramé-
trisation ¢limimant la fonction arbitraire ¢ dans ’équation (3.6). D’otl nous
rééerivons cette équation comme suit

u(@) =F@®R), ==,

R=), (R(z)) 2", a7 A= 0.

En changeant les variables dépendantes et en supposant que ¢ est inversible,
110US avons que

R=¢"'oR
dans I’équation et si nous définissons

/\IL(E) = Au(R),

nous obtenons alors

R(z) = A, (R(z)) 2" =X, (R) ™. (3.9)

En vertu de I'équation (3.6), nous avons
q

X,,, =M, 0¢ et fi=Ffo¢;

alors

4 d(fes(®)
dR dR
&) do
~ dR dR
= A7 0 6(®) 22 =7(7)



3.2. EXEMPLES

Si nous effectuons les transformations suivantes :

ﬁ = (b_l o} R, /\/1, = /\/A o ¢’

F=ros, TN=1 (ooM) =

alors la relation (3.6) est équivalente a I'équation (3.9).
3.2 Exemples

Les exemples suivants donnent une illustration théorique de la construction
des ondes de Riemann.

3.2.1 Exemple 1 : EDP quasilinéaire de type hyperbo-
lique décrivant une onde.

Le premier exemple considére le casn = 3 et [ = s =1, alors, il y a juste une
équation a une inconnue et la solution d’ondes de Riemann est la solution
générale donnée par la méthode des caractéristiques (voir chapitre 1).

Considérons le probléme suivant :

—tu—4ut— = 0, —00 < T < 00, ~o<y<oo, t>0
T
(3.10)

sujet aux conditions initiales
u(0, =, y) = ¥(z, y) pour t=0.

Nous cherchons les fonctions Ag, A;, Ag; v : R — R satisfaisant 'équation
(3.3), laquelle devient

Xy+ud y+u Ayy=0,

d’oll nous avons
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3.2. EXEMPLES

(Ao +u A +u? X)) y=0. (3.11)

L’objectif est de déterminer s’il existe une solution non triviale . Si nous
supposons que

/\o-f'u /\1+?L2 /\2—_—0,

alors
/\0 = —U )\1 —U2 )\2,
et
A=(—u X —u® Ay, Ap, Ag) = A1 (—u, 1, 0)+ Ap(=22, 0, 1)
Donc,

X € span{(~u, 1, 0), (=% 0, 1)}. (3.12)

Etant donné 'homogénéité de la relation d’onde (3.11), nous pouvons choisir,
sans perte de généralité, le vecteur A de la forme suivante :

A= (=u, 1, 0) +a(u) (—u? 0, 1) (3.13)

pour a(u) arbitraire dans laquelle v : R — R est également arbitraire. Par
la construction obtenue au théoréme 3.2 nous considérons une fonction R :
R* — R définie implicitement par I’équation (3.5).

Soit f: R — H la courbe intégrale des champs y(u) 5%’ cette courbe u = f(R)

satisfait la condition

du
iR 7(u).

Etant donné que + est arbitraire, nous obtenons une courbe arbitraire de
classe C! dans H. Soit ¢ : R — R est arbitraire, alors la fonction R est
définie implicitement par la relation

R=¢((~u-au’)t+z+ay)=¢—ut+alu) (y-u’ i)
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3.2. EXEMPLES

Puisque u = f(R), nous avons que

u=f(R)=fop(z—ut+au) (y—ut)).

Mais f et ¢ étant arbitraires, nous obtenons que :

u(t, z, y) = F(z — ut + ofu) (y — u*t)), F=fo¢ (3.14)

ot u définit implicitement la solution d’ondes de Riemann pour des fonctions
f et « arbitraires.

Dans ce cas, il faut généraliser la solution (3.14) car I'espace des covecteurs
A est de dimension 2 comme l'indique I’équation (3.12).

Par conséquent, il existe une fonction ¥ : R? — R telle que u = f(R) est

la solution générale de P'EDP de premier ordre ou R est défini implicitement
par I’équation (3.10)

— ()] N2 . =

R= \Il(/\” ', A, at) (3.15)

ol A}, et A2 sont les composantes des vecteurs (—u, 1, 0) et (~u? 0, 1)
linéairement indépendants. Ce qui nous donne immédiatement la solution
générale ayant la forme :

uw=fol(x—ut,y—u’t)

Puisque f et ¥ sont arbitraires, nous avons la solution générale suivante
u=G—ut, y—u*t)
o G = f o V. La solution est alors définic comme suit :

U(’) T, y) = 1/)(7: —ut, Y- U’Q t) (316)

Cette solution est connue dans la littérature comme ¢tant une onde simple
non-plane.
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3.2. EXEMPLES

3.2.2 Exemple 2 : systéme d’EDP quasilinéaires de type
hyperbolique décrivant une onde.

Considérons le systéme ayant deux variables dépendantes (u', u?) € U et
trois variables indépendantes (¢, z, y) € F ¢

oul +2u_+ ou? _ 0
9t | oz 8J ’
ot 61 Ay

La relation d’onde (3.3) nous donne que :

/\0 ’Yl+/\1 ’)’2‘{"&1 /\2 ’)’2 = O,
Ao +ut Ay Ay

La relation de dispersion nous donne que

A — (A ut X)) (g +u? ) =0.

Cela nous donne deux possibilités

A= e/ (A +ul Ag) (Mo +u2 \p)

selon € = £1. De celles-ci, nous obtenons deux types de fonctions (A, ) :

A° ( VA +ut dg) (e +u2 Xy), A )\2),

/\2+U2 /\1
c = |1, -/ 20— ), =+l
7 ( ¢ /\]Y+’U11 )\2 ) ¢

Plusicurs solutions d’ondes de Riemann peuvent étre construites aprés une
spécification de A; et de Ay. Pour I'illustrer, nous montrons comment obtenir
une famille de solutions explicites & deux paramétres en choisissant A, =
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3.2. EXEMPLES

Ay = 1 et ¢ = identité dans le cas ol ¢ = 1. Les équations différentielles
ordinaires & résoudre sont :

du!
dR

Eil_ti _ 1+u?
dR— V1+gl

ayant comme solution générale

U,l = R+Cl,
wW = (- VR+e+1)?2-1,

ol ¢ et ¢y sont des constantes arbitraires. Maintenant, choisissons ¢ = iden-
tité dans la relation implicite (3.5). La fonction R s’exprime comme une
fonction de z, y et ¢.

R= (CQ\/R+01+1—(R+01+1)> t+2+y.

Il est facile de résoudre cette équation pour obtenir R explicitement :

2

ottt +4(1+t) (z+y+e+1)

Riz —Cl-—].,
2 (1+1)

et nous avons une famille de solutions d’ondes de Riemann & deux para-
metres :

2
L [t /E2+4(1+t) (r+y+a+1) ~1
* 2 (1+1¢) ’

2

) et JEP+4(1+t) (z+y+a+1)

ugy Cy — - L
2 (1+1)

II peut étre vérifié que u} et ui sont des solutions explicites du systéme
(3.17). Evidemment, des choix différents de Ay, de A, et de ¢ donneront
des solutions différentes. Le probléme de la classification de ces solutions est
largement ouvert ; cependant, plusieurs résultats sont connus.
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Chapitre 4

Les solutions d’ondes simples
d’EDP décrivant un écoulement
i1sentropique.

Au chapitre 3, nous avons trouvé la solution d’onde d'une EDP quasili-
néaire de type hyperbolique. Dans ce chapitre, nous allons construire une
solution d’onde simple, c’est-a-dire une seule onde, satisfaisant un systéme
d’EDP quasilinéaires de type hyperbolique décrivant un flot isentropique d'un
fluide idéal compressible. Un exemple concret provenant de la dynamique des
fluides.

4.1 Systéme d’EDP décrivant un flot isentro-
pique d’un fluide idéal compressible.

Les EDP décrivant 'écoulement non stationnaire isentropique d’un fluide
compressible idéal ( [14], [15], [19] et [21]), ont la forme suivante :

do (k—1)

?E-F 5 G(VU) = 0,
du 2
S S = 0 4.1
dt+(ﬁ_1)wa , (4.1)

ol 7 est la vitesse de ’écoulement, & est la constante d’adiabacité,
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4.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D’UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

P
a = K=

p

est la vitesse de propagation du son dans le fluide et notons la dérivée convee-
tive, substantive ou Lagrangienne

d o

Pour simplifier les calculs, nous allons utiliser les notations suivantes :

(1) v= (% 7', ¥ ~?) est le vecteur de polarisation associé a la vitesse et
a la direction de la propagation de 'onde (a, u!, v?, v?) = (1, @) €
R4 .
(ii) A= (Ao, A1, A2, A3) correspond & (¢, ', 2%, 23) = (z°, ) € RY,
(iii) 9, A représentent les trois derniéres composantes de 7, A. Ils repré-
sentent respectivement les éléments simples associés & la vitesse et a

la direction de propagation de onde. Donc, 7 = (%, 72, 73) et X =
(AL A2, 03,

(iv) @ B est le produit scalaire dans l'espace euclidien E?,

d-f=a' B +a® f2+a® B

(v) @ x f est le produit vectoriel,

(vi) le produit mixte est noté comme suit,
@, B, 7]:==a- (B x7) =det(d@ B, 7),
(vii) et

2 L =
(o, ﬂ)=;—_—1a°ﬁ°+a-ﬁ

représente le produit scalaire dans I'espace en quatre dimensions (E*).
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4.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D'UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

Avec ces notations, le systéme (4.1) s’écrit sous la forme algébrique

(5—1)

2
2a

(k—1)

Mo+d- N1 +a X5 =0,

>

(Ao +1-X) 7+ Y =0,

détermine les éléments simples. De ces équations, les directions caractéris-
tiques -y et A, qui peuvent étre du type 1) ou 2), ont des propriétés différentes
|12] pour étre déduites de la fagon suivante

1) o (;1 ) (W) = ({5, 7), —2).

2
(4.2)
2) v = (0, €) ~ /\(U) = ([ﬁ9 €, 77‘7’]7 =€ X 1),
oll € est un vecteur unitaire arbitraire en trois dimensions et /7 est un vecteur

arbitraire. De la seconde équation, il s’ensuit que si v # 0, alors A est
proportionnel & 4.

Prenons ¥ = —\ = ¢ou &2 = 1. Alors les équations déterminant les éléments
simples se réduisent aux équations suivantes :

¢ —1
'yo(/\o—ﬁ-é’)—a,<h2 ) = 0,
2a
M-t —— =0
(0 U é) (K—1)7
k-1

Cela implique que ° = et Ag = {u,7). De fagon similaire, pour 7° = 0,

nous obtenons

K1
2

ad-y = 0,
/\0'}"&'/\ = 0.

D’ou, en posant 4 = €, nous obtenons A = m x € et Ay = [&, & M|, ou M
est un vecteur arbitraire. Ces deux types d’éléments simples générent toutes
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4.2. LES SOLUTIONS D’'ONDES SIMPLES D’EDP DECRIVANT UN
ECOULEMENT ISENTROPIQUE.

les solutions du systéme d’EDP (4.1). De plus, nous avons les propriétés
suivantes.

(1)

Les solutions construites a partir des éléments du premier type sont
seulement les solutions potentielles : V x @ = 0. Cependant, nous ap-
pelons ces solutions des éléments potentiels. En effet, soit w/(z) une
solution construite des éléments simples du premier type, c'est-a-dire

W)y =) A+ + @) AN, v,i=0,1,23

Si nous restreignons notre étude aux variables spatiales (v, j = 1,2,3)
et nous prenons en compte la forme des éléments simples du premier
type définis par le systéme (4.2), alors nous avons que :

wg=— - -, o B=123

Cette expression est symétrique en o, f; d’ou V x @ = 0.

. Les solutions provenant des éléments simples du second type sont en

général des solutions rotationnelles, V x i # 0. Il est alors facile d’ob-
server que
Vxu=€ 9 x A +... +& i x Ak,

En général V x @ n’est pas nul si des éléments du second type sont
présents. En fait, pour de tels éléments et en vertu du second type du
systéme (4.2), nous avons que

5 x X =~&x (Zx ).

4.2 Les solutions d’ondes simples d’EDP décri-

vant un écoulement isentropique.

La solution d’une telle EDP représente une courbe dans 'espace des va-
riables dépendantes et cet espace est appelé I'espace hodographe. L’espace
hodographe d’une onde simple est donné par une courbe caractéristique I'
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4.2. LES SOLUTIONS D’ONDES SIMPLES D’EDP DECRIVANT UN
ECOULEMENT ISENTROPIQUE.

tangente & un vecteur caractéristique y(u). Si cette courbe I' est donnée par
u = f(s), alors s doit étre une fonction associ¢e au gradient, proportionnel
au vecteur caractéristique A(f(R)), lié & . En utilisant ce fait, nous mon-
trons que toute courbe dérivable dans I’espace en trois dimensions de u!, u2
et u® génére deux familles d’ondes simples dont une décrit un écoulement
irrotationnel et 'autre, un écoulement rotationnel.

En effet, soit

ut=fis), WP =), WP =),

une courbe paramétrisée par ses longueurs d’arcs s, alors les vecteurs unitaires
tangents

d o
U P =T
S
peuvent tre utilisés pour construire les deux éléments simples des types 1)
et 2) du systéme (4.2). Ils sont définis par :

1)
= (551, F)) ~ A = (G, 1), —F(s),
iy ( N ) ' (43)
E = ’y(S), J= 0,1,2,3,
2)

ds
oll le vecteur m est un vecteur de fonctions arbitraires de s. En intégrant,
nous obtenons

1)
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4.2. LES SOLUTIONS D’ONDES SIMPLES D’EDP DECRIVANT UN
ECOULEMENT ISENTROPIQUE.

2)

(4.6)
Als) = ([ s 77?,], ——7Xﬁl).

Soit I’équation de Pfaff donnée par ds = € \,(s) dz”. Dans chacun des cas,
nous pouvons intégrer et nous obtenons

1)

s = l:dj(fi_ls'*'a()).f'f.l) t_f-“/"l_’{l)

2)

(4.8)
u = (a0, fH(s), f2(s), F2(5))-

Le second cas admet la généralisation mentionnée & la section précédente il
existe deux vecteurs indépendants : A, A liés & . Par exemple, si nij, my
et 7 sont des vecteurs indépendants, alors nous utilisons le second cas de
I'équation (4.1) pour obtenir les deux vecteurs indépendants

-

= ([f, !, mi) t,—f x ),

-~ -

A= ([f, fl, 7_‘2] t,—f’x7ﬁ2).

La combinaison lin¢aire est un vecteur caractéristique. Cependant, 1'équation
de Pfaff contient deux coefficients arbitraires, £(z) et £(x)
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4.2. LES SOLUTIONS D'ONDES SIMPLES D'’EDP DECRIVANT UN
ECOULEMENT ISENTROPIQUE.

ds = EMy(5) da¥ + € M, (s) da”.

Sa solution est alors :

s=10 ([f, 7 m) t—[.}ﬁ, my, ), [f, f o) t—[f7, N, ;?"]), (4.9)

ot la fonction 6 est une fonction arbitraire différentiable & deux variables.
Les vecteurs 177 et 77, peuvent étre choisis comme des constantes ; alors, en
général, cela ne restreint pas les solutions. La fonction u(s) est la méme que
celle de I'équation (4.8)

u=(a, f'(s), f2(s), £3(s)). (4.10)

Dans le cas ot f est une fonction linéaire de s, f = sé&, 'onde devient
indépendante du temps. Sans perte de généralité, nous pouvons prendre € =
(0,0,1), m7, = (0,-1,0) et my = (1,0,0). Il s'ensuit que

s=0 (2, 7%),

avec 6, une la fonction arbitraire. Dot ["écoulement peut étre écrit de la
facon suivante :

a=ay, wt=0, u=0, uw =0z 2?).

Par contre, ceci n’est pas intéressant du point de vue physique. Nous consi-
dérons alors I'équation (4.7) pour la forme de I'onde simple potentielle dans
le cas ol f(s) est une fonction linéaire de s. Dans ce cas, nous pouvons écrire

k-1 .
s+ay, u=s, u'=0 =0

q =

Nous pouvons toujours obtenir ces équations en utilisant les transformations
galiléennes. Pour I'¢quation (4.7), définissons s(z, t) ; nous obtenons alors

s = [z/;(ﬁglsﬂ-ao)t—ml].
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4.2. LES SOLUTIONS D’ONDES SIMPLES D’EDP DECRIVANT UN
ECOULEMENT ISENTROPIQUE.

k+1 1 - .\
s peut étre négligé dans la derniére

K
s < ag, alors le terme s

Si

expression et nous avons la forme d’une onde acoustique

a = ag, ul = (ap t — '),

ayant une vitesse de propagation égale & ag. La fonction ¢ définit le profil de
'onde. Cependant, dans les cas généraux (4.7) et (4.8), nous discutons alors
des fonctions v et 6 qui définissent le profil des ondes appropriées.
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Chapitre 5

Les solutions d’ondes doubles
d’EDP décrivant un écoulement
1sentropique.

Au chapitre 3, nous avons trouvé la solution d’onde d’une EDP quasilinéaire
de type hyperbolique. Au chapitre 4, nous avons généralisé cette méthode.
En effet, une solution d’onde simple, satisfaisant un systéme d’EDP quasili-
néaires de type hyperbolique décrivant un flot isentropique d’un fluide idéal
compressible a été construite. Dans ce chapitre, nous allons construire une
solution d’ondes doubles correspondant a la superposition de deux ondes de
Riemann satisfaisant le méme systéme d’EDP.

5.1 Systéme d’EDP décrivant un flot isentro-
pique d’un fluide idéal compressible.

Le systéme (4.1) peut s'écrire sous une forme équivalente, soit
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5.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D'UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

Iuy g Juy N Oug LB 1 . ou! c')u _Qy_’ ~0
o T \Mam Tt gpthes )t N T T ) T
% N Ouy Ouy Ouy Lt 2 6_0 —0

o T\ e T s ) TR 1Y e T

Jus Jug Quy ~ Ouy 2 da

‘57*’( al+u282+u,3$3—)+-———— 0’1’2_0’

aug du 3 6U3 aU?, 2 da B -
E— + <U1F 1128 3 - Uggg) 1 Q 5]‘5 = 0. (01)

A ce systéme, nous associons la décomposition de la dérivée partielle au sens
de Riemann

ou®
oxt

=49\, (5.2)

oll, nous associons

5 d
(ty z, Yy, 2) ~ /\ = ()‘0, /\ly /\21 /\3) = (/\0’ /\) = (Ea V),

((L, Uy, Uz, U’B) = (Uo, ﬂ) ~Y = (707 Y1, Y2, 73) = (707 ,7)

En substituant 1'équation (5.2) dans le systéme (5.1), nous obtenons le sys-
téme caractéristique

— ‘,—‘1 -

Mo+ 1) %+ —=al-7 = 0,
(AQ'*'E'/\]):Y"{‘ _1a>\]’Yo = 0,

2
()\0‘*‘?7'/\2)’-)7'{- 0//\2 Yo = 0,

Kk—~1

2
(/\0'{"17'/\3)’7"]',{_1(1/\3’}’0 = 0. (53)

Réécrivons ce systéme sous une forme matricielle.
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r - — 1 ¢—1 (k~1) 7 Tad o
/\0 4 (u )\) a K . ) /\1 a (/"h > ) AQ a (IL\:‘) ) /\‘3 Yo 0
5 2
© N d+an 0 0 wl o
A~ = (k—1) _
v= 2a . -
1 Al 0 Ag + @Ao 0 Ya 0
2a .
o) | 0 0 Ao + I3 | s 0]

Nous cherchons une solution non triviale 7. Il faut donc que le déterminant de
la matrice A soit nul. Dans ce cas, nous avons deux possibilités correspondant
aux deux cas énumérés pour le systéme (4.2)
(1)
k-1 .
(u, V=X A=A, —0) & y= 5 € (5.4)

(ii) o

[@, & ml=X ©Ar= (N, —€xm)v=(0, &). (5.5)

L’existence des ondes doubles est déterminée par deux conditions. De plus,
une analyse systématique des ondes doubles du systéme (4.1) a déja été
présentée. [22].

5.2 Exemples

5.2.1 Ondes non dispersées avec des hodographes li-
néaires.
Comme premicr exemple, nous allons considérer une solution représentée

a l'aide d’une fonction hodographe linéaire que nous pouvons obtenir en
utilisant des vecteurs constants . Du systéme (4.3), nous avons que

v R, §=0,1,2,3,
(v, vs) BTy =), rs=1,...,k. (5.6)

!

AT

il
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Nous obtenons alors

71‘23 = ((77‘) 75)) 01 07 0)7

exprime les produits vectoriels A* A A A XS, ; sous la forme du déterminant,
nous avons que

¢ ¢ ¢ ¢

. 0 0 0
A= AN AN, = det <7”’T%> = ~{Yr, Ys) T X s,
R S B S| e A DALR A

XN
ot ¢°, g!, ¢? et ¢® sont les vecteurs unitaires le long des axes 2°, z', 22 et

3.

Les conditions A = 0,7 # s peuvent étre satisfaites dans les cas suivants :

(i) » et 7; sont linéairement indépendants pour chaque pairer, s = 1,2,... k.
D’ol nous avons seulement deux vecteurs indépendants

k—1 k-1 .
N = 2 y €1, Y2 = 9 y —€2 ).

Ce cas est connu des équations d’écoulement non stationnaires & une
dimension.

(ii)
2 L L k=1
<7T’75>:K_r—1'727£+75'7r= 9 +é5 -6 =0.

Si cos(120°) < 5% < 1, il existe dans Ej trois vecteurs unitaires ¢; satis-
faisant la derniére condition, c’est-a-dire que l’angle entre €, et €5, s # r est
donné par cos(p,,) = 3. Par exemple :

— K 1_,~
¢i = (1,0,0), €3=<12n,A,0>, 5=< zh,B,C>,

ol
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1-x\? 1— k2 1—k)> 1—k2\?
N o A N C O S

(v 1) = 0, T #s,

(7.97 ')’s) = 5

d’oll

N = <’“2Fl R, —e;>.

Les équations de Pfaff sont séparables et leurs solutions sont données par;

1
R = (“; RH—E-f), s=1,23 (5.7)

ont 1° sont des fonctions difféerentiables arbitraires a une variable. Il faut noter
que les solutions (5.7) possédent une propriété intéressante. Lorsque 92 =
et ¢* = 0 dans les solutions (5.7), nous obtenons la forme suivante :

w o= AR, R=¢' (Mt+Ar-D),

¢+ 1
A= (h; Rl—d),

qui représente 'onde simple la plus générale avec 1'espace hodographe donné
par la ligne v/ = v/ R'. Maintenant, remarquons que la solution

. ‘ k+1 - o
ul = ’)/Z Rs, R’ = ws <——2— R°t — Cs - 'L) (58)
est une somme de trois ondes simples indépendantes avec leurs espaces ho-

dographes respectivement donnés par v/ = v/ R', v/ =5 R* et w/ =~} R3.
De plus, leurs directions de propagation sont données respectivement par
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les vecteurs unitaires €7, €3 et €. Les interactions linéaires entre ces ondes
montrent qu’aucune des ondes n’interfére avec les autres. Ce phénomeéne ap-
parait seulement dans les cas ou 'angle entre les directions de propagation
est donnée par

1-%
5

cosp =

F1G. 5.1 - Angle ¢ entre deux ondes superposées

Lorsque ¢ > 120° (voir la figure (5.1)), il peut exister seulement deux ondes
non dispersées. De plus, la constante s doit aussi satisfaire

1-kK
2

En géneral, les espaces hodographes sont de la forme

<1l

w =l R+ uf,
ot u) = (ag, u}, ud, ud). L'introduction de ces termes ne change pas les
considérations précédentes. Le second cas reste valide et les termes ! se re-
trouvent dans Aj qui domine dans les expressions suivantes pour les fonctions

R (z).

B = ([”;“ R+ o, mJ t_)

L’expression
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K41
2

représente la vitesse de propagation de 'onde par rapport au milicu dans
lequel elle se propage.

R¥+ay, s=1,2,3,

5.2.2 Autres ondes non dispersées

Pour le second exemple, nous imposons des conditions plus fortes, soit A%, =
0,7 # s au lieu de AL = A" A M A A}, = 0. Ce qui nous permet d’obtenir des
solutions sous une forme fermée. En effet, il résulte que Ap = AT (R"); d’on
les équations de Pfaff dR* = £° X¢ dz¥ sont séparables ct, dans le cas d'une
onde simple, elles peuvent étre intégrées. Nous obtenons que

RE=¢ (R ), s=1,....k (5.9)

avec la fonction différentiable arbitraire 1. Il est facile de voir que espace
hodographe d’une telle solution peut étre donné par I'équation (5.9). De plus,
cela implique que seuls les éléments simples du premier type peuvent étre
composés d’une somme de fonctions dépendantes & une variable seulement ;
c'est-a-dire que

v=v(R)+.. +u(BF), v=(00 ol v oY)

Jdu .
Nous sommes alors assurés que v, = = v.(R’) dépend uniquement de

R’. Les fonctions vy(R®),s = 1,...,k décrivent des courbes dans 'espace en
trois dimensions engendré par u!, u® et u*. Ainsi nous pouvons prendre les
paramétres R°,s =1,..., k pour étre les mesures d’arcs de ces courbes. D’oil

7] -1 . .
l7s] = 1, et 81(; = 73 . 5 Comme la vitesse du son a(R) devient une
fonction linéaire des variables R, ..., R* soit
k=1 k
a:T(R + ...+ R +aq.

De plus, nous avons que

No=—7 = ~(@)(R), (@) =@, v,



5.2. EXEMPLES

et

1 8 - — £\
A#%%wzm; (RY,...,R*)+ao+a- (7). (5.10)

La contrainte que Aj dépende seulement d'un R® donné, aprés la dérivation
par rapport & R” a comme conséquence,

k-1
2

@) (@) =0, s#r (5.11)

Cela signifie que dans la solution précédente, Pangle entre les vecteurs uni-
taires (v;)" et (v;)', s # 7 est donné par
1-x
cos(ipr) =
Une simple considération géométrique conduit & la conclusion que, excepté
dans le cas ol (¥)'(R®) est constant (comme le cas ci-dessus), il existe seule-

ment deux vecteurs unitaires dont un seul est constant. Cependant, nous
pouvons choisir

@)'(RY = e =(1,0,0),
(1) (R?) = 6= <l;—fﬂ, A cos(p(R?)), A sin(<p(R2))>
- (55 o ) (512
_ (1—x)?
A=y1-

et ot (R?) sont des fonctions arbitraires. Cela signifie que la projection
de %73(R?) dans le plan engendré par u® et u® est une courbe arbitraire
v} = v3(R?), v = v3(R?) paramétrisée par ses longueurs d’arcs. D’ot, en
récapitulant

-1
a = m2 (R + R?) + ay,

(5.13)
71(RY) + T (R?),

=)
1]
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avec

ﬁl(Rl) = (Rla 07 O)+270a
(5.14)

k—1

#H(RY = ( 5 R2, v2(RY), ?)S(RQ)).

Notons que (v*(R?), v3(R?)) est une courbe uniforme paramétrisée de telle
fagon que (vi2)? + (v5)? = A?, ag et 4y soient constants. Les vecteurs carac-
téristiques v et A sont

k-1
"= (—'2—_1 1, Oa O)a

k=1 1-k
= (S5 o),

/\1

(;@51 R' +ag+u,—1, 0, 0>,

((x—1)R2+(z72)"(62+720)+a0, “_;_l - 3)’~(v§)’)_

/\2
2 Z

&

Les équations de Pfaff dR® = £° A, dz" sont séparables; cela nous améne a

R = ¢ ([E;1R1+ao+u})J t~x1>,

R = y* (K””l>R2+(ﬁz)"(ﬂa+ﬁo)+aoJ t

2

+h§ '2- 1 ! — (’U;)’(RQ) 22— (U;)’(Rz) lg)

Ces équations, combinées avec les équations (5.13) et (5.14), donnent la so-
lution (5.9). Elles décrivent également deux ondes simples non dispersées
dépendant de trois fonctions a une variable; c’est-a-dire 1", ¥? et la fonction
©(R?) définie par I'expression (5.12). Les vecteurs suivants sont les directions

de propagation des ondes.

(i
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24
Il
=1
]
—~
—
o)
()
=

Les quantités suivantes représentent la vitesse par rapport milicu dans lequel
les ondes se propagent.

1
/\i = K:_: Rl+a0,
k—1
/\% = ( 5 >R2+(172)'-(172+170)+a0.

5.2.3 Ondes rotationnelles influencées par les ondes po-
tentielles.

Comme troisitme exemple, nous allons utiliser les deux types d’éléments
simples. De cette fagon, nous pourrions obtenir deux groupes de solutions.
Dans le cas on seulement deux éléments simples sont considérés, nous retrou-
vons les conditions suivantes :

1) Ay = 0, Aj=0,

i) A = 0, A?=0, (5.15)

ol nous supposons que Uindice 1 fait référence & I'élément du premier type
et l'indice 2, au second type, lequel est rotationnel. De fagon similaire aux
premiers cas, nous somines intéressés aux solutions avec des espaces hodo-
graphes qui sont seulement la somme des deux espaces hodographes d’ondes
simples ; ¢’est-a-dire que

IS
Il
=

01 (s) + (7). (5.16)

Notons
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0 = (52 00), alt) = i)

En utilisant la forme du déterminant du produit vectoriel dans le cas ot les
vecteurs my et M, sont choisis comme des vecteurs constants, nous obtenons
la forme suivante pour les A :

Ay = det

Cependant, les conditions (5.15) peuvent étre satisfaites si les vecteurs (v)'(s)
et (v3)'(r) sont orthogonaux. Cela implique qu’une des directions 73'(s) ou
(v2)'(7) doit &tre constante. Nous avons résumé nos résultats dans le tableau
5.1. Dans les deux cas, nous supposons que le plan de la courbe u! = f!
et u? = f? cst paramétrisé par ses longueurs d’arcs. En conséquence, nous
arrivons au systéme de Pfaff suivant pour le cas A)

ds = é_l (F;ls—kag}dt—dm‘s),

dr = & (If' (f2Y = (f1) flat— () do’ + (1) da®) + & (=5 (f2) dt + (%) da?).
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TAB. 5.1 - Résumé des équations lorsque v;'(s) ou (v)'(7) est constant

A) 7'(s) constant | B) v3'(¢) constant
-1 k—1

a= 5 S+ ag a= $+ap

wep) |a=r

E=f) =

¥ =s+u w =7+ ud

my (0, O, ].) T?Iq = (1, 0, 0)

My (1, Oa O) Tﬁ? (07 17 0)

Les solutions sont données par la formule implicite suivante

s =1 ([ﬂ ; ! s+ ag} t— m3> . T=0(p(t, z), T(t, %)) (5.17)

ot ® est une variable arbitraire 4 deux variables et 7(¢, z%) est la solution
de I’équation de Pfaff

d7 = €%(—s dt + d®).
Cette équation est équivalente & 'équation linéaire

o7 e
—_— = — M 3. 518
57 S (t, T ) Tz ( )

Par ¢, nous notons [f1(7) (f2)'(7)—(f1) (7) [2(7)] t~(f¥)'(7) o' +(fV)(r) 22

Pour le cas B), nous obtenons les équations de Pfaff suivantes

ds = ¢ ([’“;13+a0+f1 (Y + 2] dt = (f1) da’ - f* dx2>,
(5.19)
dr = E(f dt —do®) + 2(—(f) di+da'),  fi=fi(s), i=12
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De fagon similaire au cas précédent, les solutions sont données par :

k-1 o\
s=v (|55 sr s £+ 7] 1= (0 o - ) )
et par linéarisation de I'équation (5.19), nous avons

or  or , or o, | _ _ 1.2
—a-z —+‘ % f (5‘) + @ f (3) - 0, T= T(ta T, Zr ) (520>

De la seconde équation de (5.19), nous avons que

du®
dt

Considérons le champ de vecteurs £ = (1, f!(s(t,z)), f*(s(¢,z))) dans l'es-
pace engendré par t, z' et z? La signification géométrique de I'équation
(5.20) est que la fonction 7(¢, 2!, z2) est constante le long des courbes tan-
gentes du champ de vecteurs L£(t, 2!, 2?), et la variable 2 n’est pas impliquée.

Dans les deux cas, la solution dépend de trois fonctions arbitraires & une
variable et d’une fonction arbitraire a4 deux variables. Les deux fonctions f!
et f2 décrivent 'espace hodographe H; autre fonction, ¢’est-a-dire 1 décrit
le "profil" de 'onde potentielle. La fonction a deux variables définit la fonc-
tion 7(t, ), soit par la fonction ® de I'équation (5.17) ou par les conditions
initiales de I’équation (5.20). Le comportement de la fonction 7(¢, 2!, 2?) dé-
finit le "profil" d’unc onde rotationnelle dépendant de la fonction s(t, z), qui
décrit 'onde potentielle, et s(t,2) ne dépend pas de 7. Ce fait est di aux pro-
priétés des ondes rotationnelles qui sont des écoulements isobares ; puisque la
vitesse de I'onde potentielle, par rapport au milieu de propagation, dépend
de la pression. Cependant, nous observons les effets du courant des ondes
potentielles seulement par la vitesse des ondes rotationnelles.
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Chapitre 6

Les solutions d’ondes triples
d’EDP décrivant un écoulement
isentropique.

Au chapitre 3, nous avons trouvé la solution d’onde d’une EDP quasili-
néaire de type hyperbolique. Aux chapitres 4 et 5, nous avons généraliser
la méthode, en effet, nous avons trouvé respectivement des solutions d’ondes
simples et d’ondes doubles satisfaisant un systéme d’EDP quasilinéaires de
type hyperbolique décrivant un flot isentropique d’un fluide idéal compres-
sible. Dans ce chapitre, nous allons construire une solution d’ondes triples
correspondant & la superposition de trois ondes de Riemann satisfaisant le
meéme systéme d’EDP.

6.1 Systéme d’EDP décrivant un flot isentro-
pique d’un fluide idéal compressible.

Une analyse systématique des ondes doubles du systéme (4.1) a été faite au
chapitre 5. Nous pouvons généraliser cette analyse aux ondes triples. Nous
cherchons une solution non triviale. Comme au chapitre 5, nous avons les deux
mémes possibilités correspondant aux deux cas énumeérés pour le systéme
(4.2), soient
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6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D’UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

(i)

o

(w, 7) = do & A= (o, —é)@’y:(’igl, *). (6.1)

(i)
[T, & m]=X © A=(A, —€xm)evy=(0, &). (6.2)
Ces conditions limitent les vecteurs 7y et A . Selon la littérature, la solution

d’un systéme quasilinéaire existe pour le type de systéme d’EDP quasilinéaire
(4.2) [20].

(1) . . . .
[,yi’ 7.7}:0’ /L;é.?? 7"]:112a3‘
(2) o
55 =7 € span{X', N} (6.3)

La premiére condition est appelée la condition de Frobenius; condition
qui garantit I'existence d’une hypersurface plongée dans I'espace hodographe
H. Elle peut aussi s'écrire sous la forme

0 s 0% ¥ = 0.

ous 7 Ous

Comme conséquence de la premiére condition de I’équation (6.3) il existe une
fonction dépendante f de trois variables, R', R? et R* définie par

[y, 3] =

w=f* (R, R}, R*), «=1,2,34

telle que
ofe

aRS :’YS)

s=1,2,3.

Maintenant, nous allons montrer que les éléments simples du premier type sa-
tisfont les conditions définies par 'équation (6.3). En effet, en ce qui concerne
les éléments simples du premier type, les vecteurs v, et A* sont définis & partir
de I'équation (6.1).
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6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D’UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

k—1 . . k—1
Ts = ( ’ es) = (07 65), |es|2 =1, 0= =’Yg’ (6'4)

2 2
1 Y. . 1 Lo -
A= (— w4+ i &, ~es> = (— u o +i-é, —es)
o o
= (W+1T-&, —€), s=1,2.3. (6.5)

Vérifions si la premiére condition est satisfaite, ¢’est-a-dire

s, %] =0, r#s, 1ns=123

Nous avons que

o’ Oul
OR! ~ ORj
o, . aa PR
GRChT6 am=Ti=6  lEf=lgl=1
C'est-a~dire qu’il existe un potentiel vectoriel @ tel que

=% =0, Z#J; i)j=172731

Nous avons alors que
. og . 0g o
€ = éﬁ, 1_5]_23, Z)]—l’273a
de; %@ d¢; oadu}
ORI~ ORIORI’ OR'  ORIQR:
oe;  0¢;
ORI~ ORi
De plus, nous avons que
ou’ 0 1 2 p3
Z?_]-_L)—l. = o0& U ZO'R +f(R,R),
0
% = o&u' =0R?+g(R, RY),
0
g_;;—i = o u' =0R+ (R RY).
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FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

Done,

W = o(R'+ R*+ R°) + u,
(6.6)
2

9

p(R = (R, R R} ,
FR), R=(RLRLR), |

=y
il

La seconde condition de I’équation (6.3) exige que

8/\5 s T _ 1 2 3
o€ span{X, N}, R= (R, B )
a)\s S S $§ T S S S k]
& 6R5 = a7 A + IB(T) /\ ) O.’T = G,'T(R), 6(7.) = ﬂ(?‘) (R).

En vertu des équations (6.5) et (6.6), nous avons que les vecteurs d’ondes ont
la forme suivante :

o _0g  0F
A = (u°+u.es,—es)=< (R + B+ B) g+ G aRS)

il

o 1 2 3 o 0¢
<6R +0o(R + R+ R*) + uy, o )

En conséquence, nous avons que la dérivée premiére par rapport & R devient

X’ 0F a@+ﬂ 83 &
aR" orr o Yamor O omon:

o 590 0p
= o ( 57{—+0(R]+R2+R3)+ug,—a—R_;>

‘) (9(,0 L p? L R 0 695) -

De la composante spatiale de I'équation (6.7), nous avons que

0%g , 09 g
srom % or TP g
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6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D'UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

En multipliant cette équation par

(&-2)
ORs  OR")’
nous obtenons

&¢ .<350 890) _ { o8 + Bl 36}((’9@5)(&5)

OR'ORs \OR* = OR " ORs ) OR"| \OR* = OR’
_ 98 (95 op " 0¢ .(590 0p
= % o \or " om ) oR" \ ORs R’ )

0
= 00+l 0
= 0.

0

Nous décomposons la dérivée seconde de ¢ en terme des dérivées premiéres

A :EEM(Ry%Z (6.8)
ORTORS po T ORE '
Nous définissons le tenseur métrique comme le produit scalaire de 3 ;gr
og
ORs
0g 0¢
Grs = Gsr += 5]‘?; : %7 grr =1 (69)
car g, est symétrique et défini positif.
Notons que I'équation (6.7) devient alors
oN 8(,3
aRT = (grq + Z h’r.s(p TR‘“ + o, Z/l” (9]?}”)
k=1
ag ; ag
= (cp 8R’+UZR + ug, —57?:>
§ 2 a@‘ i 0 a@
+ﬁ(7‘) (SOW‘*'U;R + 1y, _W (610)

86



6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D’UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

De la composante spatiale de ’équation (6.10), nous avons que :

—o -;

&pﬁ

hy (R — 6.11
; h 3R’C 51 P 7 (6.11)
En vertu des équations (6.10) et (6.11), nous obtenons alors que :
A% #5905
s — ] S - 7 — 1 = . o
Gr = M CAT <aRs> ' T 9RoR: R
By = hyy=a, 1#s,
hE =0, k#r#s.
En effet, en vertu de 'équation (6.8)
3
g o0 g g
h(R) 2 = A hy =0
2 B g = M gt e g e gy =0 o b e
= ‘BE") = Ofg.

De la composante temporelle de de I'équation (6.10), nous avons que :

. 0¢ 0@ o
Grs t Q0 @ a]?s+a:go-aRr+a = aya ta; G +o
+a§(<p
=gsto = o (oz R +u
1==1

Donc, nous avons

0
uO,

Rl) + (o +af)
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3
ZRH—US

i=1

o¢ i
VG +OZ} R +u0)

) +a; (UZRi+ug>, SHET.
i=1

(6.12)



6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D'UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

De plus, nous avons

0% o7
OR"0Rs QORs

3

— k

- E : hrs Gks
k=1

= hy gss+ Py Grs + BL, g1, sachant que k = {r, s, t} = {1, 2, 3},
= a:1+a; grs+0'gts-

Autrement dit, nous avons

0 = o +a g, (6.13a)
0 = a;+0a grs (6.13b)

En substituant I'équation (6.13b)) dans P’équation (6.13a)), nous avons que

oy — (aﬁ grS) grs = 0.

Done
ol (1-gi)=0, r#s, (6.14)
et
3
BP=1= 0= G =) I gis. (6.15)
k=1

En vertu de I'équation (6.9), le tenseur métrique g, doit étre défini positif.
Nous démontrerons que ce n’est pas le cas.
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6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D'UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

Lemme 6.1.

Soit
[1 a 0 0]
a 1 0
4=1{0 a 1 0
00 0 |

une matrice symétrique avec a € {—1,1}, alors A n’est pas définie positive .

Démonstration.

Soit X = (=1, a, 0,..., 0) # 0. [l n’est pas difficile de vérifier que X A X7 =
0. Donc, A n’est pas définie positive. O

En vertu du lemme {6.1) et de Iéquation (6.14), nous avons que

st #1=as=0. (6.16)
Donc I’équation (6.10) devient
AS
SR’ =0, SFET.

Ce qui nous donne que

N(R) = N(R?), s#.
d’olt
03 _
OR" ORs

La solution générale de 'équation (6.17) est

(6.17)

@(R) = X1(R') + X2(R?) + X3(R?),

d’onl
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6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D’UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

88 8¢ dY(R) dRR)

, = = : =1,
I = oR OR T dRT AR
2 -
Décomposons maintenant ———— EITEIT 6 7 dans la base suivante
B d  dx
dRV dR? dR3 |’
alors nous obtenons
¢ _ ()
ORsORs ~  dRs
axi dxa dxs
_ gl 2 3
= e gpr e G e G
dxi dxz dx3
= b === 48
samt TS aR T IR
EXER) - D
= = b
dRs § S dRF’
Nous avons done
3 - 9 - -
- I am = Y amer o
De plus, nous savons que
_ 4 di
gks - de d,RS’
et
X dx
I = R dRs
L’équation (6.12) devient donc
_ Ay . dxs _
I = 4R dRe

Donc, nous obtenons la matrice suivante :
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6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D’UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

Ay, dXs|
dR™ dR*|

Igrsl =

1 -0 -0
—o 1 a} . (6.18)
-0 -0 1

Nous avons W = det(g,s) = —(0 + 1)(20% + 0 — 1). Le graphe de W(o)
est représenté dans la figure (6.1). Nous remarquons alors que W(a) > 0 si
-1<0<3;doy,

//
/

s

“2 4 98 06 b4 02 T 02 04 08

sigma \

FIG. 6.1 - Graphique de la fonction W et sa racine

k=20+1l€]-1,2 [.
L’équation (6.18) devient alors

v, dy 1l -0 -0 L
Ors = (TRT ' dRs = a 1 -0 = 1/1T . ’l/)s (619)
-0 —0 1

Nous avons donc

=ty gn=t s =0
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6.1. SYSTEME D’EDP DECRIVANT UN FLOT ISENTROPIQUE D’UN
FLUIDE IDEAL COMPRESSIBLE.

cos (é(,(;la 152)) = C0S <Z(152, &3)) = COS (4(151, Uja)) = —0.
Fixons R} et R2, nous avons alors que
Us(R°) - 1 (Ry) = vs(R®) - Y (R5) = ~0. (6.20)
Fixons R} et R3, nous avons alors que
Di(RY) - dy(RE) = $i(R") - s(BS) = —o (6.21)
Fixons R} et RS, nous avons alors que

ha(R?) - G1(RY) = Pa(RY) - 1 (R}) = —0. (6.22)

Nous avons donc un cycle; donc

?517 Jm 1;3 sont constants.

Donc, la solution de 'équation (6.19) est

Cb‘;—g’) =(R'+ R® + RO + B,

ou 7,53 et 5’; sont des vecteurs constants. [’équation (6.19) devient

W(R) = o (R"+R*+ R +C",
(6.23)
k—1

2

-

+C—:’ 8'1;({2—0) Z#]a g =

1

. (6.24)

(=¥}

3
@R) = Y R'Y
s=1

et I’équation (6.5) devient

A= (Rl—a(R2+R3)+D+a(R1+R2+R3)+C°, —117(%)

(a+0) Rt +D°~43), D°=D+C"
Donc,
¥ =((+0) R+ D", ). (6.25)

92



6.2. EXEMPLES.

Nous avons vu que la dépendance de R en terme de x est définie par la
relation

s o fS 1 2 3

A et = (R, R5R) (6.26)

oll A* respecte I’équation (6.25).

Dans notre cas, nous obtenons que la solution est donnée sous une forme
implicite

(R, RLRY = ((1+0)RS+D°,—J8) s

I

(1+0)R+D°)t—95-7, s=1,2,3 (6.27)

ol

K-+ 1

5
La solution composée des équations (6.23), (6.24) et (6.27) décrit une onde
triple (superposition non linéaire de trois ondes). Cette nouvelle solution est
le résultat de ce travail de recherche.

l14+0=

6.2 Exemples.

Les solutions ainsi que les graphiques présentées dans cette section ont été
obtenus & I'aide du progiciel Maple. Nous trouvons le programme développé
a I'annexe C.

Exemple 6.1.

Les équations (6.23), (6.24) et (6.27) déterminent une solution exprimée en
termes de ¢ et de & du systéme (4.1). Par un choix des fonctions f*, i =
1, 2, 3 linéaires en R', R? et R®, nous construisons la solution sous une forme
explicite.

il

! o R'+ay RP+ay RR=(1+0) R+ D%t -9} X,
2= W R 40 RP+by RP=(1+0) R*+D" t -4 X,
= aR 4R+ RR=(1+0)RR+D%t-4; X,
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6.2. EXEMPLES.

Le systéme, écrit sous une forme matricielle devient

ay g Qs Rl f !
b] b2 ()3 R2 = f2
G & G R f ’

En résolvant le systéme, nous obtenons que

At3 + B]?f? +01It2 + Dlth + Elzt2 + F].’L‘t'f‘Glyt'f‘ H12t+ [1t + J1HI+ 1\,13/ + L]Z

k)

R' =
Mt} + Nt2 + Pt + S
R - A3 + Bot? + Coxt? + Doyt? + Epzt? + Fyzt + Goyt + Hozt + Lt + Jox + Koy + Loz
B M#B + N2+ Pt+ S
o At? + Byt? + Cyat® + Dyyt? + Eyzt? + Fyat + Gayt + Hazt + Ist + Jsx + Ky + Lz

M3+ N2+ Pt+ S

Ces fonctions sont définies si

Mt 4+ Nt* + Pt + S #0.

Comme les coefficients A, B;, C;, D;, E;, F;, G, Hy, I;, ji, Kiy Liyi= 1,2,
3, ainsi que M, N, P et S s’expriment en fonctions de D°, 4, ¥3, 43 et
et que ces derniéres sont constantes et arbitraires, alors les coefficients sont
également des constantes. De plus, notons que le coefficient de 3, c’est-a-
dire A ainsi que le dénominateur des trois variables sont les mémes pour ces
mémes variables. La solution a forme suivante

o (R'+ R*+ R+ C°

AP+ B+ Cut? + Dyt? + Ezt* + Fot + Gyt + Hat + It + Jo + Ky + Lz s
- M3+ N2 +Pt+8S o

3
=Y R3+C=Co+
s=1
A+ BY2 + Clat? + DYyt? + EB'2t> + Flat + Gyt + H'zt + I't + Jiz + K'y + L'z
Mtd+ N2+ Pt+S '
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6.2. EXEMPLES.

ol

B = B1+B2+B3,
C = Ci+Cy+ Chs,

L = L1+L2+L3,

B' = 31‘1/)6'*‘32'1/)8'*'33‘1/18,
C' = Ci-tg+Co- vt +Cs 1y,

L' = Loy + Ly + L3945,
Par exemple, fixons les valeurs suivantes pour les coefficients :

A=1 31:2 0123 D1=4 E1=5 F1:6
Gi=7 Hh=8 L=9 J =10 K=11 L =12

A: BQ=3 02:4 DQ:5 E2:6 F2:7
Gzz H2=9 IQ=10 J2=11 f{2=12 L2=13
A= B3:4 C3=5 D3=—6 33:7 F3=8

G3:9 H3:10 ]3———1]. J3=12 1{3:13 L3=14
M=5 N=2 P=3 S=1 t=2

a; = 1 g = 2 a3 = 3
b1=—2 bgz—l b3=3
Cl—_——l 6225 632*4
La solution est représentée par la figure (6.2).

Exemple 6.2.

En faisant un choix différent des f* en fonction de R!, R* et R®, par exemple,

9 W g
/' = Zi=1+0) R+ D)t =7 X,

2= G (R =((1+0) R®+D°t—4¢ X,
=GR =(1+0) BB+D)t—93 X,
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6.2. EXEMPLES.

F1G. 6.2 — Exemple 1 : Graphique d’une solution linéaire d'un systéme hy-
drodynamique en (3 + 1) dimensions.

nous obtenons une autre classe de solutions explicites. En effet,

R = Az+By+Cz+Dt+2 \/ Ex?+ Fy2 +G22+ Hay+Ivz+Jyz+ Kat+Lyl+ Mzt + Ni2 4Pt £ 0
- Qt ) s

Rt+Sz+Ty+Uz=
Vi+W

R . Vi+W#0,

t +6
B o= 2 +ﬁ£:iy Z, et+pu#0.

La solution est alors de la forme suivante

WWit, ©) = o (RR+R*+ R +C°
Az+By+Cz+Dt+2 \/Ez2+Fy2+Gz'3+l{zy+1mz+1yz+l\’xt+Lyt+]\/Izt+NL2+P!,
0t
Rt+Sa+Ty+Uz at+pfa+€,y+dz
Vit W el

+COa
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6.2. EXEMPLES.

T

£y
—
S+
1
SN’
It

Z R +C

s=1

(Ax+13y+Cz+Dt+2 \/I31'2+Fy2+Gz2+l!$y+lzz+J1 z+1\'xl+Lyt+]\r]:I,+N!,2+Pt.> 7
= (’}0

Qt
Rt+Sz+Ty+Uz\ = at+B8x+& ,y+d2\ = 4
( Vit W ) %+( €t+p vi + Ch

Par exemple, fixons les valeurs suivantes pour les coefficients :

A=1 B=2 C=3 D=4 E=5 F=6
G=7 H=8 I=-9 J=10 K=11 L=12
M=5 N=2 P=3 Q=3

R=21 S=22 T=23 U=24 V=25 W=1

a=-2 f=5 ¢=-3 d=4 €=5 p=>06
C1’—‘“—1 Cg=5 03—_--4.

La solution est représentée par la figure (6.3).

F1G. 6.3 - Exemple 2 : Graphique d’une solution non linéaire d’un systéme
hydrodynamique en (3 + 1) dimensions.



Chapitre 7

Symeétries conditionnelles et
ondes multiples.

Jusqu’a présent, nous avons construit des ondes simples, doubles, triples d’un
systéme d’EDP quasilinéaires de type hyperbolique & I'aide de la méthode
généralisée des caractéristiques. Dans ce chapitre, nous allons obtenir les
solutions définies par les équations (6.23), (6.24) et (6.27) par approche
classique de Lie. Des exemples de construction de solutions représentant des
ondes simples, doubles et triples sont présentés. Notons que les symétries
ponctuelles de Lie de ce systéme ont été trouvées a I'aide du logiciel MAC-
SYMA. Ces symétries sont présentées a 'annexe (D).

7.1 Ondes simples

Soit un systéme de r équations quasilinéaires de type hyperbolique du premier
ordre & p variables indépendantes et ¢ variables dépendantes de la forme
suivante

P oq
2 APl a=ln (7.1)

1=0 =1

Le systéme est bien déterminé si r = ¢. Il suffit de trouver des solutions
définies dans un voisinage de £ = 0. Sous une forme matricielle, le systéme
(7.1) devient
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7.1. ONDES SIMPLES

At(u)u; = 0, (7.2)
ou A% Al,..., AP sont des matrices de fonctions de dimensions r x ¢. Il est
plus convenable de noter les variables indépendantes par t = 2°, z!,..., 2",

olt p = (n + 1). Dong, le systéme (7.1) a la forme suivante

A(u) uy + Z Af(u) u; = 0.
i=1

Si r = g et A est la matrice identité, alors le systéme a la forme d’une
équation d’évolution

n

u Y Alu) u=0. (7.3)

=1

Un vecteur d’onde du systéme (7.2) est une fonction vectorielle non nulle

/\(U') = (/\O(u)v sy Ap(u))

telle que

ker(\; AY) #0.
Dong, il existe un + tel que

(A A%) y=0.
Définition 7.1.
La fonction

r(z, u) = N(u) 2°

est l'invartant de Riemann pour un vecteur d’onde A donné.
L'équation

u = f(r(z, v)) (7.4)

définit une fonction unique u(z) dans un voisinage de x = 0 pour une certaine
fonction arbitraire
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7.1. ONDES SIMPLES

f:R— RY

et les dérivées partielles se décomposent au sens de Riemann de la fagon
suivante

du® -1 . "af -

o7 = ¢ (@) Mul(@)) £ O (r(z, ulz))). (7.5)
ou

go =4,

o@) =1~ LD poirg, o),
Démonstration.

e, (b, 0 o
ot Ozt OuP Ozt

! o 6Al i 6Uﬂ
= (“'a‘uﬂ a_>
a 6/\, i e (911,’6
(5'3 Y d ) dx?

Soit la matrice inversible Y§ définie par

Il

= /\1 f,a

a a O\ i o
1/),9 = 5[3 - b—ujg' Tt f
8'Ulﬂ '
= l/)g -a? = /\1; f @
Bu“ /
- = N W7
= Py (W5 f

Trouvons la matrice ¢ telle que

0 (P =0~ o Y = (0 (1= 5 ().

Si nous écrivons 9§ (f' )# sous une forme matricielle devient
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7.1. ONDES SIMPLES

=y f = o) f
)

=97 (W) = ) [
1
/—] ! - _ !
=y f p f
du® . ' “la B8 _ l "

Notons que u(z) a un rang d’au plus égale 4 1. Si le vecteur

£'(w)
f,,(u): 3 (1':17"'>p_13
£ (u)
satisfait la condition A- £ = 0 alors pour tout v, nous avons
. Ju?
€ @) =0, a=1..,p-1,

ozt
et u'(z),..., uf (z) sont des invariants par rapport aux champs de vecteurs
de R” suivants

- 3]
£, (u) Er

D’ot le graphe {(z, u(z))} est invariant par rapport aux champs de vecteurs

i 0
¢ Ox
dans R? x R?. Réciproquement, si u(z) est un vecteur a q composantes dans
un voisinage de z = 0 tel que {(z,u(z))} est invariant par rapport aux champs
de vecteurs (7.6) et A-€ = 0, alors u(z) est la solution de I’équation (7.4) pour
toute fonction f. Cela caractérise géométriquement les solutions des équations
de la forme (7.4). Dorénavant, si u(z) est une solution de I'¢quation (7.4),
alors nous obtenons ’équation suivante :

Al(u(x)) g:l = ¢ (z) M(u(@)) A'(u(z)) f{r(z, ul=))). (7.7)

X.=¢ a=1,... p—1 (7.6)
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7.1. ONDES SIMPLES

De plus, u(x) est une solution de I’équation initiale (7.2) si et seulement si

A(f) AT =0 (7.8)

c’est-a-dire si et seulement si f’ est élément du ker(\; A?). Notons que I'équa-
tion (7.8) est un systéme d’équations aux dérivées ordinaires du premier ordre
indéterminé pour les fonctions f L'importance de I'équation (7.8) imposée
sur f dépend de la dimension de ker(); A?). Par exemple, si \; A* = 0, alors
il n'y a aucune contrainte sur f. Dans n’importe quel cas, nous avons une
classe de solutions u(x) de I'équation (7.2). Le rang de u(x) est au plus égal
a1 et le graphe {(z, u(z))} est invariant par rapport au champ de vecteurs
(7.6) avec X - £ = 0. Notons que le fait de changement d’échelle du vecteur
A donne les mémes solutions. Notons aussi que les champs de vecteurs de la
forme (7.6) sont commutatifs (abéliens).

Un changement de variables nous permet d’obtenir des ondes simples par
Pobtention de contraintes différentielles. Nous supposons que A; # 0. Les
champs de vecteurs indépendants

, a N 0

0 N, 0 A

Xo=—=——=(u) 7, ..., Xp=5— ) =— 7.
\2 8112 /\1 (U') a.’Ul’ ) 7 6.’1)7) )\1 (’U) a.’L'l ({9)

sont de la forme de I’équation (7.6) avec A - € = 0. Le changement de coor-
données

— e — —1
T =r(r, u), =2, T =2", W =u, ..., 7 =

permet de rectifier les champs de vecteurs

¥ %) v d
/2:-8?, ey /p—-‘ﬁ.
Démonstration.
Soit @ = f(Z') est la solution générale avec les conditions invariantes sui-
vantes

71-:5,..., ﬂﬁZO
Considérons par exemple X,. Nous pouvons généraliser la preuve aux autres
XY

X,
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7.1. ONDES SIMPLES

, 0 X 0
Y= 5T A
_ 2w xnoow
T 0% On? A 0T Ozt
- (B laey L e o (o ey
s <5z2 A ol " Ou 5a')
i=1 i=2 i=1
mais
or % ouf .
oue — Ouf @i
=88
_ o
T Que
ou® -1 '
- = Ao
50 ¢ f
Donc, nous obtenons que
. 0 o\ 0 A 0 6 A )
AQ:@EI‘( ue >6‘2/\8‘1< w97 f
A
- oz

O

Notons que le graphe de dimension p est transversal & la projection (z, u) —
x, X = 0 si et seulement si la transversalité a la transformation (Z, @) — 7 &
T = 0. La surface de dimension p, invariante sous X», ..., X, est définie par
les équations de la forme

7= f(z')
ot f :R — R? est arbitraire, comparé a I'équation (7.4). Le systéme (7.2) est
décrit dans les coordonnées (Z, @) par

AT, @, u) T; =0, (7.10)



7.1. ONDES SIMPLES

ol
- _ D7
A= A,
Dz
s s
¢’est-a-dire que
—I_DT i 2_42 T)—Ap
T DT T T
Désormais,
Dr _ o)
Dat =0 A
v w2y..ey Up=0
ou
ar _,
p=1-5 T
Ju®

L’équation (7.10) sujette aux conditions d’invariance (7.6) produit le systéme

(@) Am@) T =0,  T..., T=0 (7.11)

avec la solution générale

uz) = f(@'),
ot f :R — R satisfait équation (7.8). Cela nous donne des ondes simples.
Démonstration.
Au) u; =0
ou* o o~ or’
S A (u) — = +... +A(u - — =
o(1) o (?.z_‘l+ + AP (u) 5 5
ot Oz’ ou oz” ou ot ou oT’
s A = —=+... +—= — e+ AU | — = — | =
() (afl FE =) 8m1> ot A ((%1 ot o 8.1‘7’)
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7.1. ONDES SIMPLES

. Dr
Calculons maintenant —
Dzt

Dr
Dat

‘Ll.7=u,—,=0

Or

(]

= X (1+¢7' (1

e
| or

a—x—.'i'

7% Ozt

or E"}
ﬁj=U§'_0
or '

0 or
i
-Z¢ A ff

1+ ¢‘ 6_2; 7 f’)
- ¢))

8

— d)—l )\1
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7.2. ONDES MULTIPLES

7.2 Ondes multiples

Nous allons généraliser ce procédé de construction. Fixons les vecteurs d’ondes
linéairement indépendants A',... A\, 1 < | < p, avec les invariants de Rie-
mann correspondants

=Mt =M

L’équation

u=f(r'(z, u),... (2, u)) (7.12)

définit une fonction unique u(x) sur un voisinage de x = 0 pour toute fonction
f: R~ R7 et

ou? ofe

(@) = (¢)7(6) Nu(e) 5w, u(a),

Oxt
ol (15;7(7) est une matrice de dimension [ x [
; .ot afe
Ty — i . .
¢i(z) = 9; 5o (z, u(z)) 57 (r(z, u(2))).

Démonstration.

oo _op (ot ot ow
ozt ork \ Ozt Ouf O
_Of ([, 0N OuP
—Eﬁ@+wmw
o _ (g O O 0
B oup ? ork | Ozt

pY:
=N ork

Soit la matrice inversible 1§ définie par

« a 3/\5 1 af&
L A A
. P p Of
= ¥j Ozt = A ark
ou® o \k af?

= ("/)_l)ﬂ A m
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7.2. ONDES MULTIPLES

Trouvons la matrice ¢

(O _ O Ot ape af (o o ?f_ﬂ>
Y5 5% T B 38 3F o\ T B

= (@) L

Iogri

Dans une forme matricielle, nous obtenons

=1 g—f = ¢(z) %;
s (w %%) vt Ly
=¢" Wy g% = -?;% o
= ¢ %];C = %];-1/1‘1-
Donc, nous obtenons que
R

Notons que le rang de u(x) est au plus égal a [. Si le vecteur
¢(w)

&P (u)
satisfait \'- € =0,i=1,..., { alors

€ (u®(z)) %L,;('E) =0, a=1,...,p—L
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7.2. ONDES MULTIPLES

De plus, u!(z),..., v!(z) sont invariants par rapport aux champs de vecteurs

5’(())6‘71, 0=1,. (p-1)

dans R?. D’ou les graphes {z, u(z)} sont invariants par rapport aux champs
de vecteurs

(7.13)

=& 0?1
sur R? x RY. De fagon réciproque, si u(z) est une fonction & ¢ variables sur un
voisinage de z = 0 tel que {(z,u(z ))} est invariant par rapport aux champs
de vecteurs (7.13) et A - & =0, alors u(z) est la solution de I'équation (7.12)
pour toute fonction f. Cela caractérise géométriquement les solutions des
équations de la forme (7.12).

Si u(z) est une solution de I'équation (7.12), alors nous obtenons 1’équation
suivante :

A(ula)) o = gh() W(u(o) A(ula)) ol ). (714

La comparaison avec l'équation (7.7) suggére que nous ne pouvons pas gé-
néralement nous attendre & une réduction analogue a I'équation (7.8) parce

que ¢ n’est plus un scalaire.

Donc, avant de procéder au changement de coordonnées, nous allons supposer
que la matrice [ x {

_ (i
A= (Mg, i
est inversible. Les champs de vecteurs linéairement indépendants
!
0 0 5} ) S 0
Xppr= s = >, WM a= o Xp= 5= Y (AN —
= g~ 2 R G M T g 2 W N 55
ont la forme (7.13) avec A*- £ =0,¢=1,... [. Les fonctions
— ! — | — — —
T =rie, u),..., T =rl(z, u), T =2 =P w =t W =
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7.2. ONDES MULTIPLES

sont les nouvelles coordonnées dans I’espace R? x R? qui nous permettent de
rectifier

0 0

FrTRE Xp = ek

Notons que le graphe de dimension p est transversal a la projection (z, u) —
z, x = 0 si et seulement si la transversalité a la transformation (7, u) — 7 4
7 = 0. La surface de dimension p est invariante sous X1, ..., X, est définie
par les équations de la forme

X1 =

- oy SR

u= f(z!,... T),
ou f : R? ~ R? est arbitraire contrairement & I'équation (7.12), c’est-a-
dire que u(Z) = f(T',... ") est la solution générale sous les conditions
invariantes

7w =0, (7.15)

Le systéme (7.2) peut est décrit dans les coordonnées (Z, ) par les relations

ou

-1 DF' . - D#
A = ~ Al A = .
Dzt

Nous avons donc que,

i
Dn _(F=1\i \k
D7 = (@i A5,
e, Tp=0
ol
. ot
i =gt = I g
17 0% T e i

de plus, 'équation (7.16) ajoutée aux conditions d’invariance (7.15) produit
le systéme suivant
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l P
Yo ) (@ Arw) =0, W, B, =0. (7.17)
1 k=1

i, j=
Notons que sil > 2, alors le systéme (7.17) est plus complexe que son systéme
analogue (7.11) a cause de la présence de la matrice 9.

7.3 Exemples
Exemple 7.1. Les ondes simples de type potentiel.

Soit le vecteur d’onde simple de type potentiel est défini par I’équation (4.2
1), soit

Par exemple,

51 = (COS ¢7 sin d)) 0)1

ol ¢ est une fonction arbitraire de t et de . Définissons des vecteurs &/
linéairement indépendants tels que (A, &) =0, 7 = 1, 2, 3. Par exemple,

&; & &
14 10 40
g] ha 0 b] 62 - §§ 63 - O
0 0 &
Supposons que Ag = (u, ) # 0, alors nous obtenons que
cos @ sin ¢
- - 0
<ua 7> <'LL, ’Y> 0
&= 1 y S = 0 &=
0 1 1
0 0

Nous trouvons alors que
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b2 O N0 0w D
T 8 X ot Bz (u ) Ot

d M 0 d sing 0
G = ——2 =2 2 7.18
X dy o Ot Oy (u, ) Ot (71
N N
R PRI VTR

La solution (4.7) est invariante dans les champs de vecteurs (7.18).
Exemple 7.2. Les ondes simples de type rotationnel.

Soit le vecteur d’onde simple de type rotationnel est défini par I'équation (4.2
2), soit

M) = (@ & @), —exm), | =[P =1,

Par exemple,

€1 = (cosd sing, cosf cos¢, sinf),

(ml, ma, 1)

S
il

Donc, le vecteur A devient
@, & i) !
—cosf cos¢+my sind
—my sinf + cosf sing
—1mny cosf@ sin¢g+ my cosf cos @

Mu) =

Définissons des vecteurs & linéairement indépendants tels que (), &) =0, j
=1, 2, 3. Par exemple,

é & &
0 0

61 = % ’ 62 = % 53 = 0
0 0 3

Supposons que Ap = (u, ) # 0, nous obtenons que
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6 = '_ —cosf c_‘os_({)-kﬁmg sin 6 L0 0 T,
i [@, & m)
6 = '_ —my sillﬁ-fc?‘sﬁ sin ¢ D010 T,
i [4, & ]
6 = P_ —my cos @ Sifqu_ 7111 cosf cosd 001 T.
[T, € mi]

Nous trouvons alors que

v, = 9 MO _0 (—cos& cos ¢ + my sinﬁ) a
T G N0t O (i@, € m) o’
Y. = 0 X0 0 <—7m sin@ + cos @ sinqb) g
T 8y Mot oy @, & m) at’
i d M 0 0 —mgy cosf sing+my cosf cos¢\ 0
I )2

9z A Ot 0z

(7.19)

[@, € m]
La solution (4.7) est invariante par rapport aux champs de vecteurs (7.19).

Exemple 7.3. Les ondes doubles : onde rotationnelle influencée par une
onde potentielle.

Soit les deux vecteurs d’onde fixés que nous représentons sous la forme de
vecteurs colonnes.

AU = (5 LML ADT = (L X)T associ¢ aux ondes de type potenticl,
A= (2, 0202 AT = (A2, AT associé aux ondes de type rotationnel.

Nous supposons que ces vecteurs sont linéairement indépendants. Définissons
la matrice formée par les vecteurs colonnes A

; DYDY
A=) = 38
J AA
1Al
ot 1 correspond au type et j correspond a la composante. La matrice inverse
de A est donnée par
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At XN det(A) = A3 A — AL A2
det(A) |-A A ]° 170 A o

Nous savons que les champs de vecteurs sont définis par

d : )
, 1\ i
Xy = oritt Z (A7) % Bk
z, j=1
9 < )
-9 i yi 9
Xy = azr i%; (A0 % ori’

ol 7 correspond & l'indice de la colonne et j correspond a 'indice de la ligne.

Ces champs de vecteurs sont de la forme

0

Oxt’

Xo=¢&,(u)
ou les &, sont des vecteurs tels que

A fa, - Oa

de sorte que A* et &, forment une base dans l'espace des variables indépen-
dantes X.

Nous trouvons alors

_/\% /\% - /\i )\g- —/\] /\g - )\% /\3_
A2 22T -T2
PIEPIPY
SV YD

AL - A X2
JYBYRSSYY

1
L 0 l L 1

Calculons X, et X3, nous obtenons
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8 o 0, 0 p 0
' _ 2 -1 i 2 -1 [
/\2 - 07/ ; (A )z /\2 8{; ];( )1 /\2 az
0 _1\0 1\0 0 ! N d
= 5 (O A+ (] ) - (7)) B (a7, ) o
_ 9 _ 1 241 12y O 1 21\l 142 ﬂ
9y det(A) (A A2 =21 ) dt  det(A) (=% %2+ X0 ) Oz
et
. ) ¢ ; : a !
/\3 = 'a—z—;( i /\352—2 (/20)
_ 9 -1 1 2 0 -1 1 -1\ 42 0
= - (@ N X) 5 (<A ) N+ (A7), ) =
— 2_ 1 2 142y O 1 12 y1 142 ﬂ
© 0z det(A) (A A5 = X1 43) ot det(A) (=46 X5 + 4 %) oz’

Le systéme (5.1) est invariant par rapport au champ de vecteurs X, et X;.

Exemple 7.4. Soit les ondes triples d’un systéme d’EDP décrivant un écou-
lement isentropique.

Les vecteurs d’ondes A (u), v = 1, 2, 3 sont donnés par 'équation (6.5) soit
/\s = ('U,O + i- Es, —6_;) .
Les vecteurs —é)s sont des vecteurs orthonormaux

&g =0, i#£j |&f=1 s=1,23

Par exemple, nous pourrions prendre

€1 = (sing, cosp, 0),
€ = (_COS ¥, sin ¥, 0)1
& = (0,0, 1)

Donc, nous obtenons
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A= (W47 €, sing, cosyp, 0),
o= (W4T, —cosy, sing, 0),
¥o= W+ 0,0, 1)

Nous supposons que ces vecteurs sont linéairement indépendants. Définissons
la matrice formée par les vecteurs colonnes A

sing —cosyp 0
A=[eT, 27 @11 =|cosp sing 0
0 0 1

ou ¢ correspond au type et j correspond & la composante. La matrice inverse
est donnée par

sing —cosy 0
A'=|cosyp sing 0
0 0 1

Nous savons que les champs de vecteurs sont définis par

)
) 9 i O
Xy = - Z (A 1){ )‘p %)

Orttl
i, j=1

l
a __‘i a
X, = —Z(AI)QAPT

dzr &
i, j=1
ou ¢ correspond 4 l'indice de la colonne et j correspond & l'indice de la ligne.
Ces champs de vecteurs sont de la forme
X, =& (v) £y
ou les £, sont des vecteurs tels que
A& =0

de sorte que A* et &, forment une base dans I’espace des variables indépen-
dantes X.
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Nous trouvons alors

—sing A} — cosp A3

cosp A} — sinp A3

§3(u) =
..)\g
- 1 -
Dans notre cas, il faut calculer X;
X; = 50;—— (sing Aj + cosp A3 +0-A3) 58?
0
— (—cosp Ay +sing A2 +0-A3) B
5 :
— (0-2A+0-A+1-A3) 3
0 . 0
= 5" (sing Aj + cosp A3) T
d
— (—cosp Ay +sinp A2) 5 ¥ 5% (7.21)

Les solutions définies par les équations (6.23), (6.24) et (6.27) sont invariantes
par rapport au champ de vecteurs (7.21).
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Conclusion

Ce travail de recherche portait sur la résolution d’un systéme quasilinéaire
de type hyperbolique décrivant un flot isentropique idéal compressible. Les
effets dissipatifs ont été négligés. L’objectif principal était de trouver une
nouvelle classe de solutions non connue dans la littérature qui représentait
la superposition de trois ondes, soient les équations (6.23), (6.24) et (6.27).
Cette classe de solution a été obtenue sous la méme hypothése exigée par la
méthode généralisée des caractéristiques. De plus, nous avons reconstruit ces
mémes classes de solutions a 1'aide de I'approche classique de Lie. Suivant
notre approche, nous avons subdivisé ce mémoire comme suit.

Dans le premier chapitre, nous avons abordé les systémes non linéaires d’équa-
tions aux dérivées partielles d’ordre premier par la méthode de Monge. La
nouveauté de cette présentation est 'aspect géométrique des cones de Monge
plongés dans des espaces multidimensionnels (n > 5). Une compréhension
fondamentale afin de bien de poser le probléme initial de Cauchy y a été pré-
sentée. Ensuite, la résolution du systéme ainsi que la solution ont ¢té illustrés
a 'aide d’un exemple pertinent.

Le second chapitre se voulait une revue des systémes d’équations aux dérivées
partielles quasilinéaires de type hyperbolique d’ordre premier. De plus, ce
chapitre généralise les concepts proposés dans le premier chapitre pour ces
types de systémes. La méthode proposée pour résoudre ce type d’équation est
la méthode des invariants de Riemann. L’aspect algébrique de cette méthode
a ¢té considéré. De plus, nous avons trouvé les valeurs propres et les vecteurs
propres et, a partir de ces grandeurs, des solutions représentant des ondes
simples ont ¢té construites. Par la suite, nous avons appliqué cette méthode
au systéme de la dynamique des fluides et les solutions obtenues ont été
analysées dans le quatriéme chapitre.
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Le troisiéme chapitre est une généralisation du chapitre précédent. En effet,
nous cherchons des solutions d’ondes représentant la superposition d’ondes
simples par la méthode généralisée des caractéristiques développée par le
professeur Alfred Michel Grundland. Les conditions nécessaires et suffisantes
ont été présentées et une analyse géométrique a également été faite.

Le quatriéme chapitre portait sur les systémes d’équations aux dérivées par-
tielles quasilinéaires de type hyperbolique décrivant un flot isentropique d’un
fluide idéal compressible en (3 4 1) dimensions. Les ondes simples de deux
types, potentielles et rotationnelles, sont connues dans la littérature et ont
été construites par la méthode généralisée des caractéristiques.

Le cinquiéme et le sixiéme chapitre montrent que nous pouvons utiliser cette
procédure afin de trouver des ondes doubles du type potentiel correspondant
a la superposition de deux ondes simples (chapitre 5) et des ondes triples
de type potentiel correspondant & la superposition de trois ondes simples
(chapitre 6). De plus, une analyse des classes de solutions représentant des
ondes dispersées et non dispersées a été faite.

De nouveaux résultats non connus dans la littérature ont été trouvés. Cela
nous confirme que la plupart des solutions représentant des ondes triples du
systéme d’EDP hydrodynamique décrivant un flot isentropique d’un fluide
idéal compressible pour trois ondes ou plus sont toujours des ondes non dis-
persées.

Le septiéme chapitre présente une version des symétries conditionnelles qui
nous permet d’obtenir des solutions sous une forme qui inclut des ondes
simples, doubles, triples ou multiples. Nous avons appliqué cette méthode
aux systémes d’équations aux dérivées partielles quasilinéaires de type hy-
perbolique décrivant un flot isentropique d’un fluide idéal compressible. Cette
approche est plus générale que la méthode des caractéristiques car il n’y a pas
de contraintes spécifiques sur les vecteurs d’ondes étant en superposition. De
plus, les dérivées Ou®/0z! se décomposent comme une combinaison linéaire
d’éléments simples intégraux

ou®
Y LV Y
ort & A

ou les £° ne sont plus des scalaires qui dépendent seulement de z € RP, mais
sont remplacés par une matrice 3 de dimension k x k dépendant de z € R?
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et de u(z). La difficulté avec la méthode des symétries conditionnelles est
que cela réduit le systéme initial en des équations aux dérivées partielles
qui sont généralement difficiles & résoudre. Si nous imposons des conditions
additionnelles provenant de la méthode généralisée des caractéristiques, nous
pouvons reconstruire des solutions spécifiques a cette méthode représentant
des ondes multiples. Des exemples de ce type de solutions ont été effectués
dans le cadre de cette recherche.

Une comparaison de la méthode généralisée des caractéristiques et des symé-
tries conditionnelles a été effectuée avec succés. Dans ce cas, de nouveaux ré-
sultats ont été trouvés et analysés. Pour cela, des programmes ont été congus
a l’aide de Maple et MACSYMA. Par la suite, nous avons analysé ces solu-
tions et trouvé les graphiques des solutions, voir annexe C. A 'annexe D,
nous trouvons un résumé sur le programme MACSYMA concernant les cri-
téres de symétries pour n’importe quelle équation différentielle. Des symétries
classiques ponctuelles de Lie ont été trouvées pour un systéme d’équations
aux dérivées partielles quasilinéaire de type hyperbolique décrivant un flot
isentropique d’un fluide idéal compressible.

Finalement, nous trouvons quatre annexes. L'annexe A démontre que les
points d’une enveloppe de la famille de surfaces satisfont les équations sui-
vantes :

F(z, y, z, @) = 0,
Fa(ﬂf, v, 2, @) =

L’annexe B porte sur la démonstration du théoréme des fonctions impli-
cites. L’annexe C contient le code Maple permettant d’obtenir les solutions
et les graphiques d’ondes triples obtenus au chapitre 6. En annexe D, nous
avons un résumé sur le programme MACSYMA concernant les critéres de sy-
métries pour n’importe quelle équation différentielle ainsi que les symétries
ponctuelles classiques de Lie.

Ce mémoire m’a permis d’acquérir une plus grande compréhension des EDP
quasilinéaires de type hyperboliques en hydrodynamique. Soulignons que les
deux méthodes peuvent étre appliquées & d’autres systémes d’équations aux
dérivées partielles de type hyperbolique. Il existe plusieurs domaines d’ap-
plications, notamment en physique; par exemple, la théorie non linéaire de
champs classiques ou quantiques.
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Annexe A

Enveloppe d’une famille de
surfaces & un parametre.

Considérons une famille de surfaces 4 un paramétre

F(z, y, z, a) =0 (A1)

de classe C! et supposons que la dérivée de F par rapport & o soit continue.
Supposons que I'équation (A.1) représente une fonction pour chaque a. Si
F, # 0, sur plusieurs surfaces de la famille correspondante & une valeur
ay du paramétre, alors I’équation (A.1) représente différentes surfaces pour
différentes valeurs de o dans un voisinage de ay.

L’enveloppe d’une famille de surfaces & un parameétre (A.1) est une surface F
qui est tangente a chaque point & une surface de la famille et, en plus, 4 chaque
voisinage d’un point de contact avec la surface, il y a des points de contact
avec d’autres surfaces de la famille. Dot le fait que 'enveloppe ne peut pas
coincider avec une des surfaces de la famille dans un voisinage ouvert. Nous
supposons que la famille des surfaces est une enveloppe qui est elle-méme une
surface représentée localement par une équation paramétrique r = r(u!, u?).
A chaque point (u!', u?) de Penveloppe correspond une surface de la famille
tangente & ’enveloppe en ce point. A travers cette correspondance, o devient
une fonction de u! et de u?; donc a = a(u', u?) est une fonction de classe

C'. Avec ces hypothéses, nous allons démontrer le théoréme suivant.
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Théoréme A.1.

Les points d’une enveloppe de la famille de surfaces (A.1) satisfont les équa-
tions sutvantes :

Flz, y, 2, a) = 0,
(A.2)
Fo(z, y, z, @) = 0.

Ces équations sont aussi satisfaites par les points singuliers des surfaces de
la famille, méme si ces points n'appartiennent pas a ’enveloppe.

Démonstration.

Soit r = r(u!, u?) la représentation paramétrique de 'enveloppe. Comme
le point (u!, u?) de l’enveloppe est le point de contact avec la surface de
la famille (A.1) auquel correspond la valeur a(u!, u?) du paramétre, nous
avons l'identité

F(-'L'('U:l, U2)7 y(’U,lv u?), z(ulv ’LL2), OZ(’U,I, IU'Q)) = 0.

En dérivant cette équation respectivement par u! et par u?, nous obtenons

Ja
F’c .7,‘1+Ey 7J]+Fz Z]'f‘Faé';J—l' = 0,

(A.3)

Oa
Fx -T'Z'*'Fy ?/2+Fz ZQ‘{‘Faw = 0.

Comme l'enveloppe et la surface sont tangentes, ils ont un plan tangent
commun. Donc, le vecteur {F;, F,, F,} normal a la surface de la famille,
doit étre perpendiculaire aux vecteurs {zy, y1, 21} et {2, y2, 22} qui sont
tangent & I'enveloppe, d’oll nous avons que

Fz$1+ﬂ,y1+F221 = O,
Foaog+ Fyypo+ F, g =
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Des équations (A.3) et (A.4), il s'ensuit que les conditions suivantes

Ja
agi = 0
O
o A5 — 0
ou?

doivent étre satisfaites. De notre hypothése, les dérivées

OJa da

"
ne peuvent pas étre nulles simultanément. Donc, nous devons avoir aux points
de lenveloppe F,(z, y, 2z, a) = 0 dont, avec I’équation de la famille nous
obtenons les équations (A.2).

Il est évident que les points singuliers des surfaces de la famille, c’est-a-dire
des points tels que F, = F, = F, = 0, satisfont également le systéme (A.4),
et conséquemment le systéme (A.2). Si les points satisfaisant le systéme (A.2)
ne sont pas des points singuliers de la famille d’une surface, le systéme (A.2)
sous-entend le systéme (A.4), cela signifie donc que cette surface est tangente
a la surface de la famille correspondante. En d’autre mots, elle doit étre une
enveloppe.

La fonction a(u!, u?) dépend de la paramétrisation de l’enveloppe et cette
paramétrisation n’est pas connue a ’avance. Afin de trouver une enveloppe
d’une famille & un paramétre, nous devons procéder de la fagon suivante.
Aprés avoir trouver les équations du systéme (A.2), soit que nous éliminons
@ et que nous obtenons une équation implicite, soit que nous exprimons z,
y, z comme des fonctions de deux paramétres auxiliaires afin d’obtenir les
équations paramétriques. En particulier, o peut étre un de ces paramétres.
L’équation résultante représente 'union de I’enveloppe et de I'ensemble des
points singuliers. D’ol une vérification doit &tre apportée afin de déterminer
quelle partie de I'équation représente 1'enveloppe.

Pour une valeur de «, les équations (A.2) représentent, en général, un courbe
sur la surface correspondant a la valeur du paramétre. Si ce n’est pas une ligne
de points singuliers, les courbes sont également sur I’enveloppe. La surface
et 'enveloppe sont tangents le long de cette courbe. De telles courbes sont
appelées les lignes caractéristiques.

O
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Annexe B

Théoréme des fonctions
implicites.

Théoréme B.1.

Soit un ensemble ouvert E C R* = R¥™ et f, une fonction de classe C' €

E telle que

f:E—=R™

Supposons que F(xo,y0) = 0 et que DyF (o, y0) # 0; c’est-a-dire Jg, (2o, Yo)
soit inversible.

Alors il eziste un voisinage U de 79 € RF et un voisinage w de (2o, y0) €
RE+™ ot une fonction f de classe C' € U telle que yo = f(x0),

{(z,y) € wF(z,y) = 0} = {(z, f(z))|x € U}

et

f'(z0) = —(DyF (0, %)) ™" 0 Do F (2o, %) (€ L(R*,R™))

ou, sous une forme matricielle

Jr(zo) = ‘“(JFy)(l”o»yo)_l Jr, (Toyo)-
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Démonstration.

Introduisons la fonction

G . Rk+m N Rk+m
G(z,y) = (2, F(z,y)),
alors G est de classe C! et
G'(z,) = (idg, F'(z, 1))

Sous une forme matricielle

k m
—N— —~N—
1...0 0...0
k{
Jo(v,y) = 0... 1 0...0
m{ Jp(l','!j)
e —_—
L k+m -
— I -[chlc kam jl
Jr(z,y) I (2,y)]]

G(z0,50) = (%0,0).
G'(g, yo) est inversible car Jp, (2o, yo) est inversible. En effet,

]k lokxm
~J7, (0, Y0) © Jr, (%0, Y0) TR, (20, 0)]

En vertu du théoréme des fonctions inverses, il existe un voisinage w €
(20, ¥o) et wy G(mg, yo) = (2g, 0) et une fonction inverse de classe C!

J(f,l(xo,yo) =

G:w — W|G—l(on, 0) = (II,'(), yo)

Sans perdre la généralité, nous pouvons supposer que w; = U x V. Done, Y
est un voisinage de zg R¥ et V est un voisinage de I'origine dans R™.

124



De plus, nous avons que

(G™)(G(z, y)) = (G'(x, y)™"
Sous une forme matricielle, nous avons

Ik kam

-1 . = o
JG (G(Ta !/)) - __J; (fE, y)OJF,(f'T,?}) J];y](m’ y) .

1
Yy
La fonction G~! a la forme suivante :
G =(z, H(z, y)).

Rappclons que nous nous intéressons aux points (z, y) tels que

Flz,y) = 0 =Gz y)=(z0)

= (z,y) = G '(z, 0)=(z, H(z, y))

=y = H(z, 0).

Posons

f:U—->R"et f(z) = H(z,0),

ot f est la fonction qu’il faut trouver. En effet, f est de classe C' car H est
de classe C!

flxo) = H(zo, %o) =10
= f'(x0) = DoH(wo, o)
= —Jp) (%0, o) © Jr. (%0, Yo)-

Finalement, nous avons que

) € wlG(z, y) = (z, 0)}

) € wl(z, y) € G (z, 0)}
)

)

82
<

{(z, y) € w|F(z, y) =0} =

z, y) € wl(z, y) = (z,H(z, 0)) = (z, f(x))}
z, y) Ewly= f(z) et x € U}.

Pt Wt S e WS
N N N S
B
<
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Annexe C

Codes du programme permettant
d’obtenir des solutions d’ondes
triples

C.1 Exemple linéaire
> restart;

Déterminons la matrice A ainsi que les vecteurs )y, ¥q, ¥3 et B.

> with(linalg):
A:=matrix(3,3,[al, a2, a3, bl, b2, b3, cl, c2, c3]);
psi_i:=vector(3, [psi_1l, psi_12, psi_13]1);
psi_2:=vector(3, [psi_21, psi_22, psi_23]1);
psi_3:=vector(3, [psi_31, psi_32, psi_331);
X:=vector(3,[x, y, z]);
B:=vector (3, [
( (kappa+1)/2 * R1 + DO)*t - innerprod(psi.i, X),
( (kappa+1)/2 * R2 + DO)*t - innerprod(psi_2, X),
( (kappa+1)/2 * R3 + DO)*t - innerprod(psi_3, X)1);

VVV VYV YVYVVYV

Trouvons les invariants de Riemann R, R, et Rj.
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C.1. EXEMPLE LINEAIRE

> templ:=matrix(3,3,[B[1], A[1,2], A[1,3], B[2], A[2,2], A[2,3],
B3],

> A[3,2], A[3,3] 1):

> temp2:=matrix(3,3,[A[1,1], B[1], A[1,3], A[2,1], B[2], A[2,3],
A[3,1],

> B3], A[3,3] 1):

> temp3:=matrix(3,3,[A[1,1], A[1,2], B[1], A[2,11, A[2,2], B[2],
A[3,1],

> A[3,2], B[3] 1):

> R:=vector(3, [simplify(det(templ)/det(A)),

> simplify(det(temp2)/det(4)), simplify(det(temp3)/det(A))]);

> solve({R1=R[1], R2=R[2], R3=R[3]}, {R1, R2, R3});

Comme la matrice A, les vecteurs 91, 12, ¥3 et B, & et DO dépendent de
valeurs arbitraires, nous pouvons réécrire les invariants de Riemann de la

facon suivante

Den:=(M*t~3+N*t~2+P*t+5) :

R1:=(x,y,2)-> (A%t "3+B1xt~2+Cl*x*t " 2+D1xy*t " 2+E1*z*t " 2+F Lxx*t+G1*y*t+H
Lxzxt+I1*t+J1*x+K1*y+L1*z) /Den;

R2:=(x,y,2z) -> (A*t~3+B2*t ~2+C2%x*t " 2+D2xy*t "2+E24 2t " 2+F 2% x* £ +G2*y*t+H
2xz¥t+12%t+J2%x+K2%y+L2%2) /Den;

R3:=(x,y,2) -> (A%t ~3+B3xt ~2+C3xx*t " 2+D3*ky*t "2+E3* 2+t " 2+F3*x*xt +G3*y*t +H
3xzxt+I3%t+J3%x+K3*y+L3*z) /Den;
f1:=(x,y,z)->al*R1(x,y,z)+a2*R2(x,y,z) +a3*R3(x,y,2) ;
£2:=(x,y,z)->b1*R1(x,y,2)+b2*R2(x,y,2) +b3*R3(x,y,2) ;
£3:=(x,y,2z)->c1*R1(x,y,z)+c2*R2(x,y,z) +c3*R3(x,y,2) ;

t:=2:

A:=1: B1:=2: B2:=3: B3:=4: (C1:=3: C2:=4: C3:=5: D1:=4: D2:=5:

1=-6:

E1:=5: E2:=6: E3:=7: F1:=6: F2:=7: F3:=8: G1:=7: G2:=8: G3:=9:

:=8:

H2:=9: H3:=10: I1:=9: I2:=10: I3:=11: J1:=10: J2:=11: J3:=12:

:=11:

K2:=12: K3:=13: L1:=12: L2:=13: L3:=14: M:=5: N:=2: P:=3: S:=1:

:=1:

a2:=2: a3:=3: bl:=-2: b2:=-1: b3:=3: cl:=-1: c2:=b: c3:=-1:
with(plots):

implicitplot3d({fi(x,y,z)=0,f2(x,y,2)=0,£3(x,y,2)=0
},x=-10..10,y=-10..10,2=-10. .10, orientation=[3,116]);

\
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C.2

>

EXEMPLE NON LINEAIRE

Exemple non linéaire
restart:

Déterminons la matrice A, les vecteurs 1y, 1, 13 et B ainsi que les
fonctions f*, i =1, 2, 3.

>

VVVVYVVVVVVYV

with(linalg):

f1:=C1/R1;

£2:=C2*R2:

£3:=C3*R3:

psi_1:=vector(3, [psi_11, psi_12, psi_13]):
psi_2:=vector(3, [psi_21, psi_22, psi_23]):
psi_3:=vector(3, [psi_31, psi_32, psi_33]):
:=vector (3, [x, y, z1):

:=vector(3, [

(kappat1)/2 * R1 + DO)*t - innerprod(psi_1, X),
(kappat1)/2 * R2 + DO)*t - innerprod(psi_2, X),
(kappa+1)/2 * R3 + DO)*t - innerprod(psi_3, X)1):

A~~~ <

Trouvons les invariants de Riemann Ry, R et Rj.

>
>
>

Ri:=solve(B[1]=f1, R1):
R2:=solve(B[2]=f2, R2):
R3:=solve(B[3]=f3, R3):

Comme la matrice A, les vecteurs v, 1, 3 et B, et DO dépendent de
valeurs arbitraires, nous pouvons réécrire les invariants de Riemann de la
facon suivante

>

VV<yV XV V VVV 4+VVVYV +

R1:=(x, y, z) -> (Axx + Bxy + Cxz + d*t + 2¥sqrt(Exx"2 + Fxy~2

G*xz~2 + Hxxxy + 1*xx*z + Jxy*z

+ Kxxkt + Lky*t + Mezxt + Nxt~2 + Pxt))/(Q*t);

R2:=(x,y,2z) -> (R¥t + S*kx +Txy + Uxz)/(Vxt + W);

R3:=(x,y,z) -> (alpha*t + beta*x +xi*y + delta*z)/(epsilon*t
mu) ;

fl:=(x, y, 2)->C1/(R1(x, y, 2));

£2:=(x, y, z)->C2x(R2(x, y, 2));

£3:=(x, y, z)->C3*(R3(x, y, 2));

t:=2.5;
A:=1: B:=2: C(C:=3: d:=4: E:=5: F:=6: G:=7: H:=8: 1:=-9: J:=10:

:=11:

L:=12: M:=5: N:=2: P:=3: :=3: R:=21: 5:=22: T:=23: U:=24:

:=25:

W:=1: alpha:=-2: beta:=b: xi:=-3: delta:=4: epsilon:=5: mu:=6:
Cl:=-1: C2:=5: C3:=-4:
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with(plots):
Gi:=implicitplot3d(fi(x,y,z),x=-10..10,y=-10..10,2z=-10..10,
numpoints=20000, orientation=[-156,-149]):
G2:=implicitplot3d(f2(x,y,z),x=-10..10,y=-10..10,2z=-10..10,
color=grey, orientation=[-156,-149]):
G3:=implicitplot3d(f3(x,y,z),x=-10..10,y=-10..10,2=-10..10,
orientation=[-156,-149]):

display(G1, G2, G3);

VV VYV VVYVYV
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Annexe D

Description du programme MACSYMA
effectuant la méthode de réduction par
symétrie pour les EDPs

Cette annexe, basée sur les références |23] et [24], présente le programme
SYMMGRP.MAX de MACSYMA donnant un ensemble d’équations diffé-
rentielles déterminantes pour les symétries de Lie d’un systéme arbitraire
d’équations différentielles.

Le programme SYMMGRP.MAX est essentiellement constitué de définitions
de fonctions. II y a une fonction définie pour chacune des tiches majeures
du processus. La premiére fonction se nomme SYMMETRY et est considérée
comme le programme principal. Une fois appelée, cette fonction lit les données
et effectue les étapes majeures de lalgorithme en appelant séquentiellement
les autres fonctions.

En plus des définitions de fonctions, il existe un ensemble d’énoncés au début
du programme, utile & l'exécution du programme. Cet ensemble contient
la régle de remplacement des définitions (RULE), I'énoncé de déclaration
d’identité (MATCH_DECLARE) et les définitions de identité de modéles
(PATTERN MATCHING).

D.1 Types de données

Ce programme fonctionne pour des systémes de m équations différentielles
d’ordre k comportant p variables dépendantes et ¢ variables indépendantes,
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D.1. TYPES DE DONNEES

ou p, g et m € N. Le systéme d’équations différenticlles dont nous voulons
calculer les équations déterminantes peut contenir des paramétres arbitraires
et méme des fonctions arbitraires des variables z* et u;. De ce fait, les noms
pour ces paramétres ou fonctions ne doivent pas étre en conflit avec aucun
autre nom utilisé par le programme, en particulier : I, J, L, M, P, Q, E1, E2,
..., V1, V2, etc. 1l faut également porter attention aux lettres majuscules
et minuscules car MACSYMA ne fait pas la différence. Pour les fonctions
arbitraires, les dépendances doivent étre déclarées a I’aide de la déclaration
DEPENDS avant d’appeler SYMMETRY.

Le programme prend en considération que les u! sont des fonctions de R?
R. Si un systéme d’équations différentielles contient des variables dépen-
dantes de type complexe R” — C, alors la décomposition en parties réelle et
imaginaire doit étre faite avant d’utiliser le programme.

En entrant le systéme original des équations différentielles, nous ne pouvons
pas utiliser les symboles C1, C2, ..., D1, D2, ... car MACSYMA utilise ces
symboles dans ses lignes de commande et d’affichage. L'utilisation des lettres
grecques est prescrite.

Il faut aussi noter que MACSYMA commence I’allocation de données dans
un vecteur mis & 0 (comme dans le langage C). La premiére composante du
vecteur ETA se situe & ETA[0].

131



D.2.

DONNEES D’ENTREE.

D.2 Données d’entrée.

Tous les fichiers de données doivent avoir les informations suivantes :

1)
2)
3)

4)

10)

Le nombre de variables indépendantes : p € N
Le nombre de variables dépendantes : ¢ € N
Le nombre d’équations que comporte le systéme complet : m € N

La liste des paramétres non nuls (apparaissant dans une équation don-
née) qui pourraient étre mis en évidence et supprimée. parameters :[al,
s1, aa, ..., w2|. S’il n’en existe pas dans I’équation, alors nous avons
"parameters" : [ ].

Le nombre d’équations que le programme doit traiter est contrélé par
sublisteqs. Par exemple, sublistegs :[e1] pour la premiére équation. su-
blistegs :|ei, ..., em] pour la ™ & la m®™® équation seulement, sublis-
tegs :[all] pour toutes les équations du systéme.

Le sous-ensemble désiré d’équations déterminantes est contrdlé en ajus-
tant highest derivatives : s, oll s est un entier positif qui indique le
décompte pour 'ordre des dérivées dans la prolongation.

L’avertissement "flag" : false ou true controle la sortic des messages a
propos de la division par parameétre et autres simplifications.

Le "flag" info_given : false ou true est utilisé en connexion avec le
mécanisme de rétroaction pour la résolution du systéme déterminant.
Les informations & propos des coefficients &' et ¢, dans le champ de
vecteurs v doivent étre entrées.

A7 doit étre donnée comme ei, 7 =1, ..., m. Il suffit uniquement de
donner le coté gauche de I'équation.

Les variables v* choisies pour la substitution sont données comme suit :
vtavect =1,..., m.
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D.3. LISTE DES PRINCIPAUX IDENTIFICATEURS

D.3 Liste des principaux identificateurs

Liste des principaux identificateurs

Texte Programme Signification

p P nombre de variables indépendantes

q Q nombre de variables dépendantes

m M nombre d’équations du systéme

T X[ variables indépendantes I = 1, ..., P

u UIL] variables dépendantes L = 1, ..., Q

J; Jfj] vecteur canonique, par exemple, J|2], [0, 1, 0, ..., 0]

[J]1], J[2], ... J|P]] liste des vecteurs canoniques

u{ UL, J] les dérivées de u; par rapport a la j¢ variable indé-
pendante.

¢ ETA]| coefficients de 'a%,— dans le champ de vecteurs

Qi PHI[L] coeflicients de % dans le champ de vecteurs

go{ PHI[L, J] les dérivées de ; par rapport a la 7€ variable indé-
pendante.

A EI équations du systéme E1, E2, etc.

vt Vi variables pour la substitution V1, V2, etc

D.4 Description des fonctions principales

PROVF(F) : Applique la £™¢ prolongation de v dans Péquation

q

P
I/:ZEi(a;, u) 5— Z
i=1

a une fonction F(z, u®) et affiche le résultat.
TOTDF(I, F) :  Applique 'opérateur de la dérivée totale D, définie par

auar
Z (92? dua Z 3751] a“(n]

a, 7

3 une fonction F(z, ul¥) et affiche le résultat.
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D.4. DESCRIPTION DES FONCTIONS PRINCIPALES

FPSI(L, J) :

EXTSUBST(EXPR) :

LODEJ1] :

LODE[2] :

Calcule les coefficients @] de I'équation

0

9 k
pi=v Y35
J

a=] =1 j

en utilisant les formules récursives

ol = oz, u, ug,... Us,)
p
= Dy, 905 - Z (Dx, £l) ug,’ (D'l)

=1
p

wht = Dipl-Y (DigYus, (D2

=1

De fagon & appeler PSI au lieu de FPSI, ces coefficients
sont affectés & un vecteur PSI|I, J} défini par PSI[I,
J] :=FPSI(L, J). Nous devons procéder de cette fagon
puisque nous pouvons effacer les données du vecteur PSI
sans effacer la fonction des définitions utilisée pour cal-
culer les 7. Notons ici que J doit étre une liste MAC-
SYMA de p entiers.

Applique & une expression EXPR dépendant de z et de
u® la substitution des équations (D.1) et (D.2) jusqu’a
ce que tous les v’ et leurs dérivées partielles soient élimi-
nées de EXPR. Cette fonction nous retourne la nouvelle
expression obtenue.

Les équations de LODE seront ordonnées en ordre crois-
sant selon la longueur de l'opérateur "+" (commengcant
avec le mondme et finissant avec le plus long polynome)

Les équations mononémiales de LODE seront ordonnées

par ordre croissant selon leur niveau de différentiation
. 5 !
par rapport a x; et u'.
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SEARCHOEFF(EXPR) :

SIMPEQN()

PRINTEQN(LIST) :

SYMMETRY(IND1, IND2, IND3) :
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En donnant a cette fonction une expression
(EXPR) polynoémiale par rapport aux déri-
vées de u); (les exposants de u} n’ont pas be-
soin d’étre naturels, ils peuvent étre réels),
cette derniére trouve tous ces coefficients
et, dépendamment des longueurs, ces coef-
ficients sont insérés dans une des deux listes.
En fait, a la fin de la procédure LODE[1] sera
la liste contenant tous les coefficients mono-
nomiaux et LODE|2] sera la liste contenant
tous les coefficients qui sont polynémiaux.
Dans ce contexte, ces coefficients sont pré-
cisément les équations déterminantes.

Aprés avoir trouvé les deux listes détermi-
nantes LODE|1] et LODEJ2], cette fonction
donne une unique liste appelé LODE d’équa-
tions déterminantes. Celle-ci est équivalente
a'union des deux listes mais sans répétitions
et redondances différentielles.

Cette fonction imprime les éléments d’une
liste sous une forme ressemblant & une équa-
tion.

Cette fonction est considérée comme le pro-
gramme principal. En appelant cette fonc-
tion, le programme s’exécute. Les trois ar-
guments permettent a P'usagé de controler
partiellement son exécution. Les arguments
peuvent prendre soit 0 ou 1 comme valeur.
Des actions différentes sont prises pour des
valeurs différentes, voir le tableau suivant.



D.4. DESCRIPTION DES FONCTIONS PRINCIPALES

Description des arguments de la fonction SYMMETRY

Paramétre Valeur L’effet sur exécution

IND1 0 Le programme est utilisé en mode interactif
1 Le programme est utilisé en mode fichier
IND2 0 La valeur PSI est remise a 0 avant que les calculs commencent,
1 PPSI n’est par remis a 0, seulement le nouveau PSI sera calculé
IND3 0 Aucune trace des calculs ne sera donnée
1 Une trace des calculs sera donnée

Que le programme soit utilisé en mode fichier en mode fichier ou interactif,
les données doivent étre introduites de la fagon appropriée

1) Mode fichier :

Ce mode est conseillé pour les équations d’ordre élevé ou pour les sys-
témes d’équations. Un fichier contient les commandes MACSYMA né-
cessaires pour faire fonctionner le programme et lire les données. Les
données sont mises dans un fichier & 'aide de la syntaxe du langage
MACSYMA. Ce fichier est lu avant que la fonction SYMMETRY soit
appelée (avec IND1 = 1).

2) Mode interactif :

Ce mode est activé en appelant SYMMETRY avec IND1 = 0. Ce mode
est utile pour une seule équation ou pour les systémes trés simples;
donc, pour les équations dont I'ordre de dérivation est petit. Tous les
paramétres peuvent étre controlés de fagon interactive. Le programme
demandera les dix informations listées & la section (D.2) et enregistrera
ces informations dans un fichier "input data".

Si info_given est initialisé & true, le programme demandera a I'utili-
sateur de lui donner les formes explicites de tous les € et . Si pour
certaines de ces fonctions aucune information explicite n’est disponible,
il faut donner les noms ; par exemple, etal, phil, etc. Les informations
concernant les dépendances doivent étre données avec une déclaration
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DEPENDS avant d’appeler la fonction SYMMETRY, autrement, les
dépendances doivent explicitement étre données comme arguments des
fonctions.

D.5 Données de sortie

A la fin des calculs, les équations déterminantes ne sont pas automatique-
ment imprimées. Elles sont placées dans une liste d’équations déterminantes
appelée LODE. Une copie des équations déterminantes peut étre obtenue
avec la commande PRINTEQN(LODE).

La fonction PRINTEQN est séparée du programme principal et se retrouve
sous le nom de PRINTEQN.MAX Si nous voulons utiliser s¢parément 'une
des fonctions décrites par la famille d’équations non-linéaires de la chaleur

w = (f(u) us) + g(u),
alors SYMMETRY doit étre appelé avec seulement p, q et m = 0 comme don-

nées d’entrées. Le tableau suivant fait le résumé des informations disponibles
4 la fin des calculs et nous dit comment y accéder.

Informations disponibles a la fin des calculs

Identificateur Type  Sortie Contenu
LODE liste printeqns(lode) ; liste des équations déterminantes
PSI vecteur listarray(psi); ¢ evalué lors des calculs

ALGSOLS liste printeqn(algsols); Solutions algébriques pour les équa-
tions A = 0 pour les variables vt.

DIFSUB vecteur listarray(difsub);  Substitution utilisée pour éliminer les
v7 ainsi que de leurs dérivées.

ETA vecteur  listarray(eta); composantes de ETA
PHI vecteur listarray(phi); composantes de PHI

D.6 Générateurs d’un systéeme d’EDP quasili-
néaire de type hyperbolique.

Nous avons utilisé le programme MACSYMA afin d’obtenir les générateurs
d’un systéme d’EDP quasilinéaire de type hyperbolique décrivant un flot
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TYPE HYPERBOLIQUE.

isentropique (4.1) d’un fluide idéal compressible. Nous obtenons les résultats
suivants

(1) Sik # 3,Dalgébre de Lie est générée par les douze générateurs suivants :

P, = Ow,

K, = z° Ogi + Oyi,

F = o 0, (D.3)
G = —1° 0 +u¥ Oy,

Jy = €kij (a:i Oyi + 7 0ui),
ofl € ; ; est le symbole de Levi-Cevita, u* = (a,u, v, w), p =0, 1,2, 3

eti,j, k=123

(ii) Si k = 3, lalgebre de Lie est générée par les douze générateurs du
systéme (D.3) et par le générateur

C =1 (2" O — u® Oy) + (mi -0 ui) Oy

Notons que pour le cas o £ = 3, nous avons la situation d'un gaz
diatomique lorsque ’exposant polytropique v = g

Ces opérateurs représentent la translation temporelle (P), les translations
(P, P2 et P3), les rotations (J, Jy et J3) les transformations galiléennes (I,
K, et K3), les dilatations (F et G) ainsi que la transformation projective C.
Les relations de commutation des générateurs sont les suivantes :

(1) L’algebre galiléenne, sans extension centrale de l'algébre de Lie, est
générée par {P,, Jy, K;}:

Vi, ] =¢ijr Je [Jiy Bl =¢ij1 P

[Ji, Po) =0, [Jis K] = —¢€i 51 Ky,
[I(i, Po] = —F, [I(ia I(]] =0,
[P Pl =0, [I;, Pj] = 0.
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TYPE HYPERBOLIQUE.

(ii) L’algébre de similitude galiléenne, sans extension centrale, est générée
par {P’” Jk, 1{1‘, F, G}

[F1 PO] = 'P()a IF> Pl] - '-*Pia [F’ ]\/]] = Oa
IF, J]=0, [F.Gl=0, [G J]=0,
G, P)=P,, [G, P]=0, [F, K]=-K.

(iii) L’algébre projective galiléenne, sans extension centrale, est générée par
{P,, Ji, K;, F, G, C}:

C, Rl=G-F, [C, R]=-K; [C, K]=0,

[C, Ji| =0, [C, F] =-C IC, G] = C.
Par exemple, dans le cas de Ia transformation projective C, nous obte-
nons
ez, Wl a) = (_yu_’ w4 (2 -ut 2", 01— .1:0)>
l—¢ead

oup=0,1,231=1,2 3 et ¢ est le paramétre du groupe.

Convention

Aux pages suivantes, l'index sera présenté. Par convention, les nombres écrits
en gras correspondent aux définitions des termes. Les nombres qui ne sont
pas écrits en gras représentent les pages ou les termes et les notions sont
réutilisés.
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Biorthogonal
Systéme, 33

Cone
Génératrice du, 16
Monge, 13, 14
Caracteéristique
Courbe, 16, 37
Direction, 38, 63
Du systéme, 48
Ruban, 17
Systéme, 70
Vecteur ... en quatre dimensions,
62
Catastrophe du gradient, 8
Compressible
Ecoulement non stationnaire isen-
tropique d’un fluide ... idéal, E
61
Condition de Frobenius, 83
Constante
adiabicité, 61
Courbe
Caracteristique, 16, 37
Famille & 1 paramétre, 36
[nitiale, 19, 35

Décomposition
De la dérivée partielle au sens
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de Riemann, 70
Dérivée
Décomposition de la ... particlle
au sens de Riemann, 70
Directionnelle, 35
Déterminant, 29
Dimension
Produit scalaire en quatre..., 62
Vecteur caractéristique en quatre
., 62
Direction
Caractéristique, 38, 63
caractéristique, 37
Propagation d'une onde, 77
Directionnelle
Dérivée, 35
Droite
Vecteur propre de, 32

Ecoulement
Non stationnaire isentropique d’un
fluide compressible idéal, 61
Vitesse d’, 61
Elément
Potentiel, 64
Simple intégral, 50
Type d'... simple, 63
Elements simples, 63
Equation
Pfaff, 66
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Systéme non linéaire de type hy- Hyperbolique
perbolique, 42 Systéme d’équations non linéaires
Systéme quasilinéaire de type hy- de type, 42
perbolique, 38 Systéme d’équations quasilinéaires
Systéme quasilinéaire de type stric- de type, 38
tement hyperbolique, 41 Systéme d’équations quasilinéaires
Equation caractéristique de type strictement, 41
Racine d’une, 32 I
Elliptique Idéal
Systéme non, 49 Ecoulement non stationnaire isen-
Espace hodographe, 64 tropique d’un fluide compres-
F sible, 61
Famille Implicite
Courbes a 1 paramétre, 36 Fonction, 54, 123
Famille de courbes, 13 Initiale
Fluide Courbe, 19, 35

Ecoulement non stationnaireisen-  Intégral
tropique d’un...compressible idéal,  Elément simple, 50

61 Invariant
Fonction Riemann, 48, 53
Implicite, 54, 123 Systéme exprimé en, 46, 48
Fonctions Isentropique
Pull back, 52 Ecoulement non stationnaire d’un
Forme fluide compressible idéal, 61
Caractéristique, 41 J
Normale, 30 Jacobien, 20
Frobenius L
Condition de, 83 Lincaire
G Systéme d’équations, 30
Génératrice du cone de Monge, M
16 Métrique
Gauche Tenseur, 86
Vecteur propre de, 32 Matrice
Gradient Non singuliére, 34
Catastrophe du, 8 Norme spectrale d’une, 31
H Rang d’une, 32
Hodographe Singuliére, 34
Espace, 64 Symétrique, 89
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Transposée, 31 Q

Monge
Cone de, 13, 14, 16
Génératrice du cone de, 16
Multiciplité d’une racine, 32

Non singuliére R

Matrice, 34
Normale
Forme, 30
Norme
Matrice, 31
Vecteur, 31

Onde
Direction de propagation d’une,
7
Solution d’onde de Riemann, 51
Vitesse de propagation d’une, 75,
78

Pfaff
Equation de, 66
Potentiel
Elément, 64
Potentielle
Solution, 64
Produit
Scalaire, 31
Scalaire en quatre dimensions,
62
sclaire, 62
Vectoriel, 62
Propagation
Direction de ... d’'une onde, 77
Vitesse de ... d’une onde, 75, 78
Pull back
Fonctions, 52
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Quasilinéaire
Systéme d’équations de type hy-
perbolique, 38
Systéme d’équations de type stric-
tement hyperbolique, 41

Racine
Equation caractéristique, 32
Multiplicité d’une, 32
Rang d’une matrice, 32
Riemann
Décomposition de la dérivée par-
tielle au sens de, 70
Invariant de, 48, 53
Solution d’ondes de, 51
Rotationnelle
Solution, 64
Ruban caractéristique, 17
Equations du, 19

Scalaire
Produit, 31, 62
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Semilinéaire
Systéme d’équations, 30
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Solution
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Son
Vitesse du, 62
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