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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode de réduction par symétries
afin de trouver des solutions aux équations de Chaplygin et de Born-Infeld
en (1 + 1) dimensions. De plus, nous avons utilisé cette même technique
pour étudier les versions en (2 + 1) dimensions (c’est-à-dire 2 dimensions
spatiales et 1 dimension temporelle) de ces mêmes équations, et obtenu de
nouveaux résultats. Les équations de Chaplygin et de Born-Infeld sont des
équations qui découlent de l’action de Nambu-Goto, mais qui diffèrent dans la
paramétrisation choisie au niveau de l’action de Nambu-Goto; la paramétri-
sation selon le cône de lumière nous donne les équations de Chaplygin, alors
qu’une paramétrisation cartésienne nous donne les équations de Born-Infeld.
Il existe également différentes versions de ces équations, selon le contexte du
problème (nous étudierons 2 versions de chacune des équations). Via la réduc-
tion par symétries, nous obtiendrons un certain nombre de champs de vecteurs,
qui nous permettront ensuite d’obtenir des équations réduites pour chacun de
ces champs de vecteurs, qui seront résolues (par différentes techniques) pour
obtenir les solutions particulières de ces équations. Nous étudierons finalement
le lien entre les solutions particulières obtenues pour les équations de Chaply-
gin et celles des équations de Born-Infeld, via une technique proposée par le
professeur Roman Jackiw.
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1 Introduction

La mécanique quantique et la relativité générale ont joué un rôle fondamen-
tal dans la compréhension de l’Univers depuis qu’elles ont été popularisées
au XXe siècle. Ces deux théories permettent, chacune à leur façon, de com-
prendre et modéliser des situations que la mécanique classique ne peut gérer.
Ainsi, plusieurs scientifiques ont tenté de trouver une façon de fusionner ces
deux théories en une seule afin d’avoir une seule théorie générale permettant
d’expliquer tous les phénomènes qui surviennent dans l’Univers. L’une de ces
tentatives d’unification des deux théories, et l’une des plus documentées et
étudiées, est la théorie des cordes. Cette théorie suggère que chaque partic-
ule subatomique est composée d’une «corde»qui, selon son mode de vibration,
formera une différente particule. L’un des concepts les plus utilisés dans cette
théorie est l’action de Nambu-Goto. Elle désigne l’action décrivant les mou-
vements d’une corde. L’action de Nambu-Goto peut être paramétrée de dif-
férentes manières, ce qui permet d’obtenir à la fois les équations de Chaplygin
et de Born-Infeld, tout dépendant du paramétrage choisi. Ainsi, en paramé-
trant selon le cône de lumière, on obtient l’action du gaz de Chaplygin, alors
qu’en utilisant un paramétrage cartésien, on obtient l’action de Born-Infeld.
Ce paramétrage, et en particulier la transformation les unissant, ont été énon-
cées et analysées par R. Jackiw [5]. Les objectifs principaux de ce mémoire
sont à la fois de trouver la solution générale des équations de Chaplygin et de
Born-Infeld en (1+1) dimensions, mais aussi de trouver plusieurs solutions par-
ticulières en (2 + 1) dimensions des équations de Chaplygin et de Born-Infeld.
Pour ce faire, on utilise plusieurs méthodes mathématiques permettant d’y
parvenir, soit, entre autres, la méthode de réductions par symétries, la méth-
ode des caractéristiques généralisée et des invariants de Riemann, la méthode
d’hodographe et la transformation de Legendre.

1.1 Plan du mémoire

Dans le chapitre 2, on fait un rappel de certains concepts fondamentaux à
propos de la mécanique des fluides et des équations de Chaplygin et de Born-



Infeld. On utilise les équations d’Euler-Lagrange et le théorème de Noether
pour trouver les symétries de Lie des équations de Chaplygin et de Born-Infeld.

Le chapitre 3 présente la théorie au niveau des symétries ponctuelles des
équations différentielles, qui est utile pour trouver les prolongations des champs
de vecteurs ainsi que les coefficients qui y sont rattachés. Cette théorie permet,
à terme, de trouver les solutions des équations de Chaplygin et de Born-Infeld.

Le chapitre 4 présente les symétries des équations de Chaplygin en (1 + 1)

et en (2 + 1) dimensions. Les calculs menant aux résultats présentés pour les
équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions ont d’ailleurs déjà été obtenus
par A. Hariton, tandis que les résultats en (2+1) dimensions sont de nouveaux
résultats obtenus dans ce mémoire.

Le chapitre 5 présente les solutions des équations de Chaplygin qui étaient
étudiées dans la section précédente. On trouve ces solutions via les invariants
et orbites des champs de vecteurs indépendants liés à chacune des équations,
en trouvant les solutions des équations réduites obtenues pour chaque sous-
algèbre de Lie.

Le chapitre 6 présente les symétries des équations de Born-Infeld en (1 + 1)

dimensions et en (2+1) dimensions. La partie unidimensionnelle a été effectuée
dans [1], alors que la partie bidimensionnelle constitue de nouveaux résultats
obtenus dans ce mémoire.

Le chapitre 7 présente les solutions des équations de Born-Infeld qui étaient
étudiées dans la section précédente. Tout comme dans la cinquième section,
on trouve ces solutions via les invariants et orbites des champs de vecteurs
indépendants liés à chacune des équations, et en trouvant les solutions des
équations réduites qui en découlent.

Le chapitre 8 présente un lien entre les solutions non-relativiste et relativiste
obtenues via les équations de Chaplygin et de Born-Infeld respectivement. On
fait un résumé des travaux de R. Jackiw énoncés dans la section 4.4 (page 39) de
son ouvrage «Lectures on Fluid Dynamics»[5]. On utilise ensuite cette théorie
pour trouver des liens entre les deux modèles (relativiste et non-relativiste) à
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partir des solutions invariantes trouvées dans les sections 6 et 8.

Le chapitre 9 donne un aperçu des logiciels de calcul symbolique utilisés pour
trouver les équations différentielles ordinaires réduites associées aux champs de
vecteurs des équations de Chaplygin et de Born-Infeld, ainsi que pour trouver
leurs solutions.

Le chapitre 10, la conclusion, présente un résumé des nouveaux résultats et
les futures recherches pouvant être faites dans ce domaine.

En appendice, on présente la théorie au niveau de la propriété de Painlevé,
qui est cruciale dans la vérification de l’existence de solutions invariantes pour
les équations réduites des champs de vecteurs reliés aux équations de Chap-
lygin et de Born-Infeld. On fait aussi un résumé sommaire à propos de la
transformation de Legendre, qui a été utilisée pour calculer certaines solutions
particulières.
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2 Concepts fondamentaux

Dans cette section, on fait un rappel des concepts importants permettant de
comprendre et effectuer les calculs des sections suivantes. On débute en déri-
vant les équations d’Euler-Lagrange. On poursuit en discutant du théorème de
Noether, qui introduit le concept de symétrie et leur relation avec les charges
conservées.

2.1 Équations d’Euler-Lagrange

Prenons un système de N particules. Le principe de moindre action dit que
le système doit évoluer en faisant en sorte que l’action

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (2.1)

soit toujours stationnaire. Ainsi, si on a une trajectoire q(t), une variation de
celle-ci

q(t)→ q(t) + δq(t)

ne fera pas varier l’action (δS = 0). Ce principe est aussi exprimé via les
équations d’Euler-Lagrange :

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, 2, ..., s. (2.2)

Ce sont les équations du mouvement du système.

On veut utiliser ce principe pour étudier la mécanique des fluides. Ainsi,
puisque la mécanique des fluides est une théorie locale des champs, on réécrit
les équations d’Euler-Lagrange en utilisant la densité Lagrangienne L(φi, ∂µφ

i),
où φi(r, t) sont des champs et ∂µφi sont leurs dérivées. L’action S et les équa-
tions d’Euler-Lagrange deviennent donc

S =

∫
L(φi, ∂µφ

i)d3xdt (2.3)
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et
∂µ

(
∂L

∂ (∂µφi)

)
− ∂L
∂φi

= 0. (2.4)

2.2 Théorème de Noether

On appelle symétrie une transformation sur les champs φi(r, t) de la forme

φi(r, t)→ φiε(r, t) = φi(r, t) + ε∆φi(r, t) (2.5)

qui laisse invariantes les équations d’Euler-Lagrange (2.4).

On veut maintenant trouver la variation de densité lagrangienne entraînée
par cette transformation. Celle-ci sera notée ε∆L, et son expression est

ε∆L =
∂L
∂φi

(ε∆φi) +

(
∂L

∂(∂µφi)

)
∂µ(ε∆φi) (2.6)

Cette expression est retrouvée en assumant qu’une transformation de type
«symétrie»(2.5) ne change pas l’action. Ainsi, l’action étant définie comme
l’intégrale de la densité lagrangienne (2.3), on assume que∫

L(φiε, ∂µφ
i
ε)d

3xdt−
∫
L(φi, ∂µφ

i)d3xdt = 0.

En utilisant le théorème de la divergence en 4 dimensions, on peut combiner
ces intégrales, ce qui donnera∫ [ [

L(φiε, ∂µφ
i
ε)− L(φi, ∂µφ

i)
]

+ ε∂µ
(
L(φiε, ∂µφ

i
ε)∆φ

i
) ]
d3xdt = 0.

La différence entre les densités lagrangiennes sera donc donnée par

ε∆L =

∫ [
L(φiε, ∂µφ

i
ε)− L(φi, ∂µφ

i)d3xdt
]

=
∂L
∂φi

(ε∆φi)+

(
∂L

∂(∂µφi)

)
∂µ(ε∆φi).

5



Cette expression peut être réarrangée :

ε∆L =
∂L
∂φi

(ε∆φi) +

(
∂L

∂(∂µφi)

)
∂µ(ε∆φi)

=
∂L
∂φi

(ε∆φi) +

[
ε∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)
∆φi

)
− (ε∆φi)∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)

)]

= ε∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)
∆φi

)
+

[
∂L
∂φi

(ε∆φi)− (ε∆φi)∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)

)]
= ε∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)
∆φi

)
+ (ε∆φi)

[
∂L
∂φi
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)

)]
︸ ︷︷ ︸

=0 selon (2.4)

= ε∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)
∆φi

)
.

On retrouve donc l’équation (2.6). Ainsi, on peut écrire la variation de densité
lagrangienne comme étant

L → L+ ε∂µJ
µ, (2.7)

pour une quantité Jµ, µ = 0, 1, ..., N .
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2.3 Modèle du gaz de Chaplygin

Le modèle du gaz de Chaplygin a été introduit par Sergey Chaplygin en
1904 [7]. Le modèle décrit un univers rempli de gaz de Chaplygin, représenté
par l’équation d’état

P = −A
ρ
, (2.8)

où P est la pression, ρ est la densité, et A est une constante positive. Au
départ, cette équation se voulait une approximation modélisant la portance sur
l’aile d’un avion (le premier vol en avion ayant été effectué l’année précédente
par les frères Wright). Cependant, on a trouvé plusieurs autres utilités à cette
équation, notamment en cosmologie. En effet, on l’utilise aujourd’hui pour
faire des modèles d’expansion de l’Univers et de représentation de l’énergie
sombre [10].

2.3.1 Dérivation des équations du gaz de Chaplygin en (1 + 1) di-
mensions

Les équations du gaz de Chaplygin seront basées sur deux équations connues
en mécanique des fluides : l’équation de continuité et l’équation d’Euler (via les
équations d’Euler-Lagrange). Elles sont définies comme étant, respectivement

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (2.9)

et
∂v
∂t

+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇P. (2.10)

On va maintenant s’intéresser à un exemple portant sur le gaz de Chaplygin,
dont la pression a la forme

P (ρ) = − 2λ

mρ
, λ ≥ 0. (2.11)

Cette équation est la même que l’équation (2.8), mais où la constante A a été
séparée en différentes constantes.

7



On étudiera ce gaz en n dimensions et avec une vorticité nulle (ωij = 0). Le
Lagrangien du système [3] est trouvé en considérant tout d’abord un système
à N particules libres sans interactions, dont le Lagrangien est

L0 =
1

2

∑
i

miv
2
i (t), (2.12)

donc simplement l’énergie cinétique, où m est la masse et v la vitesse pour
la ieme particule. Puisqu’on a une distribution de matière continue, cette
expression peut s’écrire

L0 =

∫ (
1

2
mρv2

)
dr. (2.13)

En ajoutant la contrainte que l’équation de continuité (2.9) doit être respectée,
on trouve

L0 =

∫ (
1

2
mρv2 + θ(ρ̇+∇ · (ρv))

)
dr. (2.14)

où θ est un multiplicateur de Lagrange et ρ̇ =
∂ρ

∂t
.

Lorsqu’on fait varier la vitesse de v→ v + δv, le Lagrangien variera de

δL0 =

∫
(mρv− ρ∇θ) · δvdr. (2.15)

Ainsi, sachant que la variation du Lagrangien L0 sera nulle (δL0 = 0), on
trouve que

0 =

∫
(mρv− ρ∇θ) · δvdr

0 = mρv− ρ∇θ

v =
~∇θ
m

(2.16)
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On peut ainsi substituer ce résultat dans le Lagrangien (2.14), d’où on obtient

L0 =

∫
dr

(
1

2
mρv2 + θ(ρ̇+ ~∇ · (ρv))

)
=

∫
dr

(
1

2
mρ

(~∇θ)2

m2
+ θρ̇+ θ~∇ · ρ

~∇θ
m

)

=

∫
dr

(
θρ̇+

ρ(~∇θ)2

2m
+ ~∇ · ρθ

~∇θ
m
− ρ(~∇θ)2

m

)
.

Le troisième terme de l’intégrale sera nul, et deux d’entre eux s’additionnent,
ce qui donne finalement

L0 =

∫
dr

(
θρ̇− ρ(~∇θ)2

2m

)
. (2.17)

Ici, on a seulement la partie du Lagrangien obtenu à partir de l’énergie ciné-
tique. Pour avoir le Lagrangien complet, il faut sosutraire le terme d’énergie

potentielle
(
V (ρ) =

λ

ρ

)
[5] à L0 :

L =

∫
dr

(
θρ̇− ρ(~∇θ)2

2m
− λ

ρ

)
. (2.18)

On peut d’ailleurs, maintenant que l’on connaît la vitesse v à partir de l’équation
(2.16), réécrire l’équation de continuité (2.9) et l’équation d’Euler en termes
de ρ et θ. L’équation de continuité devient

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ

~∇θ
m

) = 0

∂ρ

∂t
+

1

m

(
∇ρ · ~∇θ + ρ∇2θ

)
= 0, (2.19)

alors que, en utilisant l’équation (2.2) (où le Lagrangien est celui de l’équation
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(2.18) et la coordonnée qi est ρ), l’équation d’Euler (2.10) devient

d

dt

(
∂L

∂ρ̇

)
− ∂L

∂ρ
= 0

dθ

dt
−

(
−(∇θ)2

2m
+
λ

ρ2

)
= 0

∂θ

∂t
+

(∇θ)2

2m
=

λ

ρ2
. (2.20)

Les équations (2.19) et (2.20) formeront ce qu’on appelle les équations du gaz
de Chaplygin. En (1 + 1) dimensions, ces équations prendront la forme

ρt +
1

m
(ρxθx + ρθxx) = 0

θt +
1

2m
(θx)

2 =
λ

ρ2
.

(2.21)

2.4 Modèle de Born-Infeld

Le modèle de Born-Infeld a été dicuté pour la première fois en 1934 par
Max Born et Leopold Infeld, dans leur article «Foundations of the New Field
Theory»[8]. L’idée de départ de ce modèle était de modifier le lagrangien
obtenu dans le modèle électromagnétique de Maxwell

L = −1

4
FµνF

µν = −1

2

(
E2 − B2

)
(2.22)

où F µν est le tenseur de Faraday (la dérivée extérieure du quadrivecteur po-
tentiel), E est le champ électrique et B est le champ magnétique. Dans cette
définition du lagrangien de Maxwell, on remarque qu’il y a une singularité
lorsque prend en compte le champ électrique dû à une charge ponctuelle. En
effet, par la loi de Coulomb, à la position de la charge ponctuelle, le champ
électrique tend vers l’infini (E →∞). Pour éviter ce problème, Born et Infeld
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ont proposé que le lagrangien prenne plutôt la forme

L = b2

(
1−

√
1− E2 − B2

b2

)
(2.23)

où b est une grande constante arbitraire qui représente la valeur limite supérieure
que pourrait prendre le champ électrique. Il est intéressant de remarquer que

cette modification est analogue au remplacement de
mv2

2
parmc2

(
1−

√
1− v2

c2

)
en relativité restreinte.

La théorie n’a pas été développée davantage dans le milieu du XXe siècle,
jusqu’à ce qu’en 1985, quand E.S. Fradkin et A.A. Tseytlin ont trouvé que le
lagrangien proposé par Born-Infeld coïncidait avec le lagrangien pour l’action
d’un champ de vecteurs jumelé à la corde ouverte virtuelle de Bose [9]. C’est
ainsi que l’action de Born-Infeld a trouvé son utilité dans la théorie des cordes.

L’équation de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions, obtenues via les équations
d’Euler-Lagrange, prend la forme suivante

(
1− θ2t

)
θxx + 2θxθtθxt −

(
1 + θ2x

)
θtt = 0. (2.24)

Des exemples de l’équation de Born-Infeld en (1+1) dimensions ont été étudiés
dans [5] et [1] par la méthode des invariants de Riemann.

Le Hamiltonien pour l’équation de Born-Infeld est donné par [5]

H =

∫ (√
ρ2c2 + a2

√
c2 + p2

)
dx. (2.25)

où a est un nombre réel.
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2.5 Réduction en termes des invariants de Riemann

On voit aussi que les équations de Chaplygin et de Born-Infeld peuvent
toutes deux être réduites en termes des invariants de Riemann. On traitera
les deux cas séparément.

2.5.1 Réduction des équations de Chaplygin en termes des invari-
ants de Riemann

Dans les calculs suivants, on fera intervenir le moment relativiste, donné par

p =
v√

1− v2

c2

. (2.26)

Les invariants de Riemann sont ici donnés par

R± = p±
√

2λ

ρ
, (2.27)

Ṙ± = −R∓∂xR± (2.28)

Selon [5], les équations du gaz de Chaplygin en (1 + 1) dimensions peuvent
être réécrites, en utilisant le moment relativiste p, comme étant

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(pρ) = 0

∂p

∂t
+

∂

∂x

(
p2

2
− λ

ρ2

)
= 0.

(2.29)

En développant ces équations, on obtient
ρt + pxρ+ pρx = 0 (2.30)

pt + ppx +
2λ

ρ3
ρx = 0. (2.31)
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Utilisons maintenant les invariants de Riemann pour réécrire ces équations
R+ := p+

√
2λ

ρ
(2.32)

R− := p−
√

2λ

ρ
(2.33)

Calculons (R+)t (en utilisant (2.30) et (2.31)) :

(R+)t = pt −
√

2λ

ρ2
ρt

= −ppx −
2λ

ρ3
ρx −

√
2λ

ρ2
(−pxρ− pρx)

= −ppx −
2λ

ρ3
ρx +

√
2λ

ρ
px +

√
2λ

ρ2
pρx.

Calculons maintenant −R− (R+)x :

−R− (R+)x = −

(
p−
√

2λ

ρ

)(
px −

√
2λ

ρ2
ρx

)

= −ppx −
2λ

ρ2
pρx −

√
2λ

ρ
− 2λ

ρ3
ρx

= −ppx −
2λ

ρ3
ρx +

√
2λ

ρ
px +

√
2λ

ρ2
pρx.

Ainsi, on voit que
(R+)t +R− (R+)x = 0. (2.34)

Par le même genre de calcul, on trouve que

(R−)t +R+ (R−)x = 0, (2.35)

ce qui est un système de type hydrodynamique en termes des invariants de
Riemann.

Ainsi, en utilisant les équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions, on a
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pu trouver leur équivalent en fonction des invariants de Riemann (2.27).

2.5.2 Réduction des équations de Born-Infeld en termes des invari-
ants de Riemann

Par le même principe, on peut trouver l’équivalent de l’équation de Born-
Infeld en (1 + 1) dimensions selon les invariants de Riemann. On trouve alors
qu’avec la transformation (trouvée dans [5], énoncée dans [2])

R± = ±(1 + (φx)
2 − (φt)

2)
1/2

1 + (φx)2
+

φxφt
1 + (φx)2

, (2.36)

on trouve que l’équation (6.1)

(
1− θ2t

)
θxx + 2θxθtθxt −

(
1 + θ2x

)
θtt = 0

devient alors
R+
t −R−R+

x = 0, R−t −R+R−x = 0, (2.37)

qui est un système de type hydrodynamique en termes des invariants de Rie-
mann. Dans les deux cas (Chaplygin et Born-Infeld), on obtient une onde
double.

2.6 Équations de Chaplygin et de Born-Infeld en (2 + 1)

dimensions

L’un des nouveaux résultats obtenus dans cette maîtrise sont les symétries
des équations de Chaplygin et de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions. Ces
équations prendront 4 formes différentes : 2 pour les équations de Chaplygin,
et 2 pour les équations de Born-Infeld. Ces équations ont, tout comme leurs
équivalents en (1 + 1) dimensions, été obtenues par les équations d’Euler-
Lagrange (2.2) et (2.4). Voici les 4 formes qui seront étudiées :
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Les équations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions :
ρt + ρxθx + ρyθy + ρ (θxx + θyy) = 0,

θt +
1

2

(
θ2x + θ2y

)
− λ

ρ2
= 0.

(2.38)

L’équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec élimination de ρ) :

θtt + 2 (θxθxt + θyθyt + θxθyθxy)− 2θt (θxx + θyy)− θ2yθxx − θ2xθyy = 0. (2.39)

L’équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions :

(
1− θ2t + θ2y

)
θxx+

(
1− θ2t + θ2x

)
θyy+2 [θxθtθxt + θyθtθyt − θxθyθxy]−

(
1 + θ2x + θ2y

)
θtt = 0.

(2.40)

Les équations de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions (selon les variables de
départ∗) :

ρt
(
c2 + θ2x + θ2y

)3/2√
c2ρ2 + a2 + (ρ2c2 + a2)

[(
c2 + θ2y

)
θxx − 2θxθyθxy + (c2 + θ2x) θyy

]
+c2ρ

(
c2 + θ2x + θ2y

)
(ρxθx + ρyθy) = 0,

θt
√
ρ2c2 + a2 + c2ρ

√
c2 + θ2x + θ2y = 0.

(2.41)

∗voir équations (10) et (11) de [1]
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3 Symétries des équations différentielles

Dans cette section, on introduit la méthode permettant de trouver les symétries
d’un système d’équations différentielles (en (1 + 1) et (2 + 1) dimensions). Les
concepts élémentaires et certaines dérivations de cette section sont tirées du
livre de P.J. Olver [6].

3.1 Symétries ponctuelles et champ de vecteurs en (1+1)

dimensions

Pour commencer, on aura besoin de la forme du champ de vecteurs en (1+1)

dimensions. On a la forme suivante

~v = ξ(x, t, θ, ρ)
∂

∂x
+ τ(x, t, θ, ρ)

∂

∂t
+ φ(x, t, θ, ρ)

∂

∂θ
+ ψ(x, t, θ, ρ)

∂

∂ρ
. (3.1)

De l’article «Symmetry and Explicit Solutions of Partial Differential Equations»[15],
aussi d’Olver, on obtient la théorie suivante pour les prolongations et leurs co-
efficients pour des symétries ponctuelles, qui permettent ensuite de trouver
leurs équivalents en (1 + 1) et (2 + 1) dimensions.

Théorème 2.1. La ne prolongation d’un champ de vecteurs est donnée par

pr(n)~v = ~v +

q∑
α=1

∑
|J |≤n

φJα[u]
∂

∂uαJ
, (3.2)

où les coefficients φJα de cette prolongation sont donnés par l’expression

φJα = DJ

(
φα −

p∑
i=1

ξiuαi

)
+

p∑
i=1

ξiuαJ,i. (3.3)

L’opération Di est définie comme étant

Di =
∂

∂xi
+
∑
l,J

ulJi
∂

∂ulJ
, où Ji = (j1, ..., ji−1, ji + 1, ji+1, ..., jn) . (3.4)
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Théorème 2.2. Soit G un groupe agissant localment sur X × U par

x̃i = X i(x, u, g), ũj(x, u, g),

où g ∈ G. Soit un système d’équations différentielles ∆(x, u, uJ). L’action de
G préserve les solutions de ∆ = 0 si et seulement si

[
pr(k)(α)

]
(∆) = 0 quand ∆ = 0, ∀ α. (3.5)

Ainsi, on trouve, pour le cas en (1 + 1) dimensions, que la seconde prolon-
gation est

pr(2)(~v) =~v +
2∑

α=1

∑
|J |≤2

φJα[u]
∂

∂uαJ

=ξ
∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+ φ

∂

∂θ
+ ψ

∂

∂ρ
+ φx

∂

∂θx

+ φt
∂

∂θt
+ ψx

∂

∂ρx
+ ψt

∂

∂ρt
+ φxx

∂

∂θxx
+ φxt

∂

∂θxt

+ φtt
∂

∂θtt
+ ψxx

∂

∂ρxx
+ ψxt

∂

∂ρxt
+ ψtt

∂

∂ρtt
, (3.6)

où les différents indices représentent

x1 = x, x2 = t, u1 = θ, u2 = ρ, φJ1 = φJ , φJ2 = ψJ ,

J = (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2).
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3.2 Symétries ponctuelles et champ de vecteurs en (2+1)

dimensions

Dans le cas d’équations en (2 + 1) dimensions (x, y, t), le champ de vecteurs
prendra la forme

~v = ξ(x, y, t, θ, ρ)
∂

∂x
+ ζ(x, y, t, θ, ρ)

∂

∂y
+ τ(x, y, t, θ, ρ)

∂

∂t

+ φ(x, y, t, θ, ρ)
∂

∂θ
+ ψ(x, y, t, θ, ρ)

∂

∂ρ
.

(3.7)

Pour ces équations, qui sont toutes d’ordre 2, la 2e prolongation prendra la
forme

pr(2)(~v) =~v +
2∑

α=1

∑
|J |≤2

φJα[u]
∂

∂uαJ

=ξ
∂

∂x
+ ζ

∂

∂y
+ τ

∂

∂t
+ φ

∂

∂θ
+ ψ

∂

∂ρ

+ φx
∂

∂θx
+ φy

∂

∂θy
+ φt

∂

∂θt
+ φxx

∂

∂θxx
+ φyy

∂

∂θyy
+ φtt

∂

∂θtt

+ φxy
∂

∂θxy
+ φxt

∂

∂θxt
+ φyt

∂

∂θyt
+ ψx

∂

∂ρx
+ ψy

∂

∂ρy
+ ψt

∂

∂ρt

+ ψxx
∂

∂ρxx
+ ψyy

∂

∂ρyy
+ ψtt

∂

∂ρtt
+ ψxy

∂

∂ρxy
+ ψxt

∂

∂ρxt
+ ψyt

∂

∂ρyt

où les différents indices représentent

x1 = x, x2 = y, x3 = t, u1 = θ, u2 = ρ, φJ1 = φJ , φJ2 = ψJ

J = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (2, 0, 0), (0, 2, 0),

(0, 0, 2), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1).

On trouve les symétries pour chacune des équations en (2+1) dimensions dans
les prochaines sections, associées à l’équation (3.7), et en utilisant le critère de
symétrie (3.5).
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3.3 Exemple de symétries

On présente maintenant un exemple d’équation dont on trouve les symétries.
Celui-ci porte sur l’équation de la chaleur en (1 + 1) dimensions.

L’équation de la chaleur en (1 + 1) dimensions est donnée par

ut = uxx (3.8)

On réécrit l’équation sous la forme

∆ := ut − uxx = 0. (3.9)

Le champ de vecteurs est donné par

v = ξ(x, t, u)∂x + τ(x, t, u)∂t + φ(x, t, u)∂u

La deuxième prolongation de ce champ de vecteurs pour l’équation (3.9) est
énoncé comme suit

[
pr(2)(v)

]
(∆) =

[
pr(2)(v)

]
(ut − uxx)

= φt − φxx = 0

où pr(2)(α) = ξ∂x + τ∂t + φ∂u + φx∂ux + φt∂ut + φxx∂uxx + φxt∂uxt + φtt∂utt .
Ainsi, φt − φxx = 0 quand ut − uxx = 0, où

φt = φt − ξtux + (φu − τt) ut − ξuuxut − τuu2t
= φt − ξtux + (φu − τt) uxx − ξuuxuxx − τu (uxx)2

φxx = D2 (φ− uxξ − uxxτ) + uxxxξ + uxxtτ

= D2 (φ− uxξ − uxxτ) + uxxxξ + uxxxxτ
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En développant et soustrayant, on obtient

φt − φxx = φt − ξtux + (φu − τt) uxx − ξuuxuxx − τuu2xx
−
[
φxx + (2φxu − ξxx) ux − τxxuxx + (φuu − 2ξxu) (ux)

2

− 2τxuuxuxx − ξuu(ux)3 − τuu(ux)2 − 2τuuxuxxx

+ (φu − 2ξx) uxx − 2τxuxxx − 3ξuuxuxx − τuu2xx
]

= 0

Trouvons maintenant les équations déterminantes en trouvant les coefficients
de chaque dérivée de u par rapport à x :

1 : φt − φxx = 0 (3.10a)

ux : − ξt − 2φxu + ξxx = 0 (3.10b)

uxx : φu − τt + τxx − φu + 2ξx = 0 (3.10c)

uxuxx : − ξu + 2τxu + 3ξu = 0 (3.10d)

u2xx : − τu + τu = 0 (3.10e)

u2x : − φuu + 2ξxu = 0 (3.10f)

u3x : ξuu = 0 (3.10g)

u2xuxx : τuu = 0 (3.10h)

uxuxxx : τu = 0 (3.10i)

uxxx : τx = 0 (3.10j)

Des équations (3.10e), (3.10h), (3.10i) et (3.10j), on trouve

τu = 0, τx = 0 =⇒ τ = τ(t). (3.11)

L’équation (3.10d) devient donc

−2ξu = 0 =⇒ ξu = 0 =⇒ ξ = ξ(x, t). (3.12)
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L’équation (3.10c) devient

−τt + 2ξx = 0 =⇒ ξxx = 0. (3.13)

Les équations (3.10b), (3.10f) et (3.10g) deviennent

ξuu = 0, −φuu + 2ξxu = 0 =⇒ φuu = 0

=⇒ φ = α(x, t)u+ β(x, t)

=⇒ φxu = αx

On trouve ensuite

−ξt − 2φxu + ξxx = 0

=⇒ −ξt − 2αx = 0

=⇒ ξt = −aαx

L’équation (3.10a) devient

φt − φxx = 0 =⇒ αtu+ βt − αxxu− βxx = 0

=⇒

 u : αt = αxx

1 : βt = βxx
(3.14)

On a donc αxxx = 0 =⇒ αxt = 0 =⇒ ξtt = 0.

Le champ de vecteurs est donc

v = ξ(x, t, u)∂x + τ(x, t, u)∂t + φ(x, t, u)∂u

où 
ξ(x, t, u) = c1 + c4x+ c5t+ c6xt (3.15)

τ(x, t, u) = c2 + c7t+ c8t
2 (3.16)

φ(x, t, u) = α(x, t)u+ β(x, t) (3.17)
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Ici, c4 = ξx, c5 = ξt, c6 = ξxt, c7 = τt, c8 =
1

2
τtt.

Ainsi,

2ξx = τt

=⇒ 2c4 = c7

2ξxt = τtt

=⇒ 2c6 = 2c8

=⇒ c6 = c8

On obtient alors

α(x, t) =

(
c3 + αxx+ αtt+

1

2
αxxx

2

)
(3.18)

On a alors

αx = φxu

=⇒ 2φxu = −ξt

=⇒ φxu =
−1

2
ξt =

−1

2
c5

αtu+ βt = αxxu+ βxx

=⇒ αt = αxx =⇒ αt = φxxu

=⇒ φxu =
−1

2
ξt

=⇒ φxxu =
−1

2
ξxt =

−1

2
c6

1

2
αxx =

1

2
φxxu

1

2
φxxu =

−1

4
ξxt =

−1

4
c6
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Donc 
ξ(x, t, u) = c1 + c4x+ c5t+ c6xt (3.19)

τ(x, t, u) = c2 + 2c4t+ c6t
2 (3.20)

φ(x, t, u) =

(
c3 −

1

2
c5x−

1

2
c6t−

1

4
c6x

2

)
u+ β(x, t) (3.21)

Posons
1

2
c5 = c9 =⇒ c5 = 2c9,

1

4
c6 = c10 =⇒ c6 = 4c10.

Ainsi, 
ξ(x, t, u) = c1 + c4x+ 2c9t+ 4c10xt (3.22)

τ(x, t, u) = c2 + 2c4t+ 4c10t
2 (3.23)

φ(x, t, u) =
(
c3 − c9x− c10t− c10x2

)
u+ β(x, t). (3.24)

On sait aussi, de (3.14), que
βt = βxx, (3.25)

donc que β respecte l’équation de la chaleur. En posant une des constantes
c1, c2, c3, c4, c9 et c10 égale à 1, pendant que les autres sont toutes nulles, on
obtient alors les champs de vecteurs

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂t,

~v3 = u∂u,

~v4 = x∂x + 2t∂t,

~v9 = 2t∂x − xu∂u,

~v10 = 4xt∂x + 4t2∂t −
(
2t+ x2

)
u∂u

et la sous-algèbre de dimensions infinie

~vβ = β(x, t)∂u où βt = βxx.

Les relations de commutation entre ces différents champs de vecteurs sont
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Table 3.1: Relations de commutation des champs de vecteurs pour l’équation
de la chaleur

~v1 ~v2 ~v3 ~v4 ~v9 ~v10 ~vβ

~v1 0 0 0 ~v1 −~v3 2~v9 ~vβx

~v2 0 0 0 2~v2 2~v1 4~v4 − 2~v3 ~vβt

~v3 0 0 0 0 0 0 −~vβ

~v4 −~v1 −2~v2 0 0 ~v9 2~v10 ~vβ′

~v9 ~v3 −2~v1 0 −~v9 0 0 ~vβ′′

~v10 −2~v9 2~v3 − 4~v4 0 2~v10 0 0 ~vβ′′′

~vβ −~vβx −~vβt ~vβ −~vβ′ −~vβ′′ −~vβ′′′ 0
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4 Symétries des équations du gaz de Chaplygin

Dans cette section, on étudie les équations de Chaplygin en (1+1) et (2+1)

dimensions. On utilise la méthode des symétries des équations différentielles
présentée à la section précédente afin de trouver les solutions de ces équations.
On débute avec l’équation de Chaplygin en (1 + 1) dimensions, plus simple,
afin de bien comprendre la méthode, pour ensuite se tourner vers les deux
versions des équations de Chaplygin à l’étude ici, soit la version sous forme de
système d’équations différentielles et la version avec élimination de ρ.

4.1 Équation de Chaplygin en (1 + 1) dimensions

Nous allons maintenant trouver les générateurs de symétries correspondant
aux équations du mouvement du gaz de Chaplygin (2.21). Cette étude est
faite en une dimension spatiale x et une dimension temporelle t. Les variables
dépendantes sont donc θ = θ(x, t) et ρ = ρ(x, t). Les équations (2.21) avaient
été définies comme étant

ρt +
1

m
(ρxθx + ρθxx) = 0 (4.1)

θt +
1

2m
(θx)

2 =
λ

ρ2
(4.2)

On a un champ de vecteurs ~v qui prend la forme décrite par (3.1) :

~v = ξ(x, t, θ, ρ)
∂

∂x
+ τ(x, t, θ, ρ)

∂

∂t
+ φ(x, t, θ, ρ)

∂

∂θ
+ ψ(x, t, θ, ρ)

∂

∂ρ
. (4.3)
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Sachant que l’ordre maximal du système (4.1),(4.2) est 2, alors on cherche la
seconde prolongation du champ de vecteurs (4.3), qui sera (voir (3.6))

pr(2)(~v) =~v +
2∑

α=1

∑
|J |≤2

φJα[u]
∂

∂uαJ

=ξ
∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+ φ

∂

∂θ
+ ψ

∂

∂ρ
+ φx

∂

∂θx

+ φt
∂

∂θt
+ ψx

∂

∂ρx
+ ψt

∂

∂ρt
+ φxx

∂

∂θxx
+ φxt

∂

∂θxt

+ φtt
∂

∂θtt
+ ψxx

∂

∂ρxx
+ ψxt

∂

∂ρxt
+ ψtt

∂

∂ρtt
, (4.4)

où les différents indices représentent

x1 = x

x2 = t

u1 = θ

u2 = ρ

φJ1 = φJ

φJ2 = ψJ

J = (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2).

Selon (3.5), le champ de vecteurs ~v est un générateur infinitésimal de symétries
de ∆ si [

pr(2)(~v)
]

(∆1) = 0,
[
pr(2)(~v)

]
(∆2) = 0 (4.5)

quand

0 = ∆1 = ρt +
1

m
(ρxθx + ρθxx)

0 = ∆2 = θt +
1

2m
(θx)

2 − λ

ρ2
.
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Ainsi, à partir des équations (4.5), et en utilisant l’expression pour la prolon-
gation (4.4), les contraintes sont données par

ψθxx
m

+
φxρx
m

+
ψxθx
m

+ ψt +
φxxρ

m
= 0 (4.6)

2ψλ

ρ3
+
φxθx
m

+ φt = 0 (4.7)

On veut maintenant trouver les expressions pour les fonctions φx, φt, φxx, ψx et
ψt présentes dans les contraintes (4.6) et (4.7). En utilisant l’expression pour
les coefficients (3.3), on trouve, pour φx (donc J = x et α = 1, car φJ1 = φJ)

φx =Dx

(
φ−

p∑
i=1

ξiu1i

)
+

p∑
i=1

ξiu1x,i

φx =Dx

(
φ−

p∑
i=1

ξiθi

)
+

p∑
i=1

ξiθx,i

φx =φx + (φθ − ξx) θx − τxθt − ξθ (θx)
2

− τθθxθt + φρρx − ξρρxθx − τρρxθt. (4.8)
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De manière analogue, on peut trouver les expressions pour les autres coeffi-
cients, qui sont

φt =φt − ξtθx + (φθ − τt) θt − τθ (θt)
2

− ξθθxθt + φρρt − ξρρtθx − τρρtθt , (4.9)

φxx =φxx + (2φθx − ξxx) θx − τxxθt + (φθθ − 2ξθx) (θx)
2

− 2τθxθxθt + 2φρxρx + 2 (φθρ − ξρx) θxρx − 2τρxθtρx

− ξθθ (θx)
3 − τθθ (θx)

2 θt − 2ξθρ (θx)
2 ρx − 2τθρθxθtρx

+ φρρ (ρx)
2 − ξρρθx (ρx)

2 − τρρθt (ρx)
2 + (φθ − 2ξx) θxx

− 2τxθxt − 3ξθθxθxx − τθθtθxx − 2τθθxθxt − 2ξρρxθxx

− 2τρρxθxt + φρρxx − ξρθxρxx − τρθtρxx , (4.10)

ψx =ψx + (ψρ − ξx) ρx − τxρt − ξρ (ρx)
2

− τρρxρt + ψθθx − ξθθxρx − τθθxρt , (4.11)

ψt =ψt − ξtρx + (ψρ − τt) ρt − τρ (ρt)
2

− ξρρxρt + ψθθt − ξθθtρx − τθθtρt , (4.12)

Maintenant que toutes les fonctions présentes dans les contraintes (4.6) et (4.7)
ont été calculées, on peut directement les remplacer. En prenant la contrainte
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(4.7), plus simple†, on obtient alors

2ψλ

ρ3
+
φxθx
m

+ φt = 0

=⇒ 2ψλ

ρ3
+

1

m

(
φx + (φθ − ξx) θx − τxθt − ξθ (θx)

2 − τθθxθt + φρρx − ξρρxθx

− τρρxθt
)
θx +

(
φt − ξtθx + (φθ − τt) θt − τθ (θt)

2 − ξθθxθt + φρρt − ξρρtθx

− τρρtθt
)

= 0

Aussi, pour simplifier le problème, on veut que les coefficients de cette équation
ne soient que des dérivées par rapport à une seule variable, x. Ainsi, les dérivées
de ρ et θ par rapport à t sont remplacées, via les équations (4.1) et (4.2), par

ρt = − 1

m
(ρxθx + ρθxx)

θt = − 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

On a donc

2ψλ

ρ3
+

1

m

[
φx + (φθ − ξx) θx − τx

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
− ξθ (θx)

2

− τθθx
(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
+ φρρx − ξρρxθx

− τρρx
(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)]
θx +

[
φt − ξtθx + (φθ − τt)

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
− τθ

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)2

− ξθθx
(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
+ φρ

(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
− ξρ

(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
θx

− τρ
(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)]
= 0 (4.13)

†Puisque cette contrainte contient moins de termes, on arrive plus facilement à trouver
la dépendance en x, t, θ et ρ des fonctions ξ, τ , φ et ψ, ce qui aide à simplifier les coefficients
de la contrainte (4.6), qui sont beaucoup plus nombreux.
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Ainsi, l’équation (4.13) est le développement complet de la contrainte (4.7).
Après simplifications, on a alors 8 coefficients pour les 8 monômes différents
dans cette équation : (θx)

2θxx, θxθxx, (θx)
4, θxx, (θx)

3, (θx)
2, θx et 1. Ces

coefficients sont :

(θx)
2θxx : − ρτρ

2m2
= 0

θxθxx :
ξρρ

m
= 0

θxx :
−φρρ
m

+
τρλ

mρ
= 0

(θx)
4 :

τθ
4m2

= 0

(θx)
3 :

τx
2m2

− ξθ
2m

= 0

(θx)
2 :

−ξx
m

+
τt

2m
+
φθ
2m

= 0

θx :
φx
m
− τxλ

mρ2
− ξt −

ξθλ

ρ2
= 0

1 :
2ψλ

ρ3
+ φt +

(φθ − τt)λ
ρ2

− τθλ
2

ρ4
= 0.

(4.14a)

(4.14b)

(4.14c)

(4.14d)

(4.14e)

(4.14f)

(4.14g)

(4.14h)

L’objectif est maintenant de trouver des expressions pour ξ, τ , φ et ψ, et par le
fait même, leur dépendance (ou non) en x, t, θ et ρ, par le biais des équations
(4.14a) à (4.14h).

Via les équations (4.14a) et (4.14d), on voit que τρ = 0 et τθ = 0. Ainsi, τ
est indépendant de ρ et θ, et donc

τ = τ(x, t) (4.15)

.

L’équation (4.14b) nous montre que ξρ = 0, et donc que ξ = ξ(x, t, θ). On
voit aussi, via l’équation (4.14e), que ξθ =

τx
m
. On peut donc affirmer que

ξ =
τx
m
θ + α(x, t), (4.16)
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où α(x, t) est une fonction dépendant de x et t.

L’équation (4.14c) donne φρ = 0 (car τρ = 0), et donc que φ = φ(x, t, θ). De
plus, via l’équation (4.14f), et en se servant de (4.16), on a

φθ = 2ξx − τt =
2τxx
m

θ + 2αx − τt

En intégrant, on obtient

φ =
τxx
m
θ2 + 2αxθ − τtθ + β(x, t) (4.17)

Regardons maintenant la contrainte (4.6). En remplaçant φx, φxx, ψx et ψt

par leurs expressions trouvées en (4.8), (4.10), (4.11) et (4.12), ainsi que ρt et

31



θt par leurs expressions découlant de (4.1) et (4.2), on obtient alors

ψθxx
m

+
1

m

[
φx + (φθ − ξx) θx − τx

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
− ξθ (θx)

2

− τθθx
(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
+ φρρx − ξρρxθx − τρρx

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)]
ρx

+
1

m

[
ψx + (ψρ − ξx) ρx − τx

(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
− ξρ (ρx)

2

− τρρx
(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
+ ψθθx − ξθθxρx − τθθx

(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)]
θx

+ ψt − ξtρx + (ψρ − τt)
(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
− τρ

(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)2

− ξρρx
(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
+ ψθ

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
− ξθ

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
ρx − τθ

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
+

1

m

[
φxx + (2φθx − ξxx) θx − τxx

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
+ (φθθ − 2ξθx) (θx)

2

− 2τθxθx

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
+ 2φρxρx + 2 (φθρ − ξρx) θxρx

− 2τρx

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
ρx − ξθθ (θx)

3 − τθθ (θx)
2

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
− 2ξθρ (θx)

2 ρx − 2τθρθx

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
ρx + φρρ (ρx)

2 − ξρρθx (ρx)
2

− τρρ
(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
(ρx)

2 + (φθ − 2ξx) θxx − 2τx

(
− 1

m
θxθxx − 2

λ

ρ3
ρx

)
− 3ξθθxθxx − τθ

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
θxx − 2τθθx

(
− 1

m
θxθxx − 2

λ

ρ3
ρx

)
− 2ξρρxθxx − 2τρρx

(
− 1

m
θxθxx − 2

λ

ρ3
ρx

)
+ φρρxx − ξρθxρxx

− τρ
(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
ρxx

]
ρ = 0 (4.18)
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Cependant, grâce aux équations (4.15), (4.16) et (4.17), on peut simplifier
grandement cette équation. Ainsi, on obtient

ψθxx
m

+
1

m

[
φx + (φθ − ξx) θx − τx

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
− ξθ (θx)

2

]
ρx

+
1

m

[
ψx + (ψρ − ξx) ρx − τx

(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
+ ψθθx − ξθθxρx

]
θx

+ ψt − ξtρx + (ψρ − τt)
(
− 1

m
(ρxθx + ρθxx)

)
+ ψθ

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
− ξθ

(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
ρx +

1

m

[
φxx + (2φθx − ξxx) θx

− τxx
(
− 1

2m
(θx)

2 +
λ

ρ2

)
+ (φθθ − 2ξθx) (θx)

2 − ξθθ (θx)
3

+ (φθ − 2ξx) θxx − 2τx

(
− 1

m
(θxθxx)− 2

λ

ρ3
ρx

)
− 3ξθθxθxx

]
ρ = 0 (4.19)

On a ici 9 monômes différents, composés de θx, θxx, ρx et de combinaisons de
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ceux-ci. Les coefficients de ces monômes sont:

θxθxx :
3τxρ

m2
− 3ξθρ

m
= 0

θxx :
ψ

m
− (ψρ − τt)ρ

m
+

(φθ − 2ξx)ρ

m
= 0

(θx)
3 :

−ξθθρ
m

= 0

(θx)
2 :

ψθ
2m

+
τxxρ

2m2
+

(φθθ − 2ξθx)ρ

m
= 0

θx :
ψx
m

+
(2φθx − ξxx)ρ

m
= 0

(θx)
2ρx :

3τx
2m2

− 3ξθ
2m

= 0

θxρx :
(φθ − 2ξx + τt)

m
= 0

ρx :
φx
m
− ξt −

ξθλ

ρ2
+

3τxλ

mρ2
= 0

1 : ψt +
ψθλ

ρ2
+
φxxρ

m
− τxxλ

mρ
= 0

(4.20a)

(4.20b)

(4.20c)

(4.20d)

(4.20e)

(4.20f)

(4.20g)

(4.20h)

(4.20i)

On voit que parmi ces équations, quelques-unes sont équivalentes. L’équation
(4.20a) est équivalente à (4.20f) et (4.14e), qui donne

τx = mξθ.

L’équation (4.20g) est identique à (4.14f), qui donne

φθ − 2ξx + τt = 0

On peut d’ailleurs utiliser cette équation pour simplifier l’équation (4.20b), qui
donne alors

ψ − ρψρ = 0

Des conclusions supplémentaires peuvent être faites grâce à cette équation, car
puisque

ψ = ρψρ,
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en dérivant par rapport à ρ, on obtient

ψρ = ψρ + ρψρρ

ρψρρ = 0

ψρρ = 0. (4.21)

Ainsi, ψρ n’a aucune dépendance en ρ, et donc on peut réécrire

ψ = χ(x, t, θ)ρ (4.22)

L’équation (4.20c) donne ξθθρ = 0, ce que l’équation (4.16) démontrait déjà.
L’équation (4.20d) comprend certains termes qui s’annulent, ce qui donne

ψθ
2m

+
τxxρ

2m2
+

(φθθ − 2ξθx)ρ

m
= 0

ψθ
2

+
τxxρ

2m
+

(
2τxx
m
− 2

τxx
m

)
ρ = 0

ψθ
2

+
τxxρ

2m
= 0

ψθ = −τxxρ
m

. (4.23)

Grâce à l’équation (4.23), on peut préciser l’équation (4.22), qui devient

ψ =

(
−τxxθ

m
+ η(x, t)

)
ρ. (4.24)

L’équation (4.20e) peut être réécrite comme étant(
2

m
τxxx

)
θ + (3αxx − 2τxt + ηx) = 0.

Ainsi, on a

τxxx = 0, (4.25)

3αxx − 2τxt + ηx = 0. (4.26)
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On trouve que

τ(x, t) =
1

2
γ(t)x2 + δ(t)x+ ε(t). (4.27)

Donc (4.26) devient

3αxx − 2τxt + ηx = 0

3αxx + ηx = 2τxt

3αxx + ηx = 2γtx+ 2δt (4.28)

On obtient donc 4 conditions à satisfaire, (4.14g), (4.14h), (4.20i) et (4.28) :

φx
m
− τxλ

mρ2
− ξt −

ξθλ

ρ2
= 0,

2ψλ

ρ3
+ φt +

(φθ − τt)λ
ρ2

− τθλ
2

ρ4
= 0,

ψt +
ψθλ

ρ2
+
φxxρ

m
− τxxλ

mρ
= 0,

3αxx + ηx = 2γtx+ 2δt

On doit satisfaire ces conditions pour 2 cas différents, λ = 0 et λ 6= 0. Prenons
les deux cas séparément.

4.1.1 Cas λ = 0

Pour le cas λ = 0, on obtient les conditions

φx
m
− ξt = 0, (A)

φt = 0, (B)

ψt +
φxxρ

m
= 0, (C)

3αxx + ηx = 2γtx+ 2δt (D)
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De (B), (4.17) et (4.27), on obtient

1

m
γtθ

2 +

(
2αxt −

1

2
γttx

2 − δttx− εtt
)
θ + βt = 0.

Puisqu’on a un polynôme, chaque terme devra être égal à 0. Ainsi, on trouve

γt = 0

2αxt −
1

2
γttx

2 − δttx− εtt = 0

βt = 0

Après simplification, on a

γ = C

2αxt = δttx+ εtt

β = β(x)

On a ainsi
α(x, t) =

1

4
δtx

2 +
1

2
εtx+ σ(x) + µ(t).

Ensuite, utilisant les définitions de φ et ξ pour l’équation (A), on obtient(
2σxx − δt

m

)
θ +

βx
m
− 1

4
δttx

2 − 1

2
εttx− µt = 0

On trouve donc à la fois que

2σxx − δt = 0

βx
m
− 1

4
δttx

2 − 1

2
εttx− µt = 0
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Commençons par la deuxième égalité. On obtient

βx
m

=
1

4
δttx

2 +
1

2
εttx+ µt

Puisque β = β(x) et que δ = δ(t), ε = ε(t) et µ = µ(t), on trouve que δ, ε et
µ sont tous des polynômes en t :

δ(t) = Dt2 + Pt+ U,

ε(t) = Et2 + Lt+ V,

µ(t) = Wt+ Y.

En utilisant ces expressions, on peut réécrire β(x) en remplaçant les valeurs
ci-dessus et en intégrant

β(x) =
m

6
Dx3 +

m

2
Ex2 +mWx+ Z. (4.29)

En prenant la première égalité, on a

2σxx − δt = 0

En se servant la valeur de δ(t) trouvée ci-dessus, on obtient

2σxx = 2Dt+ P

Cependant, sachant que σ = σ(x), alors D = 0. On obtient alors, après
intégration

σ(x) =
1

4
Px2 +Rx+ S.

Poursuivons avec l’équation (D)

3αxx + ηx = 2γtx+ 2δt
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En y remplçant α et sachant que γ = γt, on trouve

2ηx = δt − 6σxx,

et sachant que 2σxx = δt,
2ηx = −4σxx

ce qui implique que

ηx = −2

(
1

2
P

)
= −P.

Donc
η(x, t) = −Px+ Ω(t).

Pour la dernière équation à traiter, l’équation (C), on obtient donc, après avoir
remplacé les variables nécessaires

ηt + E = 0

Donc, on trouve que

Ωt = −E

Ω(t) = −Et+ F.

Maintenant, on peut exprimer les fonctions ξ, τ , φ et ψ avec les constantes
(générateurs) qui ont été trouvées pour définir les différentes fonctions α, β,
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η, σ, δ, γ, ε, µ et Ω. On obtient

ξ(x, t, θ) =
1

m
(Cx+ Pt+ U) θ +

1

2
Px2 + Ext+

1

2
Lx+Rx+ S +Wt+ Y

τ(x, t) =
1

2
Cx2 + Pxt+ Ux+ Et2 + Lt+ V

φ(x, θ) =
C

m
θ2 + (Px+ 2R)θ +

m

2
Ex2 +mWx+ Z

ψ(x, t, θ, ρ) = −
(
Cθ

m
+ Px+ Et− F

)
ρ

Trouvons maintenant les symétries du cas λ = 0, à partir des générateurs
C,E, F, P, L,R, U,W,Z, S et V . Pour trouver les symétries [15], on doit poser
chaque générateur égal à 0 sauf un, qu’on pose égal à 1, et les remplacer
successivement dans (4.3) pour obtenir

C =
1

m
xθ

∂

∂x
+

1

2
x2
∂

∂t
+

1

m
θ2
∂

∂θ
− 1

m
θρ

∂

∂ρ
,

E = xt
∂

∂x
+ t2

∂

∂t
+
m

2
x2

∂

∂θ
− tρ ∂

∂ρ
,

F = ρ
∂

∂ρ
,

P =

(
1

m
tθ +

1

2
x2
)

∂

∂x
+ xt

∂

∂t
+ xθ

∂

∂θ
− xρ ∂

∂ρ
,

L =
1

2
x
∂

∂x
+ t

∂

∂t
,

R = x
∂

∂x
+ 2θ

∂

∂θ
,

U =
1

m
θ
∂

∂x
+ x

∂

∂t
,

W = t
∂

∂x
+mx

∂

∂θ
,

Z =
∂

∂θ
,

S =
∂

∂x
,

V =
∂

∂t
.
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On peut ensuite trouver les relations de commutation de ces symétries, qu’on
consigne dans la table 4.1 ci-dessous
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λ
=

0

C
E

U
P

L
R

F
W

Z
S

V

C
0

0
0

0
0

−
2C

0
−
P

1 m
(F
−
R

)
−
U

0

E
0

0
−
P

0
−
E

0
0

0
0

−
W

−
2L

+
F

U
0

P
0

C
1 2
U

−
U

0
1 2
R
−
L

−
1 m
S

−
V

0

P
0

0
−
C

0
−

1 2
P

−
P

0
−
E

−
1 m
W

F
−
L
−

1 2
R

−
U

L
0

E
−

1 2
U

1 2
P

0
0

0
1 2
W

0
−

1 2
S

−
V

R
2C

0
U

P
0

0
0

−
W

−
2Z

−
S

0

F
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

W
P

0
L
−

1 2
R

E
−

1 2
W

W
0

0
0

−
m
Z

−
S

Z
1 m

(R
−
F

)
0

1 m
S

1 m
W

0
2Z

0
0

0
0

0

S
U

W
V

L
+

1 2
R
−
F

1 2
S

S
0

m
Z

0
0

0

V
0

2L
−
F

0
U

V
0

0
S

0
0

0

42



4.1.2 Cas λ 6= 0

Pour le cas λ 6= 0, on obtient les conditions

φx
m
− ξt − ξθ

λ

ρ2
− λ

mρ2
τx = 0, (E)

φt + φθ
λ

ρ2
− τt

λ

ρ2
+

2λψ

ρ3
= 0, (F)

ψt +
φxxρ

m
+ ψθ

λ

ρ2
− λ

mρ
τxx = 0, (G)

3αxx + ηx = 2γtx+ 2δt (H)

En utilisant les définitions pour φ (4.17), ψ (4.24) et τ (4.27), on obtient de
l’équation (F)

1

m
γtθ

2+

(
2αxt −

1

2
γttx

2 − δttx− εtt
)
θ+βt+

λ

ρ2
(
2αx − γtx2 − 2δtx− 2εt + 2η

)
= 0.

(4.30)
Comme dans le cas précédent, on trouve

γ = C

2αxt = δttx+ εtt

β = β(x)

On a aussi
α(x, t) =

1

4
δtx

2 +
1

2
εtx+ σ(x) + µ(t).

Cependant, contrairement au cas précédent, on a aussi la condition

2αx − γtx2 − 2δtx− 2εt + 2η = 0. (4.31)
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L’équation (E) devient

1

m
(2σxx − δt) θ +

(
1

m
βx −

1

4
δttx

2 − 1

2
εttx− µt

)
+

λ

mρ2
(−2Cx− 2δ) = 0.

(4.32)
Tout comme le cas précédent, on a

δ(t) = Pt+ U, (4.33)

ε(t) = Et2 + Lt+ V, (4.34)

µ(t) = Wt+ Y, (4.35)

β(x) =
m

2
Ex2 +mWx+ Z, (4.36)

σ(x) =
1

4
Px2 +Rx+ S. (4.37)

Selon l’équation (4.32), on a aussi la condition supplémentaire qui provient du
dernier terme, qui est

Cx+ δ = 0

Ceci implique que Cx = −Pt−U , et donc, puisqu’il n’y a pas de coefficient de
x du côté droit, et qu’il n’y a pas de coefficient de t ni de coefficient constant
du côté gauche, on trouve que

C = 0, P = 0, U = 0.

Ainsi, on trouve également que

δ(t) = 0,

γ(t) = 0,

α(x, t) = Ext+

(
1

2
L+R

)
x+Wt+ S + Y.

De l’équation (H), et des déductions ci-dessus, on trouve

η = η(t) (4.38)

44



De la condition (4.31), on trouve

η(t) = Et+

(
1

2
L−R

)
. (4.39)

Finalement, de l’équation (G), on trouve

E = 0.

Selon toutes les définitions trouvées jusqu’ici, on trouve les fonctions coeffi-
cients

ξ(x, t) =

(
1

2
L+R

)
x+Wt+ S + Y, (4.40)

τ(t) = Lt+ V, (4.41)

φ(x, θ) = 2Rθ +mWx+ Z, (4.42)

ψ(ρ) =

(
1

2
L−R

)
ρ. (4.43)

Les symétries infinitésimales sont

L′ = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
+ ρ

∂

∂ρ
,

R′ = x
∂

∂x
+ 2θ

∂

∂θ
− ρ ∂

∂ρ
,

W = t
∂

∂x
+mx

∂

∂θ
,

Z =
∂

∂θ
,

S =
∂

∂x
,

V =
∂

∂t
.

Les relations de commutation du cas λ 6= 0 sont donc
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Table 4.2: Relations de commutation des générateurs de symétries de
l’équation de Chaplygin en (1 + 1) dimensions pour le cas λ 6= 0

L’ R’ W Z S V

L’ 0 0 W 0 −S −2V

R’ 0 0 −W −2V −S 0

W −W W 0 0 −mZ −S

Z 0 2Z 0 0 0 0

S S S mZ 0 0 0

V 2V 0 S 0 0 0
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4.2 Équations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions

Maintenant, on utilise la même méthode pour trouver les solutions des équa-
tions de Chaplygin en (2 + 1) dimensions. Il faut donc redéfinir le champ de
vecteurs (voir l’équation (3.7)) et trouver les coefficients de la 2e prolongation
en (2 + 1) dimensions. Cependant, on verra que ces coefficients sont très longs
et compliqués, donc on ne détaillera pas la démarche complète pour trouver
les solutions.

Les équations de Chaplygin en (2+1) dimensions sont énoncées comme suit
: 

ρt + ρxθx + ρyθy + ρ (θxx + θyy) = 0

θt +
1

2

(
θ2x + θ2y

)
− λ

ρ2
= 0

(4.44)

On a alors

0 = ∆1 = ρt + ρxθx + ρyθy + ρ (θxx + θyy) (4.45)

0 = ∆2 = θt +
1

2

(
θ2x + θ2y

)
− λ

ρ2
(4.46)

On obtient alors les conditions

0 = ψt + φxρx + ψxθx + φyρy + ψyθy + ψ (θxx + θyy) + ρ (φxx + φyy) (4.47)

0 = φt + φxθx + φyθy + 2λψρ−3. (4.48)

Ainsi, on a besoin des expressions pour les fonctions φx, φy, φt, φxx, φyy, ψx, ψy, ψt.
Celles-ci seront trouvées à partir des équations (3.3) et (3.4).

Voici deux exemples :

φy =Dy

(
φ−

p∑
i=1

ξiθi

)
+

p∑
i=1

ξiθy,i

φy =φy − ξyθx + (φθ − ζy) θy − τyθt + φρρy − ξθθxθy−

ζθ (θy)
2 − τθθyθt − ξρρyθx − ζρρyθy − τρρyθt
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ψy =ψy −
∂

∂y

p∑
i=1

ξiρi +
∑
l,J

ulJy
∂

∂ulJ
ψ −

∑
l,J

ulJy
∂

∂ulJ

p∑
i=1

ξiρi +

p∑
i=1

ξiρJ,i

ψy =ψy − ξyρx + (ψρ − ζy) ρy − τyρt + ψθθy − ξθθyρx
− ζθθyρy − τθθyρt − ξρρxρy − ζρ (ρy)

2 − τρρyρt

Voici tous les coefficients de degré 1 en (2 + 1) dimensions

φx =φx + (φθ − ξx) θx − ζxθy − τxθt + φρρx − ξθ (θx)
2

− ζθθxθy − τθθxθt − ξρρxθx − ζρρxθy − τρρxθt,

φy =φy + (φθ − ζy) θy − ξyθx − τyθt + φρρy − ξθθxθy
− ζθ (θy)

2 − τθθyθt − ξρρyθx − ζρρyθy − τρρyθt,

φt =φt + (φθ − τt) θt − ξtθx − ζtθy + φρρt − ξθθxθt
− ζθθyθt − τθ (θt)

2 − ξρρtθx − ζρρtθy − τρρtθt,

ψx =ψx + (ψρ − ξx) ρx − ζxρy − τxρt + ψθθx − ξθθxρx
− ζθθxρy − τθθxρt − ξρ (ρx)

2 − ζρρxρy − τρρxρt
ψy =ψy + (ψρ − ζy) ρy − ξyρx − τyρt + ψθθy − ξθθyρx

− ζθθyρy − τθθyρt − ξρρxρy − ζρ (ρy)
2 − τρρyρt

ψt =ψt + (ψρ − τt) ρt − ξtρx − ζtρy + ψθθt − ξθθtρx
− ζθθtρy − τθθtρt − ξρρxρt − ζρρyρt − τρ (ρt)

2 .

Les coefficients de degré 2 sont trop longs et difficiles à énoncer pour être
présentés ici. On présente donc directement le résultat obtenu.
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On a donc la seconde condition (4.48)

0 = φt + φxθx + φyθy + 2λψρ−3

=⇒ 0 = φt + (φθ − τt) θt − ξtθx − ζtθy + φρρt − ξθθxθt − ζθθyθt − τθ (θt)
2

− ξρρtθx − ζρρtθy − τρρtθt +
[
φx + (φθ − ξx) θx − ζxθy − τxθt + φρρx

− ξθ (θx)
2 − ζθθxθy − τθθxθt − ξρρxθx − ζρρxθy − τρρxθt

]
θx

+
[
φy + (φθ − ζy) θy − ξyθx − τyθt + φρρy − ξθθxθy − ζθ (θy)

2

− τθθyθt − ξρρyθx − ζρρyθy − τρρyθt
]
θy + 2λψρ−3

Remplaçons les dérivées par rapport à t, ρt et θt, par leurs valeurs données par
les équations (4.44) :

ρt = −ρxθx − ρyθy − ρ (θxx + θyy)

θt =
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2
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0 = φt + (φθ − τt)
(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)
− ξtθx − ζtθy + φρ

(
− ρxθx − ρyθy

− ρ (θxx + θyy)
)
− ξθθx

(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)
− ζθθy

(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)
− τθ

(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)2

− ξρ (−ρxθx − ρyθy − ρ (θxx + θyy)) θx

− ζρ (−ρxθx − ρyθy − ρ (θxx + θyy)) θy

− τρ (−ρxθx − ρyθy − ρ (θxx + θyy))

(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)
+

[
φx + (φθ − ξx) θx − ζxθy − τx

(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)
+ φρρx − ξθ (θx)

2

− ζθθxθy − τθθx
(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)
− ξρρxθx − ζρρxθy

− τρρx
(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)]
θx +

[
φy + (φθ − ζy) θy − ξyθx

− τy
(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)
+ φρρy − ξθθxθy − ζθ (θy)

2

− τθθy
(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)
− ξρρyθx − ζρρyθy

− τρρy
(
−1

2

(
θ2x + θ2y

)
+
λ

ρ2

)]
θy + 2λψρ−3
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En simplifiant, on obtient

0 =

(
φt +

λ

ρ2
φθ −

λ

ρ2
τt − τθ

λ2

ρ4
+ 2λψρ−3

)
+

(
φx − ξt − ξθ

λ

ρ2
− τx

λ

ρ2

)
θx

+

(
φy − ζt − ζθ

λ

ρ2
− τy

λ

ρ2

)
θy + (ζx + ξy) θxθy +

1

2
(φθ + τt + 2ξx) θ

2
x

+
1

2
(τt + φθ + 2ζy) θ

2
y −

1

2
(ξθ − τx) θ3x −

1

2
(ξθ − τx) θxθ2y

− 1

2
(ζθ − τy) θ2xθy −

1

2
(ζθ − τy) θ3y +

(
τρ
λ

ρ
− φρρ

)
θxx +

(
τρ
λ

ρ
− φρρ

)
θyy

+ ξρρθxθxx + ξρρθxθyy + ζρρθyθxx + ζρρθyθyy −
1

2
τρρθ

2
xθxx −

1

2
τρρθ

2
xθyy

− 1

2
τρρθ

2
yθxx −

1

2
τρρθ

2
yθyy +

1

4
τθθ

4
x +

1

2
τθθ

2
xθ

2
y +

1

4
τθθ

4
y
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On a ainsi 23 coefficients pour les 23 monômes de cette équation :

1 : φt +
λ

ρ2
φθ −

λ

ρ2
τt − τθ

λ2

ρ4
+ 2λψρ−3 = 0 (4.49a)

θx : φx − ξt − ξθ
λ

ρ2
− τx

λ

ρ2
= 0 (4.49b)

θy : φy − ζt − ζθ
λ

ρ2
− τy

λ

ρ2
= 0 (4.49c)

θxθy : ζx + ξy = 0 (4.49d)

θ2x :
1

2
(φθ + τt + 2ξx) = 0 (4.49e)

θ2y :
1

2
(τt + φθ + 2ζy) = 0 (4.49f)

θ3x : − 1

2
(ξθ − τx) = 0 (4.49g)

θxθ
2
y : − 1

2
(ξθ − τx) = 0 (4.49h)

θ2xθy : − 1

2
(ζθ − τy) = 0 (4.49i)

θ3y : − 1

2
(ζθ − τy) = 0 (4.49j)

θxx : τρ
λ

ρ
− φρρ = 0 (4.49k)

θyy : τρ
λ

ρ
− φρρ = 0 (4.49l)

θxθxx : ξρρ = 0 (4.49m)

θxθyy : ξρρ = 0 (4.49n)

θyθxx : ζρρ = 0 (4.49o)

θyθyy : ζρρ = 0 (4.49p)

θ2xθxx : − 1

2
τρρ = 0 (4.49q)

θ2xθyy : − 1

2
τρρ = 0 (4.49r)

θ2yθxx : − 1

2
τρρ = 0 (4.49s)

θ2yθyy : − 1

2
τρρ = 0 (4.49t)

θ4x :
1

4
τθ = 0 (4.49u)

θ2xθ
2
y :

1

2
τθ = 0 (4.49v)

θ4y :
1

4
τθ = 0 (4.49w)
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Plusieurs de ces équations sont redondantes. En effet, les équations (4.49g) et
(4.49h) donnent toutes deux

ξθ = τx. (4.50)

Les équations (4.49i) et (4.49j) donnent

ζθ = τy. (4.51)

Les équations (4.49k) et (4.49l) donnent

τρλ = φρρ
2. (4.52)

Les équations (4.49m) et (4.49n) donnent

ξρ = 0. (4.53)

Les équations (4.49o) et (4.49p) donnent

ζρ = 0. (4.54)

Les équations (4.49q), (4.49r), (4.49s) et (4.49t) donnent

τρ = 0. (4.55)

Les équations (4.49u), (4.49v) et (4.49w) donnent

τθ = 0. (4.56)

On peut d’ailleurs simplifier l’équation (4.52) grâce à (4.55), ce qui donne

φρ = 0. (4.57)

Les équations (4.49e) et (4.49f) donnent respectivement

φθ + τt + 2ξx = 0 (4.58)
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et
φθ + τt + 2ζy = 0. (4.59)

L’équation (4.49d) donne
ζx = −ξy (4.60)

Grâce aux équations ci-dessus, on peut simplifier les équations (4.49b) et
(4.49c), qui donnent

φx − ξt − 2τx
λ

ρ2
= 0 (4.61)

et
φy − ζt − 2τy

λ

ρ2
= 0. (4.62)

Finalement, pour l’équation (4.49a), on obtient

φt + (φθ − τt)
λ

ρ2
+ 2ψ

λ

ρ3
= 0. (4.63)

Ainsi, on peut débuter à poser la forme pour ξ, ζ, τ , φ et ψ.

Pour τ , on a la forme
τ = τ(x, y, t). (4.64)

Pour ξ, on a
ξ = τxθ + α(x, y, t). (4.65)

Pour ζ, on a
ζ = τyθ + β(x, y, t). (4.66)

Au lieu de présenter les calculs pour l’autre condition, qui seraient très longs
et similaires aux calculs faits dans le cas en (1 + 1) dimensions, on présente
directement les champs de vecteurs obtenus par tous ces calculs, qui sont les
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suivants :

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂y,

~v3 = ∂t,

~v4 = t∂x + x∂θ,

~v5 = t∂y + y∂θ,

~v6 = x∂x + y∂y + t∂t + θ∂θ,

~v7 = t∂t − θ∂θ + ρ∂ρ,

~v8 = y∂x − x∂y,

~v9 = ∂θ.

On peut, comme pour la situation en (1 + 1) dimensions, trouver les relations
de commutation entre les champs de vecteurs en (2+1) dimensions. On trouve
alors le tableau suivant :
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Table 4.3: Relations de commutation des champs de vecteurs des équations de
Chaplygin en (2 + 1) dimensions

~v1 ~v2 ~v3 ~v4 ~v5 ~v6 ~v7 ~v8 ~v9

~v1 0 0 0 ~v9 0 ~v1 0 −~v2 0

~v2 0 0 0 0 ~v9 ~v2 0 ~v1 0

~v3 0 0 0 ~v1 ~v2 ~v3 ~v3 0 0

~v4 −~v9 0 −~v1 0 0 0 −~v4 −~v5 0

~v5 0 −~v9 −~v2 0 0 0 −~v5 ~v4 0

~v6 −~v1 −~v2 −~v3 0 0 0 0 0 −~v9

~v7 0 0 −~v3 ~v4 ~v5 0 0 0 ~v9

~v8 ~v2 −~v1 0 ~v5 −~v4 0 0 0 0

~v9 0 0 0 0 0 ~v9 −~v9 0 0

On peut aussi classer les sous-algèbres selon leur catégorie de scission («split-
ting») :

56



«Splitting»: a0 = {0},

a1 = {~v5},

a2 = {~v7},

a3 = {~v8 + a~v7} a ∈ R,

a4 = {~v9 + a~v8 + b~v7} a, b ∈ R

«Non Splitting»: a5 = {~v7 + ~v5},

a6 = {~v7 + ~v6},

a7 = {~v8 + a~v7 + ~v5} a ∈ R,

a8 = {~v8 + a~v7 + ~v6} a ∈ R,

a9 = {~v9 + a~v8 + b~v7 + ~v5} a, b ∈ R

a10 = {~v9 + a~v8 + b~v7 + ~v6} a, b ∈ R

4.3 Équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec

élimination de ρ)

L’équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec élimination de ρ) est
énoncée comme suit :

θtt + 2 (θxθxt + θyθyt + θxθyθxy)− 2θt (θxx + θyy)− θ2yθxx − θ2xθyy = 0. (4.67)

On a alors

0 = ∆ = θtt+2 (θxθxt + θyθyt + θxθyθxy)−2θt (θxx + θyy)−θ2yθxx−θ2xθyy (4.68)
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Pour la 2e prolongation, on obtient alors

0 =2φx (θxt + θyθxy)− 2φxθxθyy + 2φy (θyt + θxθxy)− 2φyθyθxx − 2φt (θxx + θyy)

− 2θtφ
xx − θ2yφxx − 2θtφ

yy − θ2xφyy + φtt + 2θxθyφ
xy + 2θxφ

xt + 2θyφ
yt

(4.69)

Ainsi, on aurait besoin des expressions pour les fonctions φx, φy, φt, φxx, φyy,
φtt, φxy, φxt et φyt. Cependant, tout comme dans la sous-section précédente,
on donnera directement les solutions dans le tableau de la section suivante. À
titre informatif, les champs de vecteurs obtenus pour l’équation de Chaplygin
en (2 + 1) dimensions (avec élimination de ρ) sont

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂y,

~v3 = ∂t,

~v4 = t∂x + x∂θ,

~v5 = t∂y + y∂θ,

~v6 = x∂x + y∂y + 2t∂t,

~v7 = x∂x + y∂y + 2θ∂θ,

~v8 = θ∂x + x∂t,

~v9 = θ∂y + y∂t,

~v10 = y∂x − x∂y,

~v11 = ∂θ.
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5 Solutions invariantes des équations de Chap-

lygin

Dans cette section, on présente la démarche permettant de trouver les so-
lutions des équations de Chaplygin. On trouvera les champs de vecteurs de
chacune des équations qui permettent ensuite de déterminer les invariants, les
orbites et les équations réduites pour chacun des champs de vecteurs. Résoudre
les équations réduites permet ensuite de trouver les solutions de équations de
Chaplygin en (1 + 1) et (2 + 1) dimensions.

5.1 Équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions

Les équations du gaz de Chaplygin en (1 + 1) dimensions sont données par
ρt + ρxθx + ρθxx = 0,

θt +
1

2
(θx)

2 − λ

ρ2
= 0.

(5.1)

où θ et ρ sont des fonctions de x et t (θ = θ(x, t), ρ = ρ(x, t)). Le calcul des
champs de vecteurs indépendants pour ces équations a été fait via le logiciel
Macsyma par Willy Hereman. On trouve les champs de vecteurs suivants :

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂t,

~v3 = t∂x + x∂θ,

~v4 = x∂x + t∂t + θ∂θ,

~v5 = t∂t − θ∂θ + ρ∂ρ,

~v6 = ∂θ.

Ces champs de vecteurs peuvent ensuite être utilisés pour trouver les invari-
ants reliés à chacun d’entre eux. Une fois les invariants trouvés, on en déduit
les orbites, qui sont simplement les variables dépendantes présentes dans les
invariants en fonction des variables indépendantes présentes dans les invari-
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ants. Ces orbites sont ensuite remplacées dans les équations initiales, ce qui
permet de trouver les équations réduites du champ de vecteurs correspondant.
Ce sont ces équations réduites qui sont ensuite résolues et qui donnent les
solutions pour chaque champ de vecteurs des équations initiales. Faisons un
exemple de ce type de calcul.

Prenons le champ de vecteurs ~v1 = ∂x. Ce champ de vecteurs a comme in-
variants {t, θ, ρ}. Ainsi, les orbites seront les variables dépendantes présentes
dans les invariants (θ et ρ) en fonction des variables indépendantes présentes
dans les invariants (ici seulement t). Donc les orbites de ce champ de vecteurs
seront {θ = θ(t), ρ = ρ(t)}. En remplaçant ensuite ces orbites dans les équa-
tions initiales, on trouve que toutes les dérivées de θ et ρ en fonction de x
seront nulles. Ainsi, on a les équation réduites

ρt + ρxθx + ρθxx = 0

θt +
1

2
(θx)

2 − λ

ρ2
= 0

=⇒


ρt = 0

θt −
λ

ρ2
= 0

En effectuant ces calculs pour chacun des 5 champs de vecteurs ayant une
réduction (le champ de vecteurs ~v6 = ∂θ n’ayant pas de réduction), on trouve
les résultats consignés dans le tableau suivant
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Table 5.1: Équations réduites pour les équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions

Champ de vecteurs Invariants Orbites Équations réduites

~v1 = ∂x {t, θ, ρ} {θ = θ(t), ρ = ρ(t)}

 ρt = 0

θt −
λ

ρ2
= 0

~v2 = ∂t {x, θ, ρ} {θ = θ(x), ρ = ρ(x)}

 ρxθx + ρθxx = 0
1

2
θ2x −

λ

ρ2
= 0

~v3 = t∂x + x∂θ {t, x2 − 2tθ, ρ}
{
θ =

F (t) + x2

2t
, ρ = ρ(t)

} 
ρt +

1

t
ρ = 0

1

2t
Ft −

1

2t2
F − λ

ρ2
= 0

~v4 = x∂x + t∂t + θ∂θ

{
ξ :=

x

t
,
θ

t
, ρ

}
{θ = tF (ξ), ρ = ρ(ξ)}

F − ξFξ +
1

2
F 2
ξ −

λ

R2
= 0

−ξRξ +RξFξ +RFξξ = 0

~v5 = t∂t − θ∂θ + ρ∂ρ

{
x, tθ,

1

t
ρ

} {
θ =

1

t
F (x), ρ = tR(x)

} R +RxFx +RFxx = 0
1

2
F 2
x − F −

λ

R2
= 0

On trouve ainsi les solutions pour chaque champ de vecteurs. Ces solutions seront énoncées
dans le tableau suivant.
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Table 5.2: Solutions particulières des équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions

Champ de vecteurs Équations réduites Solutions particulières

~v1 = ∂x

 ρt = 0

θt −
λ

ρ2
= 0

 ρ = A

θ(x, t) =
λt

A2

~v2 = ∂t

 ρxθx + ρθxx = 0
1

2
θ2x −

λ

ρ2
= 0

 Identiquement satisfait

ρ(x) = ± 1

θx

√
2λ

~v3 = t∂x + x∂θ


ρt +

1

t
ρ = 0

1

2t
Ft −

1

2t2
F − λ

ρ2
= 0


ρ(t) =

C

t

F (t) =
2λt4

3C
+ C1t

~v4 = x∂x + t∂t + θ∂θ

F − ξFξ +
1

2
F 2
ξ −

λ

R2
= 0

−ξRξ +RξFξ +RFξξ = 0


R(ξ) =

√√√√ λ

F − ξFξ +
1

2
F 2
ξ

F =
ξ2

2

~v5 = t∂t − θ∂θ + ρ∂ρ

R +RxFx +RFxx = 0
1

2
F 2
x − F −

λ

R2
= 0


F (x) =

2

c1
sinh

[
±
√
c1
2

(x+ c2)

]2
R(x) =

√√√√ λ
1

2
F 2
x − F
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5.2 Équations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions

Les équations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions sont données par
ρt + ρxθx + ρyθy + ρ (θxx + θyy) = 0,

θt +
1

2

(
θ2x + θ2y

)
− λ

ρ2
= 0.

(5.2)

Les champs de vecteurs indépendants pour ces équations sont donnés par

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂y,

~v3 = ∂t,

~v4 = t∂x + x∂θ,

~v5 = t∂y + y∂θ,

~v6 = x∂x + y∂y + t∂t + θ∂θ,

~v7 = t∂t − θ∂θ + ρ∂ρ,

~v8 = y∂x − x∂y,

~v9 = ∂θ.

De la même façon que pour les équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions
(et pour toutes les autres équations qui suivront), on a le champ de vecteurs
sans réductions ~v9 = ∂θ. On n’énoncera pas ce champ de vecteurs dans les
tableaux subséquents.
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5.3 Équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec

élimination de ρ)

Après avoir éliminé ρ des équations de Chaplygin en (2+1) dimensions (5.2),
on obtient l’équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions avec élimination de
ρ :

θtt + 2 (θxθxt + θyθyt + θxθyθxy)− 2θt (θxx + θyy)− θ2yθxx − θ2xθyy = 0. (5.3)

On obtient les champs de vecteurs suivants

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂y,

~v3 = ∂t,

~v4 = t∂x + x∂θ,

~v5 = t∂y + y∂θ,

~v6 = x∂x + y∂y + 2t∂t,

~v7 = x∂x + y∂y + 2θ∂θ,

~v8 = θ∂x + x∂t,

~v9 = θ∂y + y∂t,

~v10 = y∂x − x∂y,

~v11 = ∂θ.

Les équations réduites et les solutions pour ces champs de vecteurs sont con-
signées dans les tables 5.5 et 5.6 (respectivement) ci-dessous
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+
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−
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−
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∂
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∂
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∂
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∂
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6 Symétries des équations de Born-Infeld

Étudions maintenant les équations de Born-Infeld. Comme on a vu précédem-
ment, celles-ci sont liées aux équations de Chaplygin via leur «ancêtre com-
mun», l’action de Nambu-Goto. D’ailleurs, on verra le lien mathématique
entre les deux modèles dans la section 8.

De la même façon que pour les équations de Chaplygin, on débute en étu-
diant le cas plus simple en (1 + 1) dimensions, avant de s’attaquer au cas en
(2 + 1) dimensions qui, comme pour la section précédente, comprend deux
formes à étudier, la première étant une équation différentielle et la seconde
étant un système d’équations différentielles.

6.1 Équation de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions

Trouvons maintenant les générateurs de symétries de l’équation de Born-
Infeld en (1 + 1) dimensions

(
1− θ2t

)
θxx + 2θxθtθxt −

(
1 + θ2x

)
θtt = 0. (6.1)

Il s’agit d’une équation en (1 + 1) dimensions. On étudiera les équations de
Born-Infeld en (2 + 1) dimensions dans les sous-sections suivantes.

Tout comme pour les équations du gaz de Chaplygin en (1 + 1) dimensions,
on a le champ de vecteurs (4.3) :

~v = ξ(x, t, θ, ρ)
∂

∂x
+ τ(x, t, θ, ρ)

∂

∂t
+ φ(x, t, θ, ρ)

∂

∂θ
+ ψ(x, t, θ, ρ)

∂

∂ρ
. (6.2)

Sachant que l’ordre maximal de l’équation (6.1) est 2, alors on cherche la
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seconde prolongation du champ de vecteurs, qui sera

pr(2)(~v) =~v +
2∑

α=1

∑
|J |≤2

φJα[u]
∂

∂uαJ

=ξ
∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+ φ

∂

∂θ
+ ψ

∂

∂ρ
+ φx

∂

∂θx

+ φt
∂

∂θt
+ ψx

∂

∂ρx
+ ψt

∂

∂ρt
+ φxx

∂

∂θxx
+ φxt

∂

∂θxt

+ φtt
∂

∂θtt
+ ψxx

∂

∂ρxx
+ ψxt

∂

∂ρxt
+ ψtt

∂

∂ρtt
,

où les différents indices représentent

x1 = x

x2 = t

u1 = θ

u2 = ρ

φJ1 = φJ

φJ2 = ψJ

J = (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2).

Dans le cas de l’équation de Born-Infeld, on a alors, de l’équation (3.5),

[
pr(2) (~v)

]
(∆) = 0 (6.3)

où
0 = ∆ =

(
1− θ2t

)
θxx + 2θxθtθxt −

(
1 + θ2x

)
θtt. (6.4)

Ainsi, on obtient la condition

2φxθtθxt−2φxθxθtt−2φtθtθxx+2φtθxθxt+φ
xx
(
1− θ2t

)
+2φxtθxθt−φtt

(
1 + θ2x

)
= 0

(6.5)
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6.2 Équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions

L’équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions est énoncée comme suit :(
1− θ2t + θ2y

)
θxx +

(
1− θ2t + θ2x

)
θyy + 2 [θxθtθxt + θyθtθyt − θxθyθxy]

−
(
1 + θ2x + θ2y

)
θtt = 0.

(6.6)

On a alors

0 = ∆ =
(
1− θ2t + θ2y

)
θxx +

(
1− θ2t + θ2x

)
θyy

+2 [θxθtθxt + θyθtθyt − θxθyθxy]−
(
1 + θ2x + θ2y

)
θtt.

(6.7)

Pour la 2e prolongation, on obtient alors

0 =2θxθyyφ
x + 2φxθtθxt − 2φxθyθxy − 2θxφ

xθtt + 2θyφ
yθxx + 2φyθtθyt

− φyθxθxy − 2θyφ
yθtt − 2φtθtθxx − 2φtθtθyy + 2φtθxθxt + 2φtθyθyt

+
(
1− θ2t + θ2y

)
φxx +

(
1− θ2t + θ2x

)
φyy −

(
1 + θ2x + θ2y

)
φtt − 2θxθyφ

xy

+ 2θxθtφ
xt + 2θyθtφ

yt

Ainsi, on a besoin des expressions pour les fonctions φx, φy, φt, φxx, φyy, φtt,
φxy, φxt et φyt. Comme dans les sections précédentes, on n’énonce pas tous
les coefficients ni les calculs complets pour des raisons d’espace, mais plutôt
directement les solutions trouvées via ces calculs. Ainsi, on trouve les solutions
selon leur champ de vecteurs correspondant, qui sont consignées dans le tableau
de la section suivante.
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6.3 Équations de Born-Infeld en (2+1) dimensions (selon

les variables de départ)

Les équations de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions (selon les variables de
départ) sont énoncées comme suit :

ρt
(
c2 + θ2x + θ2y

)3/2√
c2ρ2 + a2

+ (ρ2c2 + a2)
[(
c2 + θ2y

)
θxx − 2θxθyθxy + (c2 + θ2x) θyy

]
+c2ρ

(
c2 + θ2x + θ2y

)
(ρxθx + ρyθy) = 0

θt
√
ρ2c2 + a2 + c2ρ

√
c2 + θ2x + θ2y = 0

(6.8)

On a alors

0 = ∆1 =ρt
(
c2 + θ2x + θ2y

)3/2√
c2ρ2 + a2

+
(
ρ2c2 + a2

) [(
c2 + θ2y

)
θxx − 2θxθyθxy +

(
c2 + θ2x

)
θyy
]

+ c2ρ
(
c2 + θ2x + θ2y

)
(ρxθx + ρyθy) (6.9)

0 = ∆2 =θt
√
ρ2c2 + a2 + c2ρ

√
c2 + θ2x + θ2y (6.10)
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7 Solutions invariantes des équations de Born-

Infeld

7.1 Équation de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions

L’équation de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions peut être donnée‡ par
l’expression (

1− θ2t
)
θxx + 2θxθtθxt −

(
1 + θ2x

)
θtt = 0. (7.1)

Les champs de vecteurs indépendants obtenus par Hereman via Macsyma pour
cette équation sont

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂t,

~v3 = ∂θ,

~v4 = t∂x + x∂t,

~v5 = x∂x + t∂t + θ∂θ,

~v6 = θ∂t + t∂θ,

~v7 = θ∂x − x∂θ.

Ensuite, on trouve de ces champs de vecteurs les invariants liés à chacun d’entre
eux. Ces invariants permettent de trouver les orbites du champ de vecteurs,
qui une fois remplacés dans l’équation de départ, donnent une équation réduite.
Ce sont les solutions de ces équations réduites qui sont intéressantes ici.

Faisons un exemple de démarche pour ce genre de calcul :

Prenons le champ de vecteurs ~v1 = ∂x. Les invariants liés à ce champ de
vecteurs sont {t, θ}. Ainsi, la variable dépendante θ ne sera qu’en fonction
de la variable indépendante présente dans les invariants, t. Ainsi, on trouve
l’orbite de ce champ de vecteurs, soit θ = θ(t). Finalement, on remplace cette

‡Il existe plusieurs versions de l’équation de Born-Infeld en (1+1) dimensions, on prend
ici la plus commune (utilisée dans [1])
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orbite dans l’équation de départ,

(
1− θ2t

)
θxx + 2θxθtθxt −

(
1 + θ2x

)
θtt = 0.

On obtient alors que toutes les dérivées de θ par rapport à x sont nulles, donc

θtt = 0.

En applicant cette démarche pour les 7 champs de vecteurs de l’équation de
Born-Infeld en (1 + 1) dimensions, on obtient le tableau suivant.

Table 7.1: Équations réduites de l’équation de Born-Infeld en (1+1) dimensions

Champ de vecteurs Invariants Orbites Équations réduites

~v1 = ∂x {t, θ} {θ = θ(t)} θtt = 0

~v2 = ∂t {x, θ} {θ = θ(x)} θxx = 0

~v3 = t∂x + x∂t {ξ = x2 − t2, θ} {θ = θ (ξ)} θξ + ξθξξ + 2ξθ3ξ = 0

~v4 = x∂x + t∂t + θ∂θ

{
ξ :=

x

t
,
θ

t

}
{θ = tF (ξ)} Fξξ (1− F 2 − ξ2) = 0

~v5 = θ∂t + t∂θ {x, θ2 − t2}
{
θ = ε

√
F (x) + t2

}
εFxxF − εF 2

x − 2εF = 0

~v6 = θ∂x − x∂θ {t, θ2 + x2}
{
θ = ε

√
F (t)− x2

}
εFttF − εF 2

t + 2εF = 0

Finalement, on trouve les solutions de ces équations réduites, qui sont
présentées dans le tableau suivant.
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7.2 Méthode alternative : Solution générale de l’équation

de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions obtenue par la

méthode d’hodographe (onde double)

L’équation de Born-Infeld est donnée par

(
1− θ2t

)
θxx + 2θxθtθxt −

(
1 + θ2x

)
θtt = 0. (7.2)

On veut trouver la solution de cette équation. On débute en effectuant le
changement de variables

ξ = x− t, η = x+ t

u := θξ, v := θη
(7.3)

avec la condition de compatibilité

uη − vξ = 0. (7.4)

Trouvons les nouvelles valeurs pour les fonctions θx, θt, θxx, θxt et θtt selon les
nouvelles variables. On obtient alors

θx = θξ + θη = u+ v,

θt = θξξt + θηηt = θη − θξ = v − u,

θxx = uξ + uη + vξ + vη = uξ + vη + 2uη,

θxt = uη + vη − uξ − vξ = vη − uξ,

θtt = −vξ + vη + uξ − uη = vη + uξ − 2uη.

(7.5)

Connaissant les nouvelles définitions de ces fonctions, on peut les remplacer
dans (7.2). On obtient alors(

1− (v − u)2
)

(uξ + vη + 2uη) + 2(u+ v)(v − u) (vη − uξ)

−
(
1 + (u+ v)2

)
(vη + uξ − 2uη) = 0.
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En développant cette exprssion, on obtient

2uη + vη + uξ + 4uvuη + 2uvvη + 2uvuξ − 2u2uη − u2vη − 2v2uη − v2vη − u2uξ − v2uξ
+ 2v2vη − 2u2vη + 2u2uξ − 2v2uξ + 2uη − vη − uξ + 4uvuη − 2uvvη − 2uvuξ + 2u2uη

− u2vη + 2v2uη − v2vη − u2uξ − v2uξ = 4uη + 8uvuη − 4u2vη − 4v2uξ

ce qui implique le système de premier ordre nonlinéaire (1 + 2uv)uη − u2vη − v2uξ = 0

uη − vξ = 0.
(7.6)

Effectuons maintenant une transformation d’hodographe, c’est-à-dire qu’on
interchange les variables indépendantes et dépendantes (en supposant que le

Jacobien J =
∂(u, v)

∂(ξ, η)
est différent de 0). Ainsi, on pose maintenant que

ξ = ξ(u, v) et η = η(u, v) (7.7)

On a alors que

1 = ξξ = ξuuξ + ξvvξ,

0 = ξη = ξuuη + ξvvη,

1 = ηη = ηuuη + ηvvη,

0 = ηξ = ηuuξ + ηvvξ.

Donc, on obtient le système
ξu ξv

ηu ηv



uξ

vξ

 =


1

0

 ,


ξu ξv

ηu ηv



uη

vη

 =


0

1

 .
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On résoud cette équation matricielle par la méthode de Cramer pour obtenir

uξ = J−1ηv, vξ = −J−1ηu
uη = −J−1ξv, vη = J−1ξu

où J := ξuηv − ηuξv. Donc l’équation (7.6) devient{
(1 + 2uv)ξv + u2ξu + v2ηv = 0 (7.8a)

ξv − ηu = 0 (7.8b)

où u et v sont les variables indépendantes et ξ et η sont les variables dépen-
dantes.

En dérivant (7.8a) par rapport à u, on obtient

0 = ξuv + 2vξv + 2uvξuv + 2uξu + u2ξuu + v2ηuv

= u2ξuu + (1 + 2uv)ξuv + v2ηuv + 2uξu + 2vξv

(on remarque ici qu’il existe une symétrie entre les variables dépendantes,
c’est-à-dire qu’on peut interchanger u et v), et en utilisant l’équation (7.8b),
on trouve l’équation linéaire en ξ

u2ξuu + (1 + 2uv)ξuv + v2ξvv + 2uξu + 2vξv = 0.

On obtient alors une équation linéaire d’ordre 2 selon les variables indépen-
dantes u et v. On peut résoudre cette équation via la méthode de Beltrami.
Trouvons δ = B2 − 4AC pour cette équation

δ = (1 + 2uv)2 − 4u2v2 = 4uv + 1

Considérons seulement le cas hyperbolique où

−1

4
< uv.
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Dans ce cas, l’équation caractéristique est donnée par

u2v2 − (1 + 2uv)vu + v2 = 0. (7.9)

Les racines de ce polynôme sont

vu =
1

2u2
[
(1 + 2uv) + ε(1 + 4uv)12

]
, ε = ±1.

Pour trouver v, effectuons le changement de variables

y = uv =⇒ dy

du
= v + uvu =

y

u
+ uvu.

On obtient alors

1

u

(
dy

du
− y

u

)
︸ ︷︷ ︸

vu

=
(1 + 2y) + ε(1 + 4y)1/2

2u2

=⇒ dy

du
=

1

2u

[
1 + 4y + ε(1 + 4y)1/2

]
=⇒ dy

1 + 4y + ε(1 + 4y)1/2
=
du

2u
.

On intègre alors des deux côtés. Pour l’intégration en y, on doit poser

(1 + 4y)1/2 = x =⇒ dx =
2dy

x
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pour obtenir∫
dy

1 + 4y + ε(1 + 4y)1/2
=

1

2

∫
xdx

x2 + εx

=
1

2
ln |x+ ε|

=
1

2
ln |(1 + 4y)1/2 + ε|

=
1

2
ln |(1 + 4uv)1/2 + ε| = ln |u|+ ln |2c|

=⇒ (1 + 4uv)1/2 + ε

u
= 2c

Du livre de G. B. Whitham [17], il est introduit que la constante d’intégration
du calcul précédent peut être considérée comme un invariant, pour effectuer
l’intégration dans les coordonnées appropriées. On donc obtient l’invariant

s :=
1

2u

[
(1 + 4uv)1/2 + ε

]
.

Le facteur 2 a été ajouté pour simplifier les calculs subséquents.

Pour trouver le second invariant, résolvons l’équation caractéristique pour
u :

u2 − (1 + 2uv)uv + v2u2v = 0.

Cette équation a exactement la même forme que (7.9) avec u et v interchangés.
La solution est donc

1

v

[
(1 + 4uv)1/2 + ε

]
= 2c

et le second invariant [17] est

r :=
1

2v

[
(1 + 4uv)1/2 + ε

]
.

Sans perdre de généralité, on peut alors prendre ε = −1 avec les invariants
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correspondants, puisque le système de départ est hyperbolique.
s =

1

2u

[
(1 + 4uv)1/2 − 1

]
r =

1

2v

[
(1 + 4uv)1/2 − 1

]
.

(7.10)

Pour réexprimer les équations de départ ((7.8a) et (7.8b)) en termes de s et r,
il faut exprimer u et v en termes de s et r également.

Des équations (7.10), on trouve que

u =
r

1− rs
, v =

s

1− rs
. (7.11)

On souhaite maintenant réexprimer les équations (7.8a) et (7.8b){
(1 + 2uv)ξv + u2ξu + v2ηv = 0 (7.8a)

ξv − ηu = 0 (7.8b)

en termes de s et r.

81



On aura alors besoin des résultats suivants

r2 =
1

2v2
[
1 + 2uv − (1 + 4uv)1/2

]
,

s2 =
1

2u2
[
1 + 2uv − (1 + 4uv)1/2

]
,

rv =
1 + 2uv − (1 + 4uv)1/2

2v2(1 + 4uv)1/2
,

sv =
1

(1 + 4uv)1/2
,

ru =
1

(1 + 4uv)1/2
,

su = −1 + 2uv − (1 + 4uv)1/2

2u2(1 + 4uv)1/2
,

ru = sv,

v2rv = u2su,

rv = −r2ru,

su = −r2ru
v2

u2
,

(7.13)

1 + 2uv =
r2s2 + 1

(1− rs)2
,

s2 =
r2v2

u2
, ξv = ξrrv = ξssv, ξu = ξrru + ξssu,

ηv = ηrrv + ηssv, ηu = ηrru + ηssu,

En substituant les résultats (7.13) dans (7.8a), on obtient

(1 + 2uv)
(
−r2ruξr + ξsru

)
+ u2

(
ξrru −

r2ruv
2

u2
ξs

)
+ v2

(
−r2ruηr + ηsru

)
= 0,

(1 + 2uv)
(
ξs − r2ξr

)
+ u2

(
ξr −

r2v2

u2
ξs

)
+ v2

(
ηs − r2ηr

)
= 0.

(7.14)
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En utilisant (7.13) et en les substituant dans les définitions de u et v en termes
de s et r (7.11), on trouve

r2s2 + 1

(1− rs)2
(
ξs − r2ξr

)
+

r2

(1− rs)2
(
ξr − s2ξs

)
+

s2

(1− rs)2
(
ηs − r2ηr

)
= 0,

=⇒
(
r2s2 + 1

) (
ξs − r2ξr

)
+ r2

(
ξr − s2ξs

)
+ s2

(
ηs − r2ηr

)
= 0,

=⇒ −r4s2ξr + ξs + s2
(
ηs − r2ηr

)
= 0,

=⇒ −r4s2ξr + ξs + s2ηs − s2r2ηr = 0.

(7.15)

De même, en substituant les résultats (7.13) dans (7.8b), on obtient

−r2ruξr + ξsru − ηrru +
r2ruv

2

u2
ηs = 0,

=⇒ −r2ξr + ξs − ηr +
r2v2

u2
ηs = 0,

=⇒ r2ξr + ξs − ηr + s2ηs = 0,

=⇒ ξs + s2ηs = r2ξr + ηr (7.16)

En substituant (7.16) dans (7.15), on trouve

(
1− r2s2

)
r2ξr +

(
1− r2s2

)
ηr = 0

Ce qui implique
r2ξr + ηr = 0,

(
1− r2s2

)
6= 0. (7.17)

Reportant (7.17) dans (7.16), on obtient

ξs + s2ηs = 0 (7.18)

En dérivant (7.17) par rapport à s, on trouve

ηrs = −r2ξrs, (7.19)
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et en dérivant (7.18) par rapport à r, on trouve

ξrs + s2ηrs = 0. (7.20)

Substituant (7.19) dans (7.20), on obtient

(1− r2s2)ξrs = 0,

ce qui implique
ξrs = 0.

En intégrant cette dernière équation, on trouve

ξ = g(r) +

∫
f(s)ds (7.21)

En dérivant (7.21) par rapport à r et comparant avec (7.17), on trouve

ηr = −r2g′(r) où g′(r) :=
dg

dr

=⇒ η = h(s)−
∫
r2g′(r)dr. (7.22)

En dérivant η et ξ par rapport à s, et en utilisant (7.18), on obtient

s2h′(s) = −f(s), où h′(s) :=
dh

ds

Ainsi, les deux solutions sont (en rappelant le changement de variables du
départ)  x− t = ξ = g(r)−

∫
s2h′(s)ds

x+ t = η = h(s)−
∫
r2g′(r)dr

(7.23)

où g(r) et h(s) sont des fonctions arbitraires.
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Pour trouver la solution θ(ξ, η), on remarque que

θr = θξξr + θηηr = uξr + vηr =
r

1− rs
ξr +

s

1− rs
ηr,

=
r

1− rs
g′(r) +

s

1− rs
(
−r2g′(r)

)
,

=

(
1

1− rs
− rs

1− rs

)
rg′(r),

= rg′(r),

et que

θs = uξs + vηs = −rs
2h′(s)

1− rs
+
sh′(s)

1− rs
= sh′(s).

Par conséquent,

θ =

∫ +∞

−∞
rg′(r)dr +

∫ +∞

−∞
sh′(s)ds.

Finalement, introduisons ρ := g(r), σ := h(s)

θ′1(ρ) := r, θ′2(σ) := s
(7.24)

de sorte que ∫
rg′(r)dr =

∫
dθ1
dρ

dρ

dr
dr = θ1(ρ),∫

sh′(s)ds =

∫
dθ2
dσ

dσ

ds
ds = θ2(σ),

ce qui implique que
θ = θ1(ρ) + θ2(σ). (7.25)

De l’équation (7.24), on a  s2 = θ′22 (σ),

r2 = θ′21 (ρ).
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En supposant que σ > 0 et que ρ > 0 et qu’on utilise l’identité

F (x) =
d

dx

∫ x

a

F (x′)dx′,

on peut écrire que 
s2 =

d

dσ

∫ σ
−∞ θ

′2
2 (σ′)dσ′,

r2 = − d

dρ

∫ +∞
ρ

θ′21 (ρ′)dρ′.

Les équations (7.23) deviennent alors
x− t = ρ−

∫ { d

dσ

∫ σ
−∞ θ

′2
2 (σ′)dσ′

}
dσ

ds
ds = ρ−

∫ σ
−∞ θ

′2
2 (σ′)dσ′,

x+ t = σ +
∫ { d

dρ

∫ +∞
ρ

θ′21 (ρ′)dρ′
}
dρ

dr
dr = σ +

∫ +∞
ρ

θ′21 (ρ′)dρ′.

En isolant ρ et σ dans ces équations pour les substituer dans (7.25), on obtient
la solution générale sous forme implicite de rang 2 de l’équation de Born-Infeld
en (1 + 1) dimensions, qui représente une superposition de deux ondes de
Riemann (c’est-à-dire une onde double), avec le degré de liberté de 2 fonctions
arbitraires θ1 et θ2 d’une variable.

θ = θ1

(
x− t+

∫ σ

−∞
θ′22 (s)ds

)
+ θ2

(
x+ t−

∫ +∞

ρ

θ′21 (r)dr

)
. (7.26)
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7.3 Équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions

L’équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions est donnée par

(
1− θ2t + θ2y

)
θxx+

(
1− θ2t + θ2x

)
θyy+2 [θxθtθxt + θyθtθyt − θxθyθxy]−

(
1 + θ2x + θ2y

)
θtt = 0.

(7.27)
Les champs de vecteurs indépendants pour cette équation sont

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂y,

~v3 = ∂t,

~v4 = t∂x + x∂t,

~v5 = t∂y + y∂t,

~v6 = x∂x + y∂y + t∂t + θ∂θ,

~v7 = θ∂t + t∂θ,

~v8 = θ∂x − x∂θ,

~v9 = θ∂y − y∂θ,

~v10 = y∂x − x∂y,

~v11 = ∂θ.

On obtient alors les invariants, orbites et équations réduites associés à ces
champs de vecteurs dans le tableau suivant.
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1
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x
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=
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(1
−
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2θ
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=
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−
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=
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θ ξ
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θ ξ
ξ

+
θ y
y 4

+
ξθ

2 ξ
θ y
y
−

2ξ
θ y
θ ξ
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∂
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θ ξ
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θ ξ
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θ ξ
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θ ξ
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∂
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∂
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{ ξ
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θ t
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−
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F
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η
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2 ξ
F
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+
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2 ξ
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−
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θ∂

x
−
x
∂
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,θ
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2
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2
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4
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2 t
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2 t
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2 y
F
tt
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y
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y
t
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(F
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=

0

~v
9

=
θ∂

y
+
y
∂
θ

{x
,t
,θ

2
+
y
2
}

{ θ
=
ε√ F

(x
,t

)
−
y
2
}
−

4
(F

2 x
−
F

2 t
)
−
F

2 t
F
x
x
−
F

2 x
F
tt

+
2F

x
F
tF

x
t
+

4F
(F

x
x
−
F
tt
−

2)
=

0

~v
1
0

=
y
∂
x
−
x
∂
y

{ξ
=
x
2

+
y
2
,t
,θ
}

{θ
=
θ(
ξ,
t)
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θ ξ
−
θ t
t 4
−
θ ξ
θ2 t

+
ξθ

ξ
ξ
−
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2 t
θ ξ
ξ
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θ ξ
θ t
θ ξ
t
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2 ξ
θ t
t

=
0
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7.4 Équations de Born-Infeld en (2+1) dimensions (selon

les variables de départ)

Les équations de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions (selon les variables de
départ) sont données par :

ρt
(
c2 + θ2x + θ2y

)3/2√
c2ρ2 + a2

+ (ρ2c2 + a2)
[(
c2 + θ2y

)
θxx − 2θxθyθxy + (c2 + θ2x) θyy

]
+c2ρ

(
c2 + θ2x + θ2y

)
(ρxθx + ρyθy) = 0

θt
√
ρ2c2 + a2 + c2ρ

√
c2 + θ2x + θ2y = 0

(7.28)

Les champs de vecteurs indépendants pour ces équations sont

~v1 = ∂x,

~v2 = ∂y,

~v3 = ∂t,

~v4 = x∂x + y∂y + t∂t + θ∂θ,

~v5 = θ∂x − c2x∂θ,

~v6 = θ∂y − c2y∂θ,

~v7 = y∂x − x∂y,

~v8 = ∂θ.

Dans le tableau des solutions (table 7.6), certaines équations réduites ne pos-
sèdent pas la propriété de Painlevé, et donc ne possèdent pas de solution
physique. La propriété de Painlevé est documentée dans l’appendice.
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8 Lien entre les solutions non-relativiste et rel-

ativiste (lien entre le modèle de Chaplygin et

de Born-Infeld)

Différentes paramétrisations de l’action de Nambu-Goto donnent différentes
équations. En effet, en la paramétrisant selon le cône de lumière, on obtient
l’action du gaz de Chaplygin, alors qu’en la paramétrisant de manière cartési-
enne, on obtient l’action de Born-Infeld. Ainsi, Jackiw [5] a trouvé que puisque
ces deux systèmes (et leurs solutions) proviennent tous deux de l’action de
Nambu-Goto, on peut trouver un lien entre ceux-ci en changeant simplement
le paramétrage.

8.1 Passage du modèle de Chaplygin à celui de Born-

Infeld

Le modèle du gaz de Chaplygin produit des solutions non-relativistes θNR(t, ~r).
Déterminons le paramètre T (t, ~r) à partir de l’équation

T +
1

c2
θNR(T,~r) =

√
2t. (8.1)

Ainsi, la solution relativiste est

θR(t, ~r) =
1√
2
c2T − 1√

2
θNR(T,~r) = c2

(√
2T − t

)
. (8.2)

8.2 Passage du modèle de Born-Infeld et de Chaplygin

Le modèle de Born-Infeld produit des solutions relativistes θR(t, ~r). Déter-
minons le paramètre T̂ (t, ~r) à partir de l’équation

T̂ +
1

c2
θR(T̂ , ~r) =

√
2t. (8.3)
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Ainsi, la solution non-relativiste est

θNR(t, ~r) =
1√
2
c2T̂ − 1√

2
θR(T̂ , ~r) = c2

(√
2T̂ − t

)
. (8.4)

8.3 Exemples

Effectuons quelques exemples de transformations de Jackiw pour passer du
modèle de Chaplygin à celui de Born-Infeld et vice-versa.

8.3.1 Exemple 1.

Le champ de vecteurs ~v7 = t∂t − θ∂θ + ρ∂ρ des équations de Chaplygin en

(2+1) dimensions a une solution θNR(x, y, t) =
− (x2 + y2)

2t
. En utilisant (8.1),

on obtient

T +
1

c2

(
− (x2 + y2)

2T

)
=
√

2t

=⇒ T =
1

2

(
√

2t+ ε

√
2t2 +

2

c2
(x2 + y2)

)
, ε = ±1

En utilisant la valeur de T ainsi trouvée dans (8.2), on trouve alors la solution
qui obéit les équations de Born-Infeld (relativiste)

θR = c2
(√

2T − t
)

=⇒ θR(x, y, t) = c2ε

√
t2 +

x2 + y2

c2
.

Ainsi, on peut faire la transformation d’une solution qui obéit aux équations de
Chaplygin (non-relativiste) pour qu’elle obéisse aux équations de Born-Infeld
(relativiste).

8.3.2 Exemple 2.

Essayons maintenant de faire ce même genre de calcul, mais en trouvant une
solution non-relativiste à l’aide d’une solution relativiste. Prenons la solution
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de l’équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions pour le champ de vecteurs
~v6 = x∂x + y∂y + t∂t. La solution de l’équation réduite associée à ce champ de
vecteurs est

θR =
x+ y

t

En remplaçant ce résultat dans l’équation (8.3), on obtient

T̂ +
1

c2
x+ y

T̂
=
√

2t

=⇒ T̂ =
1

2c2

(√
2c2t+ ε

√
2c4t2 − 4c2(x+ y)

)
, ε = ±1.

Ainsi, en utilisant l’équation (8.4), on peut faire la transformation

θNR = c2
(√

2T̂ − t
)

=⇒ θNR = c2
(

1√
2c2

(√
2c2t+ ε

√
2c4t2 − 4c2(x+ y)

)
− t
)

=⇒ θNR = ε
√
c4t2 − 2c2(x+ y),

ce qui donne la solution non-relativiste (Chaplygin) associée à la solution rel-

ativiste (Born-Infeld) θR =
x+ y

t
pour le champ de vecteurs (de l’équation de

Born-Infeld en (2 + 1) dimensions) ~v6 = x∂x + y∂y + t∂t.
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9 Utilisation des logiciels

Dans ce mémoire, on a trouvé des solutions invariantes générales ou partic-
ulières (par la méthode de réductions par symétries) pour plusieurs équations
réduites ayant été obtenues à partir des champs de vecteurs des équations de
Chaplygin et de Born-Infeld. Celles-ci sont présentées dans les chapitres 5
(Chaplygin) et 7 (Born-Infeld). Les équations en (2 + 1) dimensions étudiées
sont les suivantes :

Les équations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions :
ρt + ρxθx + ρyθy + ρ (θxx + θyy) = 0,

θt +
1

2

(
θ2x + θ2y

)
− λ

ρ2
= 0.

(9.1)

L’équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec élimination de ρ) :

θtt + 2 (θxθxt + θyθyt + θxθyθxy)− 2θt (θxx + θyy)− θ2yθxx − θ2xθyy = 0. (9.2)

L’équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions :

(
1− θ2t + θ2y

)
θxx+

(
1− θ2t + θ2x

)
θyy+2 [θxθtθxt + θyθtθyt − θxθyθxy]−

(
1 + θ2x + θ2y

)
θtt = 0.

(9.3)

Les équations de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions (selon les variables de
départ) :

ρt
(
c2 + θ2x + θ2y

)3/2√
c2ρ2 + a2 + (ρ2c2 + a2)

[(
c2 + θ2y

)
θxx − 2θxθyθxy + (c2 + θ2x) θyy

]
+c2ρ

(
c2 + θ2x + θ2y

)
(ρxθx + ρyθy) = 0,

θt
√
ρ2c2 + a2 + c2ρ

√
c2 + θ2x + θ2y = 0.

(9.4)

Pour la vérification de plusieurs calculs de ce mémoire, y compris pour les
solutions de chacune des équations réduites présentées dans les tableaux des
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chapitres 5 et 7, le logiciel Mathematica a été utilisé, dans le but de résoudre
les équations ordinaires. De plus, on a aussi vérifié la propriété de Painlevé de
certaines de ces équations réduites via un programme élaboré par le professeur
Robert Conte [12].

Il n’y a eu aucune utilisation de l’intelligence artificielle lors de l’élaboration
de ce mémoire.
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10 Conclusion

Les nouveaux développements introduits dans ce mémoire sont séparés en
2 parties distinctes. La première est l’étude des symétries ainsi que la réso-
lution des équations de Chaplygin et de Born-Infeld en (1 + 1) et en (2 + 1)

dimensions. Des résultats pour ces équations en (1 + 1) dimensions avaient
déjà été discutés dans la littérature, notamment pour l’équation de Chaplygin
en (1 + 1) dimensions [5]. Les nouveaux résultats ont été consignés dans les
tableaux des sections 5 et 7. Le deuxième développement est l’application du
lien entre les solutions des équations de Chaplygin et Born-Infeld. Les liens ont
été formulés par Jackiw [5]. Le passage du modèle non-relativiste (Chaplygin)
au modèle relativiste (Born-Infeld) a été présenté, en plus d’effectuer quelques
exemples du lien les liant, et de nouveaux résultats ont été trouvés à partir des
solutions invariantes (effectué dans le chapitre 8). Le passage d’une solution
non-relativiste (Chaplygin) à une solution relativiste est donné par les équa-
tions (8.2) et (8.1), alors que le passage d’une solution relativiste (Born-Infeld)
à une solution non-relativiste est donné par (8.4) et (8.3). Les exemples de
cette transformation sont également de nouveaux résultats obtenus dans ce
mémoire.

Une recherche future voulant élaborer sur le sujet des solutions invariantes
des équations de Chaplygin et de Born-Infeld pourrait porter sur l’extension
de la résolution proposée ici à un problème en (3+1) dimensions, ce qui n’a en-
core jamais été discuté formellement (à la connaissance de l’auteur). On a vu
plus tôt l’importance qu’ont les équations de Chaplygin et Born-Infeld et leurs
applications à des problèmes modernes en physique, donc leur étude appro-
fondie pourrait ouvrir de nouvelles avenues de recherche dans ce domaine. Par
exemple, des avancées dans ce domaine auraient des applications, entre autres,
en aéronautique, puisque ces équations ont une grande utilité en mécanique
des fluides. Ces résultats ont aussi des applications importantes en physique
du plasma, en particulier en physique des gluons (interactions entre les ondes
et les particules), lors du calcul des d-branes. Certaines de ces applications
ont d’ailleurs été documentées dans le livre de Jackiw [5], où le Lagrangien et
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le Hamiltonien ont d’ailleurs été énoncés.

Une possibilité d’extension de la recherche est l’étude de la stabilité non-
linéaire au sens de Lyapounov [16]. Cela est important pour tester les solu-
tions invariantes qui sont stables. Pour faire cela, on utilise le Hamiltonien de
l’équation à l’étude et on détermine le crochet de Poisson et les fonctions de
Casismir.
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Annexes

A Propriété de Painlevé

A.1 Notions de base et définitions

Une équation différentielle ordinaire (EDO)

H(t, y, y(1), ..., y(n)) = 0. (A.1)

possède la propriété de Painlevé si toutes ses solutions n’ont pas de points
critiques mobiles.

Définition
Un point critique est une singularité d’une solution autre qu’un pôle
(c’est-à-dire une singularité essentielle, non-isolée, ou un point de
branchement).
Un point critique fixe est indépendant des conditions initiales. Ainsi,
un point critique mobile dépend des conditions initiales (donc des con-
stantes d’intégration).

Les EDO linéaires ont toujours cette propriété, car toutes les singularités
sont fixes : soit à ±∞, soit un ou des coefficients des termes de L’EDO ont
des singularités. Effectuons quelques exemples à ce sujet.

Exemple 1. Est-ce que l’équation non-linéaire

ẏ = y2

possède la propriété de Painlevé?

On trouve
y =

−1

t− t0
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ce qui représente un pôle à t = t0. La seule singularité est donc un pôle,
donc l’équation ne possède pas de points critiques. Ainsi, l’équation possède
la propriété de Painlevé.

Exemple 2. Est-ce que l’équation non-linéaire

ÿ + ẏ2 = 0

possède la propriété de Painlevé?

On trouve
y = ln |t− t0|+ y0

Cette équation ne possède pas la propriété de Painlevé, car elle dépend des
conditions initiales.

La motivation à trouver des équations respectant la condition de Painlevé
est que celles-ci sont rares. On peut les classifier et elles sont plus faciles à
résoudre.

Considérons l’équation du deuxième ordre sous la forme

y(2) = F (y(1), y, t) (A.2)

où F est rationnelle en y(1) et y et analytique en t. Cette forme a été étudiée
par Picard (1887,1890), Painlevé (1893) et Gambier (1906).

Résultat : Si (A.2) a la propriété de Painlevé, alors il existe une transfor-
mation

y(t) =
α(t)u(x) + β(t)

γ(t)u(x) + δ(t)
, x = φ(t) (A.3)

telle que u(x) satisfait une des 56 équations standards (P (I), ..., P (LV I)).
Parmi eux : 44 intégrables en termes de Riccati, 6 fonctions elliptiques ou élé-
mentaires, et 6 qui déterminent les «transcendants de Painlevé»(P (I), ..., P (V I)).
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P (I) : y(2) = 6y2 + t

P (II) : y(2) = 2y3 + ty + α

P (III) : y(2) =
1

y

(
y(1)
)2 − 1

t
y(1) +

1

t

(
αy2 + β

)
+ γy3 +

δ

y

P (IV ) : y(2) =
1

2y

(
y(1)
)2

+
3y3

2
+ 4ty2 + 2

(
t2 − α

)
y +

β

y

P (V ) : y(2) =

(
1

2y
+

1

y − 1

)(
dy

dt

)2

− 1

t

dy

dt
+

(y − 1)2

t2

(
αy +

β

y

)
+
γy

t
+
δy(y + 1)

y − 1

P (V I) : y(2) =
1

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − t

)(
y(1)
)2 − (1

t
+

1

t− 1
+

1

t− y

)
dy

dt

+
y(y − 1)(y − t)
t2(t− 1)2

(
α +

βt

y2
+
γ(t− 1)

(y − 1)2
+
δt(t− 1)

(y − t)2

)

Comment savoir si une EDO a la propriété de Painlevé?

On peut effectuer le test de Painlevé. Il s’agit d’un test nécessaire mais pas
suffisant. Il est applicable pour l’équation

H(t, y(1), ..., y(n)) = 0, (A.4)

où H est un polynôme en y, y(1), ..., y(n) et analytique en t.

Soit t = t0 un point générique (t ∈ C). Étudions la solution autour du point
t = t0 :

y(t) =
∞∑
k=0

ak(t− t0)k+α. (A.5)

Conditions.

1. α ∈ Z<0 ⇐⇒ t0 peut être un pôle.

2. ∃ n− 1 résonances (valeurs de k pour lesquelles ak n’est pas déterminé,
donc reste libre).
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On a la relation de récurrence

P (k)ak = fk(a0, a1, ..., ak−1, t0) (A.6)

On a donc une résonance quand P (k) = 0 pour k ∈ Z≥0. Il faut n − 1

racines non-négatives entières.

3. Les conditions de résonance doivent être satisfaites identiquement

Fk(a0, a1, ..., t0) = 0.

Si le test est passé, on peut essayer d’intégrer.

Si
α = −P

q
=⇒ yq = w test pour w.

Supposons
ÿ = F (ẏ, y, t)

F rationnelle en y et ẏ.

F analytique en t.

On transforme
y =

α(t)w(z) + β(t)

γ(t)w(z) + δ(t)
, z = φ(t).

On a une équation pour w(z). Il faut que

(I)
d2w

dz2
= L(z, w)

(
dw

dz

)2

+M(z, w)
dw

dz
+N(z, w).

La partie de droite de cette équation est un polynôme de second degré

en p :=
dw

dz
.
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(II) L(z, w) a l’une de ces 8 formes :

−Pas de pôles
{

(i) L = 0

−Un pôle


(ii) L =

1

w

(iii) L =
m− 1

mw
m ∈ Z≥2

−Deux pôles



(iv) L =
1

2w
+

1

w − 1

(v) L =
2

3

(
1

w
+

1

w − 1

)
(vi) L =

3

4

(
1

w
+

1

w − 1

)
(vii) L =

2

3w
+ 12(w − 1)

−Trois pôles
{

(viii) L =
1

2

(
1

w
+

1

w − 1
+

1

w − η(x)

)

(III) On considère chaque sous-cas séparément

w(2) = [A(z)w +B(z)]w(1) + C(z)w3 +D(z)w2 + E(z)w + F (z)

Prenons
w(z) = λ(z)w(φ) + µ(z)

équations du même type avec

(A,C) =



(0, 0)

(−2, 0)

(−3,−1)

(−1, 1)

(0, 2)

=⇒ P (I), ..., P (X)

10 formes standards, 2 irréductibles (P(I) et P(II)).
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A.2 Introduction à l’analyse de Painlevé

Soit E une ÉDP ou une ÉDO donnée.

Question : Quelle est la nature des singularités des solutions (pôles, points
de branchement, singularités essentielles) et leur positions (fixées ou mobiles).

Propriété de Painlevé : Pour chaque solution, les seules singularités mobiles
sont des pôles (pas de racines, exponentielles rationnelles ou logarithmes).

Test de Painlevé :

• Algorithmique

• Critère nécessaire pour la propriété de Painlevé

• Pas suffisant (ne détecte pas les singularités essentielles mobiles)

Conjecture d’intégrabilité.

Test de Painlevé vrai ⇐= ÉDO ou ÉDP intégrable

Test de Painlevé faux =⇒ ÉDO ou ÉDP pas intégrable

• Le test de Painlevé est un outil permettant de détecter la majorité de
cas intégrables.

• Pour les equations non intégrables, c’est un outil permettant de constru-
ire de nouvelles solutions analytiques (et non des séries) qui pourraient
être nouvelles.

A.3 Technique du test de Painlevé

Considérons l’ÉDP polynomiale d’ordre n

E(u, ux, ut, ...) = 0 (A.7)

Assumons qu’on peut développer une solution de (A.7) selon un ensemble
singulier mobile m. Si f = f(z1, ..., zn) est une fonction méromorphe à n
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variables, alors les singularités de f surviennent sur des ensembles analytiques
de dimension (2n− 2). Ces ensembles sont déterminés par

m : φ(z1, zn) = 0 (A.8)

où φ est une fonction analytique de (z1, zn) dans le voisinage de m.

On cherche une solution de (A.7) de la forme

u = φ(x, t)p
∞∑
j=0

uj(x, t)φ(x, t)j, p < 0 (A.9)

où φ et uj sont des fonctions analytiques de (x, t) dans le voisinage de m.

En substituant (A.9) dans (A.7) on détermine les valeurs possibles de p et
on définit les relations de récurrence pour uj, j = 0, 1, 2, ....

Branches : ensemble de possibilités pour (p, u0).

E = φ(x, t)q
∞∑
j=0

Ej(deérivées de φ, u0, ..., uj)φ(x, t)j = 0. (A.10)

Résolvons Ej = 0 pour uj, j = 0, 1, 2, ....

Ej ≡ (j + 1)φx...φt...R(j)uj +Qj(u0, ..., uj−1, deérivées de φ) = 0. (A.11)

Les n− 1 zéros de R(j) sont nommés résonances.

• R(j) 6= 0 =⇒ uj = f(précédent),

• R(r) = 0 et Q(r) = 0 =⇒ ur arbitraire(ua,r arbitraire)

• R(r) = 0 et Q(r) 6= 0 =⇒

 le test échoue (terme logarithmique),

condition de compatibilité Qr = 0.

(brache de l’ÉDP (p, u0) passe le test) ⇐⇒ (toutes les résonances se produisent à des

entiers positifs distincts et sont compatibles)
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Ainsi, u dépend de n fonctions arbitraires φ, {ua,r}.

Tests plus faibles : Moins de n − 1 résonances entières positives distinctes,
donc les conditions de compatibilité peuvent ne pas être satisfaites.

Résultat du test de Painlevé : pour chaque branche (p, u0) :

1. Passe le test ou non

2. ensemble de conditions de campatiblité Qr = 0.

A.4 Technique de Painlevé-Bäcklund

Définissons 2 solutions u0, u(1) de la même ÉDP («transformation auto-
Bäcklund») par :

• Les séries (uj) sont tronquées à j = −p.

• u(0):=u =l’expansions de Painlevé de j = 0 à j = −p.

• u(1):=u−p = le coefficient constant de φ0.

Les équations à résoudre sont

EPB
j :=

Ej(φ, u0, ..., uj) = 0 j ∈ [0,−p]

Ej(φ, u0, ..., u−p, 0, ..., 0) = 0 j ∈]− p,−q]

et les deux solutions sont données par

EPB
j (φ, {ua,r, r résonance ∈ [0, p]}) = 0, j ∈]− p,−q]

u(0) = f(φ, {ua,r, r résonance ∈ [0,−p]}),

u(1) = g(φ, {ua,r, r résonance ∈ [0,−p]}).

Résultat de cette technique.

Pour chaque branche (p, u0), un ensemble d’au plus p − q équations en
fonction des dérivées de φ, {ua,r}.

Produits généralisés :
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1. Si une branche passe le test de Painlevé complet, on peut chercher une
paire de Lax.

2. Sinon, on résout les équations de Painlevé-Bäcklund pour φ et {ua,r};
alors, u(0) et u(1) sont des solutions analytiques de forme fermée (pas des
séries).

3. L’itération de Bäcklund entre les solutions u(i) de l’ÉDP

(u(i))→
(
φ := solution de g(φ) = u(i)

)
→
(
u(i+1) := f(φ)

)
.

A.5 Transformations homographiques. Invariants élé-

mentaires.

Pour des équations différentielles ordinaires, la transformation

z → az + b

cz + d

conserve le type (pôle, point de branchement, singularité essentielle) et la
nature (fixe, mobile) des singularités, mais change seulement leur position sur
la sphère de Riemann.

Ainsi, la propriété de Painlevé reste inchangée.

Pour des équations différentielles partielles, on doit avoir la même tranfor-
mation.

Groupe H φ→ aφ+ b

cφ+ d

Invariants élémentaires :

φxxx
φx
− 3

2

(
φxx
φx

)2

= S − schwarzian

φt
φx

= C
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La condition
(φt)xxx = (φxxx)t

est H invariante :
−St + Cxxx + 2CxS + CSx = 0

A.6 Les 2 transformations universelles.

Tous les résultats d’analyse de Painlevé et Painlevé-Bäcklund (pour chaque
branche) sont :

• Oui ou non.

• Ensemble de conditions de compatibilité Qr = 0.

• Ensemble d’équations de Painlevé-Bäcklund.

A.7 Propriétés

Il existe 2 transformations C et S (combinaison et décalage)

• Une (C) agissant sur l’ensemble Ej

• Une (S) agissant sur l’ensemble uj

telles que pour chaque ÉDP, pour chaque branche (p, u0), les deux ensem-
bles (conditions de compatibilité, équations de Painlevé-Bäcklund) deviennent
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invariantes sous

φ→ aφ+ b

cφ+ d
, S → S, résonance-r

Qj = φj+qx Ej, j ∈ {résonances non compatibles}

EPB
j = φj+qx Ej (φ, u0, ..., u−p, 0, ..., 0) , j = −p+ 1, ...,−q

Qj dépends de φ, {ua,r résonance-r}

EPB
j dépends de φ, {ua,r résonance-r en [0,−p]}

C(φj+qx Ej) =


φj+qx Ej, j 3]− p,−q]∑j

k=−p+1

(
φxx
2φx

)j−k
(−q − k)!

(−q − j)!(j − k)!
φk+qx Ek j ∈]− p,−q]

S(φj+px uj) = φj+px uj − ∫j = vj

Ces deux transformations sont :

• Universelles, c’est-à-dire indépendantes des ÉDP, linéaires et invertibles.

• Uniques, transformations indépendantes du module

A.8 Un exemple des 2 transformations

ut − uxxxxx + 15uxuxxx − 15u3x = 0

Branche : (−1,−4φx)

Résonances : −2, 1, 5, 12

•

φxE2 = −120

(
−45− 3

(
φxx
φx

)2

+ 3u1,x

)
pas invariant

C(φxE2) = φxE2,

S(u1) = u1 − 2
φxx
φx

= v1.
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• C(φxE2) = −120(25 + 3v1,x) invariant

•

φ2
xE3 = −120

(
sx + 8s

(
φxx
φx

)
+ 6

(
φxx
φx

)3

− 6

(
φxx
φx

)
u1,x

)
pas invariant

C(φ2
xE3) = φ2

xE3 + 2

(
φxx
φx

)
φxE2.

• C(φ2
xE3) = 120sx invariant

Expression Nombre de termes avec φ et u, pas s et c Invariant

E2 3 termes 2 termes

E3 4 termes 1 terme

Notons que
φ5
xE6 ≡ φ5

x PDE(u1) n’est pas invariant

C(φ5
xE6) = φ5

xE6 +

(
φxx
2φx

)
φ4
xE5 +

(
φxx
2φx

)2

φ3
xE4 +

(
φxx
2φx

)3

φ2
xE3 +

(
φxx
2φx

)4

φxE2

= PDE(v1) + invariant.

A.9 Méthode de résolution des équations invariantes

Soit pour les équations de Painlevé-Bäcklund ou pour les conditions de com-
patibilité de Painlevé,

Ej(S,C et leurs dérivées) = 0

doit être résolue (j ∈ ensemble fini).
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• Ajouter la relation

−St + Cxxx + 2CxS + CSx = 0

• Traiter S et C comme étant indépendantes

• Résoudre pour S et C (une des équations est dégénérée en une ÉDO)

• Connaissant S(x, t), remonter à φ: L’ÉDO non-linéaire de 3e ordre pour
la fonction φ(x, t) en x est

φxxx
φx
− 3

2

(
φxx
φx

)2

= S(x, t)

a une solution générale de la forme

φ =
α(t)y1 + β(t)y2
γ(t)y1 + δ(t)y2

où α, β, γ, δ sont des fonctions arbitraires, et où y1 et y2 sont deux solu-
tions indépendantes de

y′′ +
S

2
y = 0

• Substituer φ dans
φt − Cφx ≡ 0

et résoudre pour α(t), β(t), γ(t), δ(t).

• Si les équations dépendent aussi de ua,r, alors pas de propriété de Painlevé.

• Cas pratique important

S = const. =
−k2

2
,

C = const. = C

φ =
α + βek(x−Ct)

γ + δek(x−Ct)
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Pour une branche qui n’est pas de Painlevé, φ ne dépendra pas de fonc-
tions arbitraires mais seulement de constantes arbitraires.

A.10 Exemple de solution analytique

ut − uxxxxx + 15uxuxxx − 15u3x = 0

Une puissance principale p = −1.

Les branches u0 = −2φx,−4φx

Branche −4φx : résonances = −2, 1, 5, 12

Les résonances 1, 5, 12 sont compatibles.

u− u1 = −4(log(φ))x

u1 = arbitraire = 2
φxx
φx

+ v1

E2 = −120(2S + 3v1,x)

E3 = −120Sx

E4 = 4
(
−64S2 + C + 24Sxx − 120Sv1,x − 45v21,x + 155v1,xx

)
E6 = PDE(v1) +

S

2
E4 + 60S3 − 6S2

x + 4SSxx − 2Sxxxx − 90S2v1,x + 30Sxxv1,x

La solution générale est

S = constante =
−k2

2

C = constante = k4, k arbitraire

et mène à la même expression à la fois pour u et u1

k2

3
x+

5k6

9
t+ (1 ou 2) tanh

(
kx

2
+
k5t

6
+ c1

)
+ c2 = 0

Ce n’est pas une solution à 1 soliton.

Quand on effectue les symétries, puis les réductions aux ÉDO, une des 4
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réductions trouvées admet que sa solution est particulière.

B Transformation de Legendre

Parfois, lors du calcul des solutions de certaines équations réduites, il a été
utile d’utiliser la transfromation de Legendre. Faisons un bref résumé de la
technique utilisée.

B.1 Théorie

La transformation de Legendre est une technique qui permet de trouver
une formulation alternative pour une équation qui est autrement difficile à
résoudre. En utilisant la transformation de Legendre, on peut trouver la so-
lution de l’équation transformée, et ensuite revenir dans l’espace des variables
de départ via la transformation inverse pour trouver la solution de l’équation
initiale. Soit une fonction u(x, y), on passe aux nouvelles variables ω(ξ, η) par
la transformation de Legendre donnée par

ω(ξ, η) + u(x, y) = xξ + yη, (B.1)

où
ux = ξ, ωξ = x, uy = η, ωη = y. (B.2)

De ces deux équations, on trouve que
uxx = Jωηη,

uxy = −Jωξη,

uyy = Jωξξ,

(B.3)

où J est le Jacobien de la tranformation, donné par

J = uxxuyy − (uxy)
2 =

1

ωηηωξξ − (ωξη)2
(B.4)
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B.2 Exemple

Dans l’exemple suivant, on a une équation différentielle partielle de second
ordre non-linéaire

(
1− (ut)

2)uxx + 2uxutuxt −
(
1 + (ux)

2)utt = 0. (B.5)

Il s’agit de l’équation réduite pour le champ de vecteurs ~v2 de l’équation de
Born-Infeld en (2 + 1) dimensions.

La transformation de Legendre permettra de linéariser cette équation afin
de la résoudre plus facilement. On commence donc par poser l’équation

u(x, t) + ω(ξ, η) = xξ + tη (B.6)

Ce qui nous donne 

ux = ξ,

ut = η,

ωξ = x,

ωη = t,

uxx = Jωηη,

uxt = −Jωξη,

utt = Jωξξ,

(B.7)

où J = uxxutt − (uxt)
2 =

1

ωηηωξξ − (ωξη)2
En appliquant toutes ces transfor-

mations, on obtient

(1− η2)ωηη − 2ξηωξη − (1 + ξ2)ωξξ = 0. (B.8)

Cette équation est différentielle partielle de second ordre, cette fois linéaire.
On obtient donc une solution à cette équation via un logiciel de calcul, qui,
une fois ramenée aux variables de départ, nous donne la solution de l’équation
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(B.5), qui est
u(x, t) = A(x+ t) + B(x− t) (B.9)
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