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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode de réduction par symétries
afin de trouver des solutions aux équations de Chaplygin et de Born-Infeld
en (1 + 1) dimensions. De plus, nous avons utilisé cette méme technique
pour étudier les versions en (2 + 1) dimensions (c’est-a-dire 2 dimensions
spatiales et 1 dimension temporelle) de ces mémes équations, et obtenu de
nouveaux résultats. Les équations de Chaplygin et de Born-Infeld sont des
équations qui découlent de ’action de Nambu-Goto, mais qui différent dans la
paramétrisation choisie au niveau de l'action de Nambu-Goto; la paramétri-
sation selon le cone de lumiére nous donne les équations de Chaplygin, alors
qu'une paramétrisation cartésienne nous donne les équations de Born-Infeld.
Il existe également différentes versions de ces équations, selon le contexte du
probléme (nous étudierons 2 versions de chacune des équations). Via la réduc-
tion par symétries, nous obtiendrons un certain nombre de champs de vecteurs,
qui nous permettront ensuite d’obtenir des équations réduites pour chacun de
ces champs de vecteurs, qui seront résolues (par différentes techniques) pour
obtenir les solutions particuliéres de ces équations. Nous étudierons finalement
le lien entre les solutions particuliéres obtenues pour les équations de Chaply-
gin et celles des équations de Born-Infeld, via une technique proposée par le

professeur Roman Jackiw.
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1 Introduction

La mécanique quantique et la relativité générale ont joué un role fondamen-
tal dans la compréhension de I’Univers depuis qu’elles ont été popularisées
au XXe siécle. Ces deux théories permettent, chacune a leur fagon, de com-
prendre et modéliser des situations que la mécanique classique ne peut gérer.
Ainsi, plusieurs scientifiques ont tenté de trouver une facon de fusionner ces
deux théories en une seule afin d’avoir une seule théorie générale permettant
d’expliquer tous les phénoménes qui surviennent dans I’Univers. L’une de ces
tentatives d’unification des deux théories, et I'une des plus documentées et
étudiées, est la théorie des cordes. Cette théorie suggére que chaque partic-
ule subatomique est composée d’une «corde»qui, selon son mode de vibration,
formera une différente particule. L'un des concepts les plus utilisés dans cette
théorie est I'action de Nambu-Goto. Elle désigne I'action décrivant les mou-
vements d'une corde. L’action de Nambu-Goto peut étre paramétrée de dif-
férentes maniéres, ce qui permet d’obtenir a la fois les équations de Chaplygin
et de Born-Infeld, tout dépendant du paramétrage choisi. Ainsi, en paramé-
trant selon le cone de lumiére, on obtient 'action du gaz de Chaplygin, alors
qu’en utilisant un paramétrage cartésien, on obtient ’action de Born-Infeld.
Ce paramétrage, et en particulier la transformation les unissant, ont été énon-
cées et analysées par R. Jackiw [5|. Les objectifs principaux de ce mémoire
sont a la fois de trouver la solution générale des équations de Chaplygin et de
Born-Infeld en (1+1) dimensions, mais aussi de trouver plusieurs solutions par-
ticuliéres en (2 + 1) dimensions des équations de Chaplygin et de Born-Infeld.
Pour ce faire, on utilise plusieurs méthodes mathématiques permettant d’y
parvenir, soit, entre autres, la méthode de réductions par symétries, la méth-
ode des caractéristiques généralisée et des invariants de Riemann, la méthode

d’hodographe et la transformation de Legendre.

1.1 Plan du mémoire

Dans le chapitre 2, on fait un rappel de certains concepts fondamentaux a

propos de la mécanique des fluides et des équations de Chaplygin et de Born-



Infeld. On utilise les équations d’Euler-Lagrange et le théoréme de Noether

pour trouver les symétries de Lie des équations de Chaplygin et de Born-Infeld.

Le chapitre 3 présente la théorie au niveau des symétries ponctuelles des
équations différentielles, qui est utile pour trouver les prolongations des champs
de vecteurs ainsi que les coefficients qui y sont rattachés. Cette théorie permet,

a terme, de trouver les solutions des équations de Chaplygin et de Born-Infeld.

Le chapitre 4 présente les symétries des équations de Chaplygin en (1 + 1)
et en (24 1) dimensions. Les calculs menant aux résultats présentés pour les
équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions ont d’ailleurs déja été obtenus
par A. Hariton, tandis que les résultats en (2+1) dimensions sont de nouveaux

résultats obtenus dans ce mémoire.

Le chapitre 5 présente les solutions des équations de Chaplygin qui étaient
étudiées dans la section précédente. On trouve ces solutions via les invariants
et orbites des champs de vecteurs indépendants liés a chacune des équations,
en trouvant les solutions des équations réduites obtenues pour chaque sous-

algeébre de Lie.

Le chapitre 6 présente les symétries des équations de Born-Infeld en (1 + 1)
dimensions et en (2+1) dimensions. La partie unidimensionnelle a été effectuée
dans [1], alors que la partie bidimensionnelle constitue de nouveaux résultats

obtenus dans ce mémoire.

Le chapitre 7 présente les solutions des équations de Born-Infeld qui étaient
étudiées dans la section précédente. Tout comme dans la cinquiéme section,
on trouve ces solutions via les invariants et orbites des champs de vecteurs
indépendants liés a chacune des équations, et en trouvant les solutions des

équations réduites qui en découlent.

Le chapitre 8 présente un lien entre les solutions non-relativiste et relativiste
obtenues via les équations de Chaplygin et de Born-Infeld respectivement. On
fait un résumé des travaux de R. Jackiw énoncés dans la section 4.4 (page 39) de
son ouvrage «Lectures on Fluid Dynamics»[5]. On utilise ensuite cette théorie

pour trouver des liens entre les deux modéles (relativiste et non-relativiste) a



partir des solutions invariantes trouvées dans les sections 6 et 8.

Le chapitre 9 donne un apercu des logiciels de calcul symbolique utilisés pour
trouver les équations différentielles ordinaires réduites associées aux champs de
vecteurs des équations de Chaplygin et de Born-Infeld, ainsi que pour trouver

leurs solutions.

Le chapitre 10, la conclusion, présente un résumé des nouveaux résultats et

les futures recherches pouvant étre faites dans ce domaine.

En appendice, on présente la théorie au niveau de la propriété de Painlevé,
qui est cruciale dans la vérification de I'existence de solutions invariantes pour
les équations réduites des champs de vecteurs reliés aux équations de Chap-
lygin et de Born-Infeld. On fait aussi un résumé sommaire a propos de la
transformation de Legendre, qui a été utilisée pour calculer certaines solutions

particuliéres.



2 Concepts fondamentaux

Dans cette section, on fait un rappel des concepts importants permettant de
comprendre et effectuer les calculs des sections suivantes. On débute en déri-
vant les équations d’Euler-Lagrange. On poursuit en discutant du théoréme de
Noether, qui introduit le concept de symétrie et leur relation avec les charges

conservées.

2.1 Equations d’Euler-Lagrange

Prenons un systéme de N particules. Le principe de moindre action dit que

le systéme doit évoluer en faisant en sorte que ’action

S = / * L.ty (2.1)

t1

soit toujours stationnaire. Ainsi, si on a une trajectoire ¢(t), une variation de

celle-ci
q(t) = q(t) +dq(2)

ne fera pas varier 'action (65 = 0). Ce principe est aussi exprimé via les

équations d’Fuler-Lagrange :

d (0L oL
— — = =1,2,...,s. 2.2

Ce sont les équations du mouvement du systéme.

On veut utiliser ce principe pour étudier la mécanique des fluides. Ainsi,
puisque la mécanique des fluides est une théorie locale des champs, on réécrit
les équations d’Euler-Lagrange en utilisant la densité Lagrangienne L(¢", 9,¢"),
ol ¢'(r, t) sont des champs et 9,¢" sont leurs dérivées. L’action S et les équa-

tions d’Euler-Lagrange deviennent donc

S = / L(¢",0,0")d*xdt (2.3)



8, (%ﬁbi)) - (% = 0. (2.4)

2.2 Théoréme de Noether

On appelle symétrie une transformation sur les champs ¢'(r,t) de la forme

P'(r,t) = ¢'(r,t) = ¢'(r,t) + eA'(r, 1) (2.5)

qui laisse invariantes les équations d’Euler-Lagrange (2.4).

On veut maintenant trouver la variation de densité lagrangienne entrainée

par cette transformation. Celle-ci sera notée eAL, et son expression est

oL i
€A£—a¢(A¢) (

oL
9(9u9")

Cette expression est retrouvée en assumant qu’une transformation de type

) oo 2.6

«symétrie» (2.5) ne change pas 'action. Ainsi, l'action étant définie comme

I'intégrale de la densité lagrangienne (2.3), on assume que

/ L(pL,0,6")d*vdt — / L(¢",0,¢")d*zdt = 0.

En utilisant le théoréeme de la divergence en 4 dimensions, on peut combiner

ces intégrales, ce qui donnera

[ [1£608.8,00) - £068,8,6)] + <0, (£(6%. 0,6)86") |zt = .
La différence entre les densités lagrangiennes sera donc donnée par

oL
D5

AL = [ [2008.0,00) — £6%.0,0)Paat] ~ <A¢i>+< (‘%

W) Du(eA¢").



Cette expression peut étre réarrangée :

oL , oL ,

-(eAg¢" — Ag¢'
20+ (g5 ) s
oL

= 55 (E0d) + {aaﬂ (%M) - (eA000, (agfqbi)):

eAL =

Il
[

() [a520) - 209 (3)

% (wgfww) #8055 o (%)]

oL .
=<0 (aw—mw) '

On retrouve donc I’équation (2.6). Ainsi, on peut écrire la variation de densité

lagrangienne comme étant

I
[

~
=0 selon (2.4)

L= L+ed,J" (2.7)

pour une quantité J*, u=0,1,...,N.



2.3 Modéle du gaz de Chaplygin

Le modéle du gaz de Chaplygin a été introduit par Sergey Chaplygin en
1904 [7]. Le modéle décrit un univers rempli de gaz de Chaplygin, représenté
par ’équation d’état

p=—=. (2.8)

ol P est la pression, p est la densité, et A est une constante positive. Au
départ, cette équation se voulait une approximation modélisant la portance sur
l'aile d’'un avion (le premier vol en avion ayant été effectué ’année précédente
par les fréres Wright). Cependant, on a trouvé plusieurs autres utilités a cette
équation, notamment en cosmologie. En effet, on l'utilise aujourd’hui pour
faire des modeéles d’expansion de 1’Univers et de représentation de l’énergie
sombre [10].

2.3.1 Dérivation des équations du gaz de Chaplygin en (1 + 1) di-

mensions

Les équations du gaz de Chaplygin seront basées sur deux équations connues
en mécanique des fluides : ’équation de continuité et I’équation d’Euler (via les

équations d’Euler-Lagrange). Elles sont définies comme étant, respectivement

dp
et 5 .
A%
E + (V . V) VvV = —;VP. (2.10)

On va maintenant s’intéresser a un exemple portant sur le gaz de Chaplygin,

dont la pression a la forme

2\
Plp)=—— X>0. 2.11
() == A2 (211)
Cette équation est la méme que I’équation (2.8), mais ou la constante A a été

séparée en différentes constantes.



On étudiera ce gaz en n dimensions et avec une vorticité nulle (w;; = 0). Le
Lagrangien du systéme [3| est trouvé en considérant tout d’abord un systéme

a N particules libres sans interactions, dont le Lagrangien est
Ly = EZm»Uz(t) (2.12)
0 2 : 1Y 9 .

donc simplement 1’énergie cinétique, ot m est la masse et v la vitesse pour

la ¢“"¢ particule. Puisqu’on a une distribution de matiére continue, cette

Ly = / (%mpqﬂ) dr. (2.13)

En ajoutant la contrainte que I’équation de continuité (2.9) doit étre respectée,

expression peut s’écrire

on trouve

Lo = / (%mpvQ L0+ V- (pv))> dr. (2.14)

dp
ot

Lorsqu’on fait varier la vitesse de v — v + dv, le Lagrangien variera de

ol # est un multiplicateur de Lagrange et p =

0Ly = / (mpv — pVo) - dvdr. (2.15)

Ainsi, sachant que la variation du Lagrangien Lo sera nulle (6Ly = 0), on

trouve que

0= / (mpv — pVo) - dvdr

0 =mpv — pVo
s

m

v (2.16)



On peut ainsi substituer ce résultat dans le Lagrangien (2.14), d’ott on obtient
1 9 A
Lo= [ dr Smpv” + O(p+V-(pv))
1 (Vo) - pVo
_/dr —mp( ) +9,0'+9V-—pv
2 m? m

V0?2 -~ o0V V)2
:/dr<9p'+p(2vm) Ly Y —’W)).

m

Le troisiéme terme de l'intégrale sera nul, et deux d’entre eux s’additionnent,

Lo = /dr (ep - p(jﬂfV) . (2.17)

Ici, on a seulement la partie du Lagrangien obtenu a partir de I’énergie ciné-

ce qui donne finalement

tique. Pour avoir le Lagrangien complet, il faut sosutraire le terme d’énergie

potentielle (V(p) = é) [5] & Lo :
P

1 far(os- 200 2), 219

On peut d’ailleurs, maintenant que I’on connait la vitesse v a partir de I’équation
(2.16), réécrire 'équation de continuité (2.9) et I'équation d’Euler en termes

de p et 0. L’équation de continuité devient

dp
E—FV'(pV)—O
dp Y
o TV ) =0
Jp 1 = 29\ _
§+E(vp-ve+pv 0) =0, (2.19)

alors que, en utilisant 1’équation (2.2) (ou le Lagrangien est celui de I’équation



(2.18) et la coordonnée g; est p), 'équation d’Euler (2.10) devient

d(9L\ _oL_,
dt \ 9p op

@_(Jzﬁ+z>_o

dt 2m p?

20 (V6 N

Les équations (2.19) et (2.20) formeront ce qu’on appelle les équations du gaz

de Chaplygin. En (1 + 1) dimensions, ces équations prendront la forme

1
pr + — (pablz + pOiz) =0
m

0, + I (0:)" = R

2.4 Modéle de Born-Infeld

Le modéle de Born-Infeld a été dicuté pour la premiére fois en 1934 par
Max Born et Leopold Infeld, dans leur article «Foundations of the New Field
Theory»[8]. L’idée de départ de ce modeéle était de modifier le lagrangien

obtenu dans le modéle électromagnétique de Maxwell

1 1
L= —ZFMVF“” =3 (E* — B?) (2.22)

ou F" est le tenseur de Faraday (la dérivée extérieure du quadrivecteur po-
tentiel), F est le champ électrique et B est le champ magnétique. Dans cette
définition du lagrangien de Maxwell, on remarque qu’il y a une singularité
lorsque prend en compte le champ électrique da a une charge ponctuelle. En
effet, par la loi de Coulomb, a la position de la charge ponctuelle, le champ

électrique tend vers 'infini (E — oo). Pour éviter ce probléme, Born et Infeld

10



ont proposé que le lagrangien prenne plutot la forme

E? - B?
L =10 (1 —4/1— T) (2.23)

ou b est une grande constante arbitraire qui représente la valeur limite supérieure

que pourrait prendre le champ électrique. Il est intéressant de remarquer que

2 2
muv / v
cette modification est analogue au remplacement de - par mc? (1 —1/1—= —2>
c

en relativité restreinte.

La théorie n’a pas été développée davantage dans le milieu du XXe siécle,
jusqu’a ce qu’en 1985, quand E.S. Fradkin et A.A. Tseytlin ont trouvé que le
lagrangien proposé par Born-Infeld coincidait avec le lagrangien pour 'action
d’un champ de vecteurs jumelé a la corde ouverte virtuelle de Bose [9]. C’est

ainsi que 'action de Born-Infeld a trouvé son utilité dans la théorie des cordes.

L’équation de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions, obtenues via les équations

d’Euler-Lagrange, prend la forme suivante

Des exemples de I’équation de Born-Infeld en (14 1) dimensions ont été étudiés

dans [5] et [1] par la méthode des invariants de Riemann.

Le Hamiltonien pour I’équation de Born-Infeld est donné par 5]

H = / (\/p262 + a2y/c? —i—pQ) dx. (2.25)

ol a est un nombre réel.
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2.5 Reéduction en termes des invariants de Riemann

On voit aussi que les équations de Chaplygin et de Born-Infeld peuvent
toutes deux étre réduites en termes des invariants de Riemann. On traitera

les deux cas séparément.

2.5.1 Réduction des équations de Chaplygin en termes des invari-

ants de Riemann
Dans les calculs suivants, on fera intervenir le moment relativiste, donné par

p=—— (2.26)
v

1-3

Les invariants de Riemann sont ici donnés par

R*=p+ 2, (2.27)

R* = —R¥0,R* (2.28)

Selon [5], les équations du gaz de Chaplygin en (1 4 1) dimensions peuvent

étre réécrites, en utilisant le moment relativiste p, comme étant

0 0

Lt (pp) =0

ot O
E+E(5_E):O

En développant ces équations, on obtient

2\

12



Utilisons maintenant les invariants de Riemann pour réécrire ces équations

Calculons (R;), (en utilisant (2.30) et (2.31)) :

V2
(R+)t =Dt — 7/%

2\ V2

= —PPzx — —3 Pz — (_pxp - ppa:)
I p?

2\ n V2 V2

= PPz — —5 Pz Pz + 5 PPz
P P P

Calculons maintenant —R_ (R}), :

—R_(Ry), = — (p - @> (px - {)_2?%)

p
2\ V2A 2\
= —PDe — GPpe—
p P p
2\ V2A V2A
= —PPz — Ep:c + —Dp: + FPP:{:

Ainsi, on voit que

(Ry), + R_(Ry), = 0.

Par le méme genre de calcul, on trouve que

(R_), + R (R_), =0,

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

ce qui est un systéme de type hydrodynamique en termes des invariants de

Riemann.

Ainsi, en utilisant les équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions, on a
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pu trouver leur équivalent en fonction des invariants de Riemann (2.27).

2.5.2 Reéduction des équations de Born-Infeld en termes des invari-

ants de Riemann

Par le méme principe, on peut trouver ’équivalent de 1’équation de Born-
Infeld en (1 + 1) dimensions selon les invariants de Riemann. On trouve alors

qu’avec la transformation (trouvée dans [5], énoncée dans [2])

N o et ) N (2,36

1+ (2)? 14 (62)?

on trouve que 'équation (6.1)

devient alors
R;r — R_R;r =0, R, — R*R; =0, (2.37)

qui est un systéeme de type hydrodynamique en termes des invariants de Rie-

mann. Dans les deux cas (Chaplygin et Born-Infeld), on obtient une onde
double.

2.6 Equations de Chaplygin et de Born-Infeld en (2 + 1)

dimensions

L’un des nouveaux résultats obtenus dans cette maitrise sont les symétries
des équations de Chaplygin et de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions. Ces
équations prendront 4 formes différentes : 2 pour les équations de Chaplygin,
et 2 pour les équations de Born-Infeld. Ces équations ont, tout comme leurs
équivalents en (1 + 1) dimensions, été obtenues par les équations d’Euler-

Lagrange (2.2) et (2.4). Voici les 4 formes qui seront étudiées :

14



Les équations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions :

Pt + Pable + pyby + p (Ooz + 0,,) =0,

1 A (2.38)

L’équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec élimination de p) :

Gtt + 2 (Gwem + deyt + Hzeyﬁxy) - 29,5 (ea:x + eyy) - Hzem - Hieyy - 0 (239)

L’équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions :
(1 =07 +02) Ouot(1 — 07 + 02) 0,y +2 (020,000 + 0,0,0,1 — 020,04,]— (1 4 0% 4 67) 0 = 0.
(2.40)
Les équations de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions (selon les variables de

départ*) :

Pt (02 + 0% + 95)3/2 c2p? + a? + (p*c? + a?) [(02 + 05) O — 20,0,0,, + (* + 62) Hyy}
+p (2 + 0%+ 02) (paba + pyby) = 0,

O/ P?c® + a2 + Ppy /P + 02+ 02 =

(2.41)

*voir équations (10) et (11) de [1]
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3 Symétries des équations différentielles

Dans cette section, on introduit la méthode permettant de trouver les symétries
d’un systéme d’équations différentielles (en (14 1) et (24 1) dimensions). Les
concepts élémentaires et certaines dérivations de cette section sont tirées du
livre de P.J. Olver [6].

3.1 Symeétries ponctuelles et champ de vecteurs en (1+1)

dimensions

Pour commencer, on aura besoin de la forme du champ de vecteurs en (1+41)

dimensions. On a la forme suivante

. 0 0 0 0
v = f(%’,t,@,p)% + T(x,t,e,p)a + ¢($,t,9,p)% + ¢($7t797p)8_p (31)

De l'article «Symmetry and Explicit Solutions of Partial Differential Equations» [15],
aussi d’Olver, on obtient la théorie suivante pour les prolongations et leurs co-
efficients pour des symétries ponctuelles, qui permettent ensuite de trouver

leurs équivalents en (1 + 1) et (2 + 1) dimensions.

Théoréme 2.1. La n® prolongation d’un champ de vecteurs est donnée par

q
— — a
prT=v+)" 3" gzﬁi[u}%, (3.2)
J

a=1|J|<n

ot les coefficients ¢/ de cette prolongation sont donnés par 'expression

¢a =Dy (% -> §iU?> +) s, (3.3)
i=1 i=1

L’opération D; est définie comme étant

Di:

) 0
+ Uy —7, ol JZ = (J y ey i , z+17 i yeeey In) - 3.4
o, ; Ji oul, (J1ses Jim1, ] Jit1s s Jn) (3.4)
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Théoréme 2.2. Soit G un groupe agissant localment sur X X U par
:Xz(x7u7g>7 aj(l.?u?g)?

ol g € G. Soit un systéme d’équations différentielles A(x,u,uy). L’action de

G préserve les solutions de A = 0 si et seulement si

[pr* ()] (A) =0 quand A=0, Vo (3.5)

Ainsi, on trouve, pour le cas en (1 + 1) dimensions, que la seconde prolon-

gation est

0T+ 32 Y dll

a=1 |J\<2

—5—+T ¢ +¢—+¢x 0

t T TT xt
+¢89t+w p + ¢ Gm + ¢

rx :ct tt
00y Y ap:rza: Y T 8Ptt

80wt

gbtt
ol les différents indices représentent

n=x, m=t W' =6, P=p ¢=¢ ¢=u"
J:(1,0)7 <071>7 (270)7 (1’1)7 (072>'

17



3.2 Symétries ponctuelles et champ de vecteurs en (2+1)
dimensions

Dans le cas d’équations en (2 + 1) dimensions (x,y,t), le champ de vecteurs
prendra la forme

0

+ T(:I:, y? t’ 97 p)_

N 15) 0
U=&(x,y,t,0,p) 5+ ((z,y,t,0,p) 5

Ox 8ay ot (3.7)
t,0,p)— t,0,p)—.
+o(@,y,1,0,0) 55 + ¥ (2, ,p)ap
Pour ces équations, qui sont toutes d’ordre 2, la 2e prolongation prendra la
forme
pri®(7) —U+Z PRAT
a= 1|J|<2
o+ (gt 2 +og5+ V5
B ot
T 6 a t TT 6 vy _ tt
) a6, "¢ a0, aet +9 aem +¢ aeyy ¢ aeﬁ
0 0
Ty xt yt T Yy t
¢ aexy +9 aext ¢ aeyt+¢ +¢ 8py+¢ o
wzw ¢yy ¢tt ¢wy ¢$t ¢yt
Opaa Pyy Opu Py Pzt apyt

ol les différents indices représentent

r =2, To =1, X3 :ta ul 267 U2 = p, ¢{:¢J’ ¢2J:77DJ
J =(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (2,0,0), (0,2,0),
(0,0,2), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1).

On trouve les symétries pour chacune des équations en (24 1) dimensions dans
les prochaines sections, associées a I’équation (3.7), et en utilisant le critére de

symeétrie (3.5).
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3.3 Exemple de symétries

On présente maintenant un exemple d’équation dont on trouve les symétries.

Celui-ci porte sur I’équation de la chaleur en (1 + 1) dimensions.

L’équation de la chaleur en (1 + 1) dimensions est donnée par
Ut = Uy (3‘8>
On réécrit I’équation sous la forme
A= u — Uy, = 0. (3.9)
Le champ de vecteurs est donné par
v="~&(x,t,u)0, + 7(x,t,u)0 + ¢(z,t,u)0,

La deuxiéme prolongation de ce champ de vecteurs pour I’équation (3.9) est

énoncé comme suit

ott pr@(a) = €0, + 70; + #0y + 70w, + 04, + ¢* 00, + ¢ 0w, + 00,

Ainsi, ¢! — ¢™ = 0 quand u; — Uy, = 0, ol

¢t = (bt - gtux + (¢u - Tt) U — fuuxut - Tuu?

= (bt - gtux + ((bu - Tt) Ugy — guumu:m: — Ty (umx)Q

gbﬂ?ac = D2 (Qb - ua:é. - ux:vT) + umIIS T Uaat T
= D? (Cb — up§ — usz) + Ugae€ + UagaaT
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En développant et soustrayant, on obtient

@' — ¢ = @' — Gty + (u — Ty) Ugw — Eullaliar — Tyl
- [d)m + (202 — &oa) Ua — Toaloz + (Guu — 280u) (Us)”
— 2T laUgr — Euu(Ua)”® — Tuu(Ua)® — 274 UgUgag
+ (Pu — 22) U — 2Tolgae — 3EulloUny — TuU?H] =0

Trouvons maintenant les équations déterminantes en trouvant les coefficients

de chaque dérivée de u par rapport a x :

1: ¢ — =0 (3.10a)
Ugz @ Py — Tt + Togx — Gu +26, =0 (3.10¢)
Unllge ©  — Ey 4 2Tpn + 36, = 0 (3.10d)
ul, . — Tyt 7 =0 (3.10e)
U2 — Gy + 2650 =0 (3.10f)
ui b & =0 (310g)
UWolyy © Tyu =0 (3.10h)
Uplpgs @ Ty =0 (3.101)
Ugpew © Tz =0 (3.105)

Des équations (3.10e), (3.10h), (3.10i) et (3.10j), on trouve
T.=0, 7.,=0= 7=1(t). (3.11)

L’équation (3.10d) devient donc

—26,=0 = & =0 = {=¢(x,t). (3.12)
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L’équation (3.10c) devient
Les équations (3.10b), (3.10f) et (3.10g) deviennent

= ¢ = a(x,t)u+ B(z,t)
— Qb:su = Oy

On trouve ensuite

_ft - 2¢zu + ga:a: =0
— _ét - 2CY3; =0

— & = —aqy
L’équation (3.10a) devient

QSt—bex:O — atu_{_ﬁt_a:cxu_ﬁxx:()

U Q= Qg
— (3.14)

L: ﬁt:ﬁ:px

On a donc agy, =0 = ay =0 = & = 0.

Le champ de vecteurs est donc

v = f(xv t, u>ax + T(l’, t, u)at + ¢($7 t, u)au

ou
E(z,t,u) = 1 + cax + c5t + coat (3.15)
(2, t,u) = ¢y + o7t + cgt® (3.16)
oz, t,u) = a(z, t)u + Bz, t) (3.17)
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1

IC17 Cq4 = §x7 Cs = é.ta Ce = 5:13757 Cr = T, Cg = §Ttt~

Ainsi,

= 2¢c4 = C7

2fzt = Ty
= 2c = 2¢g

— Cg = Cg
On obtient alors
1 2
a(z,t) = 3+ azz + oyt + 5 Gt
On a alors

Oy = quu

— 2¢xu = _gt

—1 -1
= Qpu = 7& =56

QU+ Bt = QlzzU + 6:1393

= Ot = Qg = oy = (bmzu

—1
- ¢xu = 7£t

—1 —1
= Qrzu = T Qat = ——
¢ 9 Et 9 Ce
1 1
§amm - §¢zxu

1 -1 -1
§¢:L‘xu - T&xt - Tct‘)

22
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Donc

E(z,t,u) = ¢ + cu + st + cout
7(z,t,u) = ¢y + 2c4t + cgt?

1 1 1
d(z,t,u) = (c3 — =csx — —ct — ~cex? | u + B(x, 1)
2 2 4
Posons . .
96 = 6o = 5 = 2c9, —Cg=Ci9 = C¢ = 4cyp.
Ainsi,

E(x,t,u) = 1 + cax + 2¢ot + deqoxt
7(z,t,u) = ¢y + 2¢4t + degot?
o(z,t,u) = (c3 — cox — crot — c102”) u+ B(,t).

On sait aussi, de (3.14), que
Bt = 6&:387

(3.22)
(3.23)
(3.24)

(3.25)

donc que [ respecte ’équation de la chaleur. En posant une des constantes

c1,C9,C3,Cq,Co €t c1g égale & 1, pendant que les autres sont toutes nulles, on

obtient alors les champs de vecteurs

V1 = aan
Uy = 8t7
173 = uaua

Uy = 20, + 2t0y,
Ug = 2t0, — Tu0,,
1710 = 4.%'2581» + 4t28t - (2t + ZE2) u@u

et la sous-algébre de dimensions infinie

Uﬁ - ﬁ(qﬂt)au ou /Bt - Bxa:

Les relations de commutation entre ces différents champs de vecteurs sont
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Table 3.1: Relations de commutation des champs de vecteurs pour 1’équation

del

a chaleur

(G U Us | U Uy U1 Us
T 0 0 0| 7y — U3 20y Us,
Uy 0 0 0 | 20, 20, | AUy — 205 | U,
7|0 0 0] 0o | 0 0 i
G| —t | —2; | 0] 0 | @ | 200 | U
G | @ | 28, | 0| —d | 0 0 Ty
Tio | —20y | 205 — 47, | 0 | 209 | 0O 0 T
Up | ~Up, | —Us, | Up| Vs | =g | —Tgw | O
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4 Symétries des équations du gaz de Chaplygin

Dans cette section, on étudie les équations de Chaplygin en (1+1) et (2+1)
dimensions. On utilise la méthode des symétries des équations différentielles
présentée a la section précédente afin de trouver les solutions de ces équations.
On débute avec I'équation de Chaplygin en (1 4 1) dimensions, plus simple,
afin de bien comprendre la méthode, pour ensuite se tourner vers les deux
versions des équations de Chaplygin a I’étude ici, soit la version sous forme de

systéme d’équations différentielles et la version avec élimination de p.

4.1 Equation de Chaplygin en (1 + 1) dimensions

Nous allons maintenant trouver les générateurs de symétries correspondant
aux équations du mouvement du gaz de Chaplygin (2.21). Cette étude est
faite en une dimension spatiale x et une dimension temporelle t. Les variables
dépendantes sont donc 0 = 0(x,t) et p = p(x,t). Les équations (2.21) avaient

été définies comme étant

1
P+ - (pebs + pOiz) =0 (4.1)
1 9 A
0+ —(60,) = — 4.2
g 02 = 5 (42)

On a un champ de vecteurs ¥ qui prend la forme décrite par (3.1) :

0 0 0 0
U= £(x7t7‘97p)_ + T(x7t7‘97p)_ + ¢(I7t,¢9,p)— + w(x7t797p>_

B ot 0 5y 43
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Sachant que l'ordre maximal du systéme (4.1),(4.2) est 2, alors on cherche la

seconde prolongation du champ de vecteurs (4.3), qui sera (voir (3.6))

_U+ZZ¢J 8u

a=11|J|<2

:£—+T—+¢—+¢£+¢x

a
t x
”jaeﬁw ap

TT xt

it rx act tt
¢ aett Y (9pm Y Y 8Ptt (4.4)

ol les différents indices représentent

1=
T9 =1
u' =46
u? =p
¢ = ¢’
¢y =1’

J=(1,0), (0,1), (2,0, (1,1), (0,2).

Selon (3.5), le champ de vecteurs ¢ est un générateur infinitésimal de symétries

de A si
[prP ()] (A1) =0, [pr?(5)] (A2) =0 (4.5)

quand

1
m
1

=Ny = — 2
0= =6+ 5 (6"~ 5
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Ainsi, & partir des équations (4.5), et en utilisant ’expression pour la prolon-

gation (4.4), les contraintes sont données par

emr xm xem T
Wra y Ob0 | W70n e 970 (4.6)
m m m m
WA ¢*0,
200 L 90y = (4.7)
0 m

On veut maintenant trouver les expressions pour les fonctions ¢%, ¢!, **, ¢® et
Y présentes dans les contraintes (4.6) et (4.7). En utilisant Uexpression pour

les coefficients (3.3), on trouve, pour ¢ (donc J =z et a = 1, car ¢f = ¢7)
p . p .
¢" =D, <¢ - 5%) + €
i=1 i=1
p . p .
¢* =D, (cb - 8@) +) &0,
i=1 i=1

" =y + (09 — &) O — T2b; — & (602)°
— 1900, + ¢ppa: - éppx‘gac - Tppx‘gt‘ (48)
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De maniére analogue, on peut trouver les expressions pour les autres coeffi-

cients, qui sont

¢ = — &by + (po — 1) 01 — To (91:)2
- geezet + ¢ppt - gppteaz - 7—pptet )

(bzz :¢xx + (2¢02 - gxz> ez - szet + (¢09 - 2£9$) (‘91)2
- 27—03:91915 + 2¢pmpr + 2 (¢9p - gpx) Qa:px - 2Tpm9tpz
- 509 (e;t)g — Too (Qx)z ‘gt - 2§9p (‘gm)2 Pz — 27—9p9x6tpx

+ ¢pp (px)z - gpp‘gm (px)2 - 7_pp‘gt (px)z + (¢0 - 253{:) 99[::5

- 27—:591‘15 - 3599900:0:(; - Teetgmc - 27—09:593015 - 2€ppx9:c:c
- QTppxezt + ¢ppx:ﬂ - gpexpxx - Tpetpa:x )

WE :1/}90 + (wp - gac) Pz — TzpPt — gp (Pz)Q
— TpPzPt + Vol — E00upe — Tolwpr

¢t =1y — &Pz + (Qpp - Tt) Pt — Tp (Pt)2
— &ppapr + Vol — Ea0ipr — ToOipy

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Maintenant que toutes les fonctions présentes dans les contraintes (4.6) et (4.7)

ont été calculées, on peut directement les remplacer. En prenant la contrainte
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(4.7), plus simplef, on obtient alors

WA ¢,
m

o +¢'=0

200 1

ig + E <¢x + (¢9 - gm) em - Tmet - 60 (990)2 - 799z9t + ¢ppz - fppxex
- Tppx9t> 0. + <¢t — &by + (P9 — 1) 0 — 79 (et)z —&00:0: + Oppr — Eppily
- Tpptet) =0

Aussi, pour simplifier le probléme, on veut que les coefficients de cette équation

ne soient que des dérivées par rapport a une seule variable, x. Ainsi, les dérivées

de p et O par rapport a ¢ sont remplacées, via les équations (4.1) et (4.2), par

1
Pt = —— (pzew + pe:m)
m
I B
b= —5 - (0:)" + p
On a donc
2WA 1 1 5 A )
1 A
- 7-9633 (_% (03:)2 + ;) + gbppl’ - gl)pm@x
1 2 )\ 1 2 )\
ot (=g O+ 5 ) [0+ | 0= 604 (00 =) (5 07+ 5

1 A\’ 1 A
— 7 (—% (62)* + ?) — &b, (—% (62)* + ?)

+ (bp <_% (/729:1: + P‘gm)) - gp <_ ! (/)xem + p9m)> O

— T (—% (pabe + pem)> (—% (6.)° + %) ] =0 (4.13)

tPuisque cette contrainte contient moins de termes, on arrive plus facilement & trouver
la dépendance en z, t, 6 et p des fonctions &, 7, ¢ et 1, ce qui aide a simplifier les coefficients
de la contrainte (4.6), qui sont beaucoup plus nombreux.
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Ainsi, I'équation (4.13) est le développement complet de la contrainte (4.7).
Apres simplifications, on a alors 8 coefficients pour les 8 monoémes différents
dans cette équation : (0,)%0,z, 0,042, (02)%, Ope, (02)3, (0,)2, 0, et 1. Ces

coeflicients sont :

(6,)%0, : —% =0 (4.14a)
0,0, %" ~0 (4.14b)
O : % + % =0 (4.14c)
(6,)" - 47—77‘12 =0 (4.14d)
(62)° : 2:;2 — 5—; =0 (4.14e)
(6.)% : _ni‘” + % + 55—72 —0 (4.14f)

0, : %—;j;—gt—fp"—j:o (4.14g)

1 2?—? g+ 0 ;27’% - T;‘Of — 0. (4.14h)

L’objectif est maintenant de trouver des expressions pour &, 7, ¢ et ¥, et par le
fait méme, leur dépendance (ou non) en z, t, 0 et p, par le biais des équations

(4.14a) & (4.14h).

Via les équations (4.14a) et (4.14d), on voit que 7, = 0 et 79 = 0. Ainsi, 7
est indépendant de p et 6, et donc

T =17(z,1) (4.15)

L’équation (4.14b) nous montre que £, = 0, et donc que & = &(z,t,60). On

voit aussi, via I’équation (4.14e), que & = = On peut donc affirmer que
m
¢ =20+ a(x,t) (4.16)
= — a\x .
m ) )
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ot a(x,t) est une fonction dépendant de z et t.

L’équation (4.14c) donne ¢, = 0 (car 7, = 0), et donc que ¢ = ¢(z,t,6). De

plus, via I’équation (4.14f), et en se servant de (4.16), on a

2

Tra
0 + 20&1 — Tt
m

¢49 = 2533 — Tt =
En intégrant, on obtient

6 =202 4 20,0 — 1,0 + B(x, t) (4.17)

m

Regardons maintenant la contrainte (4.6). En remplacant ¢*, ¢**, ® et ¢

par leurs expressions trouvées en (4.8), (4.10), (4.11) et (4.12), ainsi que p; et
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0, par leurs expressions découlant de (4.1) et (4.2), on obtient alors

V0. 1 1 A
m + E (bx + (¢9 - 590) 9:}0 — Ty (_% (9:1:)2 + E) - 59 (990)2
1 A 1 A
— 790, (—% (0.)% + ?) + Gppz = EpPalle — Tppa (—% (6:)° + ;) ]Pm

+ % Yy + <¢P - éx) Pz — Tz <_% (,09391 + p9m)> - gp (/)m>2

1 1
m m
1 1 2
+ ¢t - €tpx + (¢p - Tt) _E (pazex + pezx) —Tp _E (pazgx + pezx)

2m
1 A 1 A 1

1 1 A
= &ppa (_E (paba + pem)) + g (—— (6,) + ;)

2m
A
- 27—9:1:‘996 < + p ) + 2¢pxpw + 2 (bﬁp fpz) ezpz
A /1 5 A

— 280, (0 — 2790 2:71 ) Pz + Gpp (P ) — &ppls (pz)2

2 A 1 A
1 A

340,00 — (— (0,)> + ) — 26, (——exem - 2—3px>

m p

1
2m
1 A
- 2€ppx T 27—pp:1: TTL :1: - 2p + ¢ppxac épexpxz

1, (—i (0.7 + pi) pm] p=0 (4.18)
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Cependant, grace aux équations (4.15), (4.16) et (4.17), on peut simplifier

grandement cette équation. Ainsi, on obtient

O 1 1 A
¢m + E ¢:1: + (¢9 - 51) ex — Tz (_% (0x)2 + ?) - 59 (9:15)2] px
L Loy A
A
— Tzx (_% (81)2 + %) + (gb% - 2501) (81)2 - 600 (033)3

1
m

+ (g — 2&2) Ope — 27, ( (0.0,:) — Q%pm) — 3599360“] p=0 (4.19)

On a ici 9 mondmes différents, composés de 6., 0., p, et de combinaisons de
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ceux-ci. Les coefficients de ces monodmes sont:

0,0, - 37“"2” _ 3 (4.20a)
m m
m m m
3 —&o0p
: = 4.2
(0.) - 0 (4.20¢)
2 1P9 TxazP (925949 - 25993)0 o
(6.) 3 + 53 + - =0 (4.20d)
) _
0, Yo + (200: — &aa)p =0 (4.20e)
m m
3T:v 359
2 . . _
(0.)pe - 52 2 0 (4.20f)
-2
Oupe o nix g (4.20g)
- A 3T
P : ¢——gt—§9—2+ T2 — 0 (4.20h)
m p mp
p m mp

On voit que parmi ces équations, quelques-unes sont équivalentes. L’équation
(4.20a) est équivalente a (4.20f) et (4.14e), qui donne

Ty = mfg.
L’équation (4.20g) est identique & (4.14f), qui donne
¢9 - 2590 +7=0

On peut d’ailleurs utiliser cette équation pour simplifier I’équation (4.20b), qui

donne alors
@ZJ - P%Dp =0

Des conclusions supplémentaires peuvent étre faites grace a cette équation, car
puisque

¢ - pwpa
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en dérivant par rapport a p, on obtient

Vp =Vp+ ppp
pwpp =0
Vpp = 0. (4.21)

Ainsi, ¢, n’a aucune dépendance en p, et donc on peut réécrire

v =x(z,t,0)p (4.22)

L’équation (4.20c) donne &ggp = 0, ce que 'équation (4.16) démontrait déja.

L’équation (4.20d) comprend certains termes qui s’annulent, ce qui donne

1/}0 4 TrxP + (¢00 - 2501)/0

R -0
2m = 2m? m
T 2 T T
@—1—7 p+ Zaz _glaw p=0
2 2m m m
,QZ)G Trx P
o =0
2 + 2m
T.’BJ}
p = ——==£. (4.23)
m

Grace a ’équation (4.23), on peut préciser I'équation (4.22), qui devient

Tezl
= (- 13 . 4.24
(0 ( m+n(x,))p (4.24)
L’équation (4.20e) peut étre réécrite comme étant
2
(—waz) 0 4+ (30t — 274 + 1) = 0.
m
Ainsi, on a

30y — 274t + 1 = 0. (4.26)
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On trouve que

(o t) = %v(t)xQ F () + e(t).

Donc (4.26) devient

30y — 2T + 1, =0
3axm + Ne = 27—9:75
3z + Ne = 2vpx + 20,

(4.27)

(4.28)

On obtient donc 4 conditions a satisfaire, (4.14g), (4.14h), (4.20i) et (4.28) :

y ToA A
O -
m mp p
PALDN — Ti)A A2
EE N . Rk D Y gl
p p p
A Tx fx)\
¢t+1/192+¢ p_Tumd g
P m mp

30z, + Nz = 2’7,51' + 2515

On doit satisfaire ces conditions pour 2 cas différents, A = 0 et A # 0. Prenons

les deux cas séparément.

4.1.1 Cas \A=0

Pour le cas A = 0, on obtient les conditions

Pa

- _gt :Ov
m

¢t:07
¢t+¢$$p:07

3z + Ne = 2vx + 20,
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De (B), (4.17) et (4.27), on obtient

1 1
—6° + (2Oéxt — S’ — Oy — 6tt> 0+ B = 0.
m 2

Puisqu’on a un polynoéme, chaque terme devra étre égal a 0. Ainsi, on trouve

v =0
1 2
200 — E’Yttl’ —0yr — €y =0
B =0
Apres simplification, on a
=0
20 = 0pux + €4
B = pB(x)

On a ainsi

1 1
az,t) = Z(Starz + F& +o(x) + u(t).

Ensuite, utilisant les définitions de ¢ et £ pour 'équation (A), on obtient

20, — O. | 1
u 9+6_——(5ttx2——€tt$—ut:()
m m 4 2

On trouve donc a la fois que

2sz —(St =0

A 1
B— — _5tt$2 — —€xl — U = 0
m

4 2

37



Commencons par la deuxiéme égalité. On obtient

1 1
ba = —0ua® 4+ -en + i
m 4 2

Puisque 8 = f(z) et que 6 = 6(t), € = €(t) et u = u(t), on trouve que J, € et

1 sont tous des polynomes en ¢ :

6(t) = Dt* + Pt + U,
€t)=Et* + Lt +V,
pu(t) =Wt +Y.
En utilisant ces expressions, on peut réécrire 5(z) en remplacant les valeurs

ci-dessus et en intégrant

B(x) = %Dx?’ + %Eﬁ +mWax+ Z. (4.29)

En prenant la premiére égalité, on a
20, — 0, =0
En se servant la valeur de () trouvée ci-dessus, on obtient
204, = 2Dt + P

Cependant, sachant que o = o(z), alors D = 0. On obtient alors, aprés
intégration

1
o(x) = pr2 + Rx + S.

Poursuivons avec I’équation (D)

3z + Ne = 2 + 20,
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En y remplcant « et sachant que v =+, on trouve
2771 = 516 - 601x7

et sachant que 20,, = J;,

ce qui implique que

Donc
n(z,t) = —Px + Q(t).

Pour la derniére équation a traiter, ’équation (C), on obtient donc, aprés avoir

remplacé les variables nécessaires

U —+ EF=0
])OIIC7 on trouve que
Qt — —E
Ot) = —Bt + F.

Maintenant, on peut exprimer les fonctions &, 7, ¢ et ¥ avec les constantes

(générateurs) qui ont été trouvées pour définir les différentes fonctions «, f,
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n, 0, 0,7, € et . On obtient

1 1 1
f(x,t,@):—(C:C+Pt+U)9+§P:E2+Ext+§Lx+Rx+S+Wt+Y
m
1
7(z,1) :§C:E2—|—Pa7t+Ux+Et2—|—Lt—l—V

o(z,0) = 262 + (Pz +2R)0 + %EZ'Q +mWaz+ Z

m

W(x,t,0,p) = — (%—FP:U—FEt—F)p
m

Trouvons maintenant les symétries du cas A = 0, a partir des générateurs
C,E,F,P,L,R,U W, Z S et V. Pour trouver les symétries [15], on doit poser
chaque générateur égal a 0 sauf un, qu’'on pose égal a 1, et les remplacer

successivement dans (4.3) pour obtenir

O i+ 57 5 5~ gy
E—xti—I—tQQ—i—T ﬁ—tpg,
oz o 27 9 9]
F—pa%,
P:(%W—l—%x)g—l— t%—kx@%— p(%,
L_%x%+t§1§’
R:xa%we%
U= Lol gf"t
W—tg—x+mx%,
Z—gg,
S_§7
V=o.
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On peut ensuite trouver les relations de commutation de ces symétries, qu’on

consigne dans la table 4.1 ci-dessous
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0=YX

sed o mod suotsuawiip (T + 1) uo urdA[dey)) op uoryenby [ op SOLIJPWAS Op SINBIRIPUYPS SOP UOTIRINUWITOD SP SUOTIR[DY :T'F S[qR],
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4.1.2 Cas A\ #0

Pour le cas A # 0, on obtient les conditions

o A A
e (®)
AN 2
¢t+¢eﬁ_7—t?+F:07 (F)
-~ A A
wt_|_¢ p+¢9—2— Tmc_oa (G)
m p

En utilisant les définitions pour ¢ (4.17), ¢ (4.24) et 7 (4.27), on obtient de
I'équation (F)

1 1 A
E%92+ <2a$t - §%t$2 — 0uT — 6tt> 9+5t+; (26% - %$2 — 20 — 2¢; + 277) =0.

(4.30)
Comme dans le cas précédent, on trouve
=0
201 = Oy + €y
B =pB(z)
On a aussi . )
az,t) = Zétw2 + & +o(z) + p(t).
Cependant, contrairement au cas précédent, on a aussi la condition
200, — Y x? — 20, — 2¢, 4+ 21 = 0. (4.31)
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L’équation (E) devient

1 1 1 1 A
— (2040 — 0) 0+ | —Bp — ~Oyx® — Zettw — py | + — (—2Cz — 20) = 0.
m m 4 mp?

2

Tout comme le cas précédent, on a

5(t) = Pt + U,
e(t) = Et* + Lt +V,
p(t) =wt+Y,

)

B(x) = %E:ﬂ +mWzx+ Z,

1
o(x) = Zsz + Rx +S.

(4.32)

Selon I’équation (4.32), on a aussi la condition supplémentaire qui provient du

dernier terme, qui est

Cx+6=0

Ceci implique que Cx = — Pt — U, et donc, puisqu’il n’y a pas de coefficient de

x du coté droit, et qu’il n’y a pas de coefficient de ¢ ni de coefficient constant

du coté gauche, on trouve que

5(t) = 0,
0,

1
a(z,t) = Ext + (§L+R>x+Wt+S+Y.
De I’équation (H), et des déductions ci-dessus, on trouve

n=mn(t)
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De la condition (4.31), on trouve

n(t) = Bt + (%L _ R) | (4.39)

Finalement, de ’équation (G), on trouve
E=0.

Selon toutes les définitions trouvées jusqu’ici, on trouve les fonctions coeffi-

cients
Elat) = (%L+R> A WE+ S+, (4.40)
T(t) = Lt +V, (4.41)
¢(x,0) = 2RO+ mWax + Z, (4.42)
W(p) = (%L - R) 3 (4.43)
Les symétries infinitésimales sont
L'= x% + Qt% + '082,0’
R = x% + 29% — paﬁp,
W = tg% + mx%,
Z = 8—89,
S = %—x,
V= %

Les relations de commutation du cas \ # 0 sont donc
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Table 4.2: Relations de commutation des générateurs de symétries de
I’équation de Chaplygin en (1 + 1) dimensions pour le cas A # 0

L' | R | W Z S \Y

L’ 0 0 w 0 =S | =2V

R 0 o |-WwW,| =2V | =S 0
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4.2 Equations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions

Maintenant, on utilise la méme méthode pour trouver les solutions des équa-
tions de Chaplygin en (2 + 1) dimensions. Il faut donc redéfinir le champ de
vecteurs (voir 'équation (3.7)) et trouver les coefficients de la 2e prolongation
en (2+1) dimensions. Cependant, on verra que ces coefficients sont trés longs
et compliqués, donc on ne détaillera pas la démarche compléte pour trouver

les solutions.

Les équations de Chaplygin en (2+ 1) dimensions sont énoncées comme suit

Pt + paba + pyly + p (Ora + 0yy) =0

) \ (1.44)
On a alors
0=A1=p; + pube + py0y + p (Orz + 0yy) (4.45)
1 A
O:A2:6t+§(9§+0§)—ﬁ (4.46)

On obtient alors les conditions

0 ="+ ¢"po + 9 00 + ¢'py + 00y + P (O0s + Oyy) + p (6™ + ) (4.47)
0= ¢'+ ¢“0, + ¢Y0, + 2 bp~>. (4.48)

Ainsi, on a besoin des expressions pour les fonctions ¢%, ¢¥, @', ¢%*, ¢¥Y, )% Y ot

Celles-ci seront trouvées a partir des équations (3.3) et (3.4).

Voici deux exemples :

¢’ =D, (¢> > 5"@) +) £,
=1 i=1

@Y =0y — &bz + (90 — Cy) Oy — Ty0; + Qppy — §p0ay—
Go (Qy)Q — 190y0: — Eppylz — Copyly — Tppy0:
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0 = . 0 0 < "L
¢y—¢y—8—in1§Pz’+;U§y@¢—;usya—%i2150i+izlﬁpj,i

Y :¢y - fypas + (wp - Cy) Py — TypPt + ¢99y - fe‘gypz

— Colypy — To0ypr — Eppapy — Cp (py)Q = TpPyPt

Voici tous les coefficients de degré 1 en (2 + 1) dimensions

" =0 + ($0 — &) 62 — Gy — Tubs + Bppu — &0 (02)°
— 60020y — 1900, — £ppabtls — Copaly — Tppabl,
¢! =dy + (9o — Gy) 0y — b0z — Ty01 + Dppy — o020,
= o (0y)" = 00y — Eppyb = CopyBy — Top O
¢ =¢p + (9o — 7t) 0 — &0 — (By + Pppr — Eo020;
- C99y9t — 79 (9t>2 - fpptex - Cpptey - Tppteb
V" =ty + (Vp — &) pr — Capy — Tupr + Yoz — §o0p
— Co0py — 0001 = & (p2)° = Copay — ToPupi
VY =ty 4+ (Vo — ) py — Eypz — Type + Yobly — Eobypa
— GoOypy — 00yt — Eopzpy — Cp (py)2 — ToPyPt
O =y + (Y — ) pr — &pa — Gy + Voby — Eobrps
— Cobipy — To0ipr — Eppepi — Copypr — T, (p1)° .

Les coefficients de degré 2 sont trop longs et difficiles a& énoncer pour étre

présentés ici. On présente donc directement le résultat obtenu.
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On a donc la seconde condition (4.48)

0= ¢"+ ¢"0, + ¢Y0, + 2 bp~?
— 0= ¢+ (¢g — 1) Oy — EB0 — By + Dppr — E0020, — Cob,0, — 75 (6,)°
= &opille = Gyl = Tppe + [0+ (0 — &) 0 = Cubly = Toh + 6,
= €0 (02)" = Gaby — 70,00 — Epabl = Copilly — 7p0:01] s
+ @y + (09 — C) Oy — &0 — Ty, + Bppy — E00aby — Co (6,)°

— 700401 — Eppyle — Copyly — Tppyet] 0y + 2/\¢P_3

Remplagons les dérivées par rapport a t, p; et ;, par leurs valeurs données par

les équations (4.44) :

pr="—pube — pyby — p 0oz + Oyy)
—1 A
0, = 7(93:—1-92)4-;
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—1 A
0= ¢+ (¢ —7) (7 (02 +6) + ;) — &0, = Gy + 6, ( = pate = pi

-1 A —1 A
O+ 0,)) — 60 (S @40+ 5 ) —a0, (G @)+ )

-1 A\ 2
— T (7 (92 + 0;) + ;) - 5/1 (_pwgzv - pyey P (Qm + ny)) 0.

) (—pate — pyly — p (Orz + ny)) 0,

-1 A
—Tp (—pally — pyly — p (02 + 9yy)> 9 (9920 + 93) + E)

A
+ (b:r + (¢9 - Ex) ‘936 - Cxey — Tz (_ (ei + 9;) + F) + <Z5p,0x - 59 (090)2

-1 A

P
~1 A
— TyPa (7 (02+62) + ?>

0 + |Gy + (P00 — Gy) 0y — &2

-1 A
Ty (7 (0920 + ‘93) + ?) + Oppy — §9020y — Go (‘93/)2
1

— A
— 190, (7 (93 + 95) + E) = &ppylz — Cppyly

-1 A _
— TpPy (7 (0726 + 05) + E) 0, + 2\pp—?
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En simplifiant, on obtient

A A A2 A A
0= (¢t + 50— 5T —To— + 2/\¢P_3) + (¢x —& =8 — Tz_2> 0.
p p p P

F (0= GG = ) b+ (G )08, 4 5 (ot 7ok 26002

1 1 1
+ 5(7t+¢9+2gy)9§ - 5(5@ —72) 0 — 5(50 —72) 0.0

1 1 A A
D) (€9 - Ty) Giﬁy ) (CG - Ty) 93 =+ <Tp; - ¢pp) O + (Tp; - ¢p/)) ny

1 1
+ fppexemx + fppemeyy + Cppeyezx + Cppeyeyy - §Tpp9§9m - _Tppegeyy

2
1 1 1 1
— — pp930m — §Tpp9;0yy + Z Z_l

1
9 7'99;13 + 57’99295 +

4
Tgey
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On a ainsi 23 coefficients pour les 23 monomes de cette équation :

A A A2
¢t+—2¢9——27}—7’9—4+2>\¢P_3:0
P P P
A A
¢z_£t_£9?_7-x?:0
A A
¢y—Ct—C0E—TyE:O

Cx"f‘gyzo

(G0t 26) =0

%(Tt+¢9+2gy)—o
_%(gﬂ_Tz):O

gy =0

(C@ _Ty) =0

(CH _Ty) =0

2
1
2
1
2

1 52

(4.49a)
(4.49D)

(4.49c¢)

(4.494)

(4.49¢)
(4.49f)
(4.49g)

(4.49h)



Plusieurs de ces équations sont redondantes. En effet, les équations (4.49g) et

(4.49h) donnent toutes deux

50 = Tg-

Les équations (4.49i) et (4.49j) donnent

Les équations (4.49k) et (4.491) donnent

To\ = ¢pp2.

Les équations (4.49m) et (4.49n) donnent
£ =0.
Les équations (4.490) et (4.49p) donnent

¢, = 0.

Les équations (4.49q), (4.49r), (4.49s) et (4.49t) donnent

7, = 0.

Les équations (4.49u), (4.49v) et (4.49w) donnent

7—9:0.

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

On peut d’ailleurs simplifier I’équation (4.52) grace a (4.55), ce qui donne

¢y = 0.

Les équations (4.49¢) et (4.49f) donnent respectivement

¢9+7—t+2§x:0

53

(4.57)

(4.58)



et
o + 7 + 2, = 0. (4.59)

L’équation (4.49d) donne
Ce = —& (4.60)

Grace aux équations ci-dessus, on peut simplifier les équations (4.49b) et

(4.49¢), qui donnent
A
Gp — & —27,— =0 (4.61)
P
et
A
¢y - Ct - 27@; =0. (462)
Finalement, pour I’équation (4.49a), on obtient

A A
G + (g — 71) p - 21#; = 0. (4.63)

Ainsi, on peut débuter a poser la forme pour &, ¢, 7, ¢ et 1.

Pour 7, on a la forme

T =171(2,y,1). (4.64)

Pour &, on a
£ =10+ ax,y,t). (4.65)

Pour ¢, on a
¢ =10+ B(z,y,1). (4.66)

Au lieu de présenter les calculs pour 'autre condition, qui seraient trés longs
et similaires aux calculs faits dans le cas en (1 + 1) dimensions, on présente

directement les champs de vecteurs obtenus par tous ces calculs, qui sont les
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suivants :

U5 = t0y + YO,

Ug = 20y + Y0y + 10y + 00,
U7 = 0y — 00y + p0,,

Ug = YO, — 10y,

179 == 89.

On peut, comme pour la situation en (1 + 1) dimensions, trouver les relations
de commutation entre les champs de vecteurs en (2+1) dimensions. On trouve

alors le tableau suivant :
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Table 4.3: Relations de commutation des champs de vecteurs des équations de
Chaplygin en (2 + 1) dimensions

— — — — — — — — —

U1 (%) V3 V4 Vs Vg (4 (%] Vg

U3 || O 0 O |0y | Yo |Us| Us 0 0
Uy || V9| O | =07 | 0] O [ O|—=V]|—05]| O
Us || O | =Ug| =02 | O] O | O |—=05]| U 0
U || =00 | =02 | —U3 | O] O | O] O 0 | =7
177 0 0 —?73 174 ?75 0 0 0 179
Ug || Uo | =01 | O | T | —=Us| O] O 0 0

On peut aussi classer les sous-algébres selon leur catégorie de scission («split-

ting») :
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«Splitting»:  ag = {0},
ay = {vs},
az = {vr},
az = {Us + avz} a € R,

a4:{179+a178+bz77} a,beR

«Non Splitting»: a5 = {07 + U5},
ag = {07 + Us},
a; = {Us + av; + U5} a €R,
ag = {Us + av; + U} a € R,
ag = {Uy + avy + by + U5} a,b €R
ajg = {V + atig + b7 + Us} a,b€R

4.3 Equation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec

élimination de p)

L’équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec élimination de p) est

énoncée comme suit :
Oy + 2 (exext + eyeyt + Hzﬁyﬁxy) — 20, (Gm + ny) — ejem — Qieyy =0. (4.67)
On a alors

0= A = 0y+2 (0001 + 0,0y + 0.0,00) 20, (0 + 0y) —620,.,— 620, (4.68)
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Pour la 2e prolongation, on obtient alors

0 =2¢" (0ur + 0,0y) — 2070,0, + 26Y (0t + 0,0.) — 20Y0,0,0 — 26" (00 + O,
— 20,0 — 020" — 20,07 — 020" + ¢" 4 20,0,0™ + 20,¢™ + 20,¢0"
(4.69)

Ainsi, on aurait besoin des expressions pour les fonctions ¢, ¢¥, @', ¢**, ¢¥¥,
o, ™, ¢*t et ¢¥t. Cependant, tout comme dans la sous-section précédente,
on donnera directement les solutions dans le tableau de la section suivante. A
titre informatif, les champs de vecteurs obtenus pour I’équation de Chaplygin

en (24 1) dimensions (avec élimination de p) sont

1= a:vu
Vg = 8y,
U3 = 8t7

Uy = t0y + 10y,
U5 = t0, + YOy,
U = x0, + yd, + 2t
U7 = 20y + Y0y, + 200y,
Us = 00, + 20y,
Uy = 00, + yo,
U0 = Y0, — xay,

V11 = 89.
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5 Solutions invariantes des équations de Chap-
lygin

Dans cette section, on présente la démarche permettant de trouver les so-
lutions des équations de Chaplygin. On trouvera les champs de vecteurs de
chacune des équations qui permettent ensuite de déterminer les invariants, les
orbites et les équations réduites pour chacun des champs de vecteurs. Résoudre
les équations réduites permet ensuite de trouver les solutions de équations de

Chaplygin en (14 1) et (2 + 1) dimensions.

5.1 Equations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions

Les équations du gaz de Chaplygin en (1 + 1) dimensions sont données par

0;+-(0,) ——=0.
Pt 5 (0:) 7 0

ou 0 et p sont des fonctions de x et t (0 = 6(z,t), p=p(x,t)). Le calcul des
champs de vecteurs indépendants pour ces équations a été fait via le logiciel

Macsyma par Willy Hereman. On trouve les champs de vecteurs suivants :

U1 = O,

Uy = 0y,

U3 = t0, + x0p,

Uy = x0, + t0; + 00,
Us = 10, — 00y + p0,,

'176 - 89.

Ces champs de vecteurs peuvent ensuite étre utilisés pour trouver les invari-
ants reliés & chacun d’entre eux. Une fois les invariants trouvés, on en déduit
les orbites, qui sont simplement les variables dépendantes présentes dans les

invariants en fonction des variables indépendantes présentes dans les invari-
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ants. Ces orbites sont ensuite remplacées dans les équations initiales, ce qui
permet de trouver les équations réduites du champ de vecteurs correspondant.
Ce sont ces équations réduites qui sont ensuite résolues et qui donnent les
solutions pour chaque champ de vecteurs des équations initiales. Faisons un

exemple de ce type de calcul.

Prenons le champ de vecteurs 7 = 0,. Ce champ de vecteurs a comme in-
variants {t, 6, p}. Ainsi, les orbites seront les variables dépendantes présentes
dans les invariants (6 et p) en fonction des variables indépendantes présentes
dans les invariants (ici seulement t). Donc les orbites de ce champ de vecteurs
seront {0 = 6(t), p = p(t)}. En remplacant ensuite ces orbites dans les équa-
tions initiales, on trouve que toutes les dérivées de € et p en fonction de =z

seront nulles. Ainsi, on a les équation réduites

pt+pm9$+pgzzzo ptzo
1. 5 A — A

En effectuant ces calculs pour chacun des 5 champs de vecteurs ayant une
réduction (le champ de vecteurs U5 = Jp n’ayant pas de réduction), on trouve

les résultats consignés dans le tableau suivant
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Table 5.1: Equations réduites pour les équations de Chaplygin en (14 1) dimensions

Champ de vecteurs Invariants Orbites Equations réduites
. pr =10
0 =0, {t.0,p} {0=0(t),p=p(t)} 0.2 _g
t— ; =
Uy = 0, {z,0,p} {0="0(x),p=p(x)} lp A _y
2 p?
Pt + 1p 0
F(t) +a? LTy
U3 = t0, + 10y {t,z* —2t0, p} {9= ()H,p:p(t)} ! A
2t —F,——F->-=0
2t 212 p?
x 0 F—§F+1F2—i—0
¥y = 20, + 10, + 00, {5 = 27;79} {0 =tF(), p=p&)} Y A
—ERe+ ReFe + RFee =0
B 1 1 R+ R.F,+ RF,, =0
U5 = 10y — 00y + p0, {x,t@, ;p} {«9:¥F(x),p:tR(:c)} %Fﬁ—F—%zO

On trouve ainsi les solutions pour chaque champ de vecteurs. Ces solutions seront énoncées

dans le tableau suivant.
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Table 5.2: Solutions particuliéres des équations de Chaplygin en (1 4 1) dimensions

Champ de vecteurs

Equations réduites

Solutions particuliéres

0 =0 A A
et—gzo Q(I,t):ﬁ
Py + pOre =0 Identiquement satisfait
172 - at 1 )\ 1
S0i——== = +V2)
er 02 p(x) %
iy = 10, + 20 prtgp =0 pt) =1
B ! Lp_ A 2\t
st el — =0 F(t) = <&+ Cut
A
1, A R(§) = T
Uy = 20, + 10y + 00y Fotbergbe— =0 F—5F5+§F§
_ng + RgFg + RF& =0 7 52
2
2 2
F(z) = —sinh {:I:@ (x + 02)]
R+ R, F,+ RF,, =0 c1 2
U5 = t0; — 00 + po 1
’ t T SF2 — —1—0 R(z) = A
2 R? 1 o
\ 5
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5.2 Equations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions

Les équations de Chaplygin en (2 + 1) dimensions sont données par

pr+ paby + pyby + p (Oux +0,yy) = 0,
1, o A (5.2)

Les champs de vecteurs indépendants pour ces équations sont donnés par

Sl
Il

—

o
Ty = O,
U3 = Oy,
Uy = t0, + 10y,

U5 = t0y + YO,

U = 20y + YOy + t0; + 00,
U7 = t0y — 009 + p0,,

Ug = YOy — 20y,

Uy = Op.

De la méme fagon que pour les équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions
(et pour toutes les autres équations qui suivront), on a le champ de vecteurs

sans réductions vy = Jdy. On n’énoncera pas ce champ de vecteurs dans les

tableaux subséquents.
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5.3 Equation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec

élimination de p)

Aprés avoir éliminé p des équations de Chaplygin en (24 1) dimensions (5.2),
on obtient I’équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions avec élimination de

P
Qtt + 2 (Qxemt + deyt + Hajeyga;y) - 29,5 (0;53; + ny) - Qzem - Qiayy — 0 (53)

On obtient les champs de vecteurs suivants

_)1 = axa
Uy = O,
U3 = 0y,
Ty = 10, + 205,

U5 = 10y + YOy,
U = 20y + Y0y, + 2t0;,
U7 = 20y + Y0y, + 200y,
vg = 00, + x0},
Uy = 00, + yo,
Uo = YO, — xay»

V11 = 89.

Les équations réduites et les solutions pour ces champs de vecteurs sont con-

signées dans les tables 5.5 et 5.6 (respectivement) ci-dessous
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6 Symétries des équations de Born-Infeld

Etudions maintenant les équations de Born-Infeld. Comme on a vu précédem-
ment, celles-ci sont liées aux équations de Chaplygin via leur «ancétre com-
mun», 'action de Nambu-Goto. D’ailleurs, on verra le lien mathématique

entre les deux modéles dans la section 8.

De la méme facon que pour les équations de Chaplygin, on débute en étu-
diant le cas plus simple en (1 + 1) dimensions, avant de s’attaquer au cas en
(2 4+ 1) dimensions qui, comme pour la section précédente, comprend deux
formes a étudier, la premiére étant une équation différentielle et la seconde

étant un systéme d’équations différentielles.

6.1 Equation de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions

Trouvons maintenant les générateurs de symétries de I'équation de Born-

Infeld en (1 4 1) dimensions

Il s’agit d’une équation en (1 + 1) dimensions. On étudiera les équations de

Born-Infeld en (2 + 1) dimensions dans les sous-sections suivantes.

Tout comme pour les équations du gaz de Chaplygin en (1+ 1) dimensions,

on a le champ de vecteurs (4.3) :

. 0 0 0 0
U= f(:c,t,@,p)% + T(:c,t,ﬁ,p)a + gb(x,t,@,p)% + w(x,t,ﬁ,p)a—p. (6.2)

Sachant que l'ordre maximal de I’équation (6.1) est 2, alors on cherche la
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seconde prolongation du champ de vecteurs, qui sera

_U+ZZ¢J 8u

a=1 |J\<2

:5—+T—+¢ +¢3+¢x J

TT 8 xt 8
0 8 0 0
+ tt + T + xt + tt
V00 T O T O T O

ou les différents indices représentent

T =2
T9 =1
u' =40
u? =p
¢ = ¢’
¢y =’

J=(1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2).
Dans le cas de I’équation de Born-Infeld, on a alors, de 1’équation (3.5),
[pr® (9)] (A) =0 (6.3)

ou

Ainsi, on obtient la condition

2070105 —20" 0,01 —2¢" 0,0, +2¢" 0,0+ " (1 — 67)+2¢0™0,0,—¢" (1 +62) =0
(6.5)
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6.2 Equation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions

L’équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions est énoncée comme suit :

(1= 02+ 62) O + (1 — 62 + 62) Oy + 2[0,6:000 + 0,010, — 6,0,0,,]

e (66)
(1462 +62) 6, =0.

On a alors

0=A=(1—-0+6) 0+ (1—6;+62)0,,

(6.7)
200,001 + 0,010, — 0,0,0,,] — (1+ 62+ 62) 0.

Pour la 2e prolongation, on obtient alors

0 =20,0,,0" + 20700, — 20700, — 20,0" 0y + 20,0Y0,, + 2¢Y0,0,,
— Y00, — 20,0Y0y — 2¢'0,0,. — 20'0,0,,, + 200,01 + 2¢"0,0,,;
+(1=0;402) 6™ + (1 =07 +07) o™ — (1 4+ 602+ 62) ¢ — 20,0,¢0™
+ 20,0, + 20,0,0""

Ainsi, on a besoin des expressions pour les fonctions ¢, ¢¥, ¢t, ¢**, ¢pv¥, @',
o™, ¢" et ¢¥'. Comme dans les sections précédentes, on n’énonce pas tous
les coefficients ni les calculs complets pour des raisons d’espace, mais plutot
directement les solutions trouvées via ces calculs. Ainsi, on trouve les solutions
selon leur champ de vecteurs correspondant, qui sont consignées dans le tableau

de la section suivante.
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6.3 Equations de Born-Infeld en (2+1) dimensions (selon

les variables de départ)

Les équations de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions (selon les variables de

départ) sont énoncées comme suit :

Dy (02 02+ 0;)3/2 /2% 1 a2
+ (P +a®) [(2 +0)) One — 20,0,0,, + (* 4 02) 0, ]
+%p (2 + 02+ 02) (pobs + pyby) = 0

| O/ PPt al+Ep /02 02=0

(6.8)

On a alors

0=A1=p, (02 + 62 + 9;)3/2 \/ 2p? + a?
+ (P’ +a?) [( + 02) Oy — 20,0,60, + (& + 62) 0,,]
+cp (02 +07 + 9;) (P2t + pyby) (6.9)

0=2A7, :9“/;)202+a2+c2p@/02+9§,+95 (6.10)
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7 Solutions invariantes des équations de Born-
Infeld

7.1 Equation de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions

L’équation de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions peut étre donnée* par
I’expression

Les champs de vecteurs indépendants obtenus par Hereman via Macsyma pour

cette équation sont

v = aacv
Uy = ata
173 = 807

¥y = t0, + 20,
T = 20, + 0, + 00,
Ts = 00, + 10y,
T = 00, — 20y,

Ensuite, on trouve de ces champs de vecteurs les invariants liés & chacun d’entre
eux. Ces invariants permettent de trouver les orbites du champ de vecteurs,
qui une fois remplacés dans I’équation de départ, donnent une équation réduite.

Ce sont les solutions de ces équations réduites qui sont intéressantes ici.
Faisons un exemple de démarche pour ce genre de calcul :

Prenons le champ de vecteurs v; = 0,. Les invariants liés & ce champ de
vecteurs sont {¢,0}. Ainsi, la variable dépendante 6 ne sera qu’en fonction
de la variable indépendante présente dans les invariants, t. Ainsi, on trouve

l'orbite de ce champ de vecteurs, soit § = (). Finalement, on remplace cette

1 existe plusieurs versions de 1’équation de Born-Infeld en (1+ 1) dimensions, on prend
ici la plus commune (utilisée dans [1])
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orbite dans I’équation de départ,

On obtient alors que toutes les dérivées de € par rapport a = sont nulles, donc

Qtt - 0

En applicant cette démarche pour les 7 champs de vecteurs de 1’équation de

Born-Infeld en (1 + 1) dimensions, on obtient le tableau suivant.

Table 7.1: Equations réduites de I’équation de Born-Infeld en (1+1) dimensions

Champ de vecteurs Invariants Orbites Equations réduites
_’1 = aa: {t7 0} {0 = Q(t)} ett =0
Uy = O, {z,0} {0 =0(zx)} Ore =0

{g = :L,2 _t279}

Oc + EO¢e + 259? =0

Uy = 10, + t0; + 00y

x 0
le=11f

Fee(1-F*—¢6%) =0

'175 = Gat + tag

{xveg - t2}

eF,F —cF?—2eF =0

Ug = 00, — x0y

{t,6% +2°}

ey F — EFE +2¢eF =0

Finalement, on trouve les solutions de ces équations réduites, qui sont

présentées dans le tableau suivant.
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7.2 Meéthode alternative : Solution générale de I’équation
de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions obtenue par la
méthode d’hodographe (onde double)

L’équation de Born-Infeld est donnée par
(1= 67) 0 + 20,0,0, — (1+62) 6 = 0. (7.2)

On veut trouver la solution de cette équation. On débute en effectuant le

changement de variables

=z —t, =z -+t
. ! (7.3)

u:=10:;, v:=20,
avec la condition de compatibilité
U, — ve = 0. (7.4)

Trouvons les nouvelles valeurs pour les fonctions 6, 6;, 0., 0, et 65 selon les

nouvelles variables. On obtient alors

0, =0+ 0, =u+v,

0y = 0:& + 0 = 0, — 0 = v — u,

Ove = Ue + Uy + Ve + V) = ue + v, + 2u,, (7.5)
Out = Uy + vy — Ug — Vg = vy — Ug,

O = —v¢ + vy + ug — uy = vy + ug — 2uy,.

Connaissant les nouvelles définitions de ces fonctions, on peut les remplacer
dans (7.2). On obtient alors

(1= (v = u)?) (ug + vy + 2uy) + 2(u + v) (0 = w) (vy — ug)
— (T4 (u+v)?) (v, + ue — 2u,) = 0.
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En développant cette exprssion, on obtient

2u, + vy + ug + duvu, + 2uvv, + 2uvue — 2u2un — uzfun — 21}2un — v%n — u2u5 — '02u§
+ 200, — 2u”v, + 2uPug — 20%ug + 2u, — vy — ug + duvu, — 2uve, — 2uvue + 20y,

— u2vn + 27)2% — U2vn — u2u§ — U2u5 = 4u,, + 8uvu, — 4u2vn — 4v2u§
ce qui implique le systéme de premier ordre nonlinéaire

(14 2uv)u, — u?v, — v2ue =0 (7.6)
u, —ve = 0. .

Effectuons maintenant une transformation d’hodographe, c’est-a-dire qu’on
interchange les variables indépendantes et dépendantes (en supposant que le
d(u,v)

(&)

Jacobien J =

est différent de 0). Ainsi, on pose maintenant que
§=¢&(u,v) et n=n(yv) (7.7)
On a alors que

1 =& = Suutg + &,
0 =&, = Luuy + &y,
L = 1y = Nty + Ny,
0 = ne = Nuue + Nove.

Donc, on obtient le systéme

G & | fue| | & &l || [0

Ny Mo Vg 0 M Mo Uy 1
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On résoud cette équation matricielle par la méthode de Cramer pour obtenir

Ug = J’lm, Vg = —J’lnu
u, = —J,, v,=J",

ou J := &y — nu&y. Donc I'équation (7.6) devient
(14 2uv)é, + u?&, + vy, =0 (7.8a)
& —Mu=0 (7.8b)

ou u et v sont les variables indépendantes et & et 1 sont les variables dépen-

dantes.

En dérivant (7.8a) par rapport a u, on obtient

0 = &uv + 20&, + 2uvyy + 20y + U Euy + VN
= Uy, + (14 2uv)&yy + VN + 20, + 20E,

(on remarque ici qu’il existe une symétrie entre les variables dépendantes,
c’est-a-dire qu’on peut interchanger u et v), et en utilisant I’équation (7.8b),

on trouve 1’équation linéaire en &
uzguu + (]- + 2uv)§uv + UQ&)U + 2u€u + 21}61} = 0.

On obtient alors une équation linéaire d’ordre 2 selon les variables indépen-
dantes u et v. On peut résoudre cette équation via la méthode de Beltrami.

Trouvons § = B? — 4AC pour cette équation
§ = (1 +2uw)? — 4u*v® = 4uv + 1

Considérons seulement le cas hyperbolique ot

! <
—— < uv.
4
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Dans ce cas, I’équation caractéristique est donnée par
2.2 2 _
u v® — (1 4 2uv)v, +v° =0. (7.9)
Les racines de ce polyndéme sont

vy = [(1+2uw) +e(1+4uw)'2], &=+l

2u?
Pour trouver v, effectuons le changement de variables

_ dy Y
Y=UV —> —— = U+ Uy = — + UVy.
du U

On obtient alors

1 (@ B g) (14 2y) +e(1+4y)'?
Uu

du u 2u?
N————
dy 1 1
— L= _—[1+4 1+ 49)/?
du 2u[ +dy+e(l+4y) }
dy du

— = —.
T+4y+e(1+4y)/2 2u
On integre alors des deux cotés. Pour l'intégration en y, on doit poser

2d
(1+4y)1/2:x — dx:—y
x
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pour obtenir

/ dy _1/ xdx
T+dy+e(l+4y)2 2 ) 224 ex

Lnje +¢f
= — N\ I
2

1
= S (1+ )2+

1
=3 In |(1 4 4uv)? 4+ €| = In |u| + In|2¢|

(14 4w)?+e
u

2c

Du livre de G. B. Whitham [17], il est introduit que la constante d’intégration
du calcul précédent peut étre considérée comme un invariant, pour effectuer

I'intégration dans les coordonnées appropriées. On donc obtient 'invariant

s = % (1 + duw)'/? +e].

Le facteur 2 a été ajouté pour simplifier les calculs subséquents.

Pour trouver le second invariant, résolvons I’équation caractéristique pour

u? — (1 + 2uv)u, + v*u? = 0.

Cette équation a exactement la méme forme que (7.9) avec u et v interchangés.
La solution est donc

% [(1+4uw)? + ] =2¢

et le second invariant [17] est
roi= 1 [(1+ duv)'/? + €] .
2v

Sans perdre de généralité, on peut alors prendre ¢ = —1 avec les invariants
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correspondants, puisque le systéme de départ est hyperbolique.

1
s = o [(1+ 4uv)'/? — 1]

2 - (7.10)
r:%[(l—kéluv)/ —1].

Pour réexprimer les équations de départ ((7.8a) et (7.8b)) en termes de s et r,

il faut exprimer u et v en termes de s et r également.
Des équations (7.10), on trouve que

r S
— — . 7.11
Y 1—rs’ v 1—rs ( )

On souhaite maintenant réexprimer les équations (7.8a) et (7.8b)

(14 2uv)é, + u?&, + vy, =0 (7.8a)

en termes de s et r.
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On aura alors besoin des résultats suivants

1
r? = 52 [1+ 2uv — (1 +4uv)1/2} :

§* = 2iu2 [1+ 2uv — (1 —|—4uv)1/2] :
14 2uw — (1 4 4duw)'/?
Y 2021+ duww)t/2
1
(1 + 4uv)t/?’
1
(1 + duv)/2’ (7.13)
14 2uv — (1 + 4uv)'/?
fuT T 2u2(1 + 4uv)t/2 7’

Sy =

Ty =

Ty = Sv,

v, = u®s,,

5’0 - fﬂ”v - Sssv’ fu - grru + éssm
Ty = Ty + NsSv, Ny = MrTuy + NsSu,

En substituant les résultats (7.13) dans (7.8a), on obtient

2 2
(14 2w) (—=r°ryé + &ory) + U (&ru — %63) +0° (=r*runy +nsra) =0,
2,2
(14 2w) (& —r°&) +u’ (Er - %5) +v* (ns — ) = 0.
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En utilisant (7.13) et en les substituant dans les définitions de u et v en termes

de s et r (7.11), on trouve

2.2 2
(28?;)_12 (és—r2§r)+(1—r—rs)(f s°6s) + (”s ) =0,
— (P +1) (5s—rfr)+7“ (&—sﬁs)ﬂ (ns = r*m) =0,
N §T+§5+s 0 —r’n,) =0,
— =+ &+ P — 7P, = 0.
(7.15)

De méme, en substituant les résultats (7.13) dans (7.8b), on obtient

r2r,v?
—TZTufr + &y — Nl + s s = 0,
u
7,2 2
= T §T+£S Ny u_T/s:Oa

- T2€r+§s_nr+5 778:07
— &+ P, =1%, + 1, (7.16)

En substituant (7.16) dans (7.15), on trouve
(1 — 7"252) r2, + (1 — 7“252) =0

Ce qui implique
&4+, =0, (1—1°s%) #0. (7.17)

Reportant (7.17) dans (7.16), on obtient
€+ 570, =0 (7.18)
En dérivant (7.17) par rapport a s, on trouve

Nrs = _ngrsy (719)
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et en dérivant (7.18) par rapport a r, on trouve

s + 8°0ps = 0. (7.20)
Substituant (7.19) dans (7.20), on obtient

(1 —1r?s%)&,, =0,

ce qui implique

&s = 0.

En intégrant cette derniére équation, on trouve

E=g(r)+ /f(s)ds (7.21)

En dérivant (7.21) par rapport a r et comparant avec (7.17), on trouve

n=—rg(r) on g'(r):= %
= n="h(s) - /TQQ/(T)dT. (7.22)

En dérivant 7 et £ par rapport a s, et en utilisant (7.18), on obtient

_dh

s’h'(s) = —f(s), ou H/(s):= =

Ainsi, les deux solutions sont (en rappelant le changement de variables du
départ)
x—t=E&=g(r)— [s2hW(s)ds
€= 9(r) = | #H(s) 7o)
x+t=mn=h(s)— [r?¢(r)dr

ou g(r) et h(s) sont des fonctions arbitraires.
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Pour trouver la solution (&, 1), on remarque que

S

07“ = 6551" + 67]777" = Ufr +un, = 1— mfr + 1_ 7’577“
__r S 2y
N l—rsg(r>+ 1—7"3( rg(r)),
1 rs ,
B (1—7”8 a 1—7‘5) rg(r)
=rg'(r),
et que
2h/ h/
0, = ué, +vn, = = (5) + sh'(s) = sh/(s).
1—rs 1—rs
Par conséquent,
+oo +oo
0 :/ rg'(r)dr+/ sh'(s)ds.
Finalement, introduisons
01(p) =1,  b3(0) :=s
de sorte que
déy dp
! = | ——dr=290
/Tg (r)dr i ar’” 1(p),
dbs d
/sh’(s)ds = d—;d—st = 6y(0),
ce qui implique que
De I’équation (7.24), on a
s? = 07 (0),
rt=0%(p)
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En supposant que o > 0 et que p > 0 et qu’on utilise l'identité

F(z) = % /w F(z")dz',

on peut écrire que

:_f 0/2

%4 g
= Iy '12(/) )dp'.

Les équations (7.23) deviennent alors

d g / ! / do /
r—t :p—f{%fooﬁf(a)da dsds—p [°_ 0% (c")do,

d iec dp +o0
vt s L8 [0y | L = o+ [ 020
En isolant p et o dans ces équations pour les substituer dans (7.25), on obtient
la solution générale sous forme implicite de rang 2 de ’équation de Born-Infeld
en (1 + 1) dimensions, qui représente une superposition de deux ondes de
Riemann (c’est-a-dire une onde double), avec le degré de liberté de 2 fonctions

arbitraires 6; et 05 d’une variable.

o= 0, (x . /_Oo 9§<s)ds) + 6, (:v+t— /pm 9’12(r)d7’) o (7.26)
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7.3 Equation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions
L’équation de Born-Infeld en (2 4 1) dimensions est donnée par
(1 =67 +02) Ouot(1 — 67 + 02) 0,42 (020,000 + 0,0,0,1 — 020,04,]— (1 4 6% 4 67) 6 = 0.

(7.27)

Les champs de vecteurs indépendants pour cette équation sont

_’1 - axa
?72 - ﬁy,
U3 = ata

Uy = t0, + 20y,

U = 10y + YO,

U = 203 + Y0y + 10y + 00,
U7 = 00, + 10y,

vg = 00, — x0p,

Uy = 93;; — Y0,

T = Y0, — fay,

7.71]_ - 89

On obtient alors les invariants, orbites et équations réduites associés a ces

champs de vecteurs dans le tableau suivant.
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i

0= 0203 — P0'0°03¢ + 03¢ + 70203 — P03 + 100 — iy 0 {(1'3)0 = 0} {09 fi+ =3} "o — "ol = 0a
0= (¢ =" = ™) AV + " HT + Tl gl — "l — (3 — 2d) 7~ TQ - @) e = & {ofi+ 2017} %l + "og = S0
0= (g =" — ") dv + T+ P ol — "0 — (3 — 20) Te — () Ne = & {e + 041} for — ‘g = %o
(@ — " + ™) IV + T — T i + ]+ (ed + od) V— TN + (Ax)g Mo = & {g#— o0 fi‘z} 01+ 00 = ‘o
0= ("l + BqUSg + 31,3) (¢ + 24 +1) —
(B2 — [(“ql+ 53.73) g + (gl + 373) 3] (gl — 33 — )] e+ {(L*3)1 = g} M “m - m =94 | 1004 "ot + oz = %
M a4 B g + (" + ) (gl — 53— o) — 1)
0= 7"6%"95¢ — ""6263 + ﬂw + 307203 + 70%0 + 293¢ + P93 + % {3'2)g = ¢} {ow‘—fi=3} ofi + g1 =
0= "9%"03c — 9393 + % + 30203 + 16°0 + 203 + P93 + % {(3)0 = 0} {o*fi‘gr— =3} "o + "1 =Ta
0=""0""0z — "9 (z0 + 1) + "9 (z0 + 1) {(ix)g = ¢} {pfix} ‘o ="t
0="0(60+1)—"0'9"0c + "0 ({0 — 1) {(2)g = 0} {692} o ="10
0="0(z0+T1) —"0%"0c + "9 (2o — 1) {(2h)g = ¢} {091} o ="a
So}MPoI suoryenbyy $931qIQ0) SYURLIRAU] sIM9320A ap durey))

suolsudwIp (T + ) U0 pjul-utog op uoryenby [ op soympor suotyenbyy ¢y, A[qe],
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"SOITRIJICIR SUOIIOUOJ SOP JUOS G 10 |/ SUOI}OUO] SO

(30 +p—)3/ DA
\Nx F=0) = Y9203 — P0'0°93¢ + 93¢ + 0063 — 03 + %9 — xw ~ 3 o — Tofi = o
Iy —
33—y AwG v ursore 3/Ng
0=1(2—"F — ") dV + " TT"qT + " g — A dd — (2 — 24) ¥— boli + "pg = Sa
fox — "0p = %

0="(¢—"1 — ") J¥ + "1 + Pl — g — (M1 — 1) v—

0= (g — " +%%1) o + " 20g — g g + T + (D1 + 21) v

‘or+0p = o

0= ("l + 3057 + 3.4,39) (41 + 21+ 1) —
(gt — (Mgl + 373) g + (Sl + 33.73) 3] (gl — 375 — o)) o+

Mg id + B ed + (Mg + ) (gl =373 — ) — 1)

‘01 + "0l + "o = %

(3% +p—)3/ N/
) - T=0)
3 —7 Aw@ v usore 3 Mg

T xT Txr ﬂ T xT
= 3939%93¢ — “T9293 + wy T 30203 + 20°0 + 2050 + P03 + 9

ofi +"er = 2

(30 +5-)3/ PN i
- F=(3)0 0 = 939"93¢ — M0203 + = + For3 + 10%0 + 2030 + P93+ 39 0T + %01 = "o
30—y usore 3 Mg 0
A
fig + vy = (fi*x)g 0= "9z — "9 (20 + 1) + 0 (20 + 1) 0=t
G—2)g+0+2)y =1')g 0="9(0+1)— 00"+ "0 (2 —1) fio ="
0 =Ta

@—Mg+Qa+i)y = (1)

0="9(z0+1) — "0 "9z + "0 (Jp— 1)

so1oImoI)IRd SUOIIN|OG

sejInpal suoryenbry

SInaj300A op durey)

suotsuowIp (] + g) ue poju-uiog op uolyenby [ op somrmornred suonnjog ) 9[qe],
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7.4 Equations de Born-Infeld en (2+1) dimensions (selon

les variables de départ)

Les équations de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions (selon les variables de

départ) sont données par :

(

\

pr (2 + 0% + 95)3/2 \2p? + a?
+ (P22 4 a?) [(2 + 02) Opw — 20,0,0,, + (* + 02) 0, ]
+p (¢ + 02+ 02) (pob + py0y) =0

O/ pPct + a? + Ppy /P + 62+ 02 =0

(7.28)

Les champs de vecteurs indépendants pour ces équations sont

U = a:m
Vg = ay,
63 - ata

Uy = 20y + YO, + t0, + 00,
Ts = 00, — *x0p,

g = 00, — Y0y,

U7 = YOy — 20y,

Ug = Op.

Dans le tableau des solutions (table 7.6), certaines équations réduites ne pos-
sédent pas la propriété de Painlevé, et donc ne possédent pas de solution

physique. La propriété de Painlevé est documentée dans ’appendice.
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8 Lien entre les solutions non-relativiste et rel-

ativiste (lien entre le modéle de Chaplygin et
de Born-Infeld)

Différentes paramétrisations de I'action de Nambu-Goto donnent différentes
équations. En effet, en la paramétrisant selon le cone de lumiére, on obtient
I’action du gaz de Chaplygin, alors qu’en la paramétrisant de maniére cartési-
enne, on obtient I'action de Born-Infeld. Ainsi, Jackiw [5] a trouvé que puisque
ces deux systémes (et leurs solutions) proviennent tous deux de l'action de
Nambu-Goto, on peut trouver un lien entre ceux-ci en changeant simplement

le paramétrage.

8.1 Passage du modéle de Chaplygin & celui de Born-
Infeld

Le modeéle du gaz de Chaplygin produit des solutions non-relativistes 0 g (¢, 7).

Déterminons le paramétre T'(¢,7) a partir de I’équation
1 —
T+ S0nr(T,7) = V2t (8.1)

Ainsi, la solution relativiste est

1 2 1 2
On(t,7) = T — —sbun(T7) = <\/§T - t) . (8.2)

8.2 Passage du modéle de Born-Infeld et de Chaplygin

—\

Le modeéle de Born-Infeld produit des solutions relativistes 0g(t, 7). Déter-

minons le parameétre ’f’(t, ) & partir de I’équation

N 1 ~
T+ 50r(T,7) = V2t (8.3)
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Ainsi, la solution non-relativiste est

Onp(t,T) =

8.3 Exemples

Effectuons quelques exemples de transformations de Jackiw pour passer du

modeéle de Chaplygin & celui de Born-Infeld et vice-versa.

8.3.1 Exemple 1.

Le champ de vecteurs v; = t0; — 00y + pd, des équations de Chaplygin en

. . . — (2% +?) .
(2+1) dimensions a une solution Oxg(z,y,t) = — En utilisant (8.1),

on obtient

P () g

1 2
:>T:§ <\/§t+5\/2t2+—2(:c2+y2)>, e ==l
c

En utilisant la valeur de T" ainsi trouvée dans (8.2), on trouve alors la solution

qui obéit les équations de Born-Infeld (relativiste)

Op = ? (\/§T—t>

:c2+y2
2

— Or(z,y,t) = Pe\[ 12 +

Ainsi, on peut faire la transformation d’une solution qui obéit aux équations de
Chaplygin (non-relativiste) pour qu’elle obéisse aux équations de Born-Infeld

(relativiste).

8.3.2 Exemple 2.

Essayons maintenant de faire ce méme genre de calcul, mais en trouvant une

solution non-relativiste a 1’aide d’une solution relativiste. Prenons la solution
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de I’équation de Born-Infeld en (2 4 1) dimensions pour le champ de vecteurs
U = 20y + Y0y, +t0;. La solution de I’équation réduite associée a ce champ de

vecteurs est

:>T—L2(\/_02t+5\/204t2 4czx+y)) ==+l
Ainsi, en utilisant 1’équation (8.4), on peut faire la transformation
Onp = 2 <\/§T — t)
— Oyp = ( (\/_ct+5\/2c4t2 402x+y))—t)
V2e?

—> Oyg = /A2 — 2¢2(z + y),

ce qui donne la solution non-relativiste (Chaplygin) associée a la solution rel-
ativiste (Born-Infeld) 0 = Tty pour le champ de vecteurs (de 'équation de
Born-Infeld en (2 + 1) dimensions) v = 20, + y0, + t0;.
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9 Utilisation des logiciels

Dans ce mémoire, on a trouvé des solutions invariantes générales ou partic-
uliéres (par la méthode de réductions par symeétries) pour plusieurs équations
réduites ayant été obtenues a partir des champs de vecteurs des équations de
Chaplygin et de Born-Infeld. Celles-ci sont présentées dans les chapitres 5
(Chaplygin) et 7 (Born-Infeld). Les équations en (2 + 1) dimensions étudiées

sont les suivantes :

Les équations de Chaplygin en (2 4 1) dimensions :

P+ pabs + pyby + p (Ous +0,yy) =0,

1 A (9.1)

L’équation de Chaplygin en (2 + 1) dimensions (avec élimination de p) :

Ort + 2 (00000 + 0,000 + 0.0,00,) — 20, (B0 + 0y) — 620, — 620, = 0. (9.2)

L’équation de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions :
(1= 07 +602) Ot (1 — 07 + 02) 0, +2 [0.0,0,0 + 0,0,0, — 0,0,0,,)— (1 + 62+ 62) 6y, = 0.
(9.3)
Les équations de Born-Infeld en (2 + 1) dimensions (selon les variables de
départ) :
pe (2 + 62+ 95)3/2 2p? + a2 4 (P + a?) [( + 02) Oup — 20,004, + (* + 62) 0, ]
+c%p (2 + 602 + 95) (pzbs + pyby) =0,

O/ Pt 4 a4 Pp\ /2 + 02 + 62 =0.

(9.4)

Pour la vérification de plusieurs calculs de ce mémoire, y compris pour les

solutions de chacune des équations réduites présentées dans les tableaux des
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chapitres 5 et 7, le logiciel Mathematica a été utilisé, dans le but de résoudre
les équations ordinaires. De plus, on a aussi vérifié la propriété de Painlevé de
certaines de ces équations réduites via un programme élaboré par le professeur
Robert Conte [12].

Il n’y a eu aucune utilisation de I'intelligence artificielle lors de 1’élaboration

de ce mémoire.
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10 Conclusion

Les nouveaux développements introduits dans ce mémoire sont séparés en
2 parties distinctes. La premiére est I'étude des symétries ainsi que la réso-
lution des équations de Chaplygin et de Born-Infeld en (1 + 1) et en (2 + 1)
dimensions. Des résultats pour ces équations en (1 + 1) dimensions avaient
déja été discutés dans la littérature, notamment pour ’équation de Chaplygin
en (1 + 1) dimensions [5]. Les nouveaux résultats ont été consignés dans les
tableaux des sections 5 et 7. Le deuxiéme développement est 'application du
lien entre les solutions des équations de Chaplygin et Born-Infeld. Les liens ont
été formulés par Jackiw [5]. Le passage du modéle non-relativiste (Chaplygin)
au modéle relativiste (Born-Infeld) a été présenté, en plus d’effectuer quelques
exemples du lien les liant, et de nouveaux résultats ont été trouvés a partir des
solutions invariantes (effectué dans le chapitre 8). Le passage d’une solution
non-relativiste (Chaplygin) & une solution relativiste est donné par les équa-
tions (8.2) et (8.1), alors que le passage d’une solution relativiste (Born-Infeld)
a une solution non-relativiste est donné par (8.4) et (8.3). Les exemples de
cette transformation sont également de nouveaux résultats obtenus dans ce

mémoire.

Une recherche future voulant élaborer sur le sujet des solutions invariantes
des équations de Chaplygin et de Born-Infeld pourrait porter sur ’extension
de la résolution proposée ici & un probléme en (3+1) dimensions, ce qui n’a en-
core jamais été discuté formellement (& la connaissance de l'auteur). On a vu
plus tot 'importance qu’ont les équations de Chaplygin et Born-Infeld et leurs
applications a des probléemes modernes en physique, donc leur étude appro-
fondie pourrait ouvrir de nouvelles avenues de recherche dans ce domaine. Par
exemple, des avancées dans ce domaine auraient des applications, entre autres,
en aéronautique, puisque ces équations ont une grande utilité en mécanique
des fluides. Ces résultats ont aussi des applications importantes en physique
du plasma, en particulier en physique des gluons (interactions entre les ondes
et les particules), lors du calcul des d-branes. Certaines de ces applications

ont d’ailleurs été documentées dans le livre de Jackiw [5], ot le Lagrangien et
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le Hamiltonien ont d’ailleurs été énoncés.

Une possibilité d’extension de la recherche est 1’étude de la stabilité non-
linéaire au sens de Lyapounov [16]. Cela est important pour tester les solu-
tions invariantes qui sont stables. Pour faire cela, on utilise le Hamiltonien de
I’équation a I’étude et on détermine le crochet de Poisson et les fonctions de

Casismir.
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Annexes

A Propriété de Painlevé

A.1 Notions de base et définitions

Une équation différentielle ordinaire (EDO)
H(t,y,yY,...,y™) =0. (A.1)

posséde la propriété de Painlevé si toutes ses solutions n’ont pas de points

critiques mobiles.

Définition

Un point critique est une singularité d’une solution autre qu'un pole
(c’est-a-dire une singularité essentielle, non-isolée, ou un point de
branchement).

Un point critique fize est indépendant des conditions initiales. Ainsi,
un point critique mobile dépend des conditions initiales (donc des con-

stantes d’intégration).

Les EDO linéaires ont toujours cette propriété, car toutes les singularités
sont fixes : soit & +oo, soit un ou des coefficients des termes de L’EDO ont

des singularités. Effectuons quelques exemples a ce sujet.

Exemple 1. Est-ce que I’équation non-linéaire

.
Il
<

posséde la propriété de Painlevé?

On trouve




ce qui représente un pole a t = t3. La seule singularité est donc un pole,
donc I’équation ne posséde pas de points critiques. Ainsi, I’équation posséde

la propriété de Painlevé.

Exemple 2. Est-ce que I’équation non-linéaire
j+3t =0

posséde la propriété de Painlevé?

On trouve

y=Inlt —to| +yo

Cette équation ne posséde pas la propriété de Painlevé, car elle dépend des

conditions initiales.

La motivation a trouver des équations respectant la condition de Painlevé
est que celles-ci sont rares. On peut les classifier et elles sont plus faciles a

résoudre.

Considérons I’équation du deuxiéme ordre sous la forme
y® = Fy,y,t) (A.2)

ot F' est rationnelle en y") et y et analytique en t. Cette forme a été étudiée
par Picard (1887,1890), Painlevé (1893) et Gambier (1906).

Résultat : Si (A.2) a la propriété de Painlevé, alors il existe une transfor-

mation

o) = Al0u() + 50
Y(ulx) +0(t)”

telle que u(x) satisfait une des 56 équations standards (P(I),..., P(LVI)).

Parmi eux : 44 intégrables en termes de Riccati, 6 fonctions elliptiques ou élé-

= o(t) (A.3)

mentaires, et 6 qui déterminent les «transcendants de Painlevéy (P([), ..., P(V1)).
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P(I): y? =6y*+1
P(ID): yP =223 +ty+a

1 2 1

1 )
P(IIT) =y =— (") - ;y(l) Ty (ay® + B) + vy’ +§

1 3y3
P(IV): y(2)=2—(y(l))2+%+4ty2+2(t2—a)y+§
Y Y
1 1 dy\> 1d —1)2 Loyl + 1
Lo LYy ldy =17 B oy vyt D
2y y—1 dt tdt 12 y y—1

1 1 1 2 1
PVI) : 2 — - 4 M= _ (=
Vi) (y+y—1+y—t><y ) t+t—1 t—y

yly —1)(y —1) Bt ~y(t—1)  tt—1)
(a+?+(y—1>2+ (y — 1) )

Comment savoir si une EDO a la propriété de Painlevé?
On peut effectuer le test de Painlevé. 11 s’agit d’un test nécessaire mais pas
suffisant. Il est applicable pour 1’équation

H(t,yW, ...,y™) =0, (A.4)

ou H est un polynoéme en y, y(l), e y(”) et analytique en ¢.

Soit t = ¢, un point générique (¢ € C). Etudions la solution autour du point
t= to :

= ay(t —to)* . (A.5)

k=0

Conditions.
1. a € Z<° <<=ty peut étre un pole.

2. 3 n — 1 résonances (valeurs de k pour lesquelles a; n’est pas déterminé,

donc reste libre).
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On a la relation de récurrence

P(k)ay = fi(aog, a1, ..., ax—1,t0) (A.6)

On a donc une résonance quand P(k) = 0 pour k € Z=°. 1l faut n — 1

racines non-négatives entieres.

3. Les conditions de résonance doivent étre satisfaites identiquement

Fk(ao,al, ...,to) =0.

Si le test est passé, on peut essayer d’'intégrer.

Si
P
a=—— — y!=w test pour w.
Supposons
§=F(y,y,1)
F' rationnelle en y et .
F' analytique en t.
On transforme
ol A0
Y(tw(z) +6(t)
On a une équation pour w(z). Il faut que
m 2
d*w dw dw
el L(z,w) (E) + M(z,w)g + N(z,w).
La partie de droite de cette équation est un polynoéme de second degré
dw
enpi=—.
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(IT) L(z,w) a 'une de ces 8 formes :

—Pas de poles { (1) L=0

( 1
(i1) L=—
—Un pole % -1
(i) L=-—— meZL?
{ mw
( 1 1
Y
() L=gloto7
—Deux pf)leS 3 1:1[} b 1_
N L =22
(UZ) 4 \ w w—1
2
i) L= — +12w—1
( (vid) 3w 12w )
1/1 1 1
—Trois poles { (viit) L= 3 (E =] + w— 77(13))

(III) On considére chaque sous-cas séparément

w® = [A(z)w + B(2)]w + C(2)w® + D(2)w* + E(2)w + F(2)

Prenons

(

\

10 formes standards, 2 irréductibles (P(I) et P(II)).
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A.2 Introduction a I’analyse de Painlevé
Soit E une EDP ou une EDO donnée.

Question : Quelle est la nature des singularités des solutions (poles, points

de branchement, singularités essentielles) et leur positions (fixées ou mobiles).

Propriété de Painlevé : Pour chaque solution, les seules singularités mobiles

sont des pdles (pas de racines, exponentielles rationnelles ou logarithmes).

Test de Painlevé :

e Algorithmique
e Critére nécessaire pour la propriété de Painlevé
e Pas suffisant (ne détecte pas les singularités essentielles mobiles)

Conjecture d’intégrabilité.

Test de Painlevé vrai <= EDO ou EDP intégrable
Test de Painlevé faux = EDO ou EDP pas intégrable

e Le test de Painlevé est un outil permettant de détecter la majorité de

cas intégrables.

e Pour les equations non intégrables, c’est un outil permettant de constru-
ire de nouvelles solutions analytiques (et non des séries) qui pourraient

étre nouvelles.

A.3 Technique du test de Painlevé

Considérons ’'EDP polynomiale d’ordre n
E(u,uy, u,...) =0 (A7)

Assumons qu’on peut développer une solution de (A.7) selon un ensemble

singulier mobile m. Si f = f(z1,...,2,) est une fonction méromorphe a n
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variables, alors les singularités de f surviennent sur des ensembles analytiques

de dimension (2n — 2). Ces ensembles sont déterminés par
m:  ¢(z1,2,) =0 (A.8)

ou ¢ est une fonction analytique de (2, z,,) dans le voisinage de m.

On cherche une solution de (A.7) de la forme
u= ¢(x,t)p2uj(x,t)¢(x,t)j, p<0 (A.9)
=0

ou ¢ et u; sont des fonctions analytiques de (x,t) dans le voisinage de m.

En substituant (A.9) dans (A.7) on détermine les valeurs possibles de p et

on définit les relations de récurrence pour u;, j =0,1,2,....

Branches : ensemble de possibilités pour (p,ug).

E = ¢(x,t)? Z E;(deérivées de ¢, ug, ..., u;)d(z,t)’ = 0. (A.10)
=0

Résolvons F; = 0 pour u;, j =0,1,2,....
E; =+ Dp...tp...R(j)u; + Q;(uo, ..., uj—1, deérivées de ¢) = 0. (A.11)

Les n — 1 zéros de R(j) sont nommés résonances.
o R(j) #0 = wu; = f(précédent),
e R(r)=0et Q(r) =0 = u, arbitraire(u,, arbitraire)
le test échoue (terme logarithmique),

e R(r)=0et Q(r) #0 =
condition de compatibilité @), = 0.

(brache de 'EDP (p,uo) passe le test) <= (toutes les résonances se produisent & des

entiers positifs distincts et sont compatibles)
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Ainsi, u dépend de n fonctions arbitraires ¢, {ug,, }.

Tests plus faibles : Moins de n — 1 résonances entiéres positives distinctes,

donc les conditions de compatibilité peuvent ne pas étre satisfaites.

Résultat du test de Painlevé : pour chaque branche (p,ug) :

1. Passe le test ou non

2. ensemble de conditions de campatiblité ), = 0.

A.4 Technique de Painlevé-Backlund

Définissons 2 solutions u®,u") de la méme EDP («transformation auto-

Bécklundy ) par :
o Les séries (u;) sont tronquées a j = —p.
o u9): =y =I'expansions de Painlevé de j =04 j = —p.
o uM:=y_, = le coefficient constant de ¢°.

Les équations a résoudre sont

Ej((b,lbo, ,Uj) = 0 j € [0, —p]

i 4
E;(¢,ugy...,u_p,0,...,0) =0 j €] —p,—(q

et les deux solutions sont données par

PB . ,
E;7 (0, {tay, r résonance € [0,p]}) =0, j €] —p,—q
u® = f(¢, {ta,,r résonance € [0, —p|}),

uY = g(¢, {tq,r résonance € [0, —p|}).

Résultat de cette technique.

Pour chaque branche (p,ug), un ensemble d’au plus p — ¢ équations en

fonction des dérivées de ¢, {uq, }-

Produits généralisés :
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1. Si une branche passe le test de Painlevé complet, on peut chercher une

paire de Lax.

2. Sinon, on résout les équations de Painlevé-Bécklund pour ¢ et {u,,};
alors, u( et () sont des solutions analytiques de forme fermée (pas des

séries).

3. L’itération de Bicklund entre les solutions u? de PEDP

(u(i)) — (qﬁ := solution de g(¢) = U(i))
(o ).

A.5 Transformations homographiques. Invariants élé-

mentaires.
Pour des équations différentielles ordinaires, la transformation

_}az—i—b
cz+d

conserve le type (pole, point de branchement, singularité essentielle) et la
nature (fixe, mobile) des singularités, mais change seulement leur position sur

la sphére de Riemann.
Ainsi, la propriété de Painlevé reste inchangée.

Pour des équations différentielles partielles, on doit avoir la méme tranfor-

mation. o b
aQ +
G Y 4 —
roupe [0) o+ d
Invariants élémentaires :
Groz 3 (gbm)Q .
- = =S5 — schwarzian
Gr 2\ Pu
9 _ o
O
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La condition

(¢t):mcm = (¢wxm)t

est JZ invariante :
—S; +Cpp +2C, 85 +CS, =0

A.6 Les 2 transformations universelles.

Tous les résultats d’analyse de Painlevé et Painlevé-Béacklund (pour chaque

branche) sont :
e Oui ou non.
e Ensemble de conditions de compatibilité @), = 0.

e Ensemble d’équations de Painlevé-Bécklund.

A.7 Propriétés

Il existe 2 transformations C et S (combinaison et décalage)
e Une (C) agissant sur l'ensemble E;
e Une (S) agissant sur l'ensemble u;

telles que pour chaque EDP, pour chaque branche (p,up), les deux ensem-

bles (conditions de compatibilité, équations de Painlevé-Bécklund) deviennent
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invariantes sous
ap+0b
co+d’
Q; = ¢'TE;, j € {résonances non compatibles}

EJI'DB = ¢§;+qu (¢,U0, "'7u7p7 07 ceey O) ) ] =P + 17 cey —(

Q); dépends de ¢, {u,, résonance-r}

O —

S — S, résonance-r

PB 1, )
E; " dépends de ¢,  {ug, résonance-r en [0, —p|}
¢?(;+qu7 j 9] - pa _Q]
J rrz k+q @ —p. —
(2@ T
S(d7Puy) = ¢y — [ = v

C(¢LHIE;) =

Ces deux transformations sont :
e Universelles, ¢’est-a-dire indépendantes des EDP, linéaires et invertibles.

e Uniques, transformations indépendantes du module

A.8 Un exemple des 2 transformations
U — Ugppee + 1DULUgppr — 15ui =0
Branche : (=1, —4¢,)
Résonances : —2,1,5,12

x

2
O Fy = —120 (—45 -3 ((im) + 3u1,x) pas invariant

C(¢xE2) = quEg,

S(ul) = Uy — 2¢ra¢

o

= V.

112



o C(¢pyEy) = —120(25 + 3v;,) invariant

3
¢33E3 = —120 (355 + 8s <%> + 6 (Q;m> —6 <%> ulj;,;) pas invariant

C(¢2E3) = > Es + 2 (Z”) b Fs.

o C(¢2F3) = 120s, invariant

Expression | Nombre de termes avec ¢ et u, pas s et ¢ | Invariant

Es 3 termes 2 termes
Es 4 termes 1 terme
Notons que

¢2Es = ¢2 PDE(u;) n’est pas invariant

2 3 4
C(¢2Es) = ¢o e + (§;x> ¢y Es5 + (f;m) SEy+ (f;x> 92 B3 + (;b;x> ¢z Eo

= PDE(v;) 4+ invariant.

A.9 Meéthode de résolution des équations invariantes

Soit pour les équations de Painlevé-Bécklund ou pour les conditions de com-

patibilité de Painlevé,
E;(S,C et leurs dérivées) =0
doit étre résolue (j € ensemble fini).
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Ajouter la relation

=St + Cope +2C, S+ CS, =0

Traiter S et C' comme étant indépendantes
Résoudre pour S et C' (une des équations est dégénérée en une EDO)

Connaissant S(z,t), remonter & ¢: L’EDO non-linéaire de 3e ordre pour

la fonction ¢(z,t) en z est

2\ ¢,

¢ 2

2
) st
a une solution générale de la forme

_alt)y + B(t)y
V() + 6(t)yo

¢

ou «, 3,7, 0 sont des fonctions arbitraires, et ou y; et yo sont deux solu-

tions indépendantes de

Substituer ¢ dans
gbt - Cgbx =0

et résoudre pour a(t), 5(t),v(t),d(t).
Si les équations dépendent aussi de u,,, alors pas de propriété de Painlevé.

Cas pratique important

— k2

S = const. = 5
C = const. =C
Oé—i-ﬁek(z_ot)

Y )
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Pour une branche qui n’est pas de Painlevé, ¢ ne dépendra pas de fonc-

tions arbitraires mais seulement de constantes arbitraires.

A.10 Exemple de solution analytique
Uy — Upzzee + 15UpUzee — 15U> = 0
Une puissance principale p = —1.
Les branches uy = —2¢,., —4¢,
Branche —4¢, : résonances = —2,1,5,12

Les résonances 1,5, 12 sont compatibles.

p

u—uy = —4(l0g(¢))s

u; = arbitraire = 2¢/m +
€
EQ == —120(25 + 31)1@)

By =4(—645% + C + 248,, — 120Sv1, — 4507 , + 15501 44

S
E6 = PDE(’Ul) + §E4 + 6053 — 65:% + 4SS:L«$ — Qwam; — 90521)1@ + 3OSxxU1,x
\

La solution générale est

—k2
2

C = constante = k*,  k arbitraire

S = constante =

et méne a la méme expression & la fois pour u et u4
k? 5k6 k k5t
§x+?t+(1 ou 2) tanh (gjt?—l—cl) +c*=0

Ce n’est pas une solution a 1 soliton.

Quand on effectue les symétries, puis les réductions aux EDO, une des 4
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réductions trouvées admet que sa solution est particuliére.

B Transformation de Legendre

Parfois, lors du calcul des solutions de certaines équations réduites, il a été
utile d’utiliser la transfromation de Legendre. Faisons un bref résumé de la

technique utilisée.

B.1 Théorie

La transformation de Legendre est une technique qui permet de trouver
une formulation alternative pour une équation qui est autrement difficile &
résoudre. En utilisant la transformation de Legendre, on peut trouver la so-
lution de I’équation transformée, et ensuite revenir dans ’espace des variables
de départ via la transformation inverse pour trouver la solution de I’équation
initiale. Soit une fonction u(x,y), on passe aux nouvelles variables w(§,n) par

la transformation de Legendre donnée par

w(&,n) +ulz,y) =z +yn, (B.1)
ou
u, =&, We =12, Uy=1, Wy=Yy. (BQ>

De ces deux équations, on trouve que

Uge = JWpy,
Ugy = —Jwe, (B.3)

Uyy = Jwee,

ou J est le Jacobien de la tranformation, donné par

1

Winwee — (Wen)?

J = gty — (“xy)2 =
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B.2 Exemple

Dans ’exemple suivant, on a une équation différentielle partielle de second

ordre non-linéaire
(1 — (Ut)2> Uy + 2Uxutuxt — (1 + (ux)2) Ut = 0. (BE))

Il s’agit de ’équation réduite pour le champ de vecteurs v, de ’équation de

Born-Infeld en (2 4 1) dimensions.

La transformation de Legendre permettra de linéariser cette équation afin

de la résoudre plus facilement. On commence donc par poser 1’équation

u(z,t) +w(&,n) =z +tn (B.6)
Ce qui nous donne
( Uy =&,
Uy =17,
Wwe = T,
w, =1, (B.7)

Uy = Jwpy,

Uyt = _JW&W

L Ut = JW&S,

1
ot J = Ugptiyy — (uge)? = 5 En appliquant toutes ces transfor-

WgWee — (Wep)

mations, on obtient

(1 — 0wy — 26nwe, — (1 + E)wee = 0. (B.8)

Cette équation est différentielle partielle de second ordre, cette fois linéaire.
On obtient donc une solution a cette équation via un logiciel de calcul, qui,

une fois ramenée aux variables de départ, nous donne la solution de I’équation
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(B.5), qui est

uw(z,t) = Az +t)+ B(x — 1)
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