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Sommaire

Dans ce mémoire sont développés plusieurs aspects mathématiques des nombres mul-
ticomplexes, tels que les modules et espaces de Hilbert, dans le but de généraliser les
résultats obtenus dans le cas complexe et bicomplexe. Ce travail permettra de déve-
lopper des applications, entre autres en mécanique quantique. Indépendamment de cet
objectif, certaines notions fondamentales propres a cet espace de nombres sont explorées,
telles que les idéaux et les permutations, pour en faire une description la plus compléte
possible. On termine finalement sur une discussion des possibles formes de I’équation de
Schrodinger multicomplexe.

Abstract

This thesis develops several mathematical aspects of multicomplex numbers, such as
moduli and Hilbert spaces, with the aim of generalizing the results of complex and bicom-
plex cases. This work will enable us to develop applications in quantum mechanics and
other fields. Independently, certain fundamental notions specific to this number space are
investigated, such as ideals and permutations, to make it the most complete description
of the multicomplex number system as possible. We finally end with a discussion on the
possible expressions of the multicomplex Schrodinger equation.
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Introduction

Au sein de son ouvrage An Introduction to Multicomplex Spaces and Functions, G.
Baley Price présente Corrado Segre comme le pionnier de I’étude des nombres multicom-
plexes. Dans un article publié en 1892 [30], Segre discute d’un ensemble infini d’algébres
en leur donnant le nom de nombres bicomplexes, nombres tricomplexes, etc. Le dévelop-
pement de ces algébres est un processus itératif sur la base des nombres complexes. Un
nombre bicomplexe prend la forme

(33‘1 + ilxg) + ig(xg + 11[E4), L1,...,T4 € R

avec i = i3 = —1 et ijip = izi;. On combine ensuite deux de ces nombres afin de former
un nombre tricomplexe :

[(1'1 + ill‘g) + 12(.1'5 + 11274)] + 13[(1’5 -+ ilxﬁ) —+ 12(.%7 + 11338)]7 T1y...,T8 c R

en introduisant I'unité i3 avec i3 = —1 et les mémes propriétés de commutativité. On peut
procéder de cette maniére jusqu’a obtenir les nombres n-complexes, pour un total de 2"
composantes réelles x1, ..., Ton. Segre a montré que ces espaces possédent des diviseurs de
zéro et que tout nombre bicomplexe peut étre écrit comme une combinaison des éléments
idempotents
1+ 1iiy ‘ 1 —iyig
2 2

En 1991, G. Baley Price publie son ouvrage sur le sujet [22], au sein duquel il effectue
une étude plus exhaustive de 'espace et fonctions bicomplexes, suivie d’'une généra-
lisations de ces notions aux multicomplexes (nombres n-complexes). En particulier, les
algébres multicomplexes munies de la norme euclidienne (en fonction des 2" composantes
réelles) deviennent des algébres de Banach. Cette propriété permet I’étude des suites et
séries multicomplexes, puis, par extension, celle des fonctions multicomplexes.

Depuis le début des années 2000, les développements au sujet des algébres multicom-
plexes se sont accélérées par leurs applications dans 'étude des fractales |1, 23, 24, 34]
et d’une approche de la mécanique quantique qui combine & la fois la structure des
nombres complexes et celle des nombres hyperboliques [26, 27]. Malgré la présence de
diviseurs de zéro, les multicomplexes sont une alternative intéressante aux quaternions
ou autres algebres qui généralisent les complexes par la conservation de la propriété de
commutativité, et ce peu importe l'indice n choisi.



2 INTRODUCTION

L’objectif de ce mémoire est de reprendre les développements théoriques des nombres
multicomplexes & partir du travail déja effectué jusqu’a maintenant, moderniser la nota-
tion et déterminer une représentation facilitant les manipulations algébriques des nombres
multicomplexes. De cette nouvelle représentation, on effectue une étude des idéaux mul-
ticomplexes puis on généralise les résultats déja obtenus sur les My>-module et les espaces
de Hilbert bicomplexes dans l'article de R.G. Lavoie, L. Marchildon et D. Rochon [16].
On termine finalement par étudier 'effet des permutations d’indices des unités iy, ..., i,
et par en appliquer les résultats sur un chapitre davantage spéculatif dédié a 1’équation
de Schrodinger multicomplexe.

En addition de ce mémoire, un article couvrant le méme sujet, intitulé Multicom-
plex Ideals, Modules and Hilbert Spaces a été rédigé et est accessible au lien suivant :
https://arxiv.org/abs/2405.04683.



Chapitre 1

Algéebre multicomplexe

Au sein de ce premier chapitre sont présentées les définitions de base et principales
propriétés des nombres multicomplexes. Plusieurs résultats des premiéres sections sont
mentionnés sans démonstration, étant déja connus depuis un certain temps et détaillés par
plusieurs sources [1, 22, 34|. Une attention particuliére est portée sur le développement de
la représentation canonique, déja démontrée par A. Vajiac et M.B. Vajiac dans [33| mais
cette fois en soulignant le lien avec les conjugués multicomplexes et ’aspect fondamental
de cette représentation dans la théorie.

1.1 Définition

On obtient le n-iéme espace multicomplexe, noté M, a la suite de n complexifications
des nombres réels, chacune introduisant une nouvelle unité imaginaire i, telle que i2 = —1.

M, = {m +1i.m2 | m,1m2 € Ml,_1}, My :=R.

Chaque élément de l’ensemble {ij,...,i,} est appelé une unité principale, et toute
juxtaposition d’éléments distincts de cet ensemble est appelée une unité composite (par
exemple, i3i5ig). La structure des nombres multicomplexes dépend fondamentalement de
deux propriétés des unités principales, posées comme hypotheéses :

L (i)l = 1;(kk), Vi kil=1,...,n (associativité des unités)
2. iy =14, Vik=1,...,n (commutativité des unités)
On équipe ensuite M,, de 'addition terme & terme et de la multiplication définie de
maniére naturelle (ou récursivement [22|). Il est bien connu que de cette construction on
obtient une algébre commutative avec unité et diviseurs de zéro sur R et C (en considérant

i =1;) [1]. L’écriture standard d’un nombre multicomplexe pour les premiéres valeurs de
n est donnée par les expressions suivantes :

n ==, (TL:O)
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1 = x1 + xay, (n=1)
N = 1 + Taly + T3ly + T4lqly, (n=2)
N = 1 + Toly + T3ly + Talile + Tsl3 + Tellz + Trlals + Tgllals, (n=23)

ol x1,Tg,...xsn € R. On identifie habituellement My et M; aux réels et aux complexes
respectivement, alors que M, et M3 sont les premiers « nouveaux » espaces issus de cette
construction, aussi connus en tant qu’espaces des nombres bicomplexes et des nombres
tricomplexes respectivement. Comme on peut le voir, un espace n-complexe est toujours
contenu dans les espaces a entier supérieur :

MoCM;CMy,C...CM,.1CM,CM,;;C...

et 'écriture d'un élément nécessite 2" composantes réelles au total. L’expression générale
est donnée en termes de l’ensemble puissance 73({1, o ,n}) :

n= ZxAiA, P ::P({l,...,n}), x4 €R,

AePy,

ou I'ensemble vide dans P, est associé a I'indice zéro et iy := 1, le singleton {k} € P, est
associé a l'indice k, 'ensemble {k,l} € P, aux indices kl tels que iy, := ixi;, etc. Cette
notation est nommée la représentation standard d’un nombre multicomplexe, mais
est peu utilisée dans les calculs ou démonstrations lorsque n est grand.

1.2 Conjugaisons

Une conjugaison complexe {; est définie pour chaque unité imaginaire de la maniére
suivante
TO =1id et 'I'kiik% —ik, k:zl,...,n

ol to := id est I'identité et n’a aucun effet. On combine les conjugaisons avec 1’opération
de composition notée o.

nTjoTk = (nTj)Tk7 VT} € Mn et j?k = 17 (T

De la méme maniére qu’il existe plusieurs notations pour une juxtaposition d unités prin-
cipales (i{k,l} := i 1= ix1;), on peut utiliser une notation plus concise pour la composition
lorsque le contexte est clair :
Tik =TTk == 1j © Tk-

La composition est associative et commutative puisque 'ordre dans lequel on change le
signe des composantes principales n’est pas important. De plus, tout conjugué appliqué
deux fois n’a aucun effet, c’est-a-dire que tx o {x = to. Ainsi 'ensemble 1, de toutes les
compositions de conjugués n-complexes muni de la composition est un groupe commutatif
au sein duquel chaque élément est son propre inverse. Garant-Pelletier a d’ailleurs démon-
tré dans son mémoire 'isomorphisme de groupe entre (i,,0) et (Z5,+2) ou Zs = {0,1}
et +9 est 'addition modulo deux [7].
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Tout conjugué simple de méme que toute composition se distribue sur I'addition et la
multiplication multicomplexe. En fait, un conjugué quelconque se distribue sur tous les
termes d’une expression jusqu’a atteindre I’unité principale correspondante pour modifier
son signe.

Une composition importante et qui sera trés utile dans les chapitres suivants est celle
de tous les conjugués simples, notée A,, :

A, :=Ti0fs0...07,.

En général on notera ’ensemble des compositions I sans l'indice « n », de méme que
pour A, puisqu’il sera toujours sous-entendu que l'on discute de ’espace des nombres
n-complexes, Ml,,, pour un entier n quelconque.

1.3 Représentation idempotente standard

Lorsque n > 2, on peut exploiter la présence de diviseurs de zéro et d’éléments
idempotents pour obtenir une base de M, sur M,,,_; telle que I’addition et la multiplication
entre nombres multicomplexes s’effectuent composante par composante. Prenons

1 1
Yn = 5(1 -+ in—lin) et ’}/;L = 5(1 — in—lin)-

Les éléments 7, et 7/ sont tous deux des diviseurs de zéro et éléments idempotents de
M, :
Yo =00 Yo =T () = e (1.1)

De plus, on a les relations suivantes pour le neutre multiplicatif 1 et I'unité i,, exprimés
en termes de v, et 7, :

=+ 7;7

i, = _in—1<’yn - fY?”L)
Soit n € M, un nombre multicomplexe avec composantes 1,7, € M,,_;. Alors de I’équa-
tion (1.2),

(1.2)

n=m + 7721n
=T (’771 + ’7;1) - 772%—1(% - ’Y;z)
= (m — Main—1)Yn + (M1 + N2ln—1)7,,-

Ainsi {7y, 7, } forme une base de M, sur M,,_;. Prenons de nouveaux nombres 7, € M,
avec leurs composantes respectives 11,72 et (1, (o dans M,,_; relatives & cette nouvelle
base. Alors de 'équation (1.1), 'addition et la multiplication entre 7 et ¢ est effectuée
composante par composante :

N+ ¢ = (MY +m7) + (G + G) = (4 ) + (02 + )

(1.3)
n-¢= (771% + 772%,1) : (Cﬂn + Cﬂ;) =G + 77242%-
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Cette représentation des nombres multicomplexes est appelée la représentation idem-
potente standard et est trés utile pour le cas des nombres bicomplexes (n = 2), mais
insuffisante pour des espaces & entier supérieur.

1.4 Représentation canonique

On introduit & présent 1’élément I',, défini comme le produit de tous les nombres
idempotents consécutifs v, pour 2 <[ < n.

L= T :H'yl, n > 2.
1=2

Par définition, on a la relation récursive '), = I',,7,01. On pose T’ fl comme |’ensemble
de toutes les compositions de conjugués appliquées sur I’élément I, :

Ffz — {FleTjQw'Tjk | 0<j1 <jo<-<jp< n}

Cet ensemble sera utilisé pour développer une nouvelle représentation idempotente pour
les nombres multicomplexes, sous une notation simplifiant grandement les manipulations
algébriques des nombres multicomplexes.

Proposition 1.1

Pour n > 2, I'ensemble I'} contient 2" éléments distincts. Si ces éléments sont
notés e, pour k =1,...,2" ! alors on a

o ={estmn [k=1,...,.2"" Y U{epyh | k=1,...,2" '}

DEMONSTRATION. On procéde par induction sur n. Dans le cas n = 2 on a 'y = 7,
et les valeurs obtenues en appliquant chaque composition de conjugués sont :

Fgo =72, Fgl = Y, F£2 =3, Fglh = T2,
de sorte que I'y contient deux éléments distincts {1 = 72,5 = v4}. De plus,

%= {0y, T, 0l Tl Tt plifs plefs phizfsy
= {7278, (7273) ", (9275) ™, (1298)%, (7273) 1112, (729) 1112, (7273) 272, (9295111212}

= {7273, 7973, Vo V3 V2 V35 V2 V3> Vo V3 V2 V35 V2 Y3}
= {e173, 8273} U {175, €273 }-

Supposons la proposition vraie dans le cas n = m olt m est un entier quelconque, et
posons '} = {5;6}%2;1 Puisque I',,11 = ', m11 et toute composition de conjugués est
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distributive sur le produit, tous les éléments de Fin 41 peuvent étre écrits sous la forme

T = (Coen) 0 powr 0<jy < o < -+ < jy Smt 1

= () )
= E1Ymt1 OU EpYiyq pour 1 <k < om-=1

Il peut facilement étre vérifié que les paires d’éléments exv,11 et €7,41 de méme que
EYni1 €t €7, sont toutes distinctes pour k0 = 1,... 2" L et k # 1. 11 est de plus
évident que €;vn41 et g7, sont tous distincts pour k,1 =1,... ,2" 1. De ce fait, FELH
posséde 2 - 271 = 2" gléments. [ |

Proposition 1.2

Pour n > 2 les éléments {e;}2~," de I'f ont les propriétés suivantes :

2n71

(i) exer = Oer (i) eg” =i (i) Z g =1

j=1

pour 1 < k,1 < 2" ! ou le symbole §j; est le delta de Kronecker et A, := 11 --- 1,
est la composition de tous les conjugués simples de M.

DEMONSTRATION. On procéde par induction sur n. Pour n = 2 on a €, = 7, et

€9 = 74, ainsi exg; = Iy, pour k,l = 1,2. De plus, 6{\2 = ’y;lh = vy = €1, 692 =gy et

81—{—82:’72—1-’)/5:1.

Supposons que les trois propriétés de la propositions sont valides pour n = m ot m
est un entier quelconque. Notons I, 1 = {&;}3Z, ou on a posé (de la proposition 1.1),

s [pp— = Pyp— /
€k ‘= EkVYm+1 €6 Eam—14k = ExVpans

pour k =1,...,2™ 1 Les g sont les 2™~1 éléments de I’ensemble I'} . Pour tout
1 <k, <2™! on obtient

€k " €1 = EKYnt1 " EVn+1 = EREIYn+1 = OREYn+1 = Oki€l,
~ ~ / ! / / ~
Egn—14k  Egn141 = EVny1 " ElVnt1 = ELEYn41 = OKIEL Vi1 = Oki€an—141,

~ o~ /
Ek * Ean—141 = EVn+1 " E1Vpg1 = 0,
ce qui démontre la propriété (7). Ensuite on a

An An+1

~An+l A An+1 n — — =
= (EkVnr1) " =V = S Vng = k(Y1) T = Epyngr = &

€k
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A . o o N
et &,/ = Ean-14y, par un calcul similaire, ce qui démontre (77). Finalement,
on 2n71 2n71 anl 2n71
~ ~ ~ /
5 € = E Er + E Egn-14f = g €k Vn+1 T 5 EkVni1
j=1 k=1 k=1 k=1 k=1
2n—1
— / =1
= (Ynt1 + Vns1) €k =
k=1
ce qui montre (7ii). |

Les propriétés de la précédente proposition nous assurent que les éléments distincts
{32 de Tt sont linéairement indépendants sur C. Soient oy, ..., asm-1 € C, tels que

2n—1
> iy axer =0, alors

2n71

&Y e =0=a;e; =0, 1<j<2m!,
k=1

Puisque €; est non nul, la seule possibilité est a; = 0 pour toutes les valeurs de j.

Proposition 1.3

L’ensemble T} est une base de M, sur C.

DEMONSTRATION. On procéde par induction sur n. Dans le cas n = 2, on sait que la
proposition est vraie puisque Il = {72,745} est la base pour la représentation idempotente
standard de M sur Ml; = C. Supposons que la proposition est vraie pour n = m, c’est-
a-dire que tout nombre { € M, peut étre écrit sous la forme ( = Zil;l Zkek, 2r € C.
Ici {ex}2"," sont les éléments distincts de T'% . Soit 7 € M,,41, alors de la représentation
idempotente standard on a

n= §17m+1 + CQ'.Y;n—&-h Cla C2 S Mm

De I’hypothése d’induction, (; = Zizl aper et (o = Ziﬁ;l Brer pour ag, B € C, ce qui

implique
2n71 2n71 2n71 2n71

, ~ ~
n = E Q€ Vns1 + E BrEr Va1 = E apér + E Br€antis
=1 =1 =1 =1

ot, de la proposition 1.1, {é;}7_, est ensemble a 2™ éléments distincts an +1- La pro-
position 1.2 nous assure que ces éléments sont linéairement indépendants, et donc I‘fn 41
est une base de M, sur C. [ |

Cette représentation des nombres multicomplexes est appelée la représentation
idempotente canonique, ou simplement représentation canonique, au sein de laquelle
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la multiplication s’effectue composante par composante (complexe). Prenons 7,( € M,
dans la représentation canonique :

277,71 27171

n= Z@k&g et (= Zﬁzéz
k=1 I=1
gn—1

ol ay, B € C et {ex}7, =T*. Des propriétés de la proposition 1.2 on a

2n—1 2n—1 2n—1
n-¢= (Z Oék€k;) (Z ﬁz&) = Z arBigkEr
k=1 =1

k=1
2n71 2n71
= Z aPidrier = Z Bk
k=1 k=1
1.5 Projections
Pour tout nombre multicomplexe n = 22:11 zker € M, écrit dans la représen-

tation canonique, on introduit la j-éme projection multicomplexe comme la fonction
P; : M,, — C telle que Pj(n) = z;. Dans les paragraphes qui suivront ainsi que les
prochains chapitres, la notation caret ) pour les indices sera utilisée en relation avec la
jJ-éme projection de la maniére suivante :

gn— 1

m=Pin) et m=Y e
h=1

En particulier, pour tout z € C on a de la proposition 1.2 :

2n—1

2= Y = Pe) =z 1<
k=1

¢’est-a-dire que la projection correspond & la fonction identité lorsque ’argument est dans
le sous-espace complexe C C M,. L’opérateur projection est un opérateur linéaire par
rapport a 'addition et la multiplication dans M, :

Pi(n+¢) = Pi(n) + Pi(¢) et Pi(n-¢) = F;(n)- F;(C).

De plus, un nombre multicomplexe 1 est un diviseur de zéro si et seulement si I'une de
ses projections est nulle. En effet,

77j20<:>€j77:€j77j:0,
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ce qui est vrai également lorsque 1 # 0. L’ensemble des diviseurs de zéro, noté M1 est
ainsi exprimé par

2n71
M;l — {7’] = Z T]l%gk
k=1

n; = 0 pour au moins un j} .

Pour tout n = 2221 nier € M, \M,,;! (ensemble des éléments inversibles), 'expression de
son inverse est simplement 1~ = Ei:ll nlzlsk. Il est & noter que pour les multicomplexes,
'ensemble des diviseurs de zéro est le méme que celui des éléments non inversibles (ce qui
n’est pas le cas dans tous les anneaux). Ce fait provient directement de la représentation
canonique et de I'expression de l'inverse ci-haut pour les éléments qui ne sont pas des
diviseurs de zéro.



Chapitre 2

Sous-algébre multiperplexe

Si on procéde a la construction d’une algeébre de la méme maniére que les multicom-
plexes mais & partir d’unités hyperboliques (ji, .- .,jm tels que j2 = 1) plutot qu’ima-
ginaires, alors on découvre une toute nouvelle structure : les nombres multiperplexes.
Nous n’entrerons pas dans un développement formel des définitions et propriétés de cette
structure, car elle est déja contenue dans celle des multicomplexes.

2.1 Partition des unités multicomplexes

Soit I,, 'ensemble des unités multicomplexes (principales et composites, incluant 1)
et I, I la partition en unités hyperboliques et en unités imaginaires respectivement.

n’ mn

It ={uel, v =1},
I ={uel, |u=-1}

n

(2.1)

A noter que sous cette définition I'unité 1 est considérée hyperbolique. Lorsqu’on multiplie
ensemble deux unités quelconques, le résultat est soit hyperbolique ou bien imaginaire a
un signe prés. Voyons quelques exemples :

Iy - Iolgly = Tilalsly

iy - iy = —iyis
121314 . i4i7 - —iQigi7
Soit uf,uf € I et uy,u; €I, alors (uj -uy)? =1, (uf-u;)? = —1et (u;-u;)* = 1. Donc

le produit de deux unités hyperboliques ou de deux unités imaginaires est hyperbolique
au signe pres, alors que le produit d’'une unité hyperbolique et une autre imaginaire est
imaginaire. Le signe dépend du nombre d’unités principales communes entre les termes
du produit, et est peu pertinent dans le contexte actuel étant donné qu’il sera toujours
absorbé par une composante réelle.
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Le point le plus important est qu’il y a une forme de fermeture sur I’ensemble des
unités hyperboliques muni de la multiplication, ce qui signifie que 'espace généré par les
unités [T sur les réels, noté D,

D,, := Vect(I}) = {Z Truy
k

xkERetu:EU[}, (2.2)

est une sous-algebre de M, sur R. Le cas n = 1 correspond aux réels avec :

I ={1} = D, = Vect{1} = R.

La dimension de cette sous-algébre est donnée par le nombre d’éléments de It que I'on
trouve facilement a partir de la formule binomiale. Toute unité composite multicomplexe
est composée d'un certain nombre k& d’unités principales choisies parmi n. Celles consti-
tuées d'un nombre k pair sont hyperboliques, alors que celles constituées d’'un nombre £
impair sont imaginaires et on considére le cas k£ = 0 comme étant I'unité 1. Le nombre
total d’unités obtenues est |I,,| :

IL,| = kzn; (Z) = (1+1)" =2 (2.3)

En développant les expressions de (1 4+ 1) et (1 — 1)" puis en séparant la somme selon
les k£ pairs et impairs, on trouve :

aer =3 ()= (1) X (1) =miem

k=0 =0 k=0
. pair § impair § (24)
n n n n _
a-u =3 (e =3 (1) - X (3) = ml-
k=0 F=0 L k=0
alr impalir

Do dimD, = [I| = |I;] = 271,

2.2 Caractérisations de ’algébre multiperplexe

L’identification de cette sous-algébre comme étant générée par LIt est trés utile, car
cet ensemble d’unités est invariant sous la composition de tous les conjugués simples,
A. En effet, appliquée sur une unité quelconque u € I,, composée de [ unités principales
distinctes, on obtient

u = (=Dl
et tout élément de I est composé d’un nombre pair d’unités principales. Etant donné
que IT et I, forment une partition de l’ensemble des unités multicomplexes, l'inverse
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est également vrai : si une unité quelconque de I,, est invariante sous A, alors elle est
forcément hyperbolique.

Proposition 2.1

Un nombre multicomplexe 7 est multiperplexe si et seulement si n* = 7.

DEMONSTRATION. Toute composition de conjugués se distribue sur la somme et ’en-
semble des nombres multiperplexes est constitué des combinaisons linéaires réelles d’uni-

tés hyperboliques. De plus, une unité est hyperbolique si et seulement si elle est invariante
sous A. [ |

De la proposition 1.2, les éléments de la base canonique I'} sont tous invariants sous
la composition A, ce qui en fait des éléments de la sous-algébre multiperplexe. De plus,
cet ensemble contient exactement 271 éléments linéairement indépendants, ce qui corres-
pond & la dimension de ID,,. La base canonique est donc une base commune aux multicom-
plexes et aux multiperplexes, la distinction entre les deux étant déterminée uniquement
par les coefficients.

Proposition 2.2

Un nombre multicomplexe est multiperplexe si et seulement si ses composantes
sont réelles dans la base canonique.

DEMONSTRATION. De la proposition 2.1, un nombre 1 est multiperplexe si et seule-

ment nA =1, et
2n71 2n71

=0 MEr= > Nk
k=1 k=1

@Vk’,n_fczn,;
< Yk, n,;E]R.
[ |

La définition de la sous-algebre multiperplexe ainsi que les deux propositions précé-
dentes sont toutes équivalentes entre elles et caractérisent I, par rapport a M,,.

2.3 Partie réelle et imaginaire

Soit 7 € M,,, un nombre multicomplexe quelconque. Chaque composante de ce nombre
dans la base canonique peut étre écrite en termes de sa partie réelle et sa partie imagi-
naire :

N, = Tk +iyk, Tk, yr €R, k= 1,...,2n_1.
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Substituée dans 7, on peut séparer la somme en une partie « réelle » et une partie
« imaginaire » de 7, chacune étant dans la sous-algébre multiperplexe.

on—1 gn—1 on—1
n = Z(xk+1yk)€k = Z$k€k+izyk5k :d1+id2 (25)
k=1 k=1 k=1

ol di,ds € D,. Cette écriture est une généralisation directe des mémes concepts au sein
de I'espace des nombres complexes. En prenant z =z + iy € C C M,, on a

2n71 2n71 2n71

z = g zE = g x5k+i§ YEL,
k=1 k=1 k=1

mais
2n71 anl 2n71 2n71
E xek:xE e =x et E yek:yE Exk =Y.
k=1 k=1 k=1 k=1

Cela implique que les notions de partie réelle et de partie imaginaire sont les mémes que
z soit considéré comme étant complexe ou multicomplexe.
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Etude des idéaux

Les idéaux sont particulierement importants au sein des structures d’anneau, car c’est
une nuance supplémentaire apparaissant par ’absence d’une propriété : celle de I'inverse
multiplicatif. Tout corps ne posséde que deux idéaux, {0} et lui-méme, qui sont les idéaux
triviaux. Dans les multicomplexes on a un nombre fini d’idéaux non triviaux et ils ont une
forme générale assez simple en termes des éléments de la base canonique I'} | ce qui semble
souligner 'aspect fondamental de cette base par rapport aux autres. On commence par
déterminer la forme des idéaux multiperplexes avant de « traduire » ces résultats en
idéaux multicomplexes a ’aide de I'opération de complexification.

Nous verrons, notamment, que l’ensemble des idéaux multiperplexes et multicom-
plexes sont des idéaux principaux, c’est-a-dire qu’ils sont générés par un seul élément.

3.1 Idéaux multiperplexes

Les éléments de la base canonique {sk}g:ll = T} forment ce qu’on appelle une dé-
composition orthogonale de I'identité [10] avec :

l=¢e1+es+...+em1 et ere = rdp.

Ce type de décomposition permet d’écrire 'anneau multiperplexe comme la somme di-

recte
2n—1 2n—1

D, = @Dnﬁk = @{77 : €k|77 S Dn}
k=1 k=1

Chaque terme D,¢; de cette somme est généré par 1'élément correspondant ¢;. Puisque
cette décomposition est également une base de ’espace, pour tout n € D,, on a

2n—1
n-&j= (Z 77;;5k> €5 = 1585
k=1



16 CHAPITRE 3. ETUDE DES IDEAUX

et D,e; = Rej, ce qui signifie que tous les idéaux principaux générés par un terme de
la base canonique sont de la forme Re; et l'espace I, est une somme directe de ces
idéaux. Ce n’est pas seulement D,,, mais tous les idéaux multiperplexes qui peuvent étre
caractérisés de cette maniére.

Proposition 3.1

Tout élément non nul d’'un idéal propre multiperplexe est un diviseur de zéro.

DEMONSTRATION. Soit I un idéal propre multiperplexe et € I un élément non nul.
Supposons que 1 n’est pas un diviseur de zéro, alors 7 est inversible et 7! -n =1 € I.
La présence de l'identité dans I implique I = D,,, ce qui est une contradiction. [ |

Proposition 3.2

Pour tout j =1,...,2" !, I'idéal principal Re; est minimal.

DEMONSTRATION. Soit I C Re; un sous-idéal. Il y a deux possibilités : I = {0} ou
bien il existe un nombre réel z # 0 tel que ze; € I. Pour ce deuxiéme cas, on a pour tout
yeR, (y/x) ze; =ye; € I et I =Re;. |

Lemme 3.3

Tout idéal non trivial multiperplexe contient au moins un idéal minimal Re;.

DEMONSTRATION. Soit I un idéal non trivial multiperplexe. Alors il existe un élément
non nul € I avec au moins une projection 7; différente de zéro et pour tout = € R,
TE; . T4

=uwxe; €1 = Re; C 1.
Mj T

Pour tout sous-ensemble d’indices @ # J C {1,...,2"7 '} la somme directe

@j < Re; est un idéal principal multiperplexe généré par I’élément ey Ei-

DEMONSTRATION. On a directement

(S e

jeJ

n; S R} = @Ré‘j.

jeJ
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Théoréme 3.5

Tout idéal non trivial multiperplexe est un idéal principal de la forme €. ;Re;

jeJ

on@#£JC{l,.. . 22}

DEMONSTRATION. Soit I un idéal non trivial multiperplexe et € ey Rej laplus grande
somme directe contenue dans / (du lemme 3.3, I contient au moins un idéal Re;). Si
I —D,c;Re; = @ alors I = P, ; Rej, ce qui est le résultat souhaite. Si I — P, ; Re; #

@, alors il existe un élément non nul n € I — P, ; Re; avec au moins une projection Njrs

j' € JY, différente de zéro. La présence de cet élément implique Rej C 1T et

(@ Rej> G Re; C 1,

jeJ

contredisant le fait que @ et Re; est la plus grande somme directe contenue dans /. Ainsi
I'=€D;.;Re; et est un idéal principal (du lemme 3.4). |

Ayant a présent caractérisé les idéaux multiperplexes en termes des idéaux minimaux,
on tourne notre attention sur les hyperplans orthogonaux H,; définis comme suit :

Hj:={neb,|n-c =0}
Cet ensemble correspond aux nombres multiperplexes avec une j-éme composante nulle.

Proposition 3.6

Pour tout sous-ensemble propre d’indices @ # J C {1,...,2" 71},

DEMONSTRATION. On a directement

nePRe; &V eI n, =0V el neH e ne () Hy.

jeJ j'eJc
[ |

Remarque : Du théoréme 3.5, tous les hyperplans orthogonaux ainsi que leurs in-
tersections sont des idéaux multiperplexes.

Proposition 3.7

Pour tout j = 1,...,2""1 le plan orthogonal H; est un idéal maximal multiper-
plexe.
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DEMONSTRATION. Supposons que H ; n'est pas maximal, alors il existe un idéal propre
multiperplexe I tel que H; C I. Soit n € I — H;, alors n; # 0 sinon n € H; et on obtient
une contradiction. Ce qui implique Re; € I et

Hj@R&j :]D)n Q I
Ainsi tous les hyperplans orthogonaux sont des idéaux maximaux multiperplexes. |

Des deux précédentes propositions et du théoréme 3.5, tous les idéaux multiperplexes
ont la forme d’une somme directe d’idéaux minimaux Re; ou bien d’une intersection
d’hyperplans orthogonaux H;. De plus, il n’y a pas d’autres idéaux distincts des Re; et
des H; qui sont minimaux ou maximaux. Ce qui compléte la caractérisation des idéaux
multiperplexes.

3.2 Complexification et réalisation

Notons Z(DD,,) et Z(M,,) I'ensemble des idéaux multiperplexes et celui des idéaux
multicomplexes respectivement. Nous verrons que ces deux ensembles sont liés par les
opérations de complexification et de réalisation sur des espaces vectoriels. Il est im-
portant de noter que I'opération de réalisation est distincte de la « realification » telle
que présentée dans la littérature sur le sujet [28]. Dans le contexte présent, la réalisation
est 'opération inverse de la complexification qui nous permet d’obtenir la structure réelle
(naturelle) d’un espace vectoriel complexe. La complexification est toujours appliquée sur
un espace vectoriel V sur R comme une extension de la multiplication par un scalaire sur

C.
Complexification

(V,+,-R) (V&iV,+,-,C)

Les bases et la dimension de V' sont conservées a la suite d’une complexification.

Proposition 3.8

La complexification d’un idéal multiperplexe est un idéal multicomplexe.

DEMONSTRATION. Soit Ip € I(Dy,),n €M, et dy +ids € Ip ®ilp. Le nombre n peut
étre séparé en sa partie réelle et sa partie imaginaire n = d} + id,, avec d},d, € D,,. Alors
1 - (di +idy) = (dy +idy) - (dy +idy) = (dydy — diydy) +i(dydy + diydy).

Puisque Ip est un idéal, tous les produits du coté droit de 1’équation sont dans Ip et

7](d1+1d2)E]D@1]D [ |

De cette proposition, la complexification peut étre vue comme une fonction bien
définie de Z(D,,) a Z(M,,). Soit Re : Z(M,,) — Z(ID,,) la fonction de réalisation multi-
complexe définie comme

Re(Iy) ={ne€ Iy |n* =n}, Iy <cI(M,).
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Notons que pour tout idéal multicomplexe Iy;, Re(Iy;) est non vide puisque 0 € Iy, et
0% = 0. La notion de réalisation multicomplexe et la définition qui y est associée sont
spécifiques a ce mémoire.

Proposition 3.9

La réalisation d’un idéal multicomplexe est un idéal multiperplexe.

DEMONSTRATION. Soit I; € Z(M,), ¢ € D, et d € Re(I5r). Notons que I,, C M, et
Re(Ip) C Iy ce qui implique € - d € I. De plus,

(- d)* =¢*-d*=(-d=(-deRe(ly)
et Re(Iyr) est donc un idéal multiperplexe. [

Proposition 3.10

Soit I, un idéal multicomplexe. Si n € Iy, alors n € I,,.

DEMONSTRATION. Soit n € I); écrit sous la représentation canonique :

2n—1
=2 M
k=1
et prenons ¢ € M, tel que
0 sin, =0
Ve=1,....2"  P(O)=¢ =4 Sk
Tl st # 0.
Alors pour tout k,
0 sin,=0

. = Pi((-n) =7
m, sing #0 K

Be(C-m) = G-y = {
Ainsi ¢ -n = 1" et puisque I); est un idéal, n® € I,,. |

Lemme 3.11

La réalisation multicomplexe est la fonction inverse de la complexification de 1’en-
semble Z(D,,) & Z(M,,) c’est-a-dire que pour tout Ip € Z(D,,) et Iy € Z(M,,)

RG(ID (&) IID) = ]D et RG(IM) D IRG(]M) = ]M

DEMONSTRATION. Soit n = d, +idy € Ip ®ilp, alors
n € Re(Ilp ®ilp) & nt =1
& (dy +idy)™ = dy + id,
&Sdy=0etnelp.
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Soit ¢ = d} +id) € Re(Iy;) ®iRe(Iyr). Puisque Re(Iy) C Iy, € est dans Iy, A linverse,
si ¢ = d; +idy € Iy alors de la proposition 3.10, (A = d; — idy € Iy et
(+¢ (¢

dy el =dy € Iyy.
5 1 € Iy, o 2 €1y

Ce qui signifie que la partie réelle et la partie imaginaire de ( sont tous deux dans Ij,.
En tant qu’éléments multiperplexes, ils sont invariants sous la composition A, et alors
dans la réalisation de I); et ¢ € Re(Iy) @ iRe(Lp). |

De la théorie des anneaux, 'intersection (N) de deux idéaux est toujours un idéal, et
cette opération définit une structure algébrique sur Z(ID,,) et Z(M,). Plus spécifiquement,
(Z(D,),N) et (Z(M,,),N) sont tous deux des monoides avec leur élément neutre respectif
D,, et M,,.

Théoréme 3.12

La complexification est une bijection de Z(D,) & Z(M,,) préservant l'opération
d’intersection (N) entre deux idéaux, c’est-a-dire que pour toute paire [, I> dans
I(Dn)v

(LhNL)®i(LNL)=(L®ilL)N ([ ®il).

DEMONSTRATION. L'existence de la fonction inverse (réalisation multicomplexe) du
lemme 3.11 est suffisante pour conclure que la complexification est bijective entre Z(ID,,
et Z(M,,). Si I; et Iy sont deux idéaux multiperplexes,

n=di+idy € (LN 1) ®i(l1 NI)
Sdy,dy e [ NI
Sdy,dy € 11 et dy,dy € I
Sdi+idy e, @il et dy +1dy € 1o 1ls
ene (I, ®il) N (L @il).

Remarque : L’inclusion (C) entre idéaux est également conservée étant donné que
I C I, < ;N Iy = I;. Du théoréme, pour tout I, I € Z(D,), on a

LCChL&Loil, Cl,dils.

3.3 Idéaux multicomplexes

Le théoréme 3.12 permet d’obtenir la forme des idéaux multicomplexes sans devoir
passer une nouvelle fois par les démarches de la section 3.1 sur les idéaux multiperplexes,
en plus de souligner le lien entre les deux. La relation d’inclusion étant conservée par la
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complexification, les idéaux minimaux multiperplexes deviennent des idéaux minimaux
multicomplexes (et de méme pour les idéaux maximaux). On trouve

R&Tj — R&‘j D inij = C&j,
H; — H,; ®1iH;.

La complexification de H; est elle-méme un hyperplan orthogonal multicomplexe que 'on
note ;.
E]:H]@IHJ:{T]GMn|n€]:O}

De la méme maniere que Re; et H; sont les éléments constitutifs de tout idéal multiper-
plexe, une compléte description des idéaux multicomplexes est donnée en termes de Ce;

Corollaire 3.13
Tout idéal multicomplexe est de la forme

@ CE] — ﬂ Ej’
JjeJ j'eJC

généré par I'élément Y. _,ej et on @ # J C {1,...,2" '}

jeJ

Prenons un idéal multicomplexe quelconque [I; avec un sous-ensemble d’indices J.
L’anneau quotient correspondant noté M, /I est donné par

Mn/IJ:{U+IJ|T]€Mn}:{C+IJ|<EIJG}EIJ[:.

La derniére partie provient de la représentation canonique, permettant de séparer n en
deux sommes distinctes, 'une contenue dans I; et 'autre dans /¢ :

2n71

N=) mEn= Y mEt Y npcy
k=1

jed j’eJt
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Pseudo-norme multicomplexe

Jusqu’a maintenant, les tentatives de définition d’une norme multicomplexe se sont
concentrées principalement sur la norme euclidienne ou une variante équivalente. Prenons
une norme euclidienne modifiée (par un facteur 1/2"1)

on—1

1
Inlle == on—1 Z 7|2
k=1

qui généralise la norme complexe

lelle =

avec 1 € M, et a« € C. Le probléme avec ce type de norme est qu’il nous manque
des propriétés pour que M, soit une C*-algebre, alors que 'on semble avoir tous les
« ingrédients » pour que ca soit possible : 'addition et la multiplication terme a terme,
des composantes complexes dans la base canonique, puis une involution A qui se réduit
au conjugué usuel sur les complexes.

La solution exploitant les propriétés propres aux multicomplexes est de définir une
pseudo-norme, différente de ce qu’on retrouve habituellement pour un espace vectoriel,
basée sur un ordre partiel sur les multiperplexes. L’utilisation d’une pseudo-norme plutot
qu’une norme évaluée dans les réels est un compromis permettant d’obtenir la structure
d’une pseudo-C*-algébre.
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4.1 Ordre partiel et définition de la pseudo-norme

L’ensemble des nombres multiperplexes ID,, est un espace vectoriel sur R de dimension
271 Soit < une relation d’ordre définie telle que pour tout 7, € D,

n<(en <G Vie{l... 2L

Vérifions que cette relation respecte les deux propriétés d'un ordre partiel; pour tout
17,6 €D, et r>0:

Ln<{=n+{<(+E,

2.n<(=r-n<r-(.

Supposons que n < ¢, alors n; < ¢; pour tout j € {1,...,2" '}, Il est par la suite
évident que

m+&6G<G+E

peu importe U'indice j et la valeur de &;, ce qui implique n + £ < ( 4 £ et compléte la

démonstration de 1.

Pour le point 2, supposons que 7 < (, alors 7; < (; pour tout j € {1,...,2" '} et
rn; < r¢; pour tout j. D’ou

2n—1 2n—1

Z R = 1N < 1¢ = Z TGk
k=1 k=1

De cet ordre partiel, D,, est un espace vectoriel partiellement ordonné. On note D
I’ensemble de tous les nombres multiperplexes positifs :

D} ={neD,|n>0}.

Il est maintenant possible de définir la pseudo-norme multicomplexe || - || : M,, — D,
a valeurs multiperplexes et d’en vérifier les propriétés : inégalité du triangle, homogénéité
et définie positive. Soit n € M,,, alors

1llne := lInll := v/n*n

est 'expression de cette pseudo-norme multicomplexe. Puisque la multiplication s’effectue
terme a terme dans la base canonique, la racine carrée s’interpréte de la méme maniére
que dans le cas complexe et se distribue directement sur les composantes d’'un nombre
multicomplexe, de sorte que

2n—1 2n—1

0l == v/n'n = Z \/ n1|%er = Z n1ler € ]D:L“.
k=1 k=1
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On sait que le résultat est un nombre multiperplexe positif étant donné que |n;| > 0 pour
tout j = 1,...,2" 1. Vérifions les trois propriétés usuelles d’une norme, & commencer par
I'inégalité du triangle. Pour tout n, ( € M,, on a

277,71 21’1,71 271,71

I+ ¢l =" Ing+ Gilew < D Imglew + Y IGlew = llnll + €]
k=1 k=1 k=1

puisque |n;+5| < |n;|+|¢;| pour tout j. En prenant A € C quelconque on a ’homogénéiteé :

IMall = /(A (n) = VIARAD = [Al[In].

Puis on montre finalement que la norme est définie positive. On a |n;] > 0 pour tout
j=1,...,2"t d’ou ||| > 0. De plus, ||n|| = 0 implique |n;| = 0 et n; = 0 pour tout
indice j, donc ||n|| =0=n=0.

4.2 Démonstration que M,, est une pseudo-C*-algébre

Avant de commencer la démonstration, voyons en détail ce qu’est une C*-algébre. On
dit qu'une algébre A est une C*-algébre si :
1. A est une algébre de Banach sur les complexes,
2. A posséde une involution, notée *, ayant les propriétés suivantes pour tout z,y € A
et A e C:
(a) o™ = (z7)" =z,
(b) (x+y) =" +y",
(c) (zy)" =y o™,
(d) (A\z)* = Az,
(e) llz"z| = lllfl=*]],
(f) llzz*| = ll=|1*.
On peut tout d’abord noter que le conjugué A respecte les propriétés de (a) jusqu’a (d),
et qu’il ne restera qu’a vérifier celles faisant intervenir la norme. Pour le point 1, une

algebre de Banach se définit comme : un espace vectoriel normé et complet (espace de
Banach), qui de plus satisfait la propriété

lzyll < [l [yl

pour tout x,y € A avec une norme évaluée dans les réels. Pour obtenir la structure de
pseudo-C*-algébre, on retire I’exigence d'une norme dans les réels, et démontre les proprié-
tés ci-dessus a partir de la pseudo-norme multicomplexe. On sait que les multicomplexes
forment un espace vectoriel pseudo-normé sur C, on cherchera donc a& montrer que cet
espace est complet, ainsi que les trois propriétés supplémentaires liées a la pseudo-norme.
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Proposition 4.1

Toute projection d’une suite de Cauchy multicomplexe est une suite de Cauchy
complexe.

DEMONSTRATION. La pseudo-métrique multicomplexe induite de la pseudo-norme est

d(n,¢) = [ln = <]

ou 1, € M,,. Ainsi, une suite 7,7, ... € M, est dite de Cauchy si pour tout R > r > 0
il existe un naturel N tel que Vmy,moy > N,

H77m1 - 77m2H <.

De cette derniéere expression,

\/(nrm - an)A(nTm - 77m2> <r

on—1

= Z My e = Mg el €8 <7
k=1

znfl anl
= > e = Togitler < Y ren
k=1 k=1

= ‘nmhj_nmg,j‘ <, VJ = 1,...7271_1,

Cela correspond a la définition d'une suite de Cauchy complexe pour la suite 7,125, . . .,
et ce pour toute projection P; de la suite multicomplexe de départ. [ |

De cette proposition, on peut montrer que M, est complet. Si on a une suite de
Cauchy multicomplexe 1,72, ..., alors toute projection de cette suite 7 ;,72;, ... aura
une limite dans C (I'espace des nombres complexes est lui-méme complet). Notons cette
limite :

m—ro0

Nms — GEC, j=1,...,2"L
Ainsi, la suite multicomplexe aura également une limite, donnée par

gn—1

ﬁ
N =3 Y~ (e € M.
k=1

Ce qui montre que M, est bien un espace de Banach.

Proposition 4.2

La pseudo-norme multicomplexe satisfait les propriétés suivantes :

@) " nll = lnlllln™ () [lnn*l = llnll* (i) ¢l = lnllic,

pour tout 0, € M,,.
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DEMONSTRATION. Tout d’abord, on a de la propriété de commutativité que

o all = [l -
Ensuite, on sait que
27171
Il =" mile
k=1
et
271—1 2n—1

I = > mlex = > Inglex = lnll
k=1 k=1

Ce qui signifie que () implique (i¢) et vice-versa. Développons le c6té gauche de (i) :

In*nll =/ )2 n) = V/ndnv/mm = InllIn]].

Pour la troisiéme propriété, on a

2n71 21’1,71 2n71 277,71

Il =Y Imaler = > IngliGilex = D Imglex Y IGlex = Inllli€ll-
k=1 k=1 k=1 k=1

Une conséquence directe des précédentes propositions est le fait que M, muni de la
norme multicomplexe et du conjugué A satisfait toutes les propriétés d'une C*-algébre.
Puisque ces propriétés sont obtenues d'une pseudo-norme, et non d’'une norme évaluée
dans les réels, les multicomplexes forment une pseudo-C*-algébre.






Chapitre 5

M,,-modules libres

La notion de module est une généralisation de I’espace vectoriel usuel en prenant un
anneau quelconque plutot qu'un corps comme ensemble des scalaires. Des précautions
sont alors nécessaires puisque une généralisation implique une perte de certaines pro-
priétés, notamment celles relatives aux bases de ’espace. Dans le cas d’un module sur
les multicomplexes, nous verrons au cours des prochaines sections qu’il est possible de
« retrouver » plusieurs des propriétés d’un espace vectoriel et donc de le traiter comme
tel a quelques nuances pres.

Formellement, un module sur 'anneau des multicomplexes (M,,-module) est un groupe
commutatif (W, +) muni d’'une opération (n, [¢0)) — n|y) de M,, x W a W satisfaisant
les conditions

L n([¢) + 1)) = nl) +nlé),
2. (n+ Q) =nlw) + (),
3. Q)|v) = n(ClY)),

4. 1) = ),

pour tout n,( € M, et |[¢),|¢p) € W. La notation bra-ket (:|-) (notation de Dirac) est
ici utilisée pour les éléments de W tout comme dans son usage usuel pour les espaces
vectoriels en physique. Il y a plusieurs avantages a cette notation, notamment la distinc-
tion visuelle entre ’espace des nombres multicomplexes et le module W qui sont tous les
deux étudiés au sein de ce mémoire et qui ont des « bases » et des « composantes ». Une
autre raison qui sera détaillée plus tard est que le théoréme de Riesz se généralise aux
espaces/modules de Hilbert multicomplexes, ce qui fait de cette notation la plus naturelle
a employer.

Les théorémes et démonstrations présentés dans les prochaines sections sont des gé-
néralisations et donc fortement inspirés de [16], couvrant le sujet pour le cas bicomplexe
(n=2).
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5.1 DBases et sous-espaces

De [29], tout module libre sur anneau commutatif a un rang (dimension) bien défini.
Comme M, est une algébre commutative, pour toute paire de bases d’'un M,,-module
libre, celles-ci ont la méme cardinalité m.

Soit W un M,-module libre et {|w;)}; une base de m < oo éléments. Ceci dé-
crit le cas de dimension finie, et tout élément |i)) € W (appelé ket) s’écrit comme une
combinaison linéaire des ¢léments de la base :

) =D mlw), m €M, (5.1)
=1

Un important sous-ensemble V' C W est celui de tous les kets avec des coefficients

restreints 4 C.
V= {|¢> = wfw)|z € c} .
=1

Cet ensemble V' forme un espace vectoriel sur C et dépend de la base utilisée. On utilise
maintenant la représentation canonique des nombres multicomplexes pour développer
I'expression du ket |¢)). Pour chaque 7; on a :

2n71

m = E T 1Eks Zy e C.
k=1

On substitue dans (5.1) pour obtenir

m 2’"‘71 277,71 m
W}) = Z (Z xl,l?ﬁ’“) |’LU1> = Ekle,ﬂwl) (52)
et on pose
[);, == le,;;|wl>,
=1

ce qui donne & |¢) une forme plus simple en termes des éléments de la base canonique

{eadily
271,71

) =Y erly); (5.3)
k=1
avec chaque |¢); dans V. De cette représentation d'un ket quelconque [¢), on définit la
projection P; de W a V' de la méme maniére que pour un nombre multicomplexe :

Pi(j¢)) =)y, j=1,...,2"""

La méme notation P; est utilisée a la fois pour les nombres multicomplexes et le module
sans ambiguité : dans tous les cas le résultat est le coefficient complexe ou bien le ket (de
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V') a coté de I’élément de la base canonique £;. On peut montrer aisément que pour tout

a, B €M, et [1),|¢) € W,
Pi(aly) + B|¢)) = Pj(a) Pilv) + Pi(B)Pjlo) = aslv); + B5|8); (5.4)

ce qui fait de P; un opérateur « presque » linéaire sur W, la différence étant que les
coefficients a et § deviennent «; et [3;, des nombres complexes.

Remarque : De la maniére que V' et P; sont définis, les deux dépendent de la base
{Jw) }32, puisque chaque élément |w;) peut étre développé dans une nouvelle base avec
des coefficients multicomplexes. Cela implique que les éléments de V' ainsi que les kets
projetés |t)); n’ont pas nécessairement des coeflicients complexes lorsque représentés dans
cette nouvelle base.

Lorsqu’un élément non nul |¢) € W posséde une projection nulle [¢); = 0, cet élément
multipli¢ par le nombre multicomplexe ¢; donne 0 :

gilY) = g;l); = 0.

Or, ¢; et |[¢) sont tous les deux des éléments non nuls, ce qui signifie qu'on ne peut
pas appliquer le méme type de simplification que dans un espace vectoriel. Cette notion
est semblable aux diviseurs de zéro de I'espace des nombres multicomplexes, et le terme
habituellement employé pour classer les kets non nuls avec une composante nulle est
« null cone », qui se traduit en « cone nul » en frangais.

2n71

Cone nul = {|w> = Z exl), €W ’ |¥); = 0 pour au moins un j} :

k=1

Théoréme 5.1

Aucun élément d’une base d’'un M,,-module libre ne peut étre dans le cone nul.

DEMONSTRATION. Soit |s,) 1’élément d’une seconde base de W. On peut écrire

2n71

|Sp) = Zék|sp>i€'
k=1
Si |s,) est dans le cone nul alors |s,); = 0 pour au moins un indice j et

gjlsp) = €jl8p); = 0,

ce qui entre en contradiction avec I’hypothése d’indépendance linéaire. [ |

I’IGC}.

Pour k =1,...,2" ! on pose

Vk = €kW = {5k2$l|wl>

=1
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On peut voir que Vj, est un espace vectoriel sur C de dimension m, avec e|w;) comme
éléments de base. Contrairement & V', ce sous-espace ne dépend pas de la base choisie.
De I’équation (5.2), on sait que

277,71 271,71

m m
=2 D mgerlo) = 3 ek ) wyglw).
k=1 1=1 k=1 =1

De plus, il est clair que les 2" - m éléments e;|w;) sont linéairement indépendants sur
C, ce qui implique 'unicité de cette représentation. Chaque terme de la sommation en
k correspond a un élément de Vi, et ainsi le module W est la somme directe de ces
sous-espaces.

Théoréme 5.2

Un M,,-module de dimension m, noté W, est un espace vectoriel sur C de dimension
2"t m et

Théoréme 5.3

Soit P; : W — V, une projection pour un certain 1 < j < 271 et V le sous-espace
vectoriel défini par rapport a la base {|w;)}%; de W. Si {|s;)}], est une autre base
de W, alors {P;|s;)};", est une base de V.

DEMONSTRATION. On commence par montrer que les éléments P;|s1), Pj|s2), . . ., Pj|sm)
sont linéairement indépendants sur C pour toute valeur fixée j. Soit oy € C pour

[=1,...,m et supposons que
> o)

En posant (3, := aje;, on obtient Pk(ﬁl) = 0y;0q duquel on a

Pe((S0 Bilsi) ) =SS PulB) Pelst) = S0 djanPelst) = 07 cuPylsn) = 0

Puisque cette équation est valide pour tout k = 1,...,2" ' ona Y " Gs;) = 0. L’en-
semble {|s;) }/%; étant une base de W, pour [ = 1,...,m on a §; = 0 tel que oy = 0 et
{P;|s;) }/>, est un ensemble linéairement indépendant.

On montre maintenant que cet ensemble génére V. Soit |¢p) € V et considérons le ket
V) = ¢ejlo) € W.
Puisque {|s;)}]%, génere W sur ML, il existe des 3; € M, tel que Y ", Gi]s;) = [¢). Ainsi,

m

|9) = Pjl¢) = Zﬁz!sz = Pi(B)P;lsi).
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D’ou {Pj|s;)}]", génere V sur C. |

Proposition 5.4

Soit [¢p) € Wet 1 < j <2771 Si|[¢); = Pj|tp) = 0 pour une certaine base de W,

alors la j-éme projection de |1)) est nulle pour toutes les autres bases de W.

DEMONSTRATION. Pour une certaine base {|w;)}7, de W, |¢)) peut étre écrit comme

ot ) = >0 zlwr) pour z ;€ C. Si [¢); = Pjli) = 0 dans cette base alors z;; =
-+ = zp; = 0. Supposons maintenant qu’il existe une seconde base {|w,)};.; de W. De

maniére similaire on trouve
2n71

) = Z @IJ);;,

ol |@Z>k =32 % lw) pour Z; ; € C. On veut montrer que

m

;= Fgli) =0 &  zy=-=z,;=0 (5.5)

=1

Les deux bases sont liées par une matrice multicomplexe non singuliére (L;,) [16] telle
que

|wi) = ZLlpr)» Lip € M.
p=1

et |1); peut étre écrit

m m

[0k = D 2 > Lol = >0 (D ke ) 1),
=1 p=1 1

=1 =

Ainsi, on a z,; = Y ey 7 Ly et, en particulier, on trouve que I'équation (5.5) est satis-
faite. [ |

5.2 Matrices multicomplexes

Une matrice carrée multicomplexe A de dimensions m x m est un tableau de m?
nombres multicomplexes A;;. Chaque élément peut étre écrit

2n—1

Ay = E :a'ijfcgk
k=1



34 CHAPITRE 5. M,,-MODULES LIBRES

avec a,;; € C en utilisant la base canonique multicomplexe {ex}. La matrice elle-méme
est exprimée par

gn—1 gn—1
A = (Aij)mxm = (Z aijfcgk> = 5k(az‘jk>me~
mXm

k=1 k=1

En appliquant I'opérateur projection P, sur A on trouve la matrice carrée associée de m?
éléments complexes :

Aj=PRA= (aiji)me‘

Ainsi toute matrice carrée multicomplexe A peut étre écrite

2n71

A=) el Ay € Mym(C).
k=1

Théoréme 5.5

. gn—1 . . . .
Soit A=) ;_, €,A; une matrice multicomplexe de dimension m x m. Alors

2n—1

det(A) = Z e det(Ay).

DEMONSTRATION. Soit {C;} I’ensemble des colonnes de A, tel que
A= (01,02, .. ,Cm)

On peut écrire la i-éme colonne

2n—1

k=1

Avec les éléments de Ci(k) dans C. Puisque les éléments de matrice proviennent d'un
anneau commutatif, le déterminant est une fonction multilinéaire [17] et satisfait

2n—1

det (01,..., 2 gkC§k>,...,Cm)
:gldet(cl,...,C}”,...,Cm)+det(Cl,..., ,i’;;lskcf’“,...,cm).

Appliqué successivement, on obtient

2n—1 2n—1
det (01,...,Zakc§k>,...,cm> = epdet(Cy,..., 7, L C).
k=1 k=1
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Puis on répéte cette procédure pour chaque colonne de la matrice :
277.71

det(C’l, ey Cm) = Z €k det(C’fk), R 07(7’]:;))

Du précédent théoréme on peut voir que det(A) = 0 si et seulement si det(A4;) =0
pour tout . De plus, det(A) est dans le cone nul si et seulement si det(A;) = 0 pour au
moins un /. On dit qu'une matrice carrée multicomplexe est singuliére si son déterminant
est dans le cone nul.

Théoréme 5.6

L’inverse A~! d’une matrice carrée multicomplexe A existe si et seulement si A
n’est pas singuliére. Si tel est le cas, A~! est alors donnée par

DEMONSTRATION. Si A~! existe alors
ATTA=T=1=det(AA) = det(A™!) det(A).

D’ou det(A) n’est pas dans le cone nul. Inversement, si A n’est pas singuliére, det(A4;) # 0
pour tout [ = (A;)~! existe pour tout [ et

<Z 5]4(14;;)_1) . (Z 8[145) = Z&kf =1.
=1 k=1

k=1

Théoréme 5.7

Il existe toujours une matrice multicomplexe non singuliére reliant une base d’un

M,,-module & une autre.

DEMONSTRATION. Soit {|w;)}™, et {|s;)}", deux bases de W. On peut écrire

lwi) = ZLPZ|SP> et [sp) = Zij|wj>
p=1 j=1

ou L et N sont des matrices multicomplexes m x m. Alors

) szlz Nyl —z{z }m ) SN Lyl

Jj=1 \p=1 Jj=1
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Ce qui implique que pour tout [,
> {651 = (NL)j}w;) =0
j=1

et puisque les éléments |w;) sont linéairement indépendants, NL = [ et les matrices N
et L sont 'inverse I'une de 'autre. Du théoréme 5.6, elles sont donc non singuliéres. W

5.3 Opérateurs linéaires

Un opérateur linéaire multicomplexe est une fonction A : W — W telle que pour tous

a, € My et [¢),|¢) € W,
Alalp) + Bl¢)) = aAly) + BA|9).

On dit que deux opérateurs A et B commutent si et seulement si AB — BA = 0. Si on
pose A; = P;A, ce qui correspond & l'application subséquente des opérateurs A et P,
alors pour tout [¢)) € W :

gn— 1

Ajlv) = P <Z 6kA|¢>;;> = PiAl); = Ajl);. (5.6)

L’opérateur P; n’est pas linéaire dans W et ne peut donc pas étre traité comme tel. Si
on applique AP; sur un ket quelconque on obtient

APjlp) = Alp); € W. (5.7)

L’expression a droite est dans W alors que celle de I’équation (5.6) est dans V', ce qui
signifie que A et P; ne commutent pas en général.

Théoréme 5.8

Un opérateur linéaire multicomplexe A : W — W commute avec la projection

Pi:W —=Vopourl<j< 2"~ 1 gj et seulement si AW C V.

DEMONSTRATION. Supposons que A et P; commutent, alors pour tout |¢)) € W on a

0= (PA—AP)[Y) = Ajlv); — Ald);
telque A=A;et A: W = V.

A T'inverse, si on suppose que AW C V, pour tout [1)) € W on a

PiAl) = PiAlY); = Alp);
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et
AP;[Y) = Alp);
tel que [A, P;] = 0. |

On dit qu'un opérateur linéaire A est dans le cone nul si A; = 0 pour au moins une
valeur de j (c’est-a-dire si Aj¢p) = 0 V|yp) € W). Si nous avons une relation de la forme

Alp) = Aly)

avec A € M, et [¢p) € W tel que |[¢) n'est pas dans le cone nul, alors A est appelée
une valeur propre de A et |¢) le vecteur propre (ou ket propre) associé. En développant
I’expression on obtient

2n—1 2n—1 2n—1 2n—1

A el = AD ety = ) el = > arAv);
k=1 k=1 k=1 k=1
Puis I'application de P; des deux c6tés nous donne

Al = Mlv); (5.8)

ot \; = P;(\) € C. Cette derniére équation signifie que la valeur propre d’une projection
de A est la projection correspondante de \.

Théoréme 5.9

Soit A et B deux opérateurs linéaires multicomplexes. Alors pour tout j nous avons
les propriétés suivantes,

(i) Pj(A+ B) = A;+ B;, (i1) P,AB = A;B;.

DEMONSTRATION. Soit |¢)) € W, alors de (5.4) et (5.6)

Pi(A+ B)|) = Pi(Al) + Bly)) = PjAlY); + PjBly);
= A;[¥); + Bil); = Ajl0) + Bs[)
= (4;+ By)|v).

En posant |¢) := Bl),

PABlY) = PjAl6) = Aj|9);
= A;Pj|¢) = AP BlY)
= A;B[v).
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Théoréme 5.10

L’action d'un opérateur linéaire multicomplexe sur W peut étre représentée par

une matrice multicomplexe.

DEMONSTRATION. Soit A : W — W un opérateur linéaire multicomplexe et {w;},
une base de W. Prenons [¢)) = > ", xjlw) € W et posons |[¢) := Aly). Chaque ket
Alw;) peut étre écrit comme une combinaison linéaire des |w,) :

Alwy) = Z Api|wp).
p=1

En développant I’expression de [¢) on a

m /

. . / A\
Ainsi on trouve que les composantes z; de [¢') = > " | x}|w,) sont, par correspondance,

données par
m
/
l'p: E Aplibl.
1=1

L’action de A sur |[¢) est donc entiérement déterminée par la matrice dont les éléments
sont les nombres multicomplexes A,;. [ |



Chapitre 6

Espaces de Hilbert multicomplexes

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire hermitien,
permettant de définir la notion d’orthogonalité entre les vecteurs de 'espace. C’est égale-
ment dans ce type d’espace que se déroule toute la dynamique de la mécanique quantique
qui est I'une des théories les plus importantes de la physique théorique.

De la méme maniére qu'un M,,-module généralise le concept d’espace vectoriel pour
inclure I’anneau multicomplexe, I’espace de Hilbert multicomplexe généralise le concept
d’espace de Hilbert habituel en définissant le produit scalaire sur un M,,-module plutot
qu'un espace vectoriel. On obtient les mémes résultats et théorémes, ce qui est sans
surprise car nous avons vu que tout M,,-module posséde une structure d’espace vectoriel
sur C. Nous verrons qu’il en est de méme de 'espace de Hilbert multicomplexe, qui
posséde toujours une structure d’espace de Hilbert sur C.

6.1 Produit scalaire

Le produit scalaire multicomplexe, généralisant celui du cas complexe [27], est une
fonction associant un nombre multicomplexe & chaque paire d’éléments |¢), |¢p) € W et
satisfaisant les conditions

L ([¥), () +1x)) = ([¥). [#) + (1¥), [x)) ;

2. ([¢),ald) = a([¥),|9)) ;

3. (1¥), 1) = (|o), [¥)";

4. (J), [v)) € D et (J1), [1)) = 0 si et seulement si i) =0;

pour tout |y) € W et @ € M,,. On note ;" ensemble de tous les nombres multiperplexes
avec des composantes positives dans la représentation canonique (voir chapitre 2). La j-
iéme projection du produit scalaire multicomplexe est notée :

(" ')j = PJ(? )
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et des propriétés de la définition du produit scalaire multicomplexe ci-haut, chaque pro-
jection devient elle-méme un produit scalaire standard (hermitien) bien défini sur les
sous-espaces Vj et V.

Théoréme 6.1

Tout [¢p) € W qui n’est pas dans le cone nul peut étre normalisé.

DEMONSTRATION. Pour tout |¢)) € W qui n’est pas dans le cone nul, on a (|, |¢))
dans D et ce produit scalaire a des composantes strictement positives.

2n71
([1h), [¥)) = Z arer, ag > 0.
k=1
Alors le ket
gn—1 ]
o= (5 7
satisfait (|¢), |¢)) = 1. -

Théoréme 6.2
Soit |¢), |¢) € W, alors

2n—1

(1), 16)) = X (1) 10) )i

DEMONSTRATION.

k=

(I@/%a |9)i)ien-

Corollaire 6.3

Un ket |¢) est dans le cone nul si et seulement si (|1), [1)) est dans le cone nul.
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DEMONSTRATION. Si |¢) est dans le cone nul alors [1); = 0 pour au moins un j, et
alors (|¢);, |¢);); = 0 ce qui implique, du théoréme 6.2, que (|1),[¥)) est dans le cone
nul. Inversement, si (|¢), [¢)) est dans le cone nul, (|¢);, [¢);); = 0 pour au moins un j,
ce qui est possible seulement lorsque [1); = 0 (des propriétés du produit scalaire). [ |

On sait que V et V; sont, pour tout j =1,...,2" 1 des espaces vectoriels de dimen-
sion finie sur C. De plus, (-,-); est un produit scalaire standard sur ces deux espaces, ce
qui signifie que chacun de ces espaces équipé de la projection d’un produit scalaire multi-
complexe devient directement un espace de Hilbert de dimension finie. Du théoréme 5.2,
W est une somme directe des sous-espaces V; et est donc lui-méme un espace de Hilbert
classique muni du produit scalaire :

(z |¢k>,z|¢l>) = S 6 6.1)

k=1

ou |1) et |¢x) sont dans Vi. Cette fonction induit une norme et une métrique de la-
quelle W devient un espace métrique complet. Il y a une importante différence entre
le produit scalaire multicomplexe présenté en début de chapitre et celui de I'expression
(6.1), les deux définis sur V', mais I'un étant a valeurs multicomplexes et 'autre a valeurs
complexes. De plus, on peut voir de (6.1), que le produit scalaire & valeurs complexes est
clairement induit de celui a valeurs multicomplexes, mais I'inverse est également possible.

Si (-, )¢ est un produit scalaire a valeurs complexes défini de maniére indépendante
sur W (considéré comme espace vectoriel sur C) alors

2n71

(1), 16)) == > (1) [8hi)cer

k=1
est un produit scalaire multicomplexe sur W.

Théoréme 6.4

Un M,,-module W posséde une structure d’espace de Hilbert si et seulement si W

est équipé d’un produit scalaire multicomplexe.

Le M,,-module est ainsi un cas spécifique de module dans lequel il n’y a pas de
distinction entre ces deux notions, du fait que le produit scalaire complexe peut toujours
étre induit d’un produit scalaire multicomplexe et vice-versa. On peut alors dire que de
I'existence d’un tel produit scalaire, W est un espace de Hilbert multicomplexe.

Théoréme 6.5 Riesz généralisé

Soit f : W — M, une fonctionnelle linéaire sur W. Alors il existe un ket unique

) € W tel que V|g) € W, f([9)) = (|¢), ).




42 CHAPITRE 6. ESPACES DE HILBERT MULTICOMPLEXES

DEMONSTRATION. 1l est clair que toute projection f; de f est une fonctionnelle linéaire
sur V. En appliquant le théoreme de Riesz classique, il existe un ket unique [¢;) € V' tel

que pour tout |¢;) € V, f5(|6;)) = (115),16;));- On pose [¢) := 3737, [thi)ex et on utilise
le théoréme 6.2 pour obtenir

([0):16)) = D> (1) 10))ien = D fillddpew = F(I9))
pour tout |¢) € W. [

De cette généralisation du théoréme de Riesz, on a une bijection de ’ensemble des
fonctionnelles linéaires a W (ensemble des kets), ce qui permet 1'utilisation de la notation
de Dirac pour le produit scalaire : (|¢) := (|1), |¢)). Le bra (3| étant la fonctionnelle
linéaire associée au ket |1).

6.2 Décomposition spectrale

Soit A un opérateur linéaire sur W. Alors l'opérateur adjoint A* de A est définit
comme un opérateur sur W satisfaisant 1’égalité

(1¥), Alg)) = (A™[9),0)), V|v), |o) € W.

Par la décomposition de A en ses « composantes » A; (opérateurs linéaires sur V') dans
la représentation canonique, I'adjoint existe toujours, est unique, et son expression est
donnée par 'opérateur linéaire dont chaque composante est ’adjoint AZ de A;.

2n—1 2n—1

A=) Aer, A=) A (6.2)
k=1 k=1

Ainsi 'opérateur adjoint multicomplexe satisfait les mémes propriétés de base que 1’ad-
joint sur un espace vectoriel usuel. De plus,

Pj(A)* = Pi(A%), j=1,...,2"" (6.3)

est un résultat immédiat de (6.2). Soit |¢), |¢p) € W. On définit 'opérateur |¢)(| de
sorte que son action sur un ket arbitraire |x) € W soit donnée par

(o) (WD) = o) ((P1x))-

Du théoréme de Riesz généralise¢, 'action de (| sur un ket est une fonctionnelle linéaire
et donne toujours un nombre, ce qui signifie que 'opérateur |¢) (1| lui-méme est linéaire.
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Tout comme dans un espace de Hilbert classique, 'opérateur identité peut étre écrit
en termes d’une base orthonormée {|u;)}%, de W :

> ) (w| = 1.

Puisque 'action & gauche sur n’importe quel élément |u,) de la base nous donne

<Z !UZ><UZ|> up) = Jur) () = Z%M |up)-

=1 =1

Un opérateur multicomplexe A est dit auto-adjoint si A* = A. Prenons A et A* tels
que dans ’équation (6.2), alors

2n—1 2n—1
A=A &> Ag =) Aa e A=A, VE=1,.. 2"
k=1 =
et pour toute projection, on a Pj(A)* = P;(A*) = P;(A). Cela implique que la projection

d’un opérateur auto-adjoint sur W est elle méme un opérateur auto-adjoint sur V.

Théoréme 6.6

Soit A un opérateur auto-adjoint sur W. Alors les valeurs propres de A qui sont

associées a des vecteurs propres hors du cone nul sont toutes dans I’ensemble D,,.

DEMONSTRATION. Soit |t)) un vecteur propre de A hors du coéne nul. De ’équation
(5.8),
Al = M) = Ajl); = Nilbys, [); #0, j=1,...,2"7"

Si A est auto-adjoint alors chacune de ses projections est également un opérateur auto-
adjoint, d’out \; est un nombre réel pour tout j = 1,...,2"" % [ |

Théoréme 6.7

Deux vecteurs propres d’un opérateur linéaire multicomplexe sont orthogonaux si

la différence des deux valeurs propres associées est hors du cone nul.

DEMONSTRATION. Soit [1)) et |¢) deux vecteurs propres d’un opérateur auto-adjoint
A sur W avec les valeurs propres associées A et X' respectivement. Alors
0= (), Alo)) — (|9), Al))*
= X([¥),19)) = X*(|9), [¥))*
= (N = AN ([9). 1))-

Puisque A € D,,, A* = X et si ) — X n’est pas dans le cone nul, alors (1), [¢)) =0. M
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Théoréme 6.8 Décomposition spectrale généralisée

Soit W un M,,-module libre de dimension finie et soit A : W — W un opérateur
linéaire multicomplexe auto-adjoint. Il est toujours possible de trouver un ensemble
{l) }72, de vecteurs propres de A qui est également une base orthonormée de W.
De plus, A peut étre exprimé sous la forme

A= Nl ()

=1

ol \; est la valeur propre de A associée au vecteur propre [¢).

DEMONSTRATION. Toute projection P;(A) = A; est elleméme un opérateur auto-
adjoint sur V. En appliquant le théoréme de décomposition spectrale classique, pour
tout j = 1,...,2" ! il existe un ensemble orthonormé {|¢;);}", de valeurs propres de 4;
qui est également une base de V muni du produit scalaire (-, -);. En posant

) = vz

on obtient I'ensemble {|i;)}7; satisfaisant '’énoncé de ce théoréme et

271,71 21’1,71 m
A= Z Ajer = Z (Z /\171}|¢l>/2;<¢l|1;> Ek
k=1 k=1 \lI=1
m 271 m
=3 Pl (Wil)er = Milabn) (]
I=1 k=1 1=1
ol chaque A, est la valeur propre complexe associée au vecteur propre 1)y, [ |

6.3 Opérateurs unitaires

Un opérateur linéaire multicomplexe U est dit unitaire s’il préserve le produit scalaire
multicomplexe, ¢’est-a-~dire si pour tout [¢), |¢) € W,

Ul), Ulo)) = ([9) |9))-

Tout opérateur linéaire multicomplexe est unitaire si et seulement si U*U = I, puisque

Ul), Ulg)) = (I¢),19))
& (UTUlY),19)) = (1), 1))
& (UU=Dp),[9)) = 0.
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De I'égalité U*U = I on peut remarquer que ’adjoint U* est I'inverse de U, ce qui signifie
implicitement que l'inverse existe et que U lui-méme ne peut pas étre dans le cone nul.

Lemme 6.9

Soit U : W — W un opérateur unitaire. Alors pour tout j

P;(U) : V =V est un opérateur unitaire sur V.

DEMONSTRATION. De I'équation (6.3) et du théoréme 5.9 on a

B(U)"P,(U) = P(U")B,(U) = B(U"U) = Py(I) = 1.

Théoréme 6.10

Toute valeur propre A d'un opérateur unitaire multicomplexe satisfait A*\ = 1.

DEMONSTRATION. Soit |¢)) € W un vecteur propre de 'opérateur unitaire U, associé
a la valeur propre A telle que

Ulp) = Alh).

Puisque U préserve le produit scalaire, on a

([0), 19)) = (U1), Ulb)) = (Ale), Alw)) = A*A([), )

et puisqu’un vecteur propre n’est pas dans le cone nul (par définition), M\ = 1. [ |

Remarque : Cela signifie que chaque composante complexe de A dans la représen-
tation canonique est sur le cercle unité :

MA=1
gn—1 on—1
- (ZA_) (Z A) .
k=1 k=1
2n71 277,71

& > il =) le
k=1 k=1

& |A\JP=1 pourtout k=1,...,2""

Corollaire 6.11

Soit U un opérateur unitaire et soit 1) € W un vecteur propre de U associé a la
valeur propre A. Alors

U*[t) = X)),
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DEMONSTRATION. On a directement

M) = MU U ) = MU |v) = U*[o).

Théoréme 6.12

Deux vecteurs propres d'un opérateur unitaire multicomplexe sont orthogonaux si
la différence de leurs valeurs propres n’est pas dans le cone nul.

DEMONSTRATION. Soit U : W — W un opérateur unitaire et |1)), [¢') deux vecteurs
propres de U associés aux valeurs propres A et X' respectivement. On a

0= ([), Ul")) — (|0"), U o)) = N ([, [9')) — X (|o"), [)]*
= N([0), ) = A(1¥), [9)) = (X' = N)(|¥), [&).

Do (|¢), [¢')) = 0 si N — X n’est pas dans le cone nul. |




Chapitre 7

Permutation des indices

Bien que les unités principales iy, . . . , i,, soient a priori équivalentes, I'unité i; est géné-
ralement sélectionnée dans la formulation d’équations et représentations. La représenta-
tion canonique a ses composantes dans C(i; ), et I’équation de Schrodinger multicomplexe
unidimensionnelle originellement proposée [26] est

L RO (@, t) + %aﬁw, £) = V(z, )z, t) = 0.

Or, rien ne justifie cette préférence par rapport a d’autres unités, du moins pour 'instant.
Afin d’évaluer I'impact de ce choix, on étudie les permutations d’indices pour ’ensemble
des unités principales {iy,...,i,}.

Le groupe des permutations sur cet ensemble, qui contient n! éléments, correspond au
groupe symétrique (bijections de ’ensemble a lui-méme) de dimension finie que I’'on note
Sp. Un résultat important de la théorie des groupes de permutations est le fait que toute
permutation dans S,, n > 1, est un produit de cycles de longueur deux [6]. Cette propriété
permet de concentrer notre attention sur les permutations de deux indices, notées o0,,, en
sachant qu’une permutation simultanée de plusieurs indices est équivalente a I’application
consécutive d'un nombre quelconque de permutations o,,.

Opg: 1p =i, et i,—1,; p,ge{l,....,n}.

Tout comme pour les conjugués, o,, n’affecte que les unités principales et se distribue sur
les opérations d’addition et de multiplication. Appliquée sur un nombre multicomplexe
quelconque, on a

277,71 2n71
Opg(1) = 0 (Z 771%519) = Z Opa(M3.)Opq (E)-
k=1 k=1

Rappelons qu’une composante quelconque 7; est dans C(i;) et de la forme x; + iyy;,
x;,y;, € R. Ce terme n’est affecté par o,, que dans le cas o1 p = 1 ou ¢ = 1, ce qui se
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résume en un seul cas particulier p = 1 en considérant p < ¢ (sans perte de généralité,

puisque oy, = 0p).
T + lqy; sip=1
Opg (M) = I B ) ’ (7.1)
rp+hy,=mn sip# L
A partir de ce point, on cherche a déterminer Opq(€k), €k = ' ou1 1, est une composition

de conjugués (voir chapitre 1), puis a reformuler le résultat o,,(n) dans la base canonique
avec composantes dans C(iy).

7.1 Identités pour les unités principales et idempotents

Prenons le produit i,7y,, ot ¥, = (1 + 1,i,)/2. On peut voir par une simple manipu-
lation algébrique qu’il est possible, en présence d’idempotents de cette forme, de passer
d’une unité principale a une autre :

: i . 1. : i .. )
pYpg = §p<1 +1ply) = 5(110 —1ig) = _§q<1 +iplg) = —igVpg- (7.2)

Puisque I, est le produit en chaine des idempotents 7, ,+1, on peut utiliser la propriété
ci-haut pour passer d’une unité principale quelconque a une autre, au signe preés, tant
qu’elle est présente dans un produit avec I',,.

Proposition 7.1

Pour tous p,q € {1,...,n}, i,7pg = —17pq €t L Ypg = 1q7pg-

DEMONSTRATION. La premiére égalité est obtenue & I’équation (7.2).
Pour la deuxiéme,

' ; o 1. 1 . .
ipVpg = §p(1 —ipig) = §(lp +1ig) = Eq(l — plg) = 197pg-

Proposition 7.2

Pour tous p,q € {1,...,n}, i,I', = (-1)7Pi,I,.

DEMONSTRATION. De la proposition 7.1,
(I, = —isl, = 1T, = ...

Montrons par induction que pour tout ¢, 1T, = (—1)7'i,I',. Le cas ¢ = 2 est vrai
de égalité ci-haut, et supposons que i,I', = (—1)""1i,,I', pour un certain m < n. En

appliquant une nouvelle fois la proposition 7.1 & droite, on obtient

i, = (=)™, T = (=)™ (= Dips Dy = (=1)mHD7Y T,
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ce qui démontre l'égalité i;T',, = (—1)?7',I',. Si on I'applique simultanément pour les cas
p et q alors
(=1)P4,T, =i, = (=1)4 4,1,
= (=1, = (=1)71,T,
=1, = (—1)77P,[,.
[ |

Dans la représentation canonique des nombres multicomplexes, chaque composante
est associée & un élément de la base canonique de la forme ¢, = I‘fﬁ ol I est une
composition de conjugués. Si on souhaite passer de I'unité principale i; & une autre unité
principale iy, il faut alors prendre en considération l'effet de la composition Ij.

i Th = (i+T,, )™
ou

g i, si Ix ne contient pas ti,
1 —=
" —i1I,,  si I contient ft;.

Il y a alors quatre possibilités pour la valeur de (f{’“ )4

)47 (i,I'¥)  si f; ne contient ni t; ni f,,

1)4(i,Hx) si i, contient f; et ne contient pas f,,

(=1)

WL = (ij*T,) " = (=) , . _ . (7.3)
(—1)4(i,Hx) si {r contient f, et ne contient pas ti,
(=1)

1)471(i, ') si f; contient t; et f,.

On sait que tout nombre multicomplexe 7 peut s’écrire sous la forme
znfl
n= Z k€K, Rk € C(il).

k=1

Or, des démarches précédentes, on peut passer des composantes dans C(i;) a des com-
posantes dans C(i,) pour un ¢ quelconque en modifiant les signes (—) selon 1’élément
er = [ associé

2n—1 2n—1 2n—1
n= E 2RE = E TreE + E Yrli€k
k=1 k=1 k=1
anl znfl 2n71
/: /
= E TrEER + E Yple€k = E ZLEk
k=1 k=1 k=1

ou yj, est égal a v, au signe prés (déterminé par (7.3)) et z;, = z; +i,y;, € C(i,).
Théoréme 7.3

Pour tout g € {1,...,n}, tout nombre multicomplexe 1 posséde une représentation

dans la base canonique avec composantes dans C(i,).
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Remarque : Cela signifie qu’il n’y a pas de « préférence » pour un sous-espace C(i,)
en particulier, n’importe quel peut étre choisi lors de I’écriture d’un nombre multicom-
plexe.

On introduit deux notations qui seront utilisées pour les prochains développements :

m 1 me
° fy,&q) = 5[1 + (—1)",l,), p,ge{l,...,n};
B—1
L4 FOH,B = Yoa,a+1Yo+1,042 - - - VB-2,8—17VB-1,8 = H Vi, k+15 I1<a<pB<n.
k=«

Proposition 7.4

Pour tous p,q,r € {1,...,n} et z,y € Z,

o li = Yo T = Y.

)

DEMONSTRATION. Pour la premiére égalité, on compare directement le développement
des deux expressions :

YN = ~[1+ (=1)%ipg)[1 + (—1)igi,]

— ] =

= 10 (S0l + (= 1)ighy + (=)™ (=D

1
S+ (S 1)+ (= 1) + (— )74

et
1
Y ) = A (CDTU L (1))
1 z .. .. PR
- 1_1[1 +(-1) +1(_1)lplq + (=1)%igi, + (—1) yHlplr]
1
— 1[1 + (= 1)%ipi, + (= 1)Yigi, + (—=1)* ¥,
De plus,
(_1>zfy+1 — (_1>:chy+1(_1)2y — (_1)z+y+1
ce qui implique la premiére et la deuxiéme égalité. |

On souhaite utiliser ces notations et ces propositions pour le cas particulier ou la
permutation o,, est appliquée sur I',, ce qui modifie les indices d’'un certain nombre
d’idempotents 7, ,41. Pour un cas général ot p > 2, g >p+2etn>q+1,

qu<rn) =T15p1 (%*Lq%,pﬂ)Perl%qfl(%*Lp%,ﬁl)rqﬂaw (7.4)

Cette expression est la raison pour laquelle il était nécessaire d’introduire I',_, 3, qui est
une « chaine » d’idempotents entre ceux dont l'indice est modifié par la permutation

Opq-
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Proposition 7.5

Pour tous p,q,r € {1,...,n} tels que r > ¢,

Yol gor = ’Yﬁq) Lyr

DEMONSTRATION. On reformule la proposition en terme de m :=r —q < r = q+m,
on cherche & montrer que

_ (m)
Yp.al g=atm = Vp.grml a—q+m-

Pour le cas m =1 on a
Vgl g=a+1 = VpaVa,a+1

_ M
= Tpg+17Vaq+1
— D 7
- ’Yp,q—&-l q—q+1-
Supposons que la proposition est valide pour m’ = n, et vérifions le cas m’ + 1,

Yol a=qtm+1 = VoLl goaqtm Yatms grmi+1

_ M) T
- 7p7q+m’ q—>q+m"7q+m’,q+m’+1

/_,’_1
= ’yz(:;—&—m’)—i-qu_)fl"‘m/‘f‘l
et donc la proposition est valide pour tout m > 1 (r > q). [

Si on combine les démonstrations des propositions 7.4 et 7.5, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 7.6

Pour tous p,q,r € {1,...,n} et x € Z tels que r > ¢,

’)/;,xq)Fq%T = ’Véfjriq) FCI*)T = gjqir)rq%r-

7.2 Propriétés de la permutation

Reprenons lexpression (7.4) d’une permutation d’indices o, appliquée sur I'idem-
potent I',, :

qu(rn) = F1—>p—1(%—Lﬂq,pﬂ)Fp+1—>q—1(%—Lp%,qﬂ)rqﬂ—m-

Celle-ci n’est valide que dans le cas o p > 2, ¢ > p+ 2 et n > ¢ + 1, pour une valeur
minimale de n,,; = 8. Pour les autres situations, on perd un ou des termes en I',_5 a
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gauche, au centre, et a droite de 'expression. On dresse ci-dessous la liste de ’ensemble
des cas pour les valeurs de p, ¢ et n, puis on ¢tudie ensuite 'effet de la permutation oy,
sur I',, pour chacun d’eux.

A)p=1 )g=p+1 iyn=gq
BYp=2 et 2)g=p+2 et ii)n=qg+1
C)p>2 3)g>p+2 i) n>q+1

Cas A.li): p=1,g=2etn=2.
01,2(F2) = 01,2(%,2) =721 = M12 = I'y = F£1°T2.

L’application de la composition f; o T n’a aucun impact sur le résultat, mais I’écriture
sous cette forme sera utile plus tard.

Cas A.liii): p=1,g=2et n=23.

01,2(F3) = 01,2(71,272,3) = 72,171,3-

Premier cas non trivial ; on utilise la proposition 7.4 pour obtenir

Y2,171,3 = ’72,17§?3+0H) = ’71,27§,3 = (71.2723)

f1ot2
= 0'1,2(P3) = F:];IOTQ.
Cas A.liii) : p=1,¢g=2etn>3.

Ul,Q(Fn) = 01,2(71,272,3F4—m) = ’72,171,3F4—m = (71,272,3)T10T2F4—m

= 012(T,,) = Tjrot.
Cas A.2i): p=1,g=3etn=23.
01,3(F3) = 01,3(’71,2’72,3) =7.2723 = Is.
Cas A.2ii): p=1,g=3etn=4.
01,3(F4) = 01,3(71,272,373,4) = 73,272,171,4 = F1ﬁ371,4
De la proposition 7.5, on obtient I'; ;3714 = Flﬁgfyéifl) =Ty.
= 013(04) =Ty
Cas A.2iii) : p=1,¢g=3etn>4.

0'173(1—‘,1) = Fn.
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Cas A3.i): p=1,g>3etn=gq.

Ul,n<Fn) - 7n 2F2Hn 1Yn— 1,1 — 7%2 )FZHn 1’77(171 117)1

On a 01,(T,) =T, si n — 1 est pair et a1,(T,) = TJ°T si n — 1 est impair.

A ce stade, on peut comprendre que tous les autres cas seront semblables & ceux déja
développés jusqu’a maintenant : lorsque p est assez grand, un terme I'y_,,_; apparait a
gauche qui permet de substituer les indices 1 <+ p — 1, et de méme lorsque ¢ est assez
grand par rapport a p, etc. Ce qui nous meéne jusqu’au cas général, I’équation (7.4), dont
on effectue la démarche compléte.

Cas C.3.ii) : p>2,g>p+2etn>q+1.

0pq(Tn) = T1iop 1 (Y- 17q7q,p+1)rp+1—>q—1(7q—1,p7p,q+1)rq+1—m

= F1—>p 1{Vp— q'7q 1 q]rp+1—>q—1['7;(7qp_f1)’7p q+1]Fq+1—m

(p—q+1) _ (g—p) (g=p) . (p—q+1)
Yp— 1q 1% 1,q]FP+1—>q I[Vp,p+17p+1,q+1]rq+1—>n

(g=p) (1)

[

=I5 1[

=Ty 1[’Yp 1,p+1’7q 1q)]1—‘p+l%q 1[”Yp,p+1’Yq 1,q+1]Fq+Hn
b
[

=Thiopa 7p 1p+17p,p+1)]rp+1—>q—1[7; 1,37(5 )1,q+1]rq+1—m

(g—p) (¢—p)_ (¢—p)

=T ’Yp 1,p’7p,p+1]Fp+1%q I[Vq 1,quqq+1]rq+1*>n

Siq— pest pair on a :
opg(Tn) =T

et si ¢ — p est impair on a :
Opg(L'n) = FLPOTqv

ce qui est valide pour toutes les situations particuliéres.

Théoréme 7.7
Pour tous p,q € {1,...,n},

r si p — q est pair,
Opg(L'n) = { ;

| NELEIS p — q est impair.

On passe ensuite a I’étude de 'effet d’'une permutation sur un conjugué multicomplexe.

Proposition 7.8

Soit p,q,r € {1,...,n} et n € M,,, alors

(4) qu<77Tp) = qu(ﬁ)“» (i) qu(an) = qu(n)”,

(ui1) apq(n”) = apq(n)”, pour r # p et r # q.
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DEMONSTRATION. Un conjugué quelconque n’agit que sur les unités principales, tout
comme les permutations. On vérifie donc les cas possibles d’application sur une unité
principale :

L. qu(iztp) = 0pg(—ip) = —ig = 1:5(] = g (1)1,

2. quﬁ?) = opqgip) = ig = sz = opq(ip)"7,

3. qu(igp) = 0pqig) = 1p = lzT)q = opq(ig)T,

4. qu(igq) = Opg(—lg) = —1p = Lp = 0pq(ig) .
Pour m # p et m # q,

5. qu(ii,’;) = Opg(im) = im = it = g (im)1,

6. qu(lig> = qu(im) =iy = 115 = qu(im)Tp‘

Pour r # p, r # q, et r # m,
7. qu@f) = ope(ip) =14 = ijf = qu(ip)na
8. qu(ijf) = ope(iyg) =1, = i;TaT = qu(iq)“a
9. 0pg(ily) = Opg(im) = im = ily = o (i)
Cela démontre les trois points de la proposition. [ |

Remarque : La permutation s’applique sur un conjugué multicomplexe de la méme
maniére que sur une unité principale.

Théoréme 7.9

Toute permutation est une bijection de I'ensemble T} & lui-méme : 0, (') =T},

DEMONSTRATION. Du théoréme 7.7 et de la proposition 7.8, on a, pour une composi-
tions I quelconque

F”pq(ik)

" n si ¢ — p est pair,
qu(rfzk) = 0pq(I's) palh) = {ngq(ik)oﬁpoh)

si ¢ — p est impair.

d’ou apq(Fi) C T}, Notons qu'une permutation, en tant que fonction, est son propre
inverse : 0 = Id. Ainsi, pour toute composition Iy,

Fik =0y (Fik) = qu(O'pq(Ff{“)),

ce qui implique T} C 0,,(T}), étant donné que l'on peut écrire n’importe quel élément
I'** sous la forme d’une permutation appliquée sur un autre élément de 'ensemble I'i . l
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7.3 Propriétés supplémentaires de la pseudo-norme

Pour p # 1, I'application de la permutation sur un nombre multicomplexe 7 nous

donne
2n—1

Opg(n) = Z Mi0pq(Ek)

puisque chaque 7; est dans C(i;). On sait maintenant, du théoréme 7.9, que toute per-
mutation est une bijection de 'ensemble I't & lui-méme, ce qui implique que tout élé-
ment ¢, est envoyé vers un élément €,(), ott o est une bijection de I'ensemble d’indices
{1,...,2"'} 4 lui-méme, et qui dépend de la permutation choisie.

Opa(Er) =€)y 0 {1,..., 2"} = {1,..., 2"}

Si on considére le nombre multicomplexe 1 comme un vecteur a 2"~! composantes, alors
I'application de la permutation o,, s’interpréte comme un changement de position. La
composante 7; étant initialement & la position 1 se retrouve a la position (1), celle a la
position 2 a 0(2), etc.

Lorsque p = 1, des démarches supplémentaires sont nécessaires :

2n—1 2n—1

a14(n) = Z o14(n;)o14(Ek) = Z(%; + 1gY7)Eo (k)
k=1 k=1
2n71 2n71

=Y Tt + D viliefom):
k=1 k=1

Des sections précédentes, il est possible de passer d'un facteur ize () a un facteur ijeq(x),
possiblement avec un changement de signe, pour retrouver une composante dans C(i;)

plutot que dans C(i,). De g = T'¥ 1'élément correspondant aprés la permutation est
Eolk) = hoe,

oty = 1,0 " = (17T, oo
Le résultat se distingue en quatre sous-cas selon la présence ou non des conjugués 1, et
Tq dans Io().

Cas 1) : 1,4 ne contient ni tq, ni f,.

4otk = (iqpn)igw) = [(_1)q—1ilpn]ia(k> = (—1)q_1i1€a(k)-

Cas 2) : 1,4 contient f; et ne contient pas f,.

€0y = (1gTn)t® = [(=1)7 T, ® = (—1)%16, ().

Cas 3) : 1, contient f, et ne contient pas t;.

ieok) = (—igTn)te® = [(=1)%,[, ] ® = (=1)%16, ().
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Cas 4) : {4 contient f; et f,.

1q€o,(k) —= (—iqrn)ia(k) —= I:(_]_)qll]:‘n]id(k) —= (_1)q_11180(k)

Dans tous les cas, soit la composante 7; maintient sa valeur aprés permutation, soit
elle est conjuguée, ce qui dépend de p, ¢ et k. On peut alors noter opq(n;.)e0(k) = ZiEo(k)
avec z;, € C(iy). Puisque z; = n;, ou 2 = 17, cette nouvelle composante a la méme norme
C(iy)-complexe que la précédente :

2n—1 2n—1
0pa(M) = Y 0oty = D Zifotrys 121l = Imil, 2 € Clia). (7.5)
k=1 k=1

Ces développements révélent que la permutation (peu importe les indices p et ¢) conserve
la norme euclidienne. En effet, puisque les composantes 7;, se retrouvent soit déplacées,
soit conjuguées (ou les deux), la somme sur k de leur norme au carré reste la méme :

2n—1 2n—1
lowa iz =D 12 = > Iml* = Inllz,
k=1 k=1

ce qui est résumé dans le théoréme suivant.

Théoréme 7.10

Toute permutation d’indices conserve la norme euclidienne, c’est-a-dire que

lowg (M2 = lInlle

pour tous p,q € {1,...,n}.

Par contre la pseudo-norme multicomplexe telle que définie au chapitre 4 n’est pas
conservée par les permutations. La proposition suivante permet de déterminer un cas
particulier ou elle est effectivement conservée.

Proposition 7.11

Pour tout n € M, tel que [|n|| € R, on a I'égalité suivante

v2rtnll = linlls-

DEMONSTRATION. Le fait que la pseudo-norme de 7 soit un réel signifie que toutes les
projections de la pseudo-norme sont égales, autrement dit :

In|l =z €R=|n| ==, Vi=1,...,2""
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Et alors la norme euclidienne est donnée par

nlle =

Corollaire 7.12

Pour tout n € M, tel que ||n]| € R, la pseudo-norme multicomplexe est conservée

sous l'action d’une permutation d’indices.







Chapitre 8

Equation de Schrodinger
multicomplexe

En mécanique quantique standard, il y a deux postulats possibles et équivalents 1'un
a l'autre permettant d’obtenir la dynamique de Schrédinger. La premiére est 1’équation
de Schrodinger directement,

L d
ih= (1)) = H(O)¥(#)

qui est ’équation différentielle exprimant 1’évolution temporelle d’un systéme. L’autre
approche est de postuler une évolution temporelle représentée par un opérateur unitaire
U(t,to) tel que

(1)) = U(t, to)[¢(to))

o |Y(tg)) est I'état initial et |(¢)) 1'état final qui sont tous deux dans H, I'espace de
Hilbert. Ces deux postulats sont mathématiquement équivalents et il est donc possible
de « démontrer » I’équation de Schrodinger & partir du postulat de I’évolution temporelle
unitaire [35].

Equation de Schrédinger < évolution temporelle unitaire.

Il est important de savoir que I’hypothése de 1’évolution temporelle unitaire ne méne pas
directement & I’équation de Schrodinger telle qu’on la connait, mais plutot a la forme
sans constante :

V(0) = Ut to) (o)) = (1)) = A (1)

ot A(t) est un opérateur anti-hermitien (A(t) + Af(t) = 0) exprimé par

_ du(ta tO)

A(t) o

Ut(t,to).
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Ensuite seulement le « choix » est fait de décrire la dynamique quantique a partir de
I’hamiltonien définit par

dU(t, to)

H(t) := ihA(t) = ih—

U'(t,to)

qui est un opérateur hermitien et s’interpréte donc comme une observable dans la théorie,
avec des unités d’énergie. Ce choix et cette description de ’évolution d’un systéme sont
évidemment supportés par les données expérimentales, ce qui donne la forme usuelle de
I’équation de Schrodinger avec la constante « ih » apparaissant du coté gauche.

On peut retracer cette méme démarche dans le cas multicomplexe a quelques nuances
prés. L’opération 1 dans un espace de Hilbert complexe correspond a la transposée conju-
guée et est équivalente a ’étoile * pour la notation de 'opérateur adjoint. Autrement dit,
A* = AT pour tout opérateur A. L’équivalent pour I’espace de Hilbert multicomplexe est
la transposée conjuguée-A, qu’on notera simplement par 1’étoile *.

Un autre aspect a prendre en considération est le fait que nous avons plusieurs pro-
jections pour lesquelles la dynamique se déroule de maniére indépendante. Soit W un
espace de Hilbert multicomplexe tel que décrit aux chapitres 5 et 6 et soit |¢(t)) € W.
Alors

27L71

[(6) =D 1eO)er, () eV

et chaque [1(t)); évolue indépendamment des autres. Toute équation faisant intervenir
|4(t)) se séparera toujours en 2"~ 1 copies « complexes » indépendantes, et il faut alors
se demander quelle forme d’équation est nécessaire pour retrouver les prévisions de la
mécanique quantique standard. A priori, nous avons une généralisation si I'on retrouve
I’équation de Schrodinger usuelle pour au moins une projection et qu'on affirme que
celle-1a correspond & la description de systémes physiques.

L’utilisation des multicomplexes rend d’ailleurs possible une combinaison de la mé-
canique quantique standard et de ’approche plus spéculative de la mécanique quantique
hyperbolique [12]. Il y a donc plusieurs possibilités cohérentes avec la notion d’évolution
temporelle unitaire, et plusieurs formes d’équation de Schrédinger multicomplexe qui
généralisent celle de la mécanique quantique standard.

8.1 Postulat de I’évolution temporelle unitaire

Soit W un espace de Hilbert multicomplexe et {|w;)}/™; une base de W, puis sup-
posons que l'évolution temporelle d'un état |¢(t)) € W est donnée par un opérateur
unitaire multicomplexe U(t,ty) tel que

| (£)) = U, to)|¢(to))- (8.1)



8.1. POSTULAT DE L’EVOLUTION TEMPORELLE UNITAIRE 61

De cette seule équation on peut déduire les propriétés de 'opérateur évolution, qui sont
les mémes que dans la théorie usuelle :

1. U(to,to) =1,
2. U(ta, to) = U(to, t1)U(t1, o),
3. U(tg, t) = Ut to) = U (1, o),
valides pour tous t, tg, t1,t2 € R. Si on dérive des deux cotés de (8.1) on obtient

d dZ/l(t t)
ity = LD g,y
Llo)yy 1, (e
_du(t, to)

= S )l 1)

— At o) (1)
= S1o(H) = Al ) (1) 82)

o du(tv tO)

ou
dU(t, to)

dt
Il y a deux faits importants a démontrer pour 'opérateur A(t,ty) :
1. A(t,to) est anti-autoadjoint, c’est-a-dire que A(t, o) + A*(¢,to) =0,
2. A(t,to) ne dépend pas de ty, donc A(t,t9) = A(t).
Pour le premier, on a

A(t, to) =

U*(t, to).

U(t, to)U™ (L, L) =1

é@?fk(t, to) +U(t, t0)

dZ/{*(tatO) =0
.

L’égalité (A*)* = A (ainsi que plusieurs autres identités) pour les opérateurs multicom-
plexes provient de cette méme égalité valide dans le cas complexe, pour chaque projection
de 'opérateur :

2n—1 2n—1

(A) =45 Vi=(A) =) (A)a=) Aa=A
k=1

k=1
Pour le deuxiéme fait, on a

)U*(t to)
0)

Alt, 1) = (d
qu(t.

d <U(t0,tl)u*(to,t1)>u*(t,t0)

= (Ut )U to, 1) YU (to, b U (1, )

E
du< t) dU(t,t)
dt

U(ty, to)U (to, ) =

U*(t,ty).
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D’ou A(t, ty) = A(t,t;) pour tout t; € R et

dAUI) o air 1) = A(t),
i

ce qui nous donne l’équation ;
S1¢(0) = AQ)[¥(1)) (8.3)

avec A(t) un opérateur anti-autoadjoint qui dépend du temps, avec des unités de temps
inverse (¢7!). On obtient des unités d’énergie avec 'ajout de la constante A, qui est donc
toujours nécessaire, et il ne reste qu’a trouver une expression d’opérateur de sorte qu’au
moins une de ses projections multicomplexes soit un opérateur hermitien. On explore les
trois possibilités suivantes :

1. On ajoute le facteur iy = i, ce qui donne I’équation de Schrodinger usuelle pour
toutes les projections,

2. On ajoute la somme (normalisée) de toutes les unités composites comme facteur,

3. On ajoute le facteur i;iy...1i,, qui est le produit de toutes les unités principales.

8.2 Forme usuelle et permutations

Posons H (t) = i;hA(t), on obtient alors ’équation

.. d
iho [ (t) = H{t) (1), (8.4)

Cette version de l'opérateur H(t) est autoadjointe, et chacune de ses projections est un
opérateur hermitien :

H*(t) = (LhA(1)" = (—i)h(~A(t)) = LhA(t) = H(?)
et

2n—1 2n—1

H*(t)=H(t) & Y Hi(t)er = Y Hi(t)ey & Hi(t) = Hy(t), Vj.

De (8.4) on obtient 27! copies de I'équation de Schrédinger complexe,

W) = HOR(0) G =127 (55

pour lesquelles la dynamique se déroule exactement comme en mécanique quantique
standard. Le véritable probléme d’une expression comme ’équation (8.4) est le choix de
I'unité i; par rapport aux autres unités principales is, ..., i,, qui est le questionnement
ayant guidé I’étude des permutations au chapitre 7.
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Appliquons la permutation oy, [ € {1,...,n}, des deux cotés de I’équation :

izh%m,z{lw(t»} = ou{H (1) tod{[v () }- (8.6)

Si on développe 'expression de o1 {|1(t))} et o1 {H(t)} on a

2n—1

o)} =Y ol ®)itorferd

et

2n71

oL {H®)} = o {H{t) Yo {e)-

Des démarches du chapitre 7, on peut écrire

U1,z{€k} = Eo(k)

ol o est une bijection de I'ensemble d’indices {1,...,2" '} a lui-méme. Ensuite, les
vecteurs [¢(t)); et les opérateurs H(t); sont dans V, c’est-a-dire le sous-espace de W
avec composantes C(i; = i)-complexes dans la base {|w) };.

V= {|¢> = afw)|z € c}.

Nous allons modifier cette notation pour définir un sous-espace avec composantes dans
C@ij)ouje{l,...,n}:

V(i) = {|¢> = Z$l|wl>

Cette nouvelle notation permet de préciser I'unité principale i; et ainsi représenter de
maniére plus simple 'effet de la permutation oy ;. Tous les vecteurs |1(t)); qui étaient dans
V' = V/(iy) se retrouvent dans V' (i;) aprés la permutation. De méme pour les opérateurs
H(t);, qui peuvent étre représentés par des matrices m x m avec entrées dans C(iy),
deviennent donc des matrices (opérateurs) sur V'(i;) aprés la permutation.

WS (C(lj)} .

O'l’l{v<i1)} — V(ll)

Une projection quelconque de I’équation (8.4) devient, aprés permutation, une version
équivalente avec coefficients dans C(i;) et pour la projection P, ;) plutot que P;. On peut
noter

oY)} — W ())s) € V (i),
O'l,l{H(t)j} — Hl(t)(}(j) sur V(ll)
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= ik W( Doty = H' e[ ¥' D)oy, 7=1,...,2"7" (8.7)
= 1ldthz 1 (1)) o)) = ZH )| () sk Eor). (8.8)
= ilhalw’(t» = H'(t)[¢'(1)). (8.9)

Cette derniére équation est une nouvelle équation valide dans le méme espace de Hilbert
W, ce qui signifie que postuler une équation de Schrédinger avec une unité principale i;
implique cette méme équation avec une unité principale i; quelconque. Il est par contre
difficile d’interpréter le passage de H (t) avec éléments de matrice dans C(i;) a H'(t) avec
¢éléments de matrice dans C(i;) ainsi que le passage de la projection P; & F,;). On peut
par contre affirmer que les deux équations contiennent la méme quantité d’information
et auront les mémes formes de solution aux signes et projections multicomplexes preés.

Remarque : Tout comme les projections dans W ont été définies en fonction de la
base {|w;)}?", au chapitre 5, on a fait ici le méme choix concernant les permutations
permettant de passer de V (i) a V/(i;) sans devoir déterminer l'effet de oy sur les éléments
lw;) de la base.

Ces diverses complications concernant la permutation ne semblent pas étre présentes
sous une éventuelle forme différentielle de I’équation (8.4) en supposant que ’hamiltonien
d’une particule libre dans un potentiel unidimensionnel est le méme qu’en mécanique
quantique standard :

—h2 82
H(ZL‘,t) = %@ +V(ZL’ t)

ou V(x,t) est un potentiel a valeurs réelles. L’équation devient

O(x,t)  —h*0*P(x,t)
ot 2m Oz

i1h + V(z, t)(z,t) (8.10)

ot ¢(z,t) est une fonction a valeurs multicomplexes. Si on applique la permutation oy
on obtient simplement

6011{1/1(95 6} =B Po{v(z, 1)}
ish Ot - 2m 0x?

—|—V(I,t>0'1’l{¢(l’,t)}. (8'11>

On peut voir que la permutation n’affecte aucunement ’hamiltonien sous forme différen-
tielle et que ’équation posséde exactement la méme forme avec I'unité i; plutot que iy.
De plus, la permutation oy, se trouve étre la bijection entre I’ensemble des solutions de
I’équation en i; et celui des solutions de I’équation en i;. Il faut par contre garder en téte
que les permutations ne préservent pas la pseudo-norme multicomplexe (voir chapitre 7),
et donc qu’elles ne sont pas tout a fait sans effets.



8.3. AUTRES FORMES 65

8.3 Autres formes

La somme pseudo-normalisée des unités composites est la somme de tous les éléments
de I,,, divisée par la pseudo-norme du résultat, que nous allons noter Y,,.

uel, /

Notons vy, la somme sans la constante de normalisation, de sorte que
Z u et Y, =

Puisque la pseudo-norme multicomplexe prend des valeurs dans D, il est nécessaire
que toutes les projections de ||y, || soient non nulles pour que Y,, soit bien défini. De la
définition récursive des nombres multicomplexes, on sait que I, = I,_; Ui,l,_1 et on
observe le méme type de relation récursive pour y, :

uel,

IIynH

y1:1+i17
Yo = 1+ 1 + 1z + 1o,

Yn =Yn1t inynfl = ynfl(l + 1n>

Des démarches des chapitres 4 et 7,

9]l = Nyn-1 (L + i)l = [gnr L +inll = V2[[gn

= |ly]| = V2" € R

Non seulement on a trouvé la valeur de la pseudo-norme dans ’expression de Y,,, mais on
a également démontré que toutes ses projections sont non nulles (puisqu’elle est réelle).
Pour les premiéres valeurs de n on a

1+,
Y= —,

1 /5

Y, — 1+1 +212+11i2,

v Loin i rdy + i+ frig o+ by + niady
3 = )

V23

qui sont tous des nombres de norme 1 dans leur espace respectif. On explore a présent
le cas bicomplexe en particulier pour montrer que I’équation de Schrédinger avec 1'unité
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Y5 combine a la fois une structure complexe et une structure hyperbolique. Dans My, la
base canonique est Fi = {72,7}, et de la proposition 7.1,

1= V2 + f)é7
i1 = 1172 + 117,
iy = —iyy2 + 1175,
i1y = 72 — 75
141 + o + 149 : .. . . :

= }/2 = ! 5 ! = Y9 -+ 11/75 = 1119272 + 11’7/; =Jé1 + 169 (812)
avec €1 = Y2, €2 = Y5, 1 = 1 et j = ijip. L’équation de Schrédinger bicomplexe prend
alors la forme

d
Yoh [0(t)) = H)[¥(1))
avec H(t) = YohA(t) et les projections

jh%lw(t»i = Hi(®)[y(t)1, Hi(t) =jhA(t) (8.13)

et
ih%lw(t»g = Hy(t)|1h(t)s, Hy(t) = ihA(L). (8.14)

Ces deux équations ont exactement la forme de ’équation de Schrédinger hyperbolique
et ’équation de Schrodinger complexe respectivement. La premiére projection de ’ha-
miltonien est alors un opérateur anti-hermitien et la deuxiéme un opérateur hermitien.

Un argument qui motiverait I'utilisation du produit des unités principales plutot que
la somme vient du fait que dans le cas complexe on utilise I'unité i et non Y; = (1+1)/v/2.
Si on reprend notre relation récursive,

on peut aisément montrer que
Yo = [[ e (%ij) . (8.15)
j=1

Il devient alors évident que Y, = ij...i,, ce qui semble nous « indiquer » I'utilisation
du produit des unités principales plutét que la somme dans 1’équation de Schrédinger
multicomplexe.

(i hr (1) = H((D) (8.16)

avec H(t) = ij...i,hA(t). Dans ce cas I’équation alterne entre une forme complexe et
une forme hyperbolique selon la parité de n, ce qui combine les deux structures dune
maniére différente que dans le cas de la somme des unités.
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Les approches présentées précédemment sont, pour 'instant, entiérement spéculatives
et il n’y a aucun consensus sur une forme finale d’équation de Schrédinger multicomplexe
(ou méme si elle existe). Ces approches ne sont tout de méme pas arbitraires, car il en
existe d’autres que 'on pourrait considérer comme indésirables étant donné qu’elles éli-
minent directement de l'information. Par exemple, si nous prenons de nouveau le cas
bicomplexe et qu'on ajoute cette fois I’élément i; + is, la somme des deux unités princi-
pales, alors

(i1 4+ i) B 1(0)) = HOW().

On sait que i} = 1172 + 174 et iy = —iy7y9 + 1175, ainsi la somme devient i; + iy = 275.
L’élément ~} est un diviseur de zéro et élimine directement une projection de |¢(t)) :

(i + i) [0 (1)) = 27 ([(1))172 + [(1))372) = 21(1))372

ce qui impose les égalités
0= Hi ()[4 (1))

et
d

—|(t)); = 0.

ZI0(0);
Donc le choix du facteur i; + iy serait contre-productif. Il élimine systématiquement la
dynamique de la premiére projection. Ce type de résultat avec une perte d’information

est obtenu lorsqu’on sélectionne un diviseur de zéro quelconque, car au moins une de ses
composantes multicomplexes est nulle.






Conclusion

La découverte et la simplification de la représentation canonique ont mis en évidence
la structure de ’espace des nombres multicomplexes, qui comporte 2"~! projections com-
plexes sans interaction entre elles. Une autre découverte est celle de l'existence dun
sous-espace [D,, avec composantes réelles, qui permet de séparer un nombre multicom-
plexe en sa partie « réelle » et sa partie « imaginaire » et d’aborder d’autres notions
importantes (ordre partiel, norme multicomplexe, idéaux, etc.).

On a par la suite utilisé ces nouvelles notions pour développer la théorie des M,,-
modules et espaces de Hilbert multicomplexes qui sont nécessaires aux aspects fondamen-
taux d’une théorie de la mécanique quantique multicomplexe. La plupart des propriétés
des espaces vectoriels et des espaces de Hilbert usuels sont conservées dans le cas multi-
complexe a quelques nuances prés (dues aux projections). En particulier, le théoréme de
Riesz et de la décomposition spectrale sont toujours valides et sous la méme forme.

L’étude des permutations d’indices pour les composantes principales, bien que si-
nueuse, permet d’obtenir des résultats importants : il existe des cas ou il est possible
de passer d’'une unité principale & une autre dans une expression multicomplexe (avec
des changements de signe) sans affecter la valeur de la norme multicomplexe. La norme
Euclidienne est d’ailleurs toujours conservée. Ces résultats permettent de mieux mani-
puler et comprendre les expression algébriques dans lesquelles une unité principale est
présente.

On a exploré au sein du dernier chapitre les différentes formes que pourrait prendre
une équation de Schrodinger multicomplexe, sans pouvoir décider d'une d’entre elles en
particulier. Le choix entre ces différentes approches semble dépendre de ce qui est souhaité
comme modeéle mathématique, et il est alors possible que plusieurs d’entre elles soient
valides dans des contextes différents. Davantage de développements sont nécessaires sur
les espaces de Hilbert multicomplexes de dimension infinie ainsi que sur la mécanique
quantique hyperbolique pour poursuivre la discussion et la recherche sur ce sujet.
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