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Université du Québec à Trois-Rivières 

Service de la bibliothèque 

Avertissement 

L’auteur de ce mémoir de cette thèse  a autorisé 
l’Université du Québec à Trois-Rivières à diffuser, à des fins non 
lucratives, une copie de son mémoire de sa thèse . 

Cette diffusion n’entraîne pas une renonciation de la part de l’auteur à ses 
droits de propriété intellectuelle, incluant le droit d’auteur, sur ce 
mémoire cette thèse . Notamment, la reproduction ou la 
publication de la totalité ou d’une partie importante de ce mémoire de 
cette thèse requiert son autorisation.  
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P(A↑) = P(X > ζX) = 1 − FX(ζX)� �� FX ��� �	 
����
�� �� ���	��
�� �� X� �	

���
��� �� ������ ������
�� 	���� �	�

T ↑ =
μ

1− FX(ζX)
.
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������ ����� ��� 	�����
�� 	�� �	����� �����������

���
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�� A↓ = {X ≤ ζX}� �	�� �� �	�� P(A↓) = P(X ≤ ζX) = FX(ζX)
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��� �� ������ �����
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T ↓ =
μ

FX(ζX)
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���� ����� ��� ���
�� ζX �� ζY � � �	��
�

A↑↑
∪ = {X > ζX ∪ Y > ζY } �� A↑↑

∩ = {X > ζX ∩ Y > ζY } .
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���� P(A ∪B) = 1− P(Ac ∩Bc) �����

P(A↑↑
∪ ) = P(X > ζX ∪ Y > ζY ) = 1− P(X ≤ ζX ∩ Y ≤ ζY ) = 1− FX,Y (ζX , ζY ).
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∪ =

μ↑↑
∪

1− FX,Y (ζX , ζY )
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∩ =
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A↑↓
∩ = {X > ζX ∩ Y ≤ ζY } �� A↑↓

∪ = {X > ζX ∪ Y ≤ ζY }�  ���!�� �����������
{Y ≤ ζY } ���� �������� �
��� �����
� 
�� ��������� 
���
���� {X ≤ ζX , Y ≤ ζY } ��
{X > ζX , Y ≤ ζY }� 
� ���� ������ P(Y ≤ ζY ) = P(X ≤ ζX , Y ≤ ζY )+P(X > ζX , Y ≤
ζY )� "� �
���� FY (y) = limx→∞ FX,Y (x, y) �
��� �� �
� ��������� 
� Y � 
� 
������

P(A↑↓
∩ ) = P(X > ζX ∩ Y ≤ ζY )

= P(Y ≤ ζY )− P(X ≤ ζX , X ≤ ζY )

= FY (y)− FX,Y (x, y).

�� ������� ���������� 
� ������� P(A↑↓
∪ ) = 1 − FX(x) + FX,Y (x, y)� 
# FX(x) =

limy→∞ FX,Y (x, y) ��� �� �
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ζX = F−1
X (1− p).
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 ζX = F−1
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S↑
p = {x ∈ X : x > p} �
 S↓

p = {x ∈ X : x ≤ p}� &�� "�'�� �� (���������� ��
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������	��� �� X ×Y �
 ���� ���� R2
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� ��
��� �� ��������� ����
����� (X, Y )� &�� ��� ���������
�� ������
�
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L↓↓
p = {(x, y) ∈ X × Y : FX,Y (x, y) ≤ p} . )*�+,

%� ��
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p ��������� 
� �������� �� ��	�
� )�� ��(����� ��	�� ���,� -�����.
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p
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	 ��

�����'�	 ��������	 W = FX,Y (X, Y )� ����


P
{
(X, Y ) ∈ L↓↓

p

}
= P {FX,Y (X, Y ) ≤ p} = K(p).
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��� �� ���'�'����� 
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p ���
�
�	 
��� 
����	�	�� & �	
����� L↓↓
p ���

L̃↓↓
p =

{
(x, y) ∈ X × Y : FX,Y (x, y) ≤ K−1(p)

}
,
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������ ��� 2�'�	�3 �� ��� #4%� "	 �5�	� ����	 P{(X, Y ) ∈ L↑↑
p } =

P{FX,Y (X, Y ) > p} = 1−K(p)� �� 
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	� L̃↑↑
p = {(x, y) ∈ X ×Y : FX,Y (x, y) >
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� �� �
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Lp = {(x, y) ∈ X × Y : FX,Y (x, y) = 1− p} . ���8 
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�		� ��� y = F−1
x (1 − p)� �� F−1
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���
 	��
��	���� (ζX , ζY ) ∈ X × Y 
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ω : Lp → [0,∞)� ��� ��
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(x0, y0) = argmax
(x,y)∈Lp

ω(x, y).
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���	 	���	 
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����	��� �������	� ��������	�� "#�


	 �������	�� ���� �� �	��	�� X = (X1, . . . , Xd) 
	 �������	� ��������	� 
��� �� $�������


	 ��
�������� ���%����	 	�� 
����	 
��

FX(x1, . . . , xd) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd) .

�	� ���� ���&����	� 
	 X 
	��	�� ��	!�����	 
	 FX ���

Fj(x) = lim
x�→∞
∀�
=j

FX(x1, . . . , xd).



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

�������� 	
�
 �� FX ��� ��� �	�
��	� �� �
�������	� d��������	������ �	�� ���

������ �	�� F1, . . . , Fd� ��	�� �� ������ ��� �	�
��	� C : [0, 1]d → [0, 1] ����� ���

FX(x1, . . . , xd) = C {F1(x1), . . . , Fd(xd)} . �����

�� ��� �	�� ���������� F1, . . . , Fd �	�� 
	�������� ��	�� �� �	�
��	� C ��� ������ ��

��������� �� 
	���� �� �� �	� F �

��	
 �� 
�
��� �	 
����
��� �������
 ��� ��
 ��

 ����
	���
 
�	� ��	�
	��
� 
�	
 ��


���
��� � ������ ��

� ��	
 �� ��
� �� �������� ��� ������  !�"���
�� �� ������  !�	�

��
 ����
 
��	

�		����  �		�� FX #
� �� �����
�	

C(u1, . . . , ud) = FX

{
F−1
1 (u1), . . . , F

−1
d (ud)

}
. �����

$� �
� �����

 ��
��  � 	���� ��� �� ������ C �

��
�� � �	� ��
 FX �����
��	 � �� ��


��	��
	��  � #������ U = (F1(X1), . . . , Fd(Xd))� �% X = (X1, . . . , Xd) ∼ FX� &	 �'���

P {F1(X1) ≤ u1, . . . , Fd(Xd) ≤ ud} = P
{
X1 ≤ F−1

1 (u1), . . . , Xd ≤ F−1
d (ud)

}
= F

{
F−1
1 (u1), . . . , F

−1
d (ud)

}
= C

{
F1 ◦ F−1

1 (u1), . . . , Fd ◦ F−1
d (ud)

}
= C(u1, . . . , ud).

(�

��� ���� ������ j ∈ {1, . . . , d}� �� ��
  � Uj = Fj(Xj) �
� �	
����� 
�� (0, 1)�

�	� ������ C �
� �	� ��
 d) 
��	

�		���� � �����
 �	
�����
� * 	���� ��!�	� #��)



�	  � ��������  � +,��� -./0 ���� �� ��	��
�	  � 
��#
� F̄X(x1, . . . , xd) = P(X1 >



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

x1, . . . , Xd > xd) ��� ������	� �
 ���
���

� ���

F̄X(x1, . . . , xd) = P {F1(X1) > F1(x1), . . . , Fd(Xd) > Fd(xd)}
= P {1− F1(X1) ≤ 1− F1(x1), . . . , 1− Fd(Xd) ≤ Fd(ux)}
= P

{
1− U1 ≤ F̄1(x1), . . . , 1− Ud ≤ F̄d(ux)

}
= Ĉ

{
F̄1(x1), . . . , F̄d(xd)

}
,

�� Ĉ : [0, 1]d → [0, 1] ��� 	
 	�� ��
���
�� �� Ū = (1 − U1, . . . , 1 − Ud)� �� U ∼ C�

������� ���� ��
��� j ∈ {1, . . . , d}� 	
 	�� �� 1−Uj ��� �
������ ��� [0, 1]� 	
 ��
����


Ĉ ��� �
� ����	� � �
 � ������ ����� 	
 ������ �� ��	
��� �	 � 
 �
 	��
 ������ �
��� 	


����	� C �� FX �� 	
 ����	� �� ������� ������� ����� ���
���� ��� ��
������� � �
����

� �
 ������� U �� 	�� C� !

� 	� �
� d = 2� �
� �"���	�� �
 ��
��� 
�����
� ���

Ĉ(u, v) = u+ v − 1 + C(1− u, 1− v)�

#������ 	
 ��
���� c(u) = ∂C(u)/∂u1 · · · ∂ud � �
� ����	� C �"����� 	
 �������
�
���


�� 	 $��
���
 %&�&' ������ �� �������

c(u) = fX
{
F−1
1 (u1), . . . , F

−1
d (ud)

}/
d∏

�=1

f�
{
F−1
� (u�)

}
.

�
�������
�� �
 �� �
�

� �	��(� ��� 	 �"�������
 � �
� 	�� FX �

� 	� )������� &���

�
 ���� �"������ 	
 ��
���� 
������� � FX ��
 	
 �����	�

fX(x) = c {F1(x1), . . . , Fd(xd)}
d∏

�=1

F�(x�). %&�*'
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1����� �	2�
���� ��� ��
	 ���
����� �	�� 
	 ����� ��� ��� 
�������
� �� ����	� ��


�3��	���� 4���5 ���� �� 
����
�
� ���� 
	 6�
��

L↓↓
p =

{
(F−1

X (u), F−1
Y (v)) ∈ X × Y : (u, v) ∈ [0, 1]2, C(u, v) ≤ p

}
.

7� ���� ���� 	�'����
� � L↓↓
p �	 ��
���� ���	�� �� �������
	�� 
�������
� {(u, v) ∈

[0, 1]2 : C(u, v) ≤ p}� 7� ���� �
�����
 ����
	�
����� ���
 
�������
� �� ����	� L↑↑
p

�� ��8����	�� {(u, v) ∈ [0, 1]2 : C(u, v) > p}�

����� ����	
�� �

���� ��� �
����� �� �	����

&��
 �� ����
� (X, Y ) �� �	
�	�
�� 	
�	���
�� ���� 
	 
�� ���'����� ��� FX,Y � 
�3��	�

���� 4���5 �� 9���
��� ��  :
	
 �����
��� �	
 FX,Y (x, y) = C{FX(x), FY (y)}� �



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

������ �	 
� ���
����
 �	 
� �����	 �	 
��	�� Lp � 
��������
 ������ �
 � ��
��

Lp = {(x, y) ∈ X × Y : FX,Y (x, y) = 1− p}
= {(x, y) ∈ X × Y : C{FX(x), FY (y)} = 1− p}
=

{
(F−1

X (u), F−1
Y (v)) ∈ X × Y : (u, v) ∈ [0, 1]2, C(u, v) = 1− p

}
.

��
��� �
 � ��	 (u, v) ∈ LC
p �� 	� �	�
	�	
� �� (F−1

X (u), F−1
Y (v)) ∈ Lp� ��

LC
p =

{
(u, v) ∈ [0, 1]2 : C(u, v) = 1− p

}
. � ���

!
 ����"�	 �	 
� �#�	 ��
�"�	 ���� 
� �����	 �	 
��	�� L̄p 	
 
���
� ������� ��	


� �	����
 ������ �� $%���"�	 �	 &'
�� (�)* �	��	� �������	

L̄p =
{
(x, y) ∈ X × Y : F̄X,Y (x, y) = p

}
=

{
(x, y) ∈ X × Y : Ĉ{F̄X(x), F̄Y (y)} = p

}
=

{
(F̄−1

X (u), F̄−1
Y (v) ∈ X × Y : (u, v) ∈ [0, 1]2, Ĉ(u, v) = p

}
,

�	 ����	 ��	 (u, v) ∈ L̄C
p �� 	� �	�
	�	
� �� (F̄−1

X (u), F̄−1
Y (v)) ∈ Lp� �� L̄C

p = {(u, v) ∈
[0, 1]2 : Ĉ(u, v) = p}�

��� ������	

�� �� �	
�
�� ����	�
�� �
� 
�� ��
���

�� ����	


����� �����	
�	�
 �� ��������	� 
�����	�	
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�
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� 
���	�

����	
� (F−1
X (p),∞) 
	 (∞, F−1

Y (p))� ��
� ������ �

��	�
��
�	 � �� �����
 �
 ���
��

Lp� ���	 

� ����

	���
� �
 �
 ��	�������
��

����� ������	� 
� ���
���� ��� Lp

��� ����
�	��
� �� 
��
���
 �
 ���
��� 
������
� �
 (X, Y ) ��� ��
 �����
 �
 ���
���

���	 �� ���
�� �
 �������
 1− α 
	 �� �����
��
���
 Bp,1−α �
 Lp 	
�� ��


P {(X, Y ) ∈ Bp,1−α | FX,Y (X, Y ) = 1− p} = 1− α.

�� ���������	 BC
p,1−α 	
� ��
 (u, v) ∈ BC

p,1−α �� 
	 �
��
�
�	 �� (F
−1
X (u), F−1

Y (v)) ∈
Bp,1−α� �� 

�	 	�������
� �� ���
�� �
 �� ��
��
 C �
 (X, Y ) 
� ����������	

P
{
(U, V ) ∈ BC

p,1−α

∣∣ (U, V ) ∈ LC
p

}
= 1− α.

������
 (u, v) ∈ LC
p �� 
	 �
��
�
�	 �� v = C−1

u (1 − p)� �
� ����
�	� �
 ��
��
���


BC
p,1−α 

��
�	 �	�
 �����
�
�	 ��	
������ 
�� �� ���������
 u ∈ [1− p, 1]�  � 

�	

����� ������ �� �����
��
���
 IC
p,1−α �
 [0, 1] 	
� ��


P
{
U ∈ IC

p,1−α

∣∣ C(U, V ) = 1− p
}
= 1− α.

!��	 �� "���	��� �
 ��
��	�	��� �����	����
��
 �
 U ���#��	 C(U, V ) = 1− p� � ������

Fp(u) = P {U ≤ u | C(U, V ) = 1− p} .

 � �����	 ����� ����	
�����
 �
 �������
 �
 ���
�� 1− α 
��

ICp,1−α =
[
F−1
p (α1), F

−1
p (1− α2)

]
, $%�&'
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� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

�� ���� α1, α2 ∈ (0, 1) �	
� ��	 α1 + α2 = α


����� �����	
� �� �
������ ��� L̄C
p

�� ������	 �	 
� ���	 ����� ���� �	 ��� 	�� �	 
� �����	 �	 ���	�� L̄p 	� ��	��

����� �� �����	��	��
	 B̄C
p,1−α �	
 ��	 P{(U, V ) ∈ B̄C

p,1−α | Ĉ(U, V ) = p} = 1 − α�

	� 	� ���������� 
 	��	��
	 B̄p,1−α ⊂ L̄p �	
 ��	 (u, v) ∈ B̄C
p,1−α �� 	� �	�
	�	�� ��

(F̄−1
X (u), F̄−1

Y (v)) ∈ B̄p,1−α


��� ������	
���� 
� U �
� �� ��
�	� 
� �����
 LC
p

! ��"	���� �	 �	��	 �	����� 	�� � ���	��� 
� 
�� ����������	

	 �	 U ������� C(U, V ) =

1− p� �	 ��� ����	����� # 
� ������������ �	 U ��� 
� �����	 �	 ���	�� LC
p 


����� �
� �
��
���� �� U �� �� W = C(U, V )

����������� 	
�
 �� �� �����	 C ��

��	 �
	 �	

��� c� ����
 �� �	

��� ��
���
�	 �	

U 	� �	 W = C(U, V ) 	
� ��

�	 ���

fU,W (u, w) =
c {u, C−1

u (w)}
C(01) {u, C−1

u (w)} , 0 ≤ w ≤ u ≤ 1,

�� C(01)(u, v) = ∂C(u, v)/∂v 	� C−1
u (w) = {t : C(u, t) = w}�

��������	�
��� !� �������������� ���	��	 �	 Z = U 	� W = C(U, V ) 	�� �����	



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

��� U = Z �� V = C−1
Z (W )� 	� 
���
��� �� ����� �������������� ��� ����� ���

J =

⎛⎝ 1 0
∂

∂z
C−1

z (w)
∂

∂w
C−1

z (w)

⎞⎠ =
∂

∂w
C−1

z (w).

�� �� ���� rz(w) = C−1
z (w)� �� � ����� C{z, rz(w)} = w� �� �������� ��� ������� � w

�� ������ ���� �� ����� ��������� �� �
����� C(01){z, rz(w)} r′z(w) = 1� �� ����

J =
∂

∂w
C−1

z (w) = r′z(w) =
1

C(01) {z, C−1
z (w)} .

������� �� ������� ��� ����� �� (U, V ) ��� c(u, v) ���� (u, v) ∈ [0, 1]2� �� ������ ���

fU,W (u, w) = c
{
u, C−1

u (w)
} ∣∣∣∣ 1

C(01) {u, C−1
u (w)}

∣∣∣∣ = c {u, C−1
u (w)}

C(01) {u, C−1
u (w)} ,

�! 0 ≤ u ≤ 1 �� 0 ≤ C−1
u (w) ≤ 1� "���� �����#�� ����������� ��� ��� ������� �� (u, v)

������� � C(u, 0) ≤ w ≤ C(u, 1)� �$���%�%���� 0 ≤ w ≤ u� ♦

�������� �	
	 ��� �����	�
�� �� �
� �
 U 
�	 ������
��
 ��� (0, 1)� ���� �������
�


� �
	�
��
 �
 �����	�	 � ���	�� �
 �� ��
�
��	�
� ���� �� 
�
	� 
� ��	�����	 �� �
���	�

�������
 fU,W ��� 	
�	
� �
� ���
��� �
 W � ��
�	������
 �
�� w ∈ [0, u]� ��
��

fU(u) =

∫ u

0

fU,W (u, w) dw =

∫ u

0

c {x, C−1
x (y)}

C(01) {u, C−1
u (w)} dw.

�� 
�
�	���	 
����	
 �
 � ���
�
�	 �
 �������
 t = C−1
u (w)� �
 �
�	
 !�
 dt =

1/C(01){u, C−1
u (w)}� 
� 
�	�
�	

fU(u) =

∫ 1

0

c(u, t) dt = 1.



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

����� ��� �� W = C(U, V )

�� ������	
 �	���
��
 W = C(U, V ) � ��	
��� ���� [0, 1] �����
		
 	� �����������	��

	��
����
 �
 ������	�	�
 �	���	

� �� �
����
� �
 ���������
� 
�� �
��


KC(w) = P {C(U, V ) ≤ w} , 
� (U, V ) ∼ C.

�� �
�����
����� ��� ����
�� � U = u 
� 
� ���������� C−1
u (t) = {v ∈ [0, 1] :

C(u, v) = t}� 
� 
���
�� �	
��

KC(w) =

∫ 1

0

P {C(U, V ) ≤ w|U = u} du

= w +

∫ 1

w

P
{
V ≤ C−1

u (w)
∣∣U = u

}
du

= w +

∫ 1

w

C(10)
{
u, C−1

u (w)
}
du. ���� 

!
��
 
"��
���
� #�����	
 � ��� ������
 ��� $
�
�� 
� %��
�� &�'(� )�� 
"�	
�
�� �#�*

	
+
�� �	���
��� ��� �������	�
�� �
 �
��
 �
�+�	
� �� ��
�
����
� �������
 ������ ��



"��
���
� #�����	
 �
�� 	� �
����� �
 KC �

����������� 	
	
 �	 C 
�� ��
 �����
 �	���	

 ���� �� �
��	�
 c 
�	��
� ����� �� �
��	�


�
 �� ���	���
 ��
���	�
 W = C(U, V )� �� (U, V ) ∼ C� 
�� ����

 ���

kC(w) =

∫ 1

w

c {u, C−1
u (w)}

C(01) {u, C−1
u (w)} du,

�� C(01)(u, v) = ∂C(u, v)/∂v 
� C−1
u (w) = {v : C(u, v) = w}�

��������	�
��� �� �������� 	�
"��
���
� �
 KC(w) �
���
 � 	�,)����
� ���� � 
� �

kC(w) = 1− C(10)
{
w,C−1

w (t)
}
+

∫ 1

w

d

dw
C(10)

{
u, C−1

u (w)
}
du.

-���)�
 C−1
w (w) = 1� 
� � C(10){w,C−1

w (w)} = C(10)(w, 1)� !
++
 C(10)(w, 1) =



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

P(V ≤ 1|U = w) = 1� �� � ���� 1 − C(10){w,C−1
w (w)} = 0	 
����
����� 
� ������

gu(w) = C−1
u (w)� �� ����
��

d

dw
C(10)

{
u, C−1

u (w)
}
=

d

dw
C(10) {u, gu(w)} = c {u, gu(w)} g′u(w).

���� ������
 �� ������
 �
 gu� �� ���� �� ���� ��
 C{u, gu(w)} = w� �
 ���� ������ �


�����
 ���� ��� ������� � w� ����
 C(01){u, gu(w)} g′u(w) = 1	 �� � ����

g′u(w) =
1

C(01) {u, gu(w)} =
1

C(01) {u, C−1
u (w)} .

�� � 
����� ��

d

dw
C(10)

{
u, C−1

u (w)
}
=

c {u, C−1
u (w)}

C(01) {u, C−1
u (w)} ,

�
 ��� �������
 �� �������������	 ♦

����� ��� ���	�
�������� 	� U 
�����
 W = C(U, V )

�� �
�� ��������� ���
��� �� ��� �
 U ��� �� �����
 �
 ���
�� LC
p � � 
��!�!���
 �� ���

�
 U ������� ��
 C(U, V ) = 1− p	

����������� 	
�
 �� �� �����	 C ��

��	 �
	 �	

��� c� ����
 �� ��� ��
�����

	��	 �	

U ���
� ��

� C(U, V ) = 1− p � ����	 �	

���

fp(u) =
1

kC(q)

c {u, C−1
u (q)}

C(01) {u, C−1
u (q)} , u ∈ [q, 1],

�� q = 1− p� C(01)(u, v) = ∂C(u, v)/∂v 	� C−1
u (q) = {t : C(u, t) = q}�

��������	�
��� "� ��
��
 
�� ���� �����
� ��� ��� ��#������ �
 �� �
����� ���������!

�
��
� �� � fp(u) = fU,W (u, q)/kC(q)� �$ 0 ≤ q ≤ u ≤ 1	 �� � �%�� ���� �
 �
�����
�

fU,W ��� ��� 
&��
����� ���
��
 � �� ����������� '	� ���� �������
	



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

� �� ����	
� �� �� 

��������� ���� �� �������� �� 
���
������ �� U ����� �����

C(U, V ) = q� �� q = 1− p� ���� �����
���
 ���
 u ∈ [q, 1] ��


Fp(u) =

∫ u

q

fp(s) ds =
1

kC(q)

∫ u

q

c {s, C−1
s (q)}

C(01) {s, C−1
s (q)}ds . �����

 � ��!������ �����
������ �� kC �"����� # �� 

��������� ���� �� �"����� ���
�

Fp(u) =

∫ u

q

c{s, C−1
s (q)}

C(01){s, C−1
s (q)} ds

/∫ 1

q

c{s, C−1
s (q)}

C(01){s, C−1
s (q)} ds.

����� ����	� 
����

��	� �� �
 ����������
 ���


�
 ��$������� fp ��� �� ������� �������������� �� U ���%��� W = 1 − p� �� W =

C(U, V )� 
�
 �����&����� fp(u) = fU |W (u, p) �� �� ���� ��
�
�

fp(u) =
fW |U(1− p, u) fU(u)

fW (1− p)
=

fW |U(1− p, u)

kC(1− p)
, ���'�

��
 U ��� �����
�� ��
 (0, 1) �� fW ��� �� ������� �� W = C(U, V )� �����(#(��
� kC � )�


���� ���� # ����
����
 �� ������� �������������� fW |U � 
��
 �� ���
�� ����

FW |U(w, u) = P (W ≤ w|U = u)

= P {C(U, V ) ≤ w|U = u)

= P
{
V ≤ C−1

u (w)
∣∣U = u

)
= C(10)

{
u, C−1

u (w)
}
.



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

�� �����	
� ���
� �� ���
��� �������������� fW |U �� ���
���

fW |U(w, u) =
∂

∂w
C(10)

{
u, C−1

u (w)
}

= c
{
u, C−1

u (w)
} ∂

∂w
C−1

u (w)

=
c {u, C−1

u (w)}
C(01) {u, C−1

u (w)} .

�� ��������� ����� �����

��� ���
 ����	����� ����� �
�� w = 1 − p = q� �� �����	
�

�������

��� �����	�  �� !����
����� ��"

��� ������	
���
�

����� ����	
� ��
������
�

#��
������
 ������� �� ��
	���� 
	�
��� ���������� ��
 ���	��
 
$%�����	�
� �� ���&

����� �	� C �
� 
$%�����	� 
� C(u, v) = C(v, u) ��	� ��	� (u, v) ∈ (0, 1)2�

����� ���� �� C ��� ��� �	
��� ��
�������� ��	�� Fp{C−1
v (q)} = 1− Fp(v)�

��������	�
��� �� � �������

Fp

{
C−1

v (q)
}
=

∫ C−1
v (q)

q

c {s, C−1
s (q)}

C(01) {s, C−1
s (q)}ds .

�� �'���	��� �� �(��)�%��� �� 
������� t = C−1
s (q)� ��	� ���	��

ds = −C(01)
{
t, C−1

t (q)
}

C(10)
{
t, C−1

t (q)
} dt,



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

�� �������

Fp

{
C−1

v (q)
}

= −
∫ v

C−1
q (q)

c
{
t, C−1

t (q)
}

C(01)
{
t, C−1

t (q)
}C(01)

{
t, C−1

t (q)
}

C(10)
{
t, C−1

t (q)
} dt

=

∫ 1

v

c
{
t, C−1

t (q)
}

C(10)
{
t, C−1

t (q)
} dt

=

∫ 1

q

c
{
t, C−1

t (q)
}

C(10)
{
t, C−1

t (q)
} dt−

∫ v

q

c
{
t, C−1

t (q)
}

C(10)
{
t, C−1

t (q)
} dt

= 1− Fp(v) . ♦

	�� 
����
���
� �� ����� ��� ��� 
�� ����
�� C ��� �������
���

IC
p,1−α =

{
(u, v) ∈ [0, 1]2 : C(u, v) = q, F−1

p (α1) ≤ C−1
v (q) ≤ F−1

p (1− α2)
}

=
{
(u, v) ∈ [0, 1]2 : C(u, v) = q, α1 ≤ Fp{C−1

v (q)} ≤ 1− α2

}
=

{
(u, v) ∈ [0, 1]2 : C(u, v) = q, α1 ≤ 1− Fp(v) ≤ 1− α2

}
=

{
(u, v) ∈ [0, 1]2 : C(u, v) = q, α2 ≤ Fp(v) ≤ 1− α1)

}
=

{
(u, v) ∈ [0, 1]2 : C(u, v) = q, F−1

p (α2) ≤ v ≤ F−1
p (1− α1)

}
.

����� �����	 
	 ���

��	

�
�	

��������� 
�� U �� V ���� �������������� 
����������� 
�� ���� ��� 
�������� ���

�� 
����� ������������
� C(u, v) = Π(u, v) = uv� ���� 
� 
��� ����� �� ���  �! ��

"����� �� #�$���  �%! ��� ������ 
�� kC(w) = − lnw� &����� ����
�� c(u, v) = 1 ��

C(01)(u, v) = ∂uv/∂v = u� ��� �����
����� �� �� '���������� ��( ��)��

fp(u) =
−1

u ln q
, u ∈ [q, 1].

'�� 
����
����� �� *��
���� �� ����������� ��� ������ ���

Fp(u) =

∫ u

q

−1

s ln q
ds =

ln(q/u)

ln q
= 1− ln u

ln q
.



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

�� ������� 	
��� F−1
p (α) = e(1−α) ln q = q1−α �� 

������	

� �� 

���	���� ����� �������

IΠp,1−α = [(1− p)1−α1 , (1− p)α2 ]� ������ ������� Π−1
u (1 − p) = (1 − p)/u� 

������
�

BΠ
p,1−α ��� ��������� ��� �	���� �� ������ (u, p/u) ��
 ��� (1− p)1−α1 ≤ u ≤ (1− p)α2 �

����� ����	
 �
 �	�
���

�	 ����
� �� �
	����  !" ���	���� ��� ��#��� ���� θ ∈ (0,∞) �	� Cθ(u, v) = (u−θ +

v−θ − 1)−1/θ� �� 	 �
	����

C
(01)
θ (u, v) = −

(
1

θ

)(−θ v−(θ+1)
) (

u−θ + v−θ − 1
)−(1+ 1

θ )

= v−(θ+1)
(
u−θ + v−θ − 1

)−(1+ 1
θ ) . ���$�

%� �����	�� ������� ����� �&�������� �	� �	����� ' u� �� ������� ��� 
	 ������� ���

cθ(u, v) = (θ + 1)(uv)−(θ+1)
(
u−θ + v−θ − 1

)−( 1
θ
+2)

. ���()�

�� 	 ����
cθ(u, v)

C
(0,1)
θ (u, v)

= (θ + 1) u−(θ+1)
(
u−θ + v−θ − 1

)−1
.

*������ C−1
u (q) = (q−θ − u−θ + 1)−1/θ� �+ q = 1− p� �� ������

cθ {u, C−1
u (q)}

C
(01)
θ {u, C−1

u (q)}
= (θ + 1) u−(θ+1)

[
u−θ +

{(
q−θ − u−θ + 1

)−1/θ
}−θ

− 1

]−1

= (θ + 1) u−(θ+1)
(
u−θ + q−θ − u−θ + 1− 1

)−1

= (θ + 1) u−(θ+1) qθ.



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

�� �����	
� �	�

kθ(q) =

∫ 1

q

c{u, C−1
u (q)}

C(01){u, C−1
u (q)} du

= (θ + 1) qθ
∫ 1

q

u−(θ+1) du

=

(
θ + 1

θ

)
qθ

(
q−θ − q0

)
=

(
θ + 1

θ

)
(1− qθ).


���� �������
�� ���������� � �� ����
�� kC �� �� �����������
�� 
�������� �� ������

�
�
�� �� �� ���	�� �� 
������ ����� �	������	� ��� ������ �� �
����  !"#$ 
���� ���

����
�	�
�� �� ��%�	��
�� &�$'() �� ���
��� ����

Fp(u) =

(
θ

θ + 1

)
1

(1− qθ)

∫ u

1−p

(θ + 1) s−(θ+1) qθ ds

=
θ qθ

1− qθ

∫ u

q

s−(θ+1) ds

=
qθ

1− qθ
s−θ

∣∣∣∣s=q

s=u

=
qθ

(
q−θ − u−θ

)
1− qθ

=
1− (q/u)θ

1− qθ
.

*	���	�� ���
�	���
��� ���������� ���	
�� �� ������� �	�

F−1
p (α) =

q

{1− α (1− qθ)}1/θ
=

{
qθ

1− α(1− qθ)

}1/θ

.

+��������� BC
p,1−α ��� ���� �����
�	� �� (u, (q−θ − u−θ + 1)−1/θ) ��� �	�

{
qθ

1− α1(1− qθ)

}1/θ

≤ u ≤
{

qθ

1− (1− α2)(1− qθ)

}1/θ

.

�������� �	�	 �� �������� 	
�����

��� �� F−1
p ���
 	� ��
 �� 	� ����	� �
��������



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

����� ���	
�� θ → 0� 
� ����� 	� �� ��	� h(θ) = {1− α(1− qθ)}1/θ� ����	

log h(θ) =
log

{
1− α(1− qθ)

}
θ

.

��� �� ����� �� ���������� �� �������

lim
θ→0

log h(θ) = lim
θ→0

α(1− p)θ log q

1− α(1− qθ)
= α log q.

�� 	���	��� 
�� h(θ) → eα log q = qα ���	
�� θ → 0� �� ����

lim
θ→0

F−1
p (α) = lim

θ→0

q

h(θ)
=

q

qα
= q1−α.

����� �����	 
	 ��
��	�����	����
�	���	
�

�� ����	
 �
 ��
	�
�����
	���
�
���

� 
�� �����
 ��
 Cθ(u, v) = uv + θuv(1 −
u)(1− v)� �� |θ| ≤ 1� �� ����
�� �	�
� ����	
�
�� C

(01)
θ (u, v) = u+ θu(1− u)(1− 2v)


� cθ(u, v) = 1 + θ(1− 2u)(1− 2v)� �� � ����

cθ(u, v)

C
(01)
θ (u, v)

=
1 + θ(1− 2u)(1− 2v)

u+ θu(1− u)(1− 2v)

=
1 + θ(1− 2u)(1− 2v)

u {1 + θ(1− u)(1− 2v)}
=

1 + θ(1− u)(1− 2v)− θu(1− 2v)

u {1 + θ(1− u)(1− 2v)}
=

1

u
− θ

{
1− 2v

1 + θ(1− u)(1− 2v)

}
.

��� � ���
��
 C−1
θ,u(q)� �� ���
 !�
 C(u, v) = q �� 
� �
�	
�
�� �� v+θ(1−u)v(1−v) =

q/u� �
�� ���"��� #�

 ��
��	� �
 ��$�� �!��"�	
��
 ��


θ(1− u)v2 − {1 + θ(1− u)} v + q

u
= 0. %��&&'



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

�� θ = 0� �� � v = q/u� 	
 ���� C−1
0,u(q) = q/u
 �� θ �= 0� �	� ����� �� �������	 �	

������
��� ��
��� ���


v = C−1
θ,u(q) =

1 + θ(1− u)± �θ,q(u)

2θ(1− u)
,

�� �θ,q(u) =
√{1 + θ(1− u)}2 − 4θ(1− u)q/u
 �� �	�
 ���
�	� ��	 �� �	��	 �	� �	� 

����
���� ��!�	���� ��� 	�
 ���	�
�"�	� ��	�
!#!���	 
	��	 ��	 C−1
θ,u(q) ∈ [0, 1]� 	�


C−1
θ,u(q) =

1 + θ(1− u)− �θ,q(u)

2θ(1− u)
.

$ �	 ����
!��� �� 	�
 �
��	 �	 ��
	� ��	

1− 2C−1
θ,u(q) = 1− 2

{
1 + θ(1− u)− �θ,q(u)

2θ(1− u)

}
=

−1 + �θ,q(u)

θ(1− u)
,

�	 ��� %��
 ��	

cθ
{
u, C−1

θ,u(q)
}

C
(01)
θ

{
u, C−1

θ,u(q)
} =

1

u
− θ

{
1− 2C−1

θ,u(q)

1 + θ(1− u)(1− 2C−1
θ,u(q))

}

=
1

u
− θ

[ {−1 + �θ,q(u)}/ θ(1− u)

1 + θ(1− u) {−1 + �θ,q(u)}/ θ(1− u)

]
=

1

u
− θ

{ −1 + �θ,q(u)

θ(1− u)�θ,q(u)

}
=

1

u
+

1− �θ,q(u)

(1− u)�θ,q(u)

=
1

u
− 1

1− u
+

1

(1− u)�θ,q(u)
.

&	�� �	��	
 �	 �������	 ��	 ���� q = 1− p�

Fp(u) = ln

{
u(1− u)

q(1− q)

}
+

∫ u

q

ds

(1− s)�θ,q(s)
.

'���(	����� �	 �	

	 %���
��� �	(�� �	 %���	 �	 ����)�	 ��������	




�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

��� �����	
��� 
� ����
������� ��� �� 	����� 
� ������

����� �	 
���� �
�� ��	 ��������� �� ��� �� ���������	� �� �� ���	���� ��	�� (X, Y ) ∈ Lp

�	 �� ����	 ��������� (x0, y0) ∈ Lp� �� x0 = F−1
X {δ−1

C (p)} �	 y0 = F−1
Y {δ−1

C (p)}� ����
δC(u) = C(u, u) �� ��������� �� �� ������ C �� (X, Y )� ���� �� ���	�� �� ���	����

�� ����  �� �!��	� ��	�� �� �����	� �� ���������	� fp ��	���� " �� #������	��� ��
 �	

�$������%� �� ����� �	 
���� �
��� & ��		� '�� �� �����	�	 ������	 ���� ��������

����� ���� ���� ��� ���	���� f : R → R 
���
���� �� ���� ������� ����� �� 
�����	�

����� ��� ������ (a, f(a)) �� (b, f(b)) �� ���� 
� �� 	����� 
����� ��� f ��� 
����� ���

D(a, b) =

∫ b

a

√
1 + {f ′(x)}2 dx.

��������	�
��� (�� ����	� P1 = (a, f(a))� P2 = (b, f(a)) �	 P3 = (b, f(b)) ������	

�� 	������� ���	������ )����� ��� ��� �������	��� �� *%���+�� �� #,	%������

�(P1,P3) =
√

�2(P1,P2) + �2(P2,P3) = �(P1,P2)

√
1 +

{
�(P2,P3)

�(P1,P2)

}2

.

-� ��������	  �� ��� 	���� ��������� ���	 ��'��	��������� �� � ����� �(P1,P2) = dx�

�(P2,P3) = dy �	 �(P1,P3) = ds� .� � �����

ds =

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

√
1 + {f ′(x)}2 dx.

.� � ����

D(a, b) =

∫ b

a

ds =

∫ b

a

√
1 + {f ′(x)}2 dx,

��  �� 	������ �� ������� ♦

�����	� ���� ���� f(x) = β0 + β1x� �� � f ′(x) = β1 �� 
��	 �� 
�����	� ��� 	����

	����� ����� x = a �� x = b ��� D(a, b) =
∫ b

a

√
1 + β2

1 =
√

1 + β2
1(b− a)�

�����	� ��
� �� ����� ��� ������ 
� 	��	���� �� �������� 
��� 
����	��	�� 
� �����

�������� 
��� ��� ������ (x, y) ���� ���� ��� �� �������� y2 + x2 = 1� �� 
����	��	��


�� 
������ ������
�� 
� y ��� 
��	 
���� ��� �� ���	���� f(x) =
√
1− x2� �����



�� ������	

� �� �
���	��� ��� ��� �
���� �� ����	� ��

f ′(x) = −x/
√
1− x2� �� ������	
 ��� 	
 �

��	
�	�
 
���
 x = −1 
� x = 1 
��

D(−1, 1) =

∫ 1

−1

√
1 +

( −x√
1− x2

)2

dx =

∫ 1

−1

√
1

1− x2
dx = 2

∫ 1

0

1√
1− x2

dx.

�� ������ ��
 �� ���
����
 �
 ����������� ���� �� �
�����
 
���
����� 
�� �� ���	����

��	 ������ � ������ sin−1(x)� D(−1, 1) = 2{sin−1(1)− sin−1(0)} = 2(π/2) = π�

����������	 
� (u, v) ∈ LC
p 	 ���

 �� � �� 
������� v = C−1

u (q)	 �� q = 1− p� �� ��
���

f(u) = C−1
u (q)	 �� � ��� C{u, f(u)} = q� �� ��
����� �� ������ ���� ��
 
����
� �

u	 �� ������� C10{u, f(u)}+ C01{u, f(u)}f ′(u) = 0	 �� ����

f ′(u) = −C10{u, f(u)}
C01{u, f(u)} = −C10{u, C−1

u (q)}
C01{u, C−1

u (q)} .

�� ����� ���	 �� ��
����� ���
� u = a �� u = b 
�
 �� ���
�� �� ������ Lp �
�

Dp(a, b) =

∫ b

a

√
1 +

{
C10{u, C−1

u (q)}
C01{u, C−1

u (q)}
}2

du.

� ����
 ��� ����� � �
�

��� � ��� ������� �������������� �� !�����" 
� ��� #$%� &�

�� �
��� ����� 
��'
� �� ����� (δ−1
C (q), δ−1

C (q)) ∈ LC
p 	 �� δC(u) = C(u, u)	 ���

 ��

��
����� ���
� u ∈ [q, 1] �� δ−1
C (q) �� ���( �� �� ���
�� �� ������ LC

p �
�

Hp(u) =

∫ δ−1
C (q)

u

√
1 +

{
C10{s, C−1

s (q)}
C01{s, C−1

s (q)}
}2

ds.

)�
 ��� ����������� �� 
�
����� ���

���� �����
���� �� �
��
*�
������ �+��� ��
�����

�������
� �������� ��
 ��� *������� ��������	 �� ������ ��� �� ���
��� �� �� ��
�����

S = Hp(U) 
�
 �� ���
�� �� ������ LC
p 	 �+�
�,�,��
� 
������ C(U, V ) = 1− p	 �
�

hp(s) =
fp

{H−1
p (s)

}
Hp

{H−1
p (s)

} , Hp(1) ≤ s ≤ Hp(1− p).



�������� 	

�
����
 �������������


	�� ��������� �� �� ������� � !"���������

����� �����		
�� 
������� ����� ������ ����
���
����

�� ������� ��	 
��
��	 ��
����������	 
������� 
� ����� ������ �� ������	 ��

��������
�� ��
�
��� ��	 
��
��	 �� ������� ���� ����� �� � �� !
���� �""�# $�� 
��
��

��%����� C �	� ���� ��
���������� 	� ���� ��
� 	&�
���� 	�
	 �� �����

CΨ(u, v) = Ψ
{
Ψ−1(u) + Ψ−1(v)

}
, '(#�)

�* Ψ : [0,∞) → [0, 1] 	&������� �� ����������# +�
� ,
� �&�-���		��� '(#�) ��.��		� ���

�� ���� 
�� 
��
��� �� ��
� ,
� Ψ 	��� 
�� ���
���� ��
���		���� �� 
��%�-�� / 	�%���

,
� ��
� ��
� t ∈ [0,∞)� �� �

Ψ′(t) < 0 �� Ψ′′(t) > 0.



�� ������	 
��
���������	 ��

����� ����	
 �
 �
�
��

�� ��� �	
��� �� 
������ ��� �	 
����� �� ����	� ����� 
����� ��
��
������� ��� ���

���
���� ���� q = 1− p �	� �����	����

C−1
u (q) = Ψ

{
Ψ−1(q)−Ψ−1(u)

}
.

��� �������
� 	� ������
� ����� ��  ����� !�"#$ ��� 
������ �� ����	� ����� 
�����

��
��
������� ���� 
����%��$ 
�����&����� ��� ��	����
	���� q �→ C−1
u (q) ��� 
����%��

����� ��� �
 �
�����

'�� �	(�� �� 
������ �	 ������	�
� ����� ���% �	��	���� 	��	������ 	 ��� ��������

�	� )���	�� !��#� �����$ ��� �	 �	�� ���� �
�	������� (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) �� �	����$

�� �	� �� )���	�� �
������� ��� ��*�� �	�

τn =
2

n(n− 1)

∑
i<j

{Cij −Dij} ,

�+ Cij = I {(Xi −Xj)(Yi − Yj) > 0} �� Dij = I {(Xi −Xj)(Yi − Yj) < 0} ���� ��� �����

	�����$ �����
����
���$ �� �	���� 
��
���	���� �� ���
���	����� ,� �	� �� )���	��

�
������� 
��������� 	���� & �	 ��-����
� ����� ��� ����������� �� �	���� 
��
���

�	���� �� ���
���	���� �	�� �� .�� �� ������� ���	������ �� ��	/�� ����� 	�����	����

�����	�	
������� 	� 
������ 
��0
���� �� 
�����	���� �� 1�	�����

�� 	����� ��� �	 ������� ��������� �� �	� �� )���	�� �� ������ �	� ��� 
	�/�� �����

�����	���� ���	����$ 
	�� �����
��� �� �	 
����� 2�� 	��	�� ��� ��� 
	�/�� ����


��������3� 4� �	��$ �� �� �����	�� �	� �%�
��� &  ����� !�"#$ �� �	� �� )���	�� �����



�� ������	 
��
���������	 ��

����� ��	�
���� (X, Y ) ��

 �� ������ ��
 C ��������� ��� �� �������

τ = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u, v) dC(u, v)− 1.

��
� �� ��� ���
� ������ ������	���

� �	
	�	� ��� Ψ� �
 �

τΨ = 1− 4

∫ Ψ−1(0)

0

s {Ψ′(s)}2 ds.

��� �����		
�� 
������� �� ����	����� �� ��������

����� ����	
��
���� �� C
(01)
Ψ �� cΨ

��
 �� ��������� ��� ���������
� � ��
��� ����
� φ = Ψ−1� �
 ��
��

 �����

C
(01)
Ψ (u, v) =

∂

∂v
CΨ(u, v) = Ψ′ {Ψ−1(u) + Ψ−1(v)

}
φ′(v).

 
 �	����

 ��

� ���
�!�� ���������
 ��� ������
 � u� �
 �	���
 "�� �� ��
��
	 �� CΨ

��������� ���

cΨ(u, v) =
∂2

∂u∂v
CΨ(u, v) = Ψ′′ {Ψ−1(u) + Ψ−1(v)

}
φ′(u)φ′(v).

����� ����	
��
���� �� kΨ

# ���
�� ��� 
������ �� $�
��
 �
 %����
 &'()� *���� �� ��� &+) �
 $�
��
 �
 %����
 &',)�

�
 ���
 "�� �� 
��
������
��
 �

	����� �� ���������
	 ���
� ������ ������	���

�

��������� ���

KΨ(w) = w − φ(w)

φ′(w)
, �- φ = Ψ−1.



�� ������	 
��
���������	 ��

�� ����	
��� 
� ������ 
�
�� ��� �
 ������� �� KΨ ���

kΨ(w) =
φ(w)φ′′(w)
{φ′(w)}2 .

�� �
�
�� ���

φ′(w) =
d

dw
Ψ−1(w) =

1

Ψ′{φ(w)} �� φ′′(w) =
d2

dw2
Ψ−1(w) = − Ψ′′{φ(w)}

(Ψ′{φ(w)})3 ,


� ���� ������ �� �
�
� ����	
����� ���

kΨ(w) = −φ(w)Ψ′′{φ(w)}
(Ψ′{φ(w)})3 × (Ψ′{φ(w)})2 = −φ(w)Ψ′′{φ(w)}

Ψ′{φ(w)} . �����

����� ������	
���� 
� U ������� CΨ(U, V )

�� ������
� ���	
�� ��
���� �
 �
��� �� �
 �
����
� �� ���
���
� �� �� �
 ������� �
����

��
������� �� U �
��
�� W = CΨ(U, V )�  � �!
"�� �!�� �
�
��
��� # �
 $�
�
����
� ���

�
�� �� �
� 
% C ��� ��� �
���� &�������������

���������� �	
	 �� CΨ ��� ��� �	
��� �
����������� ����
��� �	�� �� ����
����
 ���

Ψ� ��	
� �� ������� �	�����	������ �� X = U ����� �	��� CΨ(U, V ) = 1 − p �� ��

�	����	� �� 
�
�
����	� �	�� �	����� 
��
���������� 
�


fp(u) = − φ′(u)
φ(1− p)

�� Fp(u) = 1− φ(u)

φ(1− p)
, u ∈ [1− p, 1].

��������	�
��� '� ���
���� �!
�
�� ���

cΨ(u, v)

C
(01)
Ψ (u, v)

=
Ψ′′ {Ψ−1(u) + Ψ−1(v)}
Ψ′ {Ψ−1(u) + Ψ−1(v)} φ′(u).



�� ������	 
��
���������	 ��

������	
 ������	 C−1
u (q) = Ψ{φ(q)− φ(u)}
 
� q = 1− p
 
� �

cΨ {u, C−1
u (q)}

C
(01)
Ψ {u, C−1

u (q)}
=

Ψ′′ {Ψ−1(u) + Ψ−1(Ψ {φ(q)− φ(u)})}
Ψ′ {Ψ−1(u) + Ψ−1(Ψ {φ(q)− φ(u)})} φ′(u)

=
Ψ′′ {φ(u) + φ(q)− φ(u)}
Ψ′ {φ(u) + φ(q)− φ(u)} φ′(u)

=
Ψ′′ {φ(q)}
Ψ′ {φ(q)} φ′(u).

�����	����
 	� �	 ������ ��� ��������
� �����
 
� 
���	�� �
��	 ��� ���������	� �	 ��

��
�
����
� ��� ��	

fp(u) =
−Ψ′{φ(q)}

φ(q)Ψ′′{φ(q)}
Ψ′′ {φ(q)}
Ψ′ {φ(q)} φ′(u) = −φ′(u)

φ(q)
u ∈ [q, 1].

�� �
����
� �	 � �������
� �	 fp 	�� ��
�� �
�� 	 ���

Fp(u) = − 1

φ(q)

∫ u

q

φ′(s) ds =
φ(q)− φ(u)

φ(q)
= 1− φ(u)

φ(q)
,

�	 ��� �	����	 �� ��	�!	� ♦

"� 	�� �����	 �	 �
���	� ��	 �� �	���� fp 	�� � ��
������	 ��� [1− p, 1]� �� 	#	�


f ′
p(u) = − φ′′(u)

φ(1− p)
< 0,

��� ��� $%�
�$&�	
 φ 	�� �
�!	'	 	� �
�� φ′′(u) > 0 �
�� �
�� u ∈ [0, 1]� ��� �
�� (

��	��
 �	 �
�	 �	 �� �
� �
�����
��	��	 �	 U ���$��� CΨ(U, V ) = 1−p 	�� M0 = 1−p�

)� �
���	 ��� �	�� ��	 �� �
%	��	 �
�����
��	��	 �	 * 	��

E {U |CΨ(U, V ) = 1− p} =

∫ 1

1−p

u fp(u) du = 1− p+
1

φ(1− p)

∫ 1

1−p

φ(u) du.



�� ������	 
��
���������	 ��

��� �����	�
 ���
 	� ��
 �� 	� ����	� ��������������
 φ(u) = − ln u �� ����

E (U |UV = 1− p) = 1− p+
1

ln(1− p)

∫ 1

1−p

ln u du

= 1− p+
1

ln(1− p)
(u ln u− u)11−p

=
−p

ln(1− p)
.

����� ����	
�� �� 
�����
�

�� ����		���� ��� ������ �� ������� 	��������		� �� �������� �� ������ 1 − α 
�� 	�

������ �� ������ Lp ���
 	� ��
 ����� ����	� ������������� ������� ��� Ψ� �� � ��


���
!�� F−1
p (α) = φ−1{(1−α)φ(1− p)} = Ψ{(1−α)φ(1− p)}
 �� ������� "���	�����

IΨp,1−α = [Ψ {(1− α1)φ(1− p)} ,Ψ {α2 φ(1− p)}] ,

�# α1, α2 ≥ 0 
��� ��	
 !�� α1 + α2 = α�

��� ������	 
��
�������	 �����������	

����� ������ �� �������

�� ����	� �� �	�$��� �� �����%��� θ > 0 �
� ������� ��� Ψθ(t) = (θt + 1)−1/θ
 ��


���� !�� φθ(u) = (u−θ − 1)/θ� &� ������
 ���� q = 1− p


Fp(u) = 1−
(
u−θ − 1

q−θ − 1

)
=

q−θ − 1− u−θ + 1

q−θ − 1
=

u−θ − q−θ

1− q−θ
.



fp
p = 0, 2 p = 0, 8 τ = 0 τ = 1/4

τ = 1/2 τ = 2/3 τ = 3/4

F−1
p (α) =

{
q−θ + α(1− q−θ)

}−1/θ

p = 0, 2 p = 0, 8

τ ∈ {0, 1/4, 1/2, 2/3, 3/4} θ

τ(θ) = θ/(θ+2)

θ(τ) = 2τ/(1 − τ)

fp(u) =
θ qθ u−θ−1

1− qθ
C−1

u (q) =
(
q−θ − u−θ + 1

)−1/θ
.



�� ������	 
��
���������	 ��

����� �����	 
	 ��
��

�� ����	
 �
 �
��� �
 ��
����

 θ ∈ R \ {0} 
�� ����
�
 ��


Ψθ(t) = −1

θ
ln

{
1 +

(
e−θ − 1

)
e−t

}
.

�� ������ �(u) = e−u − 1� �� ����

 ��
 φθ(u) = − ln{�(θu)/�(θ)}� ��
	��
� ��	��	�
�

�
��
�� �	�
� �����
��


Fp(u) = ln

{
�(θq)

�(θu)

}/
ln

{
�(θq)

�(θ)

}
.

�� ������ Fp(u) = α� �� ������ �	�
� ��


�(θu) =

{
�(θ)

�(θq)

}α

�(θq) =
{�(θ)}α

{�(θq)}α−1
.

����
 �−1(t) = − ln(1 + t)� �	 ��
����� ��


F−1
p (α) =

−1

θ
ln

(
1 +

{�(θ)}α
{�(θq)}α−1

)
.

�����

��		
 �
 ��� ���
 
�� ����� ����� ��


IFrp,1−α =

[−1

θ
ln

(
1 +

{�(θ)}α1

{�(θq)}α1−1

)
,
−1

θ
ln

(
1 +

{�(θ)}1−α2

{�(θq)}−α2

)]
.

�� ����

 ��! ����

 	� �
����� 
� 	� ���
�
 �
 ���
�� �
 	� ����	
 �
 �
��� 	�
���


p = 0, 2 " ��

� �� #���$ 
� p = 0, 8 " ��

� �� ���$ ���
 �
� ��	
�
� �� ��� �


%
���		 ��


�������� & τ ∈ {0, 1/4, 1/2, 2/3, 3/4}� '� ����
�� 	
� ��	
�
� �
 θ ���

��


�����
�� & �
� ���
��( �
 ���
�����
 ���

τ(θ) = 1 +
4

θ
{D1(θ)− 1} ,



fp
p = 0, 2 p = 0, 8 τ = 0 τ = 1/4

τ = 1/2 τ = 2/3 τ = 3/4

D1(θ) = θ−1
∫ θ

0
t(et − 1)−1dt

fp(u) =
θ e−θu

�(θu) ln{�(θq)/�(θ)} C−1
u (q) = −1

θ
ln

{
1 +

�(θq)�(θ)

�(θu)

}
.

Ψ(t) = exp
(−t1−θ

)
θ ∈ [0, 1]

φ(u) = (− ln u)1/(1−θ) q = 1− p

Fp(u) = 1− (− ln u)1/(1−θ)

(− ln q)1/(1−θ)
= 1−

(
ln u

ln q

)1/(1−θ)

.



fp
p = 0, 2 p = 0, 8 τ = 0 τ = 1/4

τ = 1/2 τ = 2/3 τ = 3/4

Fp(u) = α ln u = (1− α)1−θ ln q

F−1
p (α) = exp

{
(1− α)1−θ ln q

}
= q(1−α)1−θ

.

IGu
p,1−α =

[
(1− p)(1−α1)1−θ

, (1− p)α
1−θ
2

]
.

p = 0, 2 p = 0, 8

τ ∈ {0, 1/4, 1/2, 2/3, 3/4} θ

τ(θ) = θ θ(τ) = τ

fp(u) =
(ln u/ ln q)θ/(1−θ)

u(θ − 1) ln q
C−1

u (q) = exp
[
−{

(− ln q)1/(1−θ) − (− ln u)1/(1−θ)
}1−θ

]
.



�� ������	 
��
���������	 ��

����� �����	 
	 ��	

�� ����	
 �
 ��
 

� ������
 ��� Ψ(t) = 1 − (1 − e−t)1/θ� �� θ ∈ [0, 1]� �� � ����

φ(u) = − ln{1− (1− u)θ}� �
 ��� ���� ��
 ���� q = 1− p�

Fp(u) = 1− ln{1− (1− u)θ}
ln{1− (1− q)θ} .

�� � �	��
 ��
 Fp(u) = α 
� 
� 

�	
�
�� 
� ln{1− (1−u)θ} = (1−α) ln{1− (1− q)θ}�
�
 ��� ����


F−1
p (α) = 1− {

1− (1− pθ)1−α
}1/θ

.

�����
���		
 �
 �������
 

� �	��
 ����� ���

IJoep,1−α(p) =
[
1− {

1− (1− pθ)1−α1
}1/θ

, 1− {
1− (1− pθ)α2

}1/θ
]
.

�� �
�
��� 
� 	� �����
 �
 ���
�� 
�
 ����
�� �

�
����
�
�� ��� 	

 �����	



fp(u) =
θ(1− u)θ−1

(1− (1− u)θ) ln (1− (1− u)θ)

� C−1

u (q) = 1−
(
1− 1− (1− q)θ

1− (1− u)θ

)1/θ

.

����� �����	 
	 
��������������

�� ����	
 �
 !	�"#�$%��	"&�� 

� ������
 ��� Ψ(t) = 1−θ
ex−θ

� �� θ ∈ [0, 1]� �� � ����

φ(u) = ln{(1− θ)u−1 + θ}� �
	 ��
 ���� q = 1− p� �� ����
��

Fp(u) = 1− ln {(1− θ)u−1 + θ}
ln {(1− θ)q−1 + θ} .



�� ������	 
��
���������	 ��

�� �����	 �q,θ = (1 − θ)q−1 + θ
 �� ���� Fp(u) = α �
 �	 ��������	 �
 �1−α
q,θ = (1 −

θ)u−1 + θ� �� ��
 �� ����
	 �
�����	

F−1
p (α) = (1− θ)/(�1−α

q,θ − θ).

��
�	������� �� �������� ��	 ����� ����� ���

IAMQ
p,1−α(p) =

[
1− θ

�1−α1
q,θ − θ

,
1− θ

�α2
q,θ − θ

]
.

�� ����
	� �	 �� ������ �� �
���� ������
���	 ������	
�����	 ��� ��� ��������

fp(u) =
1− θ

u2{(1− θ)u−1 + θ} ln{(1− θ)u−1 + θ} �	 C−1
u (q) =

1− θ{
(1−θ)u−1+θ
(1−θ)u−1+θ

}
+ θ

.



�������� 	

�
����
 �
����� �� 
������

	�� ������ �������

����� �������	 
���
�
��
��	

������ �� 	��
��� �� �� ���
���� 	� ����������� 	� �� ��� ������� N(0, 1)� � 
�����

φ(x) =
e−x2/2

√
2π

�� Φ(x) =

∫ x

−∞
φ(t) dt.

���� ��������� �� 	��
��� ������� �������� 	� 
���������� ρ ∈ [−1, 1] 	����� ���

φρ(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−

(
x2 + y2 − 2ρxy

2(1− ρ2)

)}
,

���
� ��� �� ���
���� 	� ����������� �

�
��� � φρ� ��� 
��
��� �����
�������

Φρ(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
φρ(s, t) dt ds.

���
 
���� ��������� �� 
����� ������� 
�������� ���

Cρ(u, v) = Φρ

{
Φ−1(u),Φ−1(v)

}
=

∫ Φ−1(u)

−∞

∫ Φ−1(v)

−∞
φρ(s, t) dt ds.



�� ������	 
���
�� �� ������� ��

����� ����	�
�	 �
 �
��
�	� c/C(01)

����������	
� �	 �
����	
 Cρ ��� ������
 � v� �	 ��
��	


C(01)
ρ (u, v) = Φ(01)

ρ

{
Φ−1(u),Φ−1(v)

}
(Φ−1(v))′, �����

�� Φ
(01)
ρ (x, y) = ∂ Φρ(x, y)/∂y� �	 �
����	
 ���	
�	�	
 �����������	 ����� ��� ������


� u� �	 �
���
 �� ��	��

 �� �� ������ �������� � ������

cρ(u, v) = φρ

{
Φ−1(u),Φ−1(v)

}
(Φ−1(u))′ (Φ−1(v))′.

 	 � �����

cρ(u, v)

C
(01)
ρ (u, v)

=
φρ {Φ−1(u),Φ−1(v)} (Φ−1(u))′

Φ
(01)
ρ {Φ−1(u),Φ−1(v)}

=
φρ {Φ−1(u),Φ−1(v)}

φ{Φ−1(u)}Φ(01)
ρ {Φ−1(u),Φ−1(v)}

,

�� �� �������� 
!���

 ������
� �� "��
 #�� dh−1(x) = 1/h′{h−1(x)}�  	 � ��	�

cρ {Φ(x),Φ(y)}
C

(01)
ρ {Φ(x),Φ(y)}

=
φρ(x, y)

φ(x) Φ
(01)
ρ (x, y)

. ���$�

% 	�
�� ���	
�	�	
 #�� �� (Z1, Z2) ��
 �	 ������ ��	
 �� ��	��

 ��
 φρ� �����

P (Z1 ≤ x|Z2 = y) =
∂ Φρ(x, y)/∂y

φ(y)
=

Φ
(01)
ρ (x, y)

φ(y)
.

&��	 �
���
�
 ������#�� ��� ��� ���� ��	��
��		����� �������� #�� ���	 ���
 ��
������

��� ������� ��	� '��
���� �
 (������� )*+� �	 ���
 #�� �� ���
����
��	 ��	��
��		����

�� Z1 ���,�	
 Z2 = y ��
 �� ��� N(ρy, 1− ρ2)�  	 �	 �
���
 ����� #��

Φ(01)
ρ (x, y) = φ(y)P (Z1 ≤ x|Z2 = y)

= φ(y)P

(
Z1 − ρy√
1− ρ2

≤ x− ρy√
1− ρ2

∣∣∣∣∣Z2 = y

)
= φ(y) Φ {zρ(x, y)} ,



�� ������	 
���
�� �� ������� ��

�� �� � ���	 zρ(x, y) = (x − ρy)/
√
1− ρ2
 �� ��
������ ����� ���������� ���� ��

������� ��
��� �� ������ ����

cρ {Φ(x),Φ(y)}
C

(01)
ρ {Φ(x),Φ(y)}

=
1

φ(x)

φρ(x, y)

φ(y)

1

Φ {zρ(x, y)} .

����� �� ����������� ���� �� ����� �������


����� ���� �� φ ��� �� ��	���
 �� �� ��� ��
���� ���	��
� �� φρ �� ��	���
 �� �� ���

��
���� ����
�
� �� ����		�� 	������ �� ��
��	��� �	����
�� �� �� ��


�����	 ρ� ���
�

φp(x, y)

φ(y)
=

1√
1− ρ2

φ {zρ(x, y)} ,

�� ����� �
� ������ ��	�� ��� !��

cρ {Φ(x),Φ(y)}
C

(01)
ρ {Φ(x),Φ(y)}

=
1√

1− ρ2
1

φ(x)

φ {zρ(x, y)}
Φ {zρ(x, y)} .

"� � ����

cρ(u, v)

C
(01)
ρ (u, v)

=
1√

1− ρ2
1

φ(Φ−1(u))

φ {zρ(Φ−1(u),Φ−1(v))}
Φ {zρ(Φ−1(u),Φ−1(v))} .

����	
�� ���� ��	� �� ��� ��
�������
 �� ρ = 0� �	 � zρ(x, y) = x �� ��	�

cρ {Φ(x),Φ(y)}
C

(01)
ρ {Φ(x),Φ(y)}

=
1

Φ(x)
.

�	 �����	� ���
� ��������	�

cρ(u, v)

C
(01)
ρ (u, v)

=
1

u
.



�� ������	 
���
�� �� ������� ��

����� ����	�
�	 	�
��
��� �� ��
	�������� �� ��	��	��

�� �

C−1
u (q) =

{
v|CN

ρ (u, v) = q
}

=
{
v|Φρ

{
Φ−1(u),Φ−1(v)

}
= q

}
=

{
Φ(y)|Φρ

{
Φ−1(u), y

}
= q

}
= Φ

[
Φ−1

ρ,Φ−1(u)(q)
]
.

�����	 C−1
Φ(u)(q) = Φ

[
Φ−1

ρ,u(q)
]

 �� ��
���
 ���� � �������
	 ���� s 
� q ����	 Φρ(s, y) =

q	 �� 
����

∫ y

−∞ φ(t)Φ

(
s−ρt√
1−ρ2

)
dt = q


�
 ��� �
 �
����� 
�� ����� ��� τCN
ρ
(ρ) = 2

π
sin−1(ρ)	 �
��
����� �����
��� ρCN

τ
(τ) =

sin
(
π
2
τ
)

 �� ����
��	 � ������ �� �����
�� cρ(u,v)

C
(01)
ρ (u,v)

��
 fp(x) =
c{s,C−1

s (q)}
C(01){s,C−1

s (q)}

/∫ 1

q
c{s,C−1

s (q)}
C(01){s,C−1

s (q)} ds


�� �������� �
 ����������� 
�� Fp(u) =
∫ u

q
c{s,C−1

s (q)}
C(01){s,C−1

s (q)} ds
/∫ 1

q
c{s,C−1

s (q)}
C(01){s,C−1

s (q)} ds
 ��

����
�� ��������
�
�� �����
� ���


IC =
[
F−1(α1);F

−1(1− α2)
]
.

��� �����	 
	 ���
	
�

����� �������� ����


	�
���

�� �
����� 
� �� �������� �
 ����������� �
 �� ��� !���
�� � ν ∈ N �
"��� �
 ���
���

���� �����
� �
��
��� 
�
�� ��� �
� 
���
������

ων(x) =
Γ
(
ν+1
2

)
√
νπ Γ

(
ν
2

) (
1 +

x2

ν

)−( ν+1
2 )


� Ων(x) =

∫ x

−∞
ων(t) dt , #�
�$



�� ������	 
���
�� �� ������� ��

�� Γ(α) =
∫∞
0

tα−1e−t dt ��� �� 	�
����
 
����� ���� �������
� �� ��
���� �� �� ���

�� �����
� �������� �� ��������� ρ ∈ [−1, 1] ��

�� ���

ων,ρ(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

(
1 +

x2 − 2ρxy + y2

ν
√
1− ρ2

)−( ν
2
+1)

. �����

� 
���� ���� ���
���� �� �� ���  ������ ��������! �� 	�
����
 �� ����������
 �������� �

ων,ρ ������� �����������
�

Ων,ρ(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
ων,ρ(s, t) dt ds .

"��� ����� 
������
! �� ������ �����
� ���#����� ���

Cρ,ν(u, v) = Ων,ρ

{
Ω−1

ν (u),Ω−1
ν (v)

}
=

∫ Ω−1
ν,ρ(u)

−∞

∫ Ω−1
ν,ρ(v)

−∞
ων,ρ(s, t) dt ds.

����� ������	
� �� 
�
�	��� c/C(01)

$
 ������
� �� ������ �� �����
� Cρ,ν ��� ������� � v! �
 �����
�

C(01)
ρ,ν (u, v) = Ω(01)

ρ,ν

{
Ω−1

ν (u),Ω−1
ν (v)

}
(Ω−1

ν (v))′,

�� Ω
(01)
ρ,ν (x, y) = ∂ Ωρ,ν(x, y)/∂y� $
 ������
� ����� ���
���� �#�������
 ��� ������� �

u! �
 ������ �� ��
���� �� �� ������ �����
�! �����%�%����

cρ,ν(u, v) = ωρ,ν

{
Ω−1

ν (u),Ω−1
ν (v)

}
(Ω−1

ν (u))′ (Ω−1
ν (v))′.



�� ������	 
���
�� �� ������� ��

�� � ����	 
�� �� 
��
���
 c/C(01) 	�������� ���

cρ,ν(u, v)

C
(01)
ρ,ν (u, v)

=
ωρ,ν {Ω−1

ν (u),Ω−1
ν (v)} (Ω−1

ν (u))′

Ω
(01)
ρ,ν {Ω−1

ν (u),Ω−1
ν (v)}

=
ωρ,ν {Ω−1

ν (u),Ω−1
ν (v)}

ων{Ω−1
ν (u)}Ω(01)

ρ,ν {Ω−1
ν (u),Ω−1

ν (v)}
.

��� ���	�
���
�

cρ,ν {Ων(x),Ων(y)}
C

(01)
ρ,ν {Ων(x),Ων(y)}

=
ωρ,ν(x, y)

ων(x) Ω
(01)
ρ,ν (x, y)

. �����

����
����
� 
�� 
�� �����
�� ��� ���� �� � 	� (Z1, Z2) �	
 �� ������ �� ��� �� !
����


� ν �����	 �� ��"��
�� ����	

P

( √
ν + 1(Z1 − ρy)√
(ν + y2)(1− ρ2)

≤ x

∣∣∣∣∣Z2 = y

)
= Ων+1(x).

#� ��	��
�
 	�� �� ��� �����
�������� �� �� !
����
 "�$����� �����
 �� �������

P(Z1 ≤ x|Z2 = y) = P

( √
ν + 1(Z1 − ρy)√
(ν + y2)(1− ρ2)

≤
√
ν + 1(x− ρy)√
(ν + y2)(1− ρ2)

∣∣∣∣∣Z2 = y

)
= Ων+1 {zρ,ν(x, y)} ,

�% �� � ��	�

zρ,ν(x, y) =

√
ν + 1

ν + y2
x− ρy√
1− ρ2

.

& ���
�� �� �'� �� �"
���


Ω(01)
ρ,ν (x, y) = ων(y)P (Z1 ≤ x|Z2 = y) = ων(y) Ων+1 {zρ,ν(x, y)} .

(� ��)��
��
 ��

� �����*�� �����		��� ���	 �� +������ ������ �� 
���$�

cρ,ν {Ων(x),Ων(y)}
C

(01)
ρ,ν {Ων(x),Ων(y)}

=
1

ων(x)

ωρ,ν(x, y)

ων(y)

1

Ων+1 {zρ,ν(x, y)} .

,� ��	��
�
 	��$��
 �	
 ��� $��	��� �� ,���� ��- ����
� ' �� ������ �� !
����
�



�� ������	 
���
�� �� ������� ��

����� ���� �� ων ��� �� ��	���
 �� �� ��� �� �����	� 
 ν ����
� �� ������
 �� ωρ,ν ��

��	���
 �� �� ��� �� �����	� ������
� 
 ν ����
� �� ������
 �� �� ����
�����	 ρ� �����

ωρ,ν(x, y)

ων(y)
=

1√
1− ρ2

√
ν + 1

ν + y2
ων+1 {zρ,ν(x, y)} . �����

��� 	

��
	���� �� ����� ��� 	���� 	����

cρ,ν {Ων(x),Ων(y)}
C

(01)
ρ,ν {Ων(x),Ων(y)}

=
1√

1− ρ2
1

ων(x)

√
ν + 1

ν + y2
ων+1 {zρ,ν(x, y)}
Ων+1 {zρ,ν(x, y)} .

�����	
� ���� ������� ν → ∞� �	 � zρ,ν(x, y) → zρ(x, y)� ων+1(x) → φ(x) ��

Ων+1(x) → Φ(x)� �	 �������� ����� �����������	 ����	�� ��	� �� ��� �� �� ������

�������� 
 ������ ���

lim
ν→∞

cρ,ν {Ων(x),Ων(y)}
C

(01)
ρ,ν {Ων(x),Ων(y)}

=
1√

1− ρ2
1

φ(x)

φ {zρ(x, y)}
Φ {zρ(x, y)} .

�����	
� ���� ��	� �� ��� ����������� �� ρ = 0� �	 �

z0,ν(x, y) = x

√
ν + 1

ν + y2

�� ��	�

c0,ν {Ων(x),Ων(y)}
C

(01)
0,ν {Ων(x),Ων(y)}

=
1

ων(x)

√
ν + 1

ν + y2
ων+1

(
x

√
ν + 1

ν + y2

)/
Ων+1

(
x

√
ν + 1

ν + y2

)
.

������� ���	� ν → ∞� �	 � z0,ν(x, y) → x� ων+1(x) → φ(x) �� Ων+1(x) → Φ(x)� �	

�������� �����������	 �
 
 ����	�� ���� �� ������ �� ���	�
��	��	��� 
 ������ ���

lim
ν→∞

c0,ν {Ων(x),Ων(y)}
C

(01)
0,ν {Ων(x),Ων(y)}

=
1

Φ(x)
.



�� ������	 
���
�� �� ������� ��

��� ������	

����� ����	� 
� ����� ���

�� ����	
� �
����� �	���	�� ��
 �
���� ��� ���������	
�

φp(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−

(
x2 + y2 − 2ρxy

2(1− ρ2)

)}
.

���� φ(y) = e−y2/2/
√
2π �� ����	
� �� �� �
	 �
����� ���
��� ����	
��

φρ(x, y)

φ(y)
=

1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−

(
x2 + y2 − 2ρxy

2(1− ρ2)

)}
×

√
2π

e−y2/2

=
1√

2π
√
1− ρ2

exp

{
−

(
x2 + y2 − 2ρxy

2(1− ρ2)

)
+

y2

2

}
=

1√
2π

√
1− ρ2

exp

{
−

(
x2 + y2 − 2ρxy − y2 + ρ2y2

2(1− ρ2)

)}
=

1√
2π

√
1− ρ2

exp

{
−

(
x2 − 2ρxy + ρ2y2

2(1− ρ2)

)}

=
1√

2π
√
1− ρ2

exp

⎧⎨⎩−1

2

(
x− ρy√
1− ρ2

)2
⎫⎬⎭

=
1√

1− ρ2
φ {zρ(x, y)} .



�� ������	 
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�� �� ������� ��

����� ����	� 
� ����� ���

� ������ 	
 �� 	�
������ 	
 �� 	
����� 	
 �� ��� 	
 ���	
�� ��������
 ������
 � �������

���� ����� 
� 	
 �
��
 	
 �� ���	
�� �������
 � ���������� ������ �� �

ωρ,ν(x, y)

ων(y)
=

1

2π
√

1− ρ2

{
1 +

x2 − 2ρxy + y2

ν(1− ρ2)

}−( ν
2
+1)

Γ
(
ν+1
2

)
√
νπ Γ

(
ν
2

) (
1 +

y2

ν

)−( ν+1
2 )

=

√
ν Γ

(
ν
2

)
2
√
π
√
1− ρ2 Γ

(
ν+1
2

) (
1 +

y2

ν

)− 1
2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 +

(
x2 − 2ρxy + y2

ν(1− ρ2)

)
1 +

y2

ν

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
−( ν

2
+1)

=

√
ν Γ

(
ν
2

)
2
√
π
√
1− ρ2 Γ

(
ν+1
2

) (
1 +

y2

ν

)− 1
2
{
(x− ρy)2 + (y2 + ν)(1− ρ2)

(y2 + ν)(1− ρ2)

}−( ν
2
+1)

=

√
ν Γ

(
ν
2

)
2
√
π
√
1− ρ2 Γ

(
ν+1
2

) (
1 +

y2

ν

)− 1
2
{
1 +

z2ρ(x, y)

y2 + ν

}−( ν
2
+1)

,

� �� ����
��
 ��
 zρ(x, y) = (x − ρy)/
√
1− ρ2� � ���
� !����
���� ��
 �� 	
�����

	
 �� ��� 	
 ���	
�� ��������
 � ν + 1 	
"��� 	
 ���
��� ��
#���!
 ���

ων+1(x) =
Γ
(
ν
2
+ 1

)
√
ν + 1

√
π Γ

(
ν+1
2

) (
1 +

x2

ν + 1

)−( ν
2
+1)

,

�
 ��� �
�!
� 	������


{
1 +

z2ρ(x, y)

y2 + ν

}−( ν
2
+1)

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩1 +

(√
ν + 1

ν + y2
zρ(x, y)

)2

ν + 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
−( ν

2
+1)

=

√
ν + 1

√
π Γ

(
ν+1
2

)
Γ
(
ν
2
+ 1

) ων+1

{√
ν + 1

ν + y2
zρ(x, y)

}
.



�� ������	 
���
�� �� ������� ��

�� �����	
� ���� 
	�

ωρ,ν(x, y)

ων(y)
=

√
ν Γ

(
ν
2

)
2
√
π
√
1− ρ2 Γ

(
ν+1
2

) (
1 +

y2

ν

)− 1
2

×
√
ν + 1

√
π Γ

(
ν+1
2

)
Γ
(
ν
2
+ 1

) ων+1

{√
ν + 1

ν + y2
zρ(x, y)

}
=

1√
1− ρ2

√
ν + 1

ν + y2
ων+1

{√
ν + 1

ν + y2
zρ(x, y)

}
.

�� ����������
�� ��� ���� ����������



�������� 	


� ����
� ����

� 
�� ����
�� ����

	�� ������������ �� ������ � � !� "# ����"� ���#

����� �� ��� 	
��

������ ��	
��� �	 ���
��� �� �	 �������� �� ���	������� �� �	 ��� ���	 �� �	�	�����


p, q > 0 ������
 ��
����������� ���� x ∈ [0, 1]� �	� ��
 �����

���


bp,q(x) =
Γ(p+ q)

Γ(p) Γ(q)
xp−1(1− x)q−1 �� Bp,q(x) =

∫ x

0

bp,q(s) ds,

�� Γ(α) =
∫∞
0

tα−1e−t dt �
� �	 �������� �	��	� �	 �������� �� ���
��� �� �	 ���

���� ������ �	�  	�! �� ��� "#$% �
�

fX(x) =
2Γ

(
ν+1
2

)
Γ
(
ν
2

)
Γ
(
1
2

)√
ν

{
1 +

(
x√
ν

)2
}−( ν+1

2 )

.

�	 �������� �� ���
��� 
��	���� �� �	 ��� ���� ������ �	�  	�! �� ��� "#$% �
�

fX,Y (x, y) =
4Γ

(
ν
2
+ 1

)
Γ
(
ν
2

) {
Γ
(
1
2

)}2
ν

{
1 +

(
x+ y√

ν

)2
}−( ν

2
+1)

.
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	 �	� ����
	� �	�� ��

�� ���� 	
����� ��� 
� �
����
� �� ���������
� ���
���� ���

FX,Y (x, y) = Bp,q

{
(x+ y)a

(x+ y)a + ba

}
.

���� 
� ��� �� �
�������� ��� ��������
� �� 
� �
��
� ����� �������
�� 
�� 

�� ��

������� ��� ������
�� �� 

� InvGa� GG �� GB2�

����� ����	
 
� �

���� �
��

�� �
��
� ���� �������� �������	� ���

CU,V (u, v) =

∫
FU |θ

{
F−1
U (u)

}
FV |θ

{
F−1
V (v)

}
dG(θ).

��
 ��� ��	
���� ���  ��! �� ��� "#$%� ��� ��������
� �
�� 
� �
��
� ���� ���

Cp1,p2,q(u, v) =

∫ ∞

0

Gp1

{
x1(u)

θ

}
Gp2

{
x2(v)

θ

}
θ−q−1 e−1/θ

Γ(q)
dθ,


& Gp ��� 
� �
����
� �� ���������
� �� 
� 

� '�		� �� ����	(���� p �� 1� �

�� ���

x1(u) =
B−1

p1,q
(u)

1− B−1
p1,q

(u)
�� x2(v) =

B−1
p2,q

(v)

1− B−1
p2,q

(v)
.

 ��! �� ��� "#$% 	
������ ��� 
� ������� �� 
� �
��
� Cp1,p2,q ���� �������	�� ���

cp1,p2,q(u, v) = Kp1,p2,q
{1 + x1(u)}p1+q {1 + x2(v)}p2+q

{1 + x1(u) + x2(v)}p1+p2+q , )���*


& Kp1,p2,q = Γ(q) Γ(p1 + p2 + q)/Γ(p1 + q) Γ(p2 + q)�
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	 �	� ����
	� �	�� ��

����� ��� ��	
��
���	� �� �� ������� ��
�

������ ��	
����
��

�

������	 q → ∞ 	
 ��	 p1, p2 �	�	��	

 �����

������ �� ����	� ������


�� �����	 �	 �����	 �	 ����
�
 �������
 ������	 p1 = p2 = 1�

������ �������

�	� ��	 �	

��

� ��� ��
� �� ��� ��� ! �� �����	 "�����	 	�
 �
 ��� ���
�����	� �	 ��

#�����	 $	
� ������	 p1, p2, q → ∞ �	 
	��	 ���
	 ��	

p1
q

→ c > 0 	

p2
q

→ d > 0.

�	 �����%
�	 �	 �� �����	 "�����	 	�
 �����

ρ =

√
c d

(1 + c)(1 + d)
> 0.

������ 	

�

�� �
��
��	
� 	
�������
������

������	 p1 → ∞ 	
 ��	 p2, q ��

 ��	�! �
 �	
����	 �
	 �����	 �	 �� #���	

Cp2,q(u, v) =
Γ(q)

Γ(p2 + q)

(1 + y)p2+q

xp2
e−y/x,



�� �� �����	 
���

	 �	� ����
	� �	�� ��

�� x = 1/G−1
q (1− u) �� y = B−1

p2,q
(v)/{1− B−1

p2,q
(v)}�

��� ������	
� �� C(01)

�	 	��� �	 
���
�� �
�� ��� 
��� �	� ��
��� ��	����� C ��	� �� ��	�
�� c ��
���� �����

C(01)(u, v) =

∫ u

0

c(t, v) dt. �����

�	 ����� �� ����� ��
����
�	 �� � �� ���
��� �� � !����
�	 ���"�� �	 ���
�� � ����	����

�� #��
 �������� ��
 ��
� ��	���	�	� �� ��
 ��	�
�
�		���� C
(01)
p1,p2,q � �	� ��
��� $����

����������� 	
�
 �� �

C(01)
p1,p2,q

(u, v) = 1− Bp2+q,p1

{
1 + x2(v)

1 + x1(u) + x2(v)

}
. �����

��������	�
��� �	 ��
�
��	� �� %������ ����� ��	� �� ��� �� �� ��	�
�� $���� �	 �

C(01)
p1,p2,q

(u, v) = Kp1,p2,q {1 + x2(v)}p2+q

∫ u

0

{1 + x1(t)}p1+q

{1 + x1(t) + x2(v)}p1+p2+q dt.

&�
� ��
	��	�	� �� �'�	����	� �� ���
�(�� s = 1 + x1(t) + x2(v)� ) 
���
� �� ��

��*	
�
�	 �� x1� �	 � 1 + x1(t) = {1− B−1
p1,q

(t)}−1� �� ��
 %�
� ���

s− x2(v) =
1

1− B−1
p1,q

(t)
⇐⇒ t = Bp1,q

{
1− 1

s− x2(v)

}
.
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	 �	� ����
	� �	�� ��

�� �� ����	
 ���� 
��

dt = bp1,q

{
1− 1

s− x2(v)

}
1

{s− x2(v)}2 ds

=
Γ(p1 + q)

Γ(p1) Γ(q)

{
1− 1

s− x2(v)

}p1−1 {
1

s− x2(v)

}q+1

ds

=
Γ(p1 + q)

Γ(p1) Γ(q)

{s− x2(v)− 1}p1−1

{s− x2(v)}p1+q ds.

�� ������	
 ����� 
�� ���� s1 = x2(v) + 1 �
 s2 = x2(v) + {1− B−1
p1,q

(u)}−1�

∫ u

0

{1 + x1(t)}p1+q dt

{1 + x1(t) + x2(v)}p1+p2+q =
Γ(p1 + q)

Γ(p1) Γ(q)

∫ s2

s1

{s− x2(v)}p1+q {s− x2(v)− 1}p1−1

sp1+p2+q {s− x2(v)}p1+q ds

=
Γ(p1 + q)

Γ(p1) Γ(q)

∫ s2

s1

{s− x2(v)− 1}p1−1

sp1+p2+q
ds

=
Γ(p1 + q)

Γ(p1) Γ(q)

∫ s2

s1

(
1

s

)p2+q+1 {
1− 1 + x2(v)

s

}p1−1

ds.

�� ����
�� ����	
� �� ���������
 �� ���	���� y = {1 + x2(v)}/s� �� � ���� s =

{1 + x2(v)}/y �
 ��� ������ ��	�
����
	�� ���	�����
 ����� y1 = {1 + x2(v)}/s1 = 1 �


y2 =
1 + x2(v)

s2
=

1 + x2(v)

x2(v) + {1− B−1
p1,q

(u)}−1
=

1 + x2(v)

1 + x1(u) + x2(v)
.

��	�
�� ds = −{1 + x2(v)}/y2�
∫ u

0

{1 + x1(t)}p1+q dt

{1 + x1(t) + x2(v)}p1+p2+q =
Γ(p1 + q)

Γ(p1) Γ(q)

∫ y1

y2

{
y

1 + x2(v)

}p2+q+1

(1− y)p1−1

×
{
1 + x2(v)

y2

}
dy

=
Γ(p1 + q)

Γ(p1) Γ(q)

1

{1 + x2(v)}p2+q

∫ y1

y2

yp2+q−1(1− y)p1−1dy

=
Γ(p1 + q) Γ(p2 + q)

Γ(q) Γ(p1 + p2 + q)

1

{1 + x2(v)}p2+q

∫ y1

y2

bp2+q,p1(y)

=
Bp2+q,p1(y1)− Bp2+q,p1(y2)

Kp1,p2,q {1 + x2(v)}p2+q .
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	 �	� ����
	� �	�� ��

�������	�
� �� ��		� �����
�� ��������
� ���� ������	�
� ����� ��
�� ��������	

C(01)
p1,p2,q

(u, v) = Bp2+q,p1(y1)− Bp2+q,p1(y2)

= Bp2+q,p1(1)− Bp2+q,p1

{
1 + x2(v)

1 + x1(u) + x2(v)

}
= 1− Bp2+q,p1

{
1 + x2(v)

1 + x1(u) + x2(v)

}
,

�� ��� 	������ �� ���
��	��	�
�� ♦

�� X ��	 ���	������ ���
� ��� �
� ����� �� �����
	��� p �	 q� ��
�� �� �
� �� Y =

X/(X + 1) ��	 ���  �	� �� �����
	��� p �	 q� !�		� �����	�����	�
� �� �� �
�  �	�

�����	 �� �������

Bp,q(s) = P

(
X

X + 1
≤ s

)
= P

(
X ≤ s

1− s

)
= Gp,q

(
s

1− s

)
,


" Gp,q ��	 �� #
��	�
� �� �����	�	�
� �� �� �
� ������ $ ��%
��

Gp,q(x) =

∫ x

0

tp−1e−t/q

Γ(p) qp
dt.

&� � �
�� B−1
p,q (u) = G−1

p,q(u)/{1−G−1
p,q(u)}� �� ��� ��
��

xj(u) =
B−1

pj ,q
(u)

1− B−1
pj ,q

(u)
= G−1

pj ,q
(u).

'������� ������� �����		��	 ��
�� ��
�	���� ����������
� ��	����	�%�

C(01)
p1,p2,q

(u, v) = 1−Gp2+q,p1

{
1 +G−1

p2,q
(v)

G−1
p1,q

(u)

}
. ���(�
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	 �	� ����
	� �	�� ��

��� ������	
���
 �� �
� �
	�������	 p1 = p2 = 1 � ������

�� ��	��� ��
���


����� B1,q(x) = 1− (1− x)q� �� 	 B−1
1,q (u) = 1− (1− u)1/q �
 ����

x1(u) = x2(u) =
B−1

1,q (u)

1− B−1
1,q (u)

=
1− (1− u)1/q

(1− u)1/q
= (1− u)−1/q − 1.


����� ����� �	� �	�
������� �� �����	
��� ����� �� �	 �������
��� ���� �� ��
���


C
(01)
1,1,q(u, v) = 1− Bq+1,1

{
1 + x2(v)

1 + x1(u) + x2(v)

}
= 1−

{
(1− v)−1/q

(1− u)−1/q + (1− v)−1/q − 1

}q+1

= 1−
{
(1− u)−1/q + (1− v)−1/q − 1

(1− v)−1/q

}−(q+1)

= 1− (1− v)−(1+
1
q )

{
(1− u)−1/q + (1− v)−1/q − 1

}−(q+1)
.

�� ���	�
 q = 1/θ� �� 
����� 	����

C
(01)
1,1,1/θ(1− u, 1− v) = 1− v−(θ+1)

(
u−θ + v−θ − 1

)−(1+ 1
θ ) .

��

� ����� �� �!�������� ���������� " �	 �#���#� �	� �	����
 " v �� �	 ������ ��

������ ��	$
��� ����
%"%���� ĈC�
θ (u, v) = u+ v − 1 + CC�

θ (1− u, 1− v)�

&	��
��	�
� �� �#���
 ����� �	� �	�
������� �� �����	
��� ���'� ���

c1,1,q(u, v) =

(
1 +

1

q

) {
(1− u)−1/q

}q+1 {
(1− v)−1/q

}q+1

{(1− u)−1/q + (1− v)−1/q − 1}q+2 ,

�( �� 	 �
����# �� )	�
 ���

K1,1,q =
Γ(q) Γ(q + 2)

{Γ(q + 1)}2 =
q(q + 1) Γ(q) Γ(q)

{q Γ(q)}2 = 1 +
1

q
.



�� �� �����	 
���

	 �	� ����
	� �	�� ��

�� �����	
� �� 
������ 
� �� ���	�� 
� �	�
�� ������� �� ������ q = 1/θ� �� �����

c1,1,1/θ(1− u, 1− v) = (1 + θ)

{
(1− (1− u))−θ

} 1
θ
+1 {

(1− (1− v))−θ
} 1

θ
+1

{(1− (1− u))−θ + (1− (1− v))−θ − 1} 1
θ
+2

= (1 + θ)

(
u−θ

) 1
θ
+1 (

v−θ
) 1

θ
+1

(u−θ + v−θ − 1)
1
θ
+2

= (1 + θ)(uv)−(θ+1)(u−θ + v−θ − 1)−(
1
θ
−2) ,

�� �	� ��� ������������ 
� �� 
������ 
� �� ���	�� 
� ������� 
� ����	����� ���� !�



�������� 	

�
�������
 
���������������� ��

�

�����
 �� ��
���
��

	�� ������� �� ���!"� #�� ��$��%&''�� #� (��)&�(�

����� �����	��

�� � �� �� ����	
�� 
 ��� ���������� �� �������� Bp,1−α ����� ��	�� (X, Y ) ��� ��

������ �� �	���� Lp ��
 ����
	
�� ��� ��	��� �� ��	�
�

(
F−1
X (u), F−1

Y (v)
)

�����


����� ��� (u, v) ∈ BC
p,1−α =

{
(u, v) ∈ [0, 1]2 : u ∈ ICp,1−α, v = C−1

u (1− p)
}
� �� ����

α1, α2 ≥ 0 
��� ��� α1 + α2 = α ∈ (0, 1)�

ICp,1−α =
[
F−1
p (α1), F

−1
p (1− α2)

]
.

�� �������� ��� Fp ��
 �� ��	 ����	
	������� �� U ������
 ��� C(U, V ) = 1 − p�  ��

���	!�� �� ������ ��	�
������� �� �������� ���� ��� ������� �� (X, Y ) ��
 �����

Ip,1−α =
[
F−1
X ◦ F−1

p (α1), F
−1
Y ◦ F−1

p (1− α2)
]
.
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����������� ��� �
������� �� �	
���
�� ��

����� ����	
��

������	
�� 
� 	� 	����
�� ��
 
���
���� ����
������� 
� 	�����	� Ip,1−α ��� �� ���� 
�

������ ��
����
��
�� (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) ��������
 
���� ��� �������� FX,Y � �� ����

������ ��� ��� ������ FX �
 FY 
� FX,Y ���
 	��
������ 
� ���
� ��� FX,Y ���� 
�

��� ������ 	����� C ��� 	��
���
 
��
� �� 
����
��	� ��
�� X �
 Y � !��� 	� ������ ��

�		������� ��� 
��" �
���� ������
�� #

$%& '������ �� ��
 �� ������
����� �
����
 ���� �� 	����� 
� FX,Y (

$)& *�
���� ��� ���� ���������� FX �
 FY ���	 ��� ������ �����������

'�

� �����	�� ������ + �� ���� ��� �� ����	
 ������
����� $����	
��� 
���� ������� 
�

	������& �
 ��
� �����
 ����������
����� $�
�����
��� 
�� ������ ����������&� ,�
��

�
��
���� ��
 
��	 
� ��
��� �����������
������

��� �����	
�	�
 �� �� ����������	� 
��
����

�� ������� 
��� �� ���
� ��� ��� ���� ���������� 
� �� ��� �������� FX,Y ���
 ��	������

�
 ��� �� 	����� C �����
���
 + ��� ������� ������
����� F = {Cθ; θ ∈ Θ ⊂ Rp}� �-
Θ ��
 ������	� 
�� ����� 
���� .���� ��	�

�� ���
 + 	����
���� 
��� 	� 	��
�"
�� +

������ $�& ��
���� �� ����� 
�� θ� $��& 
��
�� ���/��
� �� ��� �� 	����� C �����
���
 +

�� ������� F �
 $���& ��
���� FX �
 FY 
� ���� �� ����������
������ '�� 
���� ����	
�

���
 
���
�� 
��� �� ���
��
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 �����
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������� �� �	
���
�� ��

����� ����	
� �
 
���	���
 ����
 ��
��


������	 
� 
�� 	�
 � �	�� ���	������� ��	�
������	 ��	 d = 2� 	
 ����
 ��� � ����� �	�


������
�	 � 	�
��	�� �� �	�
 	��
��	� 
� ��
���	 �	 
����	����� �� 
�� �	 �	���

�

���
 ��	  ���

	 �	 ����
	� !������	� F = {Cθ; θ ∈ Θ ⊆ Rp} ���
 
	 
�� �	 �	���



	�
 ��	  ���
��� �	 θ ��"�� ���

τ(θ) = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

Cθ(u, v)dCθ(u, v)− 1.

�����	 ������
	 �
��� � 	�
��	� θ ��� 
	 ���!�	 θτ,n 
	
 ��	 τ(θτ,n) = τn� �# τn 	�
 
	


�� �	 �	���

 	�������	� �� 
�  ���
��� τ(θ) 	�
 ���	���!
	� �
��� θτ,n = τ−1(τn)� $��

	�	��
	� �� � τ(θ) = 2/9 ���� 
� ����
	 %&'� �� !�	� ��	 θτ,n = 9 τn/2� (��� 
	� ���

�# τ(θ) ��	�
 ��� ���	���!
	� �
  ��
 �������	 
�����
��� τ(θ)− τn = 0 ��������	�	�
�

��	�
���
	�� ��
 � ������� �� 	
�����
���
�������� 	�
 ��"�� ���� 
�����
���	 ��	


� �	���
� cθ �	 Cθ 	���
	� (��� �	 ���� 	� �	 ������
��
 � 
� �	����	�
�
��� �	 
� �	���
�

���)���
	 ���� �	�
	�� �
��
���	 �	 
�����
��� *+�,-� 
�  ���
��� �	 
�.������	�!
���	

�	 (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) ������


L
(θ) =
n∑

i=1

[ln cθ {FX(Xi), FY (Yi)}+ ln fX(Xi) + ln fY (Yi)] .

(��� �� ���
	�
	 �# 
	� 
��� ���.���
	� FX 	
 FY ���
 �������	� �������	�� �� ������

���	 �
�
/
� 
	
 ��	 ��..��� ��� ���� 	
 ����� 0,12 	
 &	�	�
 �� ��� 0342� 
�  ���
��� �	

��	���������	�!
���	 ��"��	 ���

L(θ) =
n∑

i=1

ln cθ {FXn(Xi), FY n(Yi)} .

��	�
���
	�� � ��	����������� �	 �����	�!
���	 θPV,n 	�
 ��"�� ����	 
� ��
	��

�	 θ ∈ Θ ��� �������	 L(θ)�
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����������� ��� �
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���
�� ��

����� ����� 	�
��
 ����� 	���

� �� ����
��

���� ��� 	��
���� 
������ ������
����� �� 	������ F = {Cθ; θ ∈ Θ ⊆ Rp}� �� 
��


��������
��� ��
 ��� ���	����� �
�
��
���� ��� �����
 �� 	������ ��
�� ��� ����
�����

����� �
 ��
����
���

H
F
0 : C ∈ F �
 H

F
1 : C /∈ F .

��������� ��
����� ��
 �
� ��������� ���� �� ��

���
���� �� ���
 	�
�� ��� ������� ���


������ �� ��������� �� !� "��#��� �� ��� �$�! �
 %������� �� ��� ��!� &��� �� ���
�� ��

���

������ 	�������
 ' ���� ���	������ ��� �� ���
 ������� 
��� ����������� ' ������

��� ��
����� �� (����
 �� ��� ���! �
 (����
 �� ��� ��)!�

*�� 
��
� �������� ��� (����
 �� ��� ���! ���
 +���� ��� �� 
����
����
��� ��
�,����

�� ���+�+���
� Kθ(w) = P{Cθ(U, V ) ≤ w} ����	��� ' �� 	����� Cθ ∈ F � *� �������

��������� �� Kθ ��
 ��#��� ���

Kn(w) =
1

n

n∑
i=1

I (Wn,i ≤ w) ,

�- Wn,1, . . . ,Wn,n ���
 ��� ������.�+�����
���� ��#���� ���

Wn,i =
1

n− 1

n∑
j=1

I (Xj < Xi, Yj < Yi) .

/� ��������
 ��� θn ��
 �� ��
���
��� 	�����,��
 ���� θ� ��� ��� �
�
��
����� �� 
��


�������� ��� (����
 �� ��� ���! ��


W̃GQR
n = n

∫ 1

0

{Kn(w)−Kθn(w)}2 dw.

���� ��,��+�� ��� ��
��
���� �- �� 
��	
��� Kθ �� ������� ��� �� 
���� �����	�
�� ��

��	��� ��� Kθ ��
 �����	�
� ���� �� 
���� 	���������� �� �
������� ���
0
 �� �������



�� ��������	
 �����
����������� ��� �
������� �� �	
���
�� ��

�������� 	
� �����
 �� ��� ����� � �
����

WGQR
n,N = n

∫ 1

0

{Kn(w)−KN(w)}2 dw

=
1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

max (Wi,n,Wj,n)− 2

N

n∑
i=1

N∑
j=1

max
(
Wi,n,W



j,N

)
+

n

N2

N∑
i=1

N∑
j=1

max
(
W 


i,N ,W


j,N

)
,

�� KN ��
 ��� ������� ��
���� �� Kθn �
��� ��� ��� 	
���� �������� (X1, Y1)� . . .�

(XN , YN) ������ Cθn �
 W


1,N , . . . ,W



N,N ���
 ��� 	������������

���� �
������� � 	
�
��

�� ��
 ���
�
������  � �
���� �� �
 	��
���� �!�� 
��
 �
�� ��� WGQR
n,N �
����� �
 ��
����

�� ������
�
������
�� �� ���
�
�
	 	
�
��
��"���

#��
$
 "�� �� �� �
��� ��� KC � �� 	��
 
�
�
����� �����
����
 
� ����
� �� �
 ��	���

�!�� ���	�� 
��

���� �� ��������
�
 �
 ��	��� ��	���"��

Cn(u, v) =
1

n

n∑
i=1

I {FXn(Xi) ≤ u, FY n(Yi) ≤ v} .

%�� �


��
�"�� �� 
��
 �
�� �
 ������ �� WGQR
n,N ��
 
����

WGRB
n,N = n

∫ 1

0

∫ 1

0

{Cn(u, v)− CN(u, v)}2 du dv.

&�

� �


��
�"�� '�
 	��	���� 	
� �����
 �� ��� ����� �� �� ���
�� "��

WGRB
n,N =

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

{1−max (Ui,n, Vi,n)} {1−max (Uj,n, Vj,n)}

− 2

N

n∑
i=1

N∑
j=1

{1−max (Ui,n, Vi,n)}
{
1−max

(
U

j,N , V



j,N

)}
+

n

N

N∑
i=1

N∑
j=1

{
1−max

(
U

i,N , V



i,N

)} {
1−max

(
U

j,N , V



j,N

)}
,

�� (Ui,n, Uj,n) = (FXn(Xi), FY n(Yi)) �
 (U


i,N , U



j,N) = (FXN(X



i ), FY N(Y



i ))�
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�� ��� �	��
��� �
���
��� ��� �
���
���
	� ����
���� �� ����	���� ��
���� ������
���

� ��� �����
�� ���
��� ��������
���� �	��� ��� �	
� �	������ ������ �������� ����

���������� ����� ����	��� � �� ����� ������ �� ����� ��� ��	��� �
��	��
	� �	�����

�� ���
��� ��� ��� ����
����  	�� ����� ��
�	�� ��� ������ FX �� FY �� FX,Y ���	��

���
���� ��� ��� ������ ���
�
����� � ��!	
�

F̂X(x) =
1

n

n∑
i=1

I (Xi ≤ x) �� F̂Y (y) =
1

n

n∑
i=1

I (Yi ≤ y) .

"�� 
�!����� F−1
X (u) �� F−1

Y (v) �	�� ��	�� ���
��� ���

F̂−1
X (u) = inf

{
x ∈ R : F̂X(x) = u

}
�� F̂−1

Y (v) = inf
{
y ∈ R : F̂Y (y) = v

}
.

��� ������	
���
 ��	 ��� ��

��� �


���	��

����� �������
���� ��� �������

����� ����
	� !
�� � 
�������� �� �	�������
	� �
�� 
����!���� �� �	������ ��� ��� �	����

�� �
!����  	�� �� ��
��� ��� �	����� ��
 ���	�� ����#���� �	�������� �� �	��� ���

���
	�� $�� �	����� ����
��
��% ��� �������
��� ���������� �� 	
���
������ ����� ��

1�� &��!
�� �� �� �' �������� ()('� "�� �	����� 	�� ��� ���	����� ��� ������ 	���� ��

�	��������� n = 251 ��
��� �
	����!��
	��� *������� ����
��
���� �����
��
!�� �	��

������	�
��� �� +������ ��'�

"� �	�����
� ���������� �	���� ����
 ��� ���� ������� �	�
���� ����	�
,��� ��

�	���� ��� ��
��
����� ���
!
��� �	��������� �
�-��	���
	�� �� ��	����
	�� �� ������	��
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 ��� ���� 
���� ��������)
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 Ĉ(u, v) = u+ v− 1+C(1− u, 1− v)% ,� �����
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θ̂ = 8, 24� *� 
���
��� ��� �(θ) = e−8,24 − 1 = −0, 9997� +� �
����� α1 = α2 = 0, 025�

�� � ���
 p = 0, 1 ��� �(θq) = e−8,24×0,9 − 1 = −0, 9994� �� ����

IFr0,1,0,95 =

[ −1

8, 24
ln

(
1 +

(−0, 9997)0,025

(−0, 9994)0,025−1

)
,
−1

8, 24
ln

(
1 +

(−0, 9997)1−0,025

(−0, 9994)−0,025

)]
= [0, 9017, 0, 9962] .

,��
 �� ��
 p = 0, 05� �(θq) = e−8,24×0,95 − 1 = −0, 9996 ��

IFr0,05,0,95 =

[ −1

8, 24
ln

(
1 +

(−0, 9997)0,025

(−0, 9996)0,025−1

)
,
−1

8, 24
ln

(
1 +

(−0, 9997)1−0,025

(−0, 9996)−0,025

)]
= [0, 9510, 0, 9985] .
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IX0,1,0,95 =
[
F−1
n,X(0, 9017), F−1

n,X(0, 9962)
]
= [1, 5793, 2, 2418]

�� IX0,05,0,95 =
[
F−1
n,X(0, 9017), F−1

n,X(0, 9962)
]
= [1, 8751, 2, 2634] .
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F−1
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n,Y (0, 9017)
]
= [2, 2658, 1, 0493]

�	 IY0,05,0,95 =
[
F−1
n,Y (0, 9985), F−1

n,Y (0, 9510)
]
= [2, 5345, 1, 2477] .
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