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Résumé

La Valeur a Risque (VaR) est une mesure de risque commune utilisée, notam-
ment, dans le domaine de la finance et de I'actuariat. Embrechts and Puccetti (2006)
ont introduit une Valeur a Risque inférieure et supérieure dans un cadre univarié.
Cossette et al. (2013) ont définit cette méme Valeur a Risque inférieure et supérieure
dans un cadre bidimensionnel. Les résultats tres prometteurs de ces deux articles nous
poussent a définir et étudier la Valeur a Risque inférieure et supérieure dans un cadre
multidimensionnel. La motivation principale est I’amélioration de la gestion du risque
compte tenu que plusieurs éléments peuvent influencés la tendance d’une courbe. En
plus d’une introduction et de la définition de la VaR inférieure et supérieure mul-
tidimensionnelle, une propriété de convexité est présentée ainsi que des illustrations

théoriques de la VaR inférieure et supérieure multidimensionnelle.

Kathleen Plante Mhamed Mesfioui
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Chapitre 1

Introduction

Depuis quelques années, le milieu de la recherche porte une attention particuliere
a 'amélioration des mesures de risque et notamment a leur extension a un cadre
multidimensionnel. Les investisseurs et différents acteurs dans le milieux financiers et
de I'assurance s’intéressent beaucoup a ces mesures de risques. Les buts premiers étant
la minimisation du risque et la maximisation des gains en capitale. Dans un monde
d’incertitude, ces mesures peuvent étre utilisées afin de controler la probabilité dans
le but d’atteindre des objectifs donnés. Que ce soit pour ’élaboration de stratégies
d’investissement ou pour l'estimation des risques encourus, une mesure importante

par sa facilité d’interprétation est la Valeur a Risque (VaR).

En pratique, il faut remonter a 1993 pour voir la Valeur a Risque (VaR) en tant que
mesure de risque de marché naitre et s’établir comme norme dans tout industrie. A
cette époque, le G-30 a publié un rapport fondateur traitant pour la premiere fois des
produits dits hors bilan comme des produits dérivés. A peu prés au méme moment,
le secteur bancaire comprend la nécessité d’une gestion appropriée des risques de
ces nouveaux produits. Dans ce monde trés dynamique, le besoin d'une évaluation

instantanée des positions de trading est devenu une nécessité. En 1996, ’amendement
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de Bale I prescrivait un modele standardisé pour le risque de marché, mais permettait
en méme temps aux grandes banques d’opter pour un modele interne basé sur la VaR.
A partir de 2001, des réflexions sur un deuxiéme accord sont menées par les banques
qui exigent des regles plus spécifiques au risque de crédit. Bale II est adopté en 2004
et introduit vers la fin de 2006. Suite a la crise financiere de 2008, un amendement
aux accords de Béle II est mis en place en 2009. Celui-ci prévoit une meilleure prise en
compte des risques et préconisent le recours a une VaR dite stressée en plus de la VaR
classique. Ainsi Bale III voit le jour en 2010 [8]. De nos jours, de nombreuses études
et discussions continuent d’avoir lieu afin d’améliorer continuellement le concept de
mesure de risque. Notamment, la Fundamental Review of the Trading Book (FRTB)
suggere de remplacer la VaR par le déficit attendu (Expected Shortfall (ES)) [2].

Dans la littérature, cette mesure de risque est bien comprise et se mérite un certain
interét depuis plusieurs années. Afin de mieux comprendre la VaR univariée, le lecteur
est référé a McNeil et al. (2005). Embrechts et Puccetti (2006) ont introduit une
Valeur a Risque inférieure et supérieure associée a une perte. Cossette et al. (2013) ont
reformulé cette Valeur a Risque inférieure et supérieure dans un cadre bidimensionnel.
Cossette et al. (2016) ont ensuite présenté une nouvelle mesure, la Valeur a Risque
bidimensionnelle conditionnelle (TVaR) basé sur le premier article de 2013. Brahim
et al. (2018) ont aussi proposé une Valeur a Risque bidimensionnelle conditionnelle

alternative basée sur les copules (CCTE).

Ce mémoire est structuré de la fagon suivante. Au Chapitre 2, nous ferons une
introduction a la théorie des copules. Nous présenterons des mesures de dépendance
et quelques exemples de copules. Au Chapitre 3, nous présenterons la Valeur a Risque
bidimensionnelle inférieure et supérieure introduite par Cossette et al. (2013). Celle-
ci représente la base sur laquelle nous nous appuierons afin de construire la Valeur
a Risque multidimensionnelle inférieure et supérieure qui sera présenté au Chapitre
5. Avant, au Chapitre 4, nous présenterons deux différentes Valeurs a Risque bidi-

mensionnelles conditionnelles. La premiere introduite par Cossette et al. (2016) et la
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seconde par Brahim et al. (2018). Le Chapitre 5, représente 'apport principal de ce
mémoire. Il présente une nouvelle Valeur a Risque multidimensionnelle inférieure et
supérieure. Nous présenterons certaines propriétés découlant de la VaR bidimension-

nelle et présenterons quelques illustrations au passage.



Chapitre 2

Notions préliminaires sur les

copules

Dans ce chapitre, nous présenterons une introduction & la théorie des copules. A la
section 2.1, quelques résultats de la théorie des copules ainsi que certaines propriétés
seront présentées. Ensuite, a la section 2.2, certaines mesures de dépendance seront
définies. Pour terminer ce chapitre, la section 2.3 présentera quelques exemples de
copules. La plupart des résultats présentés dans ce chapitre sont tirés de Nelsen (2006)

ainsi que des notes de cours de Quessy (2019) et Mesfioui (2021).

2.1 Théoreme de Sklar, définition et propriétés d’une

copule

Le théoréme obtenu par Sklar (1959) est considéré comme le point de départ de
I’étude des copules. Il est d’'une grande importance dans la modélisation impliquant

deux variables puisqu’il permet d’identifier et analyser la structure de dépendance
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d’un couple de variables aléatoires (X, Y') sans tenir compte des effets des distributions

marginales.

Théoréme 2.1. Soit H une fonction de répartition bivariée avec les marges F(x) =
H(z,00) et G(y) = H(oco,y). Alors, il existe une fonction C : [0,1]*> — [0,1] telle
que pour tout (x,y) € R,

H(z,y) = C(F(z),G(y)).

Si F' et G sont continues, alors C est unique et elle se nomme la copule de H.

Le théoreme ci-dessous montre que la copule peut-étre vue comme la fonction de

répartition d’une paire aléatoire dont les marginales sont uniformément distribuées.

Théoréme 2.2. La copule C' d’une paire aléatoire (X,Y') continue est la fonction de

répartition de la paire aléatoire (U, V') définie par :
U=F(X)~Uoy, V=GY)~Up.
Preuve.

P(F(X) <u,G(Y)<v)=P(X < F'(u), Y <G7'(v))
F~l(u), G7'(v))
FoF'(u), GoG*(v))

I
2 9 =%

La copule peut se définir comme un outil mathématique important en statistique et
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donc le théoréeme 2.2 mene a la définition suivante :

Définition 2.1. Une fonction C : [0,1]*> — [0,1] est une copule si et seulement si il

existe des variables aléatoires :
U~Uoap, V ~Up,

tel que
C(u,v) = PlU <u, V <],

pour tout u,v € [0,1].
En d’autres termes, C' est une copule bivariée si elle satisfait aux conditions :
1. C(u,0) = C(0,v) = 0.

2. C(u,1) = C(1,u) = wu pour tout u € [0, 1].

3. C(ug,ve) — Clug,v9) — C(ug,v1) + C(ug,v1) > 0 pour tout u; < ug, vy < vy.
Copule d’indépendance.
Un exemple commun de copule est la copule associée a l'indépendance entre

deux variables aléatoires. La copule caractérisant 'indépendance bivariée est définie

comme :

Exemple 2.1. Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes. Ainsi, on a :

H(z,y) = F(z)G(y),

avec u = F(z) et v = G(y) et en utilisant le théoréme de Sklar, on voit que la copule

C' est donnée par :

C(u,v) = H(F ' (u),G'(v)) = w.



Chapitre 2. Notions préliminaires sur les copules 7

Par conséquent, la copule d’indépendance est donnée par :

H(u,v) =uv, VY(u,v) € [0,1]

Bornes de Fréchet-Hoeffding.

Une autre application de la théorie des copules est le résultat obtenu indépendam-
ment par Hoeffding (1940) et Fréchet (1951) concernant les meilleures bornes possible
pour les fonctions de dépendance. Les bornes de Fréchet-Hoeffding permettent de

définir un intervalle a I'intérieur duquel toutes les copules sont incluses.

Théoréme 2.3. Pour toute copule C' et u,v € [0,1]. On a que
max(u +v —1,0) < C(u,v) < min(u,v),

ot W(u,v) = max(u+ v — 1,0) est la borne inférieure et M (u,v) = min(u,v) est la

borne supérieure. De plus, W et M sont elles-méme des copules

Preuve. Soient A et B deux événements dans un espace de probabilité¢ P. On a :
P(ANB) <P(A) etP(AN B) < P(B).

Ainst,

P(AN B) < min{P(A), P(B)}.



Chapitre 2. Notions préliminaires sur les copules 8

Par les lois de De Morgan, on a aussi :

P(AN B) =1—P(A“ U BY)
=1—{P(A%) +P(B°) — P(A° N B9)}
=P(A) +P(B) — 1 +P(A° N BY)
> P(A) +P(B) — 1.

Comme P(AN B) >0,
P(AN B) > max{P(A) + P(B) — 1,0}.
On. obtient donc :
max{P(A) + P(B) — 1,0} < P(A N B) < min{P(A), P(B)}.

Supposons maintenant (X,Y') de loi H et de marges F' et G. Soient A = {X < x} et
B ={Y <y}, alors

P(ANB)=H(x,y), P(A) = F(x) et P(B) = G(y).
Les inégalités deviennent ainsi :
max{F(z) + G(y) — 1,0} < H(z,y) < min{F(z),G(y)}.

Les inégalités précédentes sont valides pour toutes fonctions de répartition bivariées.
Supposant que les marges sont continues, H posséde alors une unique copule C. Si
lon pose uw = F(x) et v = G(y) et en utilisant le Théoréme de Sklar, on obtient le

résultat escompté soit :

max(u+v—1,0) < C(u,v) < min(u, v).



Chapitre 2. Notions préliminaires sur les copules 9

Propriété d’invariance.

Une propriété importante des copules est que celle-ci est invariante sous des trans-
formations monotones. D’abord dans le cas ou les fonctions de transformation f et g

sont monotones croissantes, nous avons le théoreme suivant :

Théoreme 2.4. Soient X et 'Y deux variables aléatoires continues avec une copule
Cxy. Si f et g sont strictement croissantes sur RanX et RanY , alors les vecteurs

(X,Y) et (f(X),g(Y)) possédent la méme copule, c’est-a-dire

Cxy = Cx),9(v)-

Ainsi la copule est invariante sous des transformations monotones croissantes.

Preuve. Soient Fy, Gy les fonctions de répartition de X et Y. Soient aussi Fy et
Gy les fonctions de répartition de f(X) et g(Y). Puisque f et g sont strictement

croissantes, on a :

Fy(z) = Fi(f ' (2)),

et
Ga(x) = Gi(g7 " (2)).
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Si Hy est la fonction de répartition conjointe de (f(X),g(Y)), alors

Hy(a,y) = P(f(X) < z,9(Y) <)
=P(X < [71(2),Y <g7'(y))
= Oxy(Fi(f 1)), G1(g7 ()))) Par le théoreme de Sklar

= Cxy (Fa(), Ga(y)).

Done, Cxy est aussi la copule de (f(X), g(Y)), ce qui prouve que (X,Y) et (f(X),g(Y))

ont la méme copule.

Le résultat ne tient plus si 'une ou 'autre des fonctions de transformation est mono-
tone décroissante. Dans ce cas, la copule de f(X) et g(Y') sera une transformation de

la copule Cxy .

Théoreme 2.5. Soient X et'Y deux variables aléatoires continues avec une copule
Cxy. Si f et g sont strictement monotones sur RanX et RanY , alors

1. Si f est monotone croissante et g est monotone décroissante, alors
Crxgn (u,v) = u = Cxy (u, 1 —v).

2. Si f est monotone décroissante et g est monotone croissante, alors
Crxygm)(u,v) = v — Cxy (1 = u,v).

Preuve. Soient Iy, Gy les fonctions de répartition de X et'Y . Soient aussi Fy et G

les fonctions de répartition de f(X) et g(Y'). Puisque f est monotone croissante et g
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est monotone décroissante, on a :

et

Soient Hy et Hy les fonctions de répartition conjointes de (X,Y) et (f(X),g(Y))

respectivement. Le théoreme de Sklar implique :

Crix), 90 (F2(2), G2(y)) = Ha(z,y)
= P(f(X) <z,9(Y) <y)
=P(X < fH(2),Y 297 ()
=P(X < fH(2)) = P(X < f7H(2),Y < g7'())
= Fy(x) — Oxy (FL(f (%)), G1(g ™ (v)))
= Fy(x) — Cxy (Fa(2), 1 — Ga(y)).

En posant u = Fy(x) et v = Gao(x), on obtient :
Crx)gr)(u,v) = u = Cxy(u, 1 = v).

De la méme facon, le résultat mentionné au point 2. peut-étre prouvé en supposant

que f est monotone décroissante et g est monotone croissante.

Maintenant lorsque f et g sont monotones décroissantes le résultat sera la version

survie du Théoréme de Sklar.



Chapitre 2. Notions préliminaires sur les copules 12

Théoreme 2.6. Soient X et Y deux variables aléatoires continues avec une copule

Cxy. St [ et g sont strictement monotones décroissantes sur RanX et RanY , alors
Crx)a) (U, 0) = u+v— 14 Cxy (1 —u, 1 —v).

Preuve. Soient Fy, Gy les fonctions de répartition de X et Y. Soient aussi Fy et
Gy les fonctions de répartition de f(X) et g(Y). Puisque f et g sont monotones

décroissantes, on a :
Fy(x) =1— F(f(2)),
et

Ga(z) =1 - Gi(g™" (2)).

Soient Hy et Hy les fonctions de répartition conjointe de (X,Y) et (f(X),g(Y)) res-

pectivement. Le théoreme de Sklar implique :

Crix)9n) (Fa(z), Ga(y)) = Ha(z,y)
= P(f(X) <2,9(Y) <)
=P(X > f(2),Y 297 '(y))
=1-PX < fH2) - P(Y <g7'(y) + P(X < fH(2),Y < g '(y))
=1— Fi(z) — Gi(y) + Cxy ((F(f (), G1(g 7' (v)))
= Fy(z) + Ga(y) — 1+ Cxy (1 — Fa(), 1 — Ga(y)).

En posant u = Fy(x) et v = G>(z), on obtient :
Crx)gr) (1, v) =u+v—1+Cxy(1—u,1—v).

La copule obtenue s’appelle la copule de survie de C' et elle est noté C*



Chapitre 2. Notions préliminaires sur les copules 13

2.2 Mesures de dépendance

On peut mesurer la force du lien entre deux variables aléatoires X et Y en calculant

leur corrélation. En effet, on définit la moyenne et la variance de X et Y par :
px = B(X) et 0% = var(X),

et
py = E(Y) et 02 = var(Y),

respectivement. On obtient que le coefficient de corrélation linéaire de Pearson est

défini par :
pe _ BXY) — pxpy

Pxy) =

Ox0Oy

Un cas particulier est que pggy) = 0 quand X et Y sont indépendantes. Cependant
I'inverse n’est pas toujours vrai. En effet, il y a des exceptions qui font en sorte que
pf X,y) = 0 méme si X et Y sont dépendantes. Il est aussi prouvé que pf X,y) est pas
invariante sous des transformations de marges. Ainsi, il est justifié de s’intéresser a

des mesures de dépendance alternatives.

2.2.1 Rho de Spearman

Le Rho de Spearman permet d’évaluer la force de dépendance entre deux variables

aléatoires en mesurant la corrélation entre les variables uniformisées U = F(X) et

V =G(Y). Ainsi,

_ EUV)—-EU)E(V)
var(U)var (V)

P = cor{F(X),G(Y)}



Chapitre 2. Notions préliminaires sur les copules 14

ou (U, V) ~ C, on peut en déduire que le rho de Spearman d'un couple (X,Y)
dépend seulement de sa copule et pas de ses marges. Comme U = F(X) ~ U(0,1) et
V=GY)~U(0,1),ona:

et

et donc,

sy BUV)—(1/2)°
- (1/12)2

= 12E(UV) -3

1
= 12/ / C(u,v)dudv — 3.
0 Jo

On peut interpréter cette mesure comme la distance moyenne entre la Copule C et la

copule d’indépendance.

2.2.2 Tau de Kendall

Les notions de concordance et de discordance sont une autre fagon d’étudier la
dépendance. Considérons deux couples indépendants (X1, Y1), (Xs,Ys) ~ H de marges
F et G. On dit que ces deux couples sont concordants si (X; — X3)(Y; —Y2) > 0. Au
contraire si (X; — X3)(Y1 —Y2) < 0, on dit qu’ils sont discordants. Le Tau de Kendall
est donné par la différence entre les probabilités de concordance et de discordance.

C’est-a-dire,

T =P((X1 — X2) (Y1 — Y3) > 0) = P((X; — Xo)(Y: — Y3) <0)

— 9P((X; — X,)(Y; — Y3) > 0) — 1.
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En supposant maintenant que les marges de H sont F' et GG, on a :

i = 2P((X) — Xo)(Yi — Ya) > 0) — 1

=2P(X) < X5,V < Vo) + P(Xy < X, Y, < V1)) — 1

(
(

2(P(F(X1) < F(X3),G(V1) < G(Y2)) + P(F(Xy) < F(X1),G(Y2) < G()))) — 1
(

=2(P
:4P(U1<U27V'1<‘/2)—1

U, < UQ,‘/l <‘/2)+P(U2<U1,‘/2 <Vi))

Comme (U1, V1), (U, Va) ~ C, alors le Tau de Kendall dépend seulement de sa copule

et donc

TCI4P<U1<U2,‘/1<‘/2)—

1
= 4/01 /01 C(u,v)dC(u,v) — 1.

2.3 Modeles de copules

2.3.1 Copule FGM

Un modele classique de copule bien connu est celui associé aux lois de Farlie-

Gumbel-Morgenstern (FGM).

Définition 2.2. Soient deuz fonctions de répartition F' et G et leurs survies :

Flz)=P(X>z)=1-F(z) etGly) =P(Y >y)=1-G(y).
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Ainsi, les lois bivariées FGM sont définies pour 6 € [—1,1]
Hy M (x,y) = F(2)G(y) + 0F (2)F(2)G(y)G (y)-

Comme les marges de H sont I’ et G, on en déduit que la copule FGM est

CyM(u,v) = uwv + fuv(l — u)(1 — v).

De cette définition, il est facile de trouver la densité associé

b M (y,v) = dCF™M (u, v)

=14+0(1—2u)(1—2v).

On obtient ensuite le Rho de Spearman et le Tau de Kendall par quelques calculs. En
effet,

1 01
Pglfwa = 12/ / C(u,v)dudv — 3
[ 0 Jo

11
= 12/ / wv + Guv(l — u)(1 — v)dudv — 3
0 Jo

0
37

16
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et

1 1
ngéGM = 4/0 /0 C(u,v)dC(u,v) —1

= 12/01 /01 w + Quv(l —u)(1 —v)dC(u,v) — 3

0 1
—i(g ) -1

2.3.2 Copules Archimédiennes

Les copules Archimédiennes ont été introduite par Genest et Mackay (1986). I
s’agit d'une classe importante souvent utilisée en pratique puisqu’elle possede de nom-

breuses propriétés intéressantes.

Définition 2.3. Une copule est Archimédienne si elle s’écrit sous la forme

Cy(u,v) = ¢ {o(u) + ¢(v)}, u,v €[0,1],

ot ¢ est une fonction continue, conveze et strictement décroissante définie sur [0, 1] x
0, 1] — [0, 00[ tel que ¢(1) = 0. Cette derniére est appelée générateur de la copule Cy.

La fonction ¢—1 représente l'inverse de ¢.

Propriété 2.1. Le générateur d’une copule Archimédienne est unique a une constante
positive multiplicative prés. Soit ¢ est un générateur Archimédien de la copule C, alors

pour tout K > 0, ¢(t) = Ko(t) est aussi un générateur de C. En effet, on voit que
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¢ () = ¢7L(3) et done,

C5(u,v) = {p(u) + o(v)}
=0 {K(¢(u) + ¢(v)}
= 67 {o(u) + $(v)}
= Cy(u,v).

Propriété 2.2. La couple Archimédienne posséde la propriété de symétrie. Soit Cy
une copule Archimédienne avec un générateur ¢, alors Cy(u,v) = Cy(v,u) pour tout

(u,v) € [0,1]. En effet,

Co(u,v) = ¢~ {d(u) + 6(v)}
= ¢ {o(v) + é(uw)}
= Cy(v,u).

Propriété 2.3. La couple Archimédienne est associative. Soit Cy une copule Archi-

médienne avec un générateur ¢, alors pour tout (u,v,w) € [0,1] on a :
Co{u, Cy(v,w)} = Cs{Cy(u,v), w}.
En effet,

Colu, Co(v,w)} = ¢~ [d(u) + ¢{o™ {d(v) + d(w)}}]
=0~ H{o(v) + o(u) + d(w)},
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et aussi

Co{Cy(u, v),w} = 67 [o{o7 {o(u) + ¢(v)}} + d(w)]
= ¢ {o(v) + d(u) + d(w)}.

Ainsi, nous obtenons le résultat attendu a savoir,

C¢{u’ C¢(U7 w)} = C¢{C¢(u7 U)v ’LU}.

Il est possible de déterminer le générateur d’une copule Archimédienne a partir
de celle-ci. La proposition suivante nous donne la procédure a suivre afin d’obtenir le

générateur d'une copule.

Proposition 2.4. Soit C' une copule Archimédienne avec un générateur ¢. Le rapport

des dérivées partielles est donné par :

ZCu,v)  ¢'(u)
%C’(u, v) ¢ (v)

Preuve. Comme C' est une copule Archimédienne avec un générateur ¢, on a que

pour tout u,v € [0,1], Cy(u,v) = ¢~ {o(u) + ¢(v)}. Alors,

O[Co(u,v)] = ¢(u) + o(v),
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ce qui amene

et donc,

A partir de cette proposition, on peut maintenant trouver le générateur d’une co-
pule Archimédienne quelconque. L’exemple suivant permettra d’illustrer ce processus

en utilisant la copule d’indépendance décrite précédemment.

Exemple 2.2. Soit I1(u,v) = uv la couple d’indépendance. On a :

Ol (u,v) o et Ol (u,v) oy

ou ov

et donc afin de déterminer le générateur de I1(u, v) il faut résoudre I’équation suivante :

. . . / . , .
Pour une certaine constante Ky, on a ainsi ¢ (u) = % En intégrant, on obtient

o(uy = [ 22

u

oty Ky est aussi une constante. Comme ¢(1) =0 et que ¢ (u) < 0 pour s’assurer que
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¢ est décroissante, on obtient

o(t) = =K Int,

ou K > 0. En utilisant la propriété d’unicité a une constante prés du générateur

Archimédien, on obtient finalement

o(t) = —Int.

Le Tau de Kendall d’une copule Archimédienne s’exprime en fonction de son gé-

nérateur ¢. En effet, celui-ci est donné par :

_ L o(t)
TC¢—1—|—4/O ¢,(t)dt.

2.3.3 Copules de Clayton, Frank et Gumbel

Présentons maintenant trois familles de copule qui découlent de la famille des

copules Archimédiennes.

Copule de Clayton

Les copules de la famille de Clayton sont de la forme

C u,v) = (™ + 070 = 1),
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ou 6 est un parametre de dépendance tel que 6§ > —1. Le générateur de cette famille

est donné par :

avec > —1. Sachant que ¢ (t) = —t~(®+1 et en utilisant la formule du Tau de Kendall

pour les copules Archimédiennes, on obtient

v
0+2

Tcgl =

Copule de Frank

Les copules de la famille de Frank sont de la forme

1 (1_(1—6—%)(1—@—%))7

CE" (u,v) :—gln =

ou @ est un parametre de dépendance tel que 6 €] — oo, 0o[. Le générateur de cette

1 — —0
go(t) = —In (1_:9t> .

famille est défini par :

Copule de Gumbel

Les copules de la famille de Gumbel sont de la forme
C5" (u,v) = exp{~((~ nw)’ + (= nv)’)7},

ou @ est un parametre de dépendance tel que 6 € [1, co[. Le générateur de cette famille

est défini par :

po(t) = (—1nt)’.



Chapitre 3

Valeur a Risque bidimensionnelle

inférieure et supérieure

Dans ce chapitre, la Valeur a Risque (VaR) bidimensionnelle inférieure et supé-
rieure sera présentée. Il s’agit d'un résumé des travaux de Cossette et al. (2013). Dans
la section 3.1, une introduction a la VaR ainsi que sa définition seront discutées. Dans
la section 3.2, certaines propriétés définies dans Cossette et al. (2013) seront examinées

et finalement a la section 3.3 quelques applications de la VaR seront illustrées.

3.1 Introduction et définition de la VaR

La VaR est une mesure de risque importante pour des raisons réglementaires,
mais aussi parce qu’elle est facile & comprendre. Dans les dernieres années, plusieurs
chercheurs se sont intéressés a celle-ci afin de mieux comprendre son comportement et
I'améliorer. Cossette et al. (2013) a étendu le concept de la VaR au cas bidimensionnel.

Ainsi, ces auteurs ont introduit et étudié en détail la VaR bidimensionnelle inférieure
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et supérieure, leurs propriétés et leurs applications. Les applications pratiques de ces
mesures de risques sont tres prometteuses en actuariat et en gestion quantitative des
risques, notamment a ce qui attrait a I’allocation des risques, a la représentation des

probabilités de ruine et a la comparaison des risques.

Définition 3.1. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx. La VaR

au niveau o, 0 < a < 1, de X est définie par :
VaR,(X) = inf{x € R, Fx(x) > a}.

Comme mentionné dans Cossette et al. (2013), certaines situations exigent que chaque
composante d’un portefeuille soit fixée de telle sorte que la fonction de répartition ne
dépasse pas un seuil donné, a. Notamment, on peut vouloir décrire des relations a
I’aide de fonctions quantiles inverses ou allouer du capital pour chaque composante
d'un portefeuille. Comme mentionné dans Jouini et al (2004), les investisseurs pour-
raient ne pas étre en mesure d’agréer leurs risques pour des raisons de liquidité ou
de coflit de transactions ce qui rend l'utilisation de la VaR bidimensionnelle plus ap-
propriée. Embrechts et Puccetti (2006) ont introduit et ont décrit la Valeur a Risque
multivariée associée a une perte X. Dans un cadre bivarié, la VaR associée a une perte

X est donnée par la définition suivante.

Définition 3.2. Soit X = (X1, Xs) un vecteur aléatoire de fonction de répartition Fx
et de fonction de survie Fx. Pour, a € (0,1), la VaR bivariée inférieure de probabilité
a est définie par :

VaR,(X) = 0{z € R*: Fx(z) > a}.

La VaR bivariée supérieure associée a une perte X est définie comme :

VaR,(X)=0{z € R*: Fx(z) <1—a}.
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Cossette et al. (2013) ont défini de maniére alternative la VaR bidimensionnelle infé-

rieure et supérieure dans le but d’étudier en profondeur son comportement.

Proposition 3.1. Soit X = (X1, Xy) un vecteur aléatoire de fonction de répartition
Fx et de fonction de survie Fx. Notons F,, et F,, les fonctions de répartition mar-
ginales de X. Pour xy fizé, définissons les fonctions xo — Fy (x3) = Fx(x1,12) et
Ty — Fy, (29) = Fx(x1,x2). Soit F ' (a) et F;ll(a) les fonctions inverses généralisées
correspondantes données par :

F Y a)=if{te R: F,(t) > a},

x1

F (o) =inf{t e R: F, (1) < a}.

xr1

Notons que les inégalités Fx(x1,13) > a et Fx(z1,715) < 1 — a sont équivalentes a
zo > F N ) et xy < F;ll(l — «) respectivement. De plus, si Fx est continue, nous

avons, pour tout x1 > VaR.(X1),
_ = —=—1
Fx(z1, F (o)) =a, Fx(z,F, (1-a))=1-oa
Dans la suite, nous allons adopter les notations suivantes,

F.'(a) = VaR,, (X), F, (1-a)="VaRa, (X).

z1

Une caractérisation pratique des bornes décrites a la définition 3.2 est proposée

comme suit.

Proposition 3.2. Soient les fonctions x1 — VaR,, . (X), v1 = VaRs,, (X) et xo —
VaR, ,,(X), 22 = VaRaz,(X), alors

VaR,(X) = {(z1,VaR,, (X)), 21 = VaRa(X1)},

ma(X) = {(xlama,x1(X))vxl < VaROé(Xl)}7
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et
Ma(x) = {(x%ma,mg(X))vx? > VaRa(Xg)},

VCLRQ<X) = {(Ig,ma’ml (X)),IQ S V(IRQ(X2>}.

Nous pouvons maintenant étudier le comportement des courbes x; — VaR

a1 (X)),
Ty —> mmxl(X) de niveau «. Pour ce faire, dénotons les supports de X; et X5 par
supp(X1) et supp(Xs). Soient lx, et uy, le supremum et I'infimum de X; définis par
Ix, = inf{z : x € supp(X1)} et uyx, = sup{x : = € supp(X;)}. De la méme facon, on

définit Iy, et ux, pour Xs.

Proposition 3.3. Soit X = (X1, X3) une paire de variables aléatoires de fonction de
répartition et soient Fx, et Fx, les fonctions de répartition marginales respectives de
X1 et Xy. Alors, les fonctions x1 — VaR, . (X) et x1 — VaRq . (X) sont décrois-

santes et si F'x est strictement croissante, alors
1. limgy -, VaR, , (X) = VaRa(X):
2. limy, Svara.(x) VaR, . (X) = ux,;
3. limg, 1, VaRa e (X) = VaRa(Xs);
4. limg, Svar, (xy) VaRaz, (X) = lx, .

Preuve. Puisqu’on suppose Fx continue alors, on a
Fx(z1,VaR, . (X)) =a, et Fx(z;,VaRa. (X)) =1—-a.

Comme Fx est une fonction croissante et Fx est une fonction décroissante, alors
on a nécessairement que T, — VaR, , (X) et x1 — VaR, . (X) sont des fonctions
décroissantes de x1. De plus, puisque Fx est continue, alors

lim VaR,,, (X) = Fx(a) = VaR.(X>).

x1—>um1
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Aussi comme Fx est aussi strictement croissante, alors

lim VaR

z1—VaRa(X1)

X) = Ux,.

avxl(

Par conséquent (1) et (2) sont prouvés. (3) et (4) s’obtiennent similairement.

3.2 Propriétés

3.2.1 Propriétés analogues a la VaR univariée

Dans cette section, les propriétés analogues entre la VaR inférieure et supérieure
bivariée et la VaR univariée seront présentées. La proposition suivante stipule que la
transformation du couple bivarié, pour une fonction croissante, modifie la courbe par
la méme transformation. De facon analogue, des résultats similaires sont démontrés

si la fonction est décroissante.

Proposition 3.4. Soit X = (X1, Xs) un vecteur aléatoire continu et

¢(X) = (¢1(X1)7¢(X2)),

ot @1 et ¢o sont des fonctions réelles définies sur les supports de X et Xs.

1. Si ¢y et ¢o sont croissantes, alors pour i # j, i,5 = 1,2, on a :
Ma,¢j(xj)(¢(x) = ¢i(ma,1j(X))7

et
VaRa, 0,0 (0(X) = 6:(VaRe, (X)),
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2. Si ¢y et ¢y sont décroissantes, alors pour i # j,1,j =1,2, on a :

VCLRQ@J.(%)(QS(-X) = ¢i(M1—a,xj (X>>’

et
VR0, (0(X) = 6:(VaRy_o.z,(X)).

Le corollaire suivant est un cas spécial de la Proposition 3.4. Il assure 'invariance de

ces mesures de risque par translation.

Corollaire 3.1. Pour tout ¢ = (c1,¢c2) € R et i # j, 1,7 = 1,2, nous avons,

VaR c+X)=VaR,, (X) +c,

a,Cj+xj(

VaRqc;1a;(c+X) =VaRa.,(X) +c.

Le corollaire suivant qui découle aussi de la Proposition 3.4 donne les conditions sous

lesquelles la VaR est homogeénement invariante.

Corollaire 3.2. Pour tout ¢ = (¢1,¢3) € RT X RT avec i,j = 1,2 et i # j alors :

VaR, . . (cX)=cVaR,, (X),

Q,Cj,T

VaRgc;2,(cX) = c;iVaR,.,(X).

Le corollaire 3.3 résulte d'une application de la Proposition 3.1 pour une transforma-

tion négative du couple bivarié.

Corollaire 3.3. Pour tout ¢ = (¢1,¢2) € R™ X R™ avec i,j = 1,2 et i # j alors :

VaR (CX> = Cilea,xj (X)7

Q,Cj, T

VaRi_ac;2,(cX) = ciVaR, ., (X).
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3.2.2 Convexité

Cette section portera sur la propriété de convexité de la VaR bidimensionnelle
inférieure et supérieure. La convexité de la fonction de répartition de X = (X, X5)
est importante puisqu’elle a un impact sur la forme de la Valeur a risque, ce qui aura
aussi pour effet d’affecter les ensembles d’allocation. La proposition suivante pose les
conditions suffisantes afin de s’assurer de la convexité et de la concavité des courbes

ry = VaR, , (X) et 1 = VaR,,, (X) a un niveau a.

Proposition 3.5. Soit X = (X1, Xs) un vecteur aléatoire dont les fonctions de ré-

partition et de survie sont notées respectivement Fx et Fx. Alors,

1. Si Fx est concave (respectivement convexe), alors x1 — VaR,, ., (X) est convese

(respectivement concave).

2. Si Fx est convexe (respectivement concave), alors x1 — VaR, ., (X) est conveze

(respectivement concave).

Cossette et al.(2013) ont proposé un critere assurant la convexité des mesures de

risques précédentes et ont posé z7 = Fy!(a) et 23 = Fy ().

Proposition 3.6. Soit X = (X1, Xs) un vecteur aléatoire dont les fonctions de ré-
partition et de survie sont notées respectivement Fx et Fx. Notons Fy, et Fy, les

fonctions de répartition marginales. Si Fx est différentiable deux fois, alors

1. Si 8;52X(x1,a:2) < 0 pour tout xy > xf et xo > x5, alors la courbe x; —

VaR, . (X) a un niveau o est conveze.

. 9°F
2. Si %(xl,xg) < 0 pour tout vy < z7 et x9 < x3,alors la courbe x; —

VaR, - (X) a un niveau o est concave.

Les copules permettent la représentation d’une distribution multivariée en fonction de
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ses fonctions de répartition marginales univariées. Ainsi, comme vu dans le chapitre 2,
les copules fournissent une approche flexible dans la modélisation du comportement
conjoint des variables aléatoires. En utilisant le théoréme de Sklar vu a la section 2.1,

il est possible d’étudier z1 — VaR, , (X) et 1 — VaR, ., (X) en terme de copule.

— 0,1

Corollaire 3.3. Soit X = (X1, X3) un vecteur aléatoire avec une fonction de répar-
tition Fx et Fx, et Fy, les fonctions de répartition marginales connectées par une

copule C. En supposant que la copule C et les marges sont deux fois différentiables.

Alors,

1. Si %(ul,z@) < 0 pour tout uy,us € [a, 1], i = 1,2 et F, (z1) et Fy,(x2) sont

concaves pour toult x1 > xj et x9 > x5, alors la courbe xi — VaRam(X) a un

niveau o est convexe.
. 2
2. 8i 95 (u1,uz) <0 pour tout uy,us € [0, et Fy, (1) et Fy,(z2) sont convezes
pour tout x1 < x7 et xy < %, alors la courbe 1 — VaR, ., (X) d un niveau o

est concave.

3.3 Illustration

Dans cette section, nous présenterons les méthodes suggérées par Cossette et al.
(2013) fondées sur la VaR bidimensionnelle inférieure et supérieure, qui permettent
d’obtenir des ensembles optimaux pour ’allocation de capital. Deux criteres d’opti-
misation ont été développé pour sélectionner un ensemble bivarié de valeurs a partir
de la VaR. L’objectif de cette méthode est d’attribuer une valeur a risque homogene
qui pourra ensuite étre utilisée pour allouer un montant a chaque fonds ou un risque
a chaque portefeuille. Pour ce faire, un ensemble de valeurs doit étre sélectionner a
partir de la VaR bivariée sous I’hypothese selon laquelle la VaR bivariée inférieure
est convexe et la VaR bivariée supérieure est concave. Deux approches différentes, a

savoir la projection orthogonale et la répartition proportionnelle, sont utilisées pour
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établir des ensembles de valeurs.

3.3.1 Projection orthogonale

D’abord I’allocation par projection orthogonale consiste a trouver le point de
(27, VaR, ,+(X)) le plus pres du couple (VaR.(X1),VaR.(X2)), ce qui vient a ré-

soudre la minimisation suivante :

min  {(VaRa(X1) —21)* + (VaRa(Xs) — VaR,,, (X))*}.

x1>Ff1(a)

Pour trouver une solution et obtenir la projection orthogonale, il suffit de résoudre

I’équation suivante :

dVaR, . (X
s = VaRu(X0) + 2AVa ., (X) — VaRy (%) e g
1

et s’assurer que la seconde dérivée :

2+2(Vak,,, (X) = VaRa(X3))

PVaR, , (X) s ldVaRj’xl (X)] ? |

dz? dxy

est positive afin d’obtenir un minimum. On peut remarquer que la dérivé seconde est

positive si VaR, ., (X) est convexe.

3.3.2 Répartition proportionnelle

La seconde approche est la répartition proportionnelle, celle-ci consiste a préserver

le méme ratio que la VaR univariée. C’est-a-dire considérer (z3,ValRR, ., (X)) comme

, VaR.(X1) ’
- VaR, . (X)] .
rF o (m Vak, (%) 2 )>

une solution de
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Encore une fois si VaR, . (X) est convexe, le minimum est obtenu par la résolution

LT (
de I’équation :
. VaRa<X2)

d
2 VaR _ L 4%alA2)
= VaR. (X))

d.’L’l

(X)

o,T1

Comme VaR,(X;) > VaR,(X3), la proportion allouée a X sera toujours plus grande
avec la Répartition proportionnelle. La Projection orthogonale fournit le couple le
plus pres de (VaR,(X1),VaR,(X3)), résultant & une proportion inférieure qu’avec
la Répartition proportionnelle. Cependant, la proportion de chaque risque n’est pas

conservée dans le cas de risque agrégés.



Chapitre 4

Valeur a Risque bidimensionnelle
conditionnelle inférieure et

supérieure

Ce chapitre sera consacré a la Valeur a Risque bidimensionnelle conditionnelle. 11
est basé sur les articles de Cossette et al. (2016) et de Brahim et al. (2018). Dans la
premiére section, la définition Valeur a Risque bidimensionnelle conditionnelle (TVaR)
introduite par Cossette et al. (2016) sera donnée. Quelques propriétés résultantes ainsi
que deux illustrations sur l’allocation seront présentées. Dans la seconde section, la
définition de la Valeur a Risque bidimensionnelle conditionnelle de copule (CCTE) et

quelques illustrations seront présentées.
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4.1 Valeur a Risque bidimensionnelle condition-

nelle

Comme nous 'avons déja vu au chapitre précédent, les mesures de risques peuvent,
entre-autre, étre utilisées pour étudier des scénarios d’allocation de capital sous dif-
férents niveaux de risque et de dépendance. Dans certains cas, ignorer la dépendance
des risques conduit souvent a les surestimer ou a les sous-estimer. Dans le but d’amé-
liorer la mesure de risque, Cossette et al. (2016) ont introduit la Valeur a Risque
conditionnelle noté TVaR. Celle-ci est basée sur la Valeur a Risque bidimensionnelle
inférieure et supérieure (VaR) présentée au chapitre 3 et introduite par Cossette et

al. (2013).

4.1.1 Définition

TVaR bidimensionnelle inférieure

Dans ce chapitre, X = (X7, X3) désigne un vecteur aléatoire de fonction de répar-
tition Fx. Les fonctions de répartition de X; et X, seront respectivement notées Fx,

et FXQ'

Définition 4.1. La TVaR bidimensionnelle inférieure est définie par :
TVaR, x(X) = ((z1, TVaR, ,, (X)), (IVaR, ,,(X),22)),

ol

ma,xl (X) = ]E[X2|X2 > M@c,w1 (X>7X1 S (L’ﬂ, € Z F)211<Oé)a
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et

TVaR,,,(X) =E[X;|X; > VaR,,,(X), Xs < 2], 20 > Fx ().

QT2 —2Q,T2

Alors, la TVaR bidimensionnelle inférieure de X a un niveau « est représentée par :

TVaR,(X) = {TVaR, x(X),z; > Fx'(a),i = 1,2},

tel que x1 > Fyl(a) et o > Fy) (@) pour tout & = (1, x2).

La proposition suivante montre qu’elle peut aussi étre définie en fonction des com-

posantes de la VaR inférieure tel que décrite a la proposition 3.1.

Proposition 4.1. Pour tout x; > F)}il(oz), i=1,2, ona:

1 Fx; (i) .
TVaR, , (X) = ———— / VaR, , (X)du, i = 1,2.

N FXZ(xz) —Qa Ja

Preuve. Soit VaR,,, (X) représentant la VaR univariée de (X;|X; < x;) a un niveau

o 4 ; .
P, @)’ défini comme :

VaR, , (X) = VaRFxfx(zj) (XilX; <), x; > F)Zjl(a).

Alors, on a

Ma,xi(X) - E[XJ|X] > Ma,:@-(X)aXi < xl]
o wdel‘i (‘IJ)

_ _a
Fx,(xi)

VaR, . (X) 1
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en remplagant x; = F ' (u),

1
TVaR, , (X) = — F (u)du

j S T o T
Fx, (%) * Fx, (@)

ol ()
= F |l —|du
FXi (I’l) — 0 Ja i FXZ' <x1>

1 Fx,(z:)
- / VaR,, (X)du.

Proposition 4.2. En supposant que Fx est continue et strictement croissante, alors :

lim TVaR,, (X)=TVaR.(X;),

.Z’j>—>qu

et
lim  TVaR,, (X) = ux,,

zj—>F ;j.l ()

ol ux, représente le support supérieur de X;, i,7 =1,2(i # j).

Preuve. Comme vu précédemment a la Proposition 3.3, on a liijHqu VaR, ,,(X) =
VaR(X;). Combiné avec avec la Proposition 4.1 et Fx,(ux,) = 1 on obtient la pre-
miére égalité. Aussi, limxjHF;(a) VaR,, . (X) = ux,, ainsi en intégrant cette constante

j

sur [a, Fix,(x;)], on obtient la seconde égalité.
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TVaR bidimensionnelle supérieure

Définition 4.2. La TVaR bidimensionnelle supérieure est définie par :
TVaR, x(X) = ((x1,TVaRsz (X)), (TVaRy ., (X), x2)),
ot
TVaRaz (X) = E[Xo|Xo > VaRa, (X), X1 > z1], 21 > Fx!(a)

et
TVCZR(X@Z(X) = ]E[X1’X1 > VCLRQ’IQ(X),XQ 2 1’2}, ) 2 F)};(a)

Alors, la TVaR bivariée inférieure de X a un niveau o est représenté par :
TVaR.(X) ={TVaR, x(X),z; < F)}il(a),i =1,2},
tel que z; < Fx'(a), i =1,2 pour tout & = (z1,z>)

La TVaR supérieure est un semble de deux courbes. Chaque courbe représente
I'espérance d'une variable aléatoire sous X;, si la variable aléatoire X; liée a celle-
ci est inférieure a sa VaR supérieur de niveau «. Cette mesure est particulierement
pertinente en finance et en actuariat, car elle pourrait représenter des seuils communs
d’investissements ou de fond de pension. Une fagon alternative de la définir est donnée

par la proposition suivante :

Proposition 4.3. Pour tout x; < F)}il(oz), i=1,2, 0ona:

1 1
TVaR, . (X) = / VaR,..(X)du, i = 1,2.

l—«

Preuve. Soit les probabilités P(X; > VaRa,,(X),X; > x;) = 1 —a) et P(X; <

VaRa.;(X),X; > z;) =1 — #ﬁ(%))’ on observe que la VaRq.;(X) coincide avec
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la VaR de (X;|X; > ;) d un niveau %ﬂ((z])), tel que :
G\

VaRa ., (X) = VaRa-ry, e (Xi| X; > 2;), 2; < Fy ' (a).

T=Fx, ;)

Soit Fz,(x;) la fonction de répartition de (X;|X; > x;),1,7 =1,2,i % j. Alors on a :

TVaRa,. (X) = E[Xi|X; > VaRa,, (X),X; > ;]
_ 1-— FXj(xj> /oo

11—«

VaRa,zj(X)

En posant, u = Fg,(x;) et v = (1 — Fx,(z;))u + Fx,(z;), on a :

TVCLRO(,(L']' (X> = 1_X]C5xj) a-Fx_(xj) F{jl(u)du
L (2t
1—ala J 1-— FX]- (JZJ)

1o
- l—a/ VaR,. (X)dv, i,j = 1,2(i # j).

Proposition 4.4. Supposant que Fx est continue et strictement croissante, alors :

lim TVaR,,,(X)=TVaR,(X;), lim TVaR,, (X)=Ix,,

I]"—)lXj xjHF);jl (a)

ou lx, représente le support supérieur de X;, i,j = 1,2(i # j).
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4.1.2 Propriétés résultantes

Dans cette section, les propriétés de la TVaR bidimensionnelle seront présentées.

La TVaR,(X) et TVaR,(X) sont homogenes et invariantes sous translation.

Proposition 4.5. Soit X = (X1, Xs) un vecteur aléatoire continu et aussi ¢ et ¢o

des fonctions réelles définies sur les supports de X1 et Xs, respectivement.

1. (Translation) Pour tout ¢ € R?,
TVaR, x. (X +c) =1TVaR, x(X) + c,

et
TV(IRQ’X_._C(X—F C) = TVCLRQ,X<X) + c.

2. (Homogénéité) Si a > 0, alors
TVaR, .x(aX) = alVaR, x(X),

et
TVaR, .x(aX) = al'VaR, x(X).

4.1.3 Illustration pour ’allocation

Comme pour la VaR bidimentionnelle vue au chapitre 3, des méthodes développées
a partir de la TVaR permettent de sélectionner des couples de variable afin notamment
d’optimiser I'allocation en capital. Cossette et al. (2016) ont présenté deux approches
en partant de la projection orthogonale de la VaR bidimentionnelle. La premiere
méthode consiste a trouver le couple optimal pour I'allocation de capitale a partir de

la projection orthogonale de la Valeur a Risque bidimentionnelle et ensuite calculer la
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TVaR. Comme vu a la section 3.3.1, afin de trouver les z7, il faut résoudre le probleme

de minimisation suivant :

min {('TI - VaRa(Xi)>2 + (Ma,m(x> - V(IRQ(X]'))2}, Z7.7 = 17 2 (Z 7£ ])

z1 >F§i1 (o)

La deuxiéme étape consiste a calculer les composantes de TVaR,,(X) avec :

TVCLR(X,X* (X) = Og—F’X(x*)‘/a VCLRUJ;« (X)du, 1= 1, 2.

Donc,

Ma,x* (X) = (M&,x’z‘ (X)7 Ma,zI (X))

De la méme fagon, il est possible d’obtenir :
TVaRax+(X) = (TVaRy . (X), TV aR, .1 (X)).

Les couples de la TVaR inférieure représentent les montants optimaux afin de se
protéger contre les pires pertes attendues a un niveau o pour chaque valeur aléatoire.
Ici, nous n’assumons pas que X; puisse compenser pour X, et ce méme s’il existerait
une dépendance positive ou négative entre les deux variables aléatoires. Les valeurs
de la TVaR supérieure représentent les montants optimaux afin de se protéger contre
les pires pertes et de conserver un niveau de survie (1 — «) pour X; et X5. Notons
que les valeurs de la TVaR inférieure seront toujours supérieures a celles de la TVaR

supérieure.

La seconde méthode est une extension de la projection orthogonale. Au lieu de
considérer les courbes quantiles, on s’intéresse a la contrainte de minimisation appli-

quée a la TVaR bidimentionnelle inférieure et supérieure.

Définition 4.3. Soit C; o la courbe a obtenu a partir de TVaR,, , () tel que

Ci,Oé = {(ZL‘]‘,TVCLR ,in(X>)’xj > F)Ejl(()z)} 1,5 =1,2, (Z 7é j)
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Pour « fizé, la méthode consiste d trouver les couples (v}, TV aR, ,-(X)) de Ciq les
plus prés des couples (VaR,(X;),TVaRy(X;)) pour i,5 = 1,2 (i # j). Ce dernier
représente les limites de la TVaR bidimentionnelle inférieure. Il suffit maintenant de

choisir les x7, © = 1,2 qui solutionnent le probleme de minimisation suivant :

min {(z; = VaRa(X:))* + (IVaR, ., (X) = TVaRa(X;))"} i, = 1,2, (i # j).

:viZF;il ()

Le couple optimal de la TVaR inférieure est donné par :

TVaR, ,(X) = (LVaR, . (X),TVaR, ,(X)).

Définition 4.4. Définissons la courbe o obtenue a partir de T'VaRq ., (T), avec x5, x; >

F)}jl(a), tel que
Ei,a = {(Ij,TVCLRij(X)),tTj < F)?Jl(a)} Z?] = 1727 (Z 7£ j)

De la méme maniere, le couple (xf,x}‘) d’allocation de capital est obtenu en résolvant

le probléeme suivant :

min  {(z; — VaR.(X;))* + (TVaR(X;) = TVaR.,(X))*} i,5 = 1,2, (i # j).

2 <Fx (@)

Le couple optimal de la TVaR supérieure est donné par :

TVaRy .z (X) = (TVaRa . (X), TVaR, . (X)).
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4.2 Valeur a Risque bidimensionnelle condition-

nelle de copule

La complexité sans cesse croissance des produits d’assurance et de l'activité finan-
ciere conduit a un intérét accru pour la modélisation des risques dépendants. Brahim
et al. (2018) avait comme objectif de proposer une mesure de risque alternative qui
prend en compte les fluctuations des pertes et les éventuelles corrélations entre les
variables aléatoires. Cette nouvelle notion de mesure de risque introduit les copules
et décrit la quantité de risque attendue étant donné qu’'un risque bivarié potentiel
dépasse une valeur seuil. Cette article, se veut une amélioration de la Valeur a Risque
conditionnelle, aussi appelée déficits attendus, tel que défini par Artzner et al. (1999)

et Wirch et Hardy (1999) comme :

1 00
TE = F
CTEx(a) 1—Fx(VaRx(«)) /VaRX(a) vdFx (@),

ou Fx est fonction de répartition de X. En supposant que X est continue, alors

Fx(VaRx(«)) = a, et ainsi pour tout 0 < o < 1 on a :

1

—

1
CTEx(a) = 1 / VaRx (u)du.

4.2.1 Définition

La contribution de Brahim et al.(2018) consiste a introduire la notion de copule
afin de permettre plus de flexibilité en terme de perte et de structure de dépendance.
En effet, la formule précédente de la CTE se concentre uniquement sur la moyenne des
pertes. Il leur fallait introduire une mesure plus inclusive qui prend en considération

la structure de dépendance et le comportement des queues. Ainsi, ils ont proposé la
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mesure suivante :
CCTEx,(t) = E[X1|X; > VaRx, (e), X2 > VaRx, (1),

dont nous traduirons librement le nom par la Valeur a Risque bidimentionnelle condi-
tionnelle de copule. Nous avons vu au chapitre 2 que la copule de survie est définie
comme :

Clu,v) =u+v—14+C(1 —u,1—0).

En supposant que C' est absolument continue avec une densité ¢, on peut réécrire pour
tout s,t € (0,1),

C(l—s,1—1t)= /1 Ji(u)du,

ol
1
Ji(u) ::/ c(u, v)dv.
¢

Donc, pour un niveau s = « fixé, nous avons :

Cl—a,1—t)=1—a—t+C(a,t).

Ainsi la proposition suivante donne la CCTE du risque ciblé X;.

Proposition 4.6. Soit (X1, Xy) un couple de valeurs aléatoires avec la fonction de
répartition représentée par la copule C. Supposons que X5 a une moyenne finie et la
fonction de répartition Fx. Alors pour a fixé et pour tout t € (0,1), la CCTE de X,
est donné par

1 ~1
TR = 2
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4.2.2 TIllustration

Présentons maintenant quelques exemples, a ’aide de la copule des lois de Farlie-
Gumbel-Morgenstern (FGM) et la famille des copules Archimédiennes afin de mieux

comprendre 1'utilisation de cette valeur a risque.

CCTE avec la Copule FGM

Les copules appartenant & cette famille sont symétriques, c’est-a-dire, C}'“M (u, v)

CEEM (v, u), pour tout (u,v) € [0, 1]%. Le lecteur est référé a la définition 2.2 pour un
rappel de la définition de la copule FGM. Leur coefficient inférieur et supérieur de
dépendance est égal & zéro. A des fins pratiques, seule les copules avec une dépendance

positive sont considérées.
Soit la paire de valeurs aléatoire (X;,Y), i = 1,2, 3, avec les marges F,(z) et Gy (y)
et la fonction de répartition Hy, y(x,y). Considérant une copule FGM de parametres

0;, on a :

Hx,y(w,y) = Cg "M (Fx,(2), Gy (y)),

respectivement pour 7 = 1,2, 3.

Les fonctions de survie sont données par :

et
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- (1+y), y=>0,
GY(?U) =
L, y <0,

ol v > 0 est 'index de Pareto.

La valeur a risque conditionnelle a un niveau fixé « est donnée par :

(1 — )™

CTEXZ(OO = ~ = 1

La VaR de X; au méme niveau « est donné par :
VaRx, (o) = (1 — )~
Pour un s fixé égale a «, on a :

Cl-—a,l—-t)=1—-a—t+at+bat(l—a)l—t).

Calculons maintenant :

/a1 J(w) F! (u)du =

1 1
/ Jo(u)Fx ! (u)du = / (1 —u)~Y7(0; — 2ub; — 200; + 4uvb; + 1)dudv,
1 1
= / (0; — 20,0 + 1)dv/ (1 —u)"Ydu
t «

1 1
+ 292~/ (2v — 1)dv/ u(1 —u) Y du,
t a

alors,
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1 a (1 —1t)(2vy + th; — 2t0, + 2t0;ary — 1) N
1 _ 1 o 1 1/’)/‘
/a Ji(u)F; (u)du = v 737 11 x (1—a)

En remplagant dans I’équation donné a la proposition 4.6, nous obtenons :

27y 4+ t0; — 2tal; + 2tayl; — 1

CCTEx, (t) =~ (tad; + 1)(272 — 37 + 1)

(1—a) Ve,

CCTE avec la Copule Archimédienne

Le lecteur est référé a la définition 2.3 pour un rappel de la définition de la co-
pule Archimédienne. Dans le cas de la copule Archimédienne, il n’y a pas de formule

explicite pour la CCTE, celle-ci peut étre exprimé en fonction du générateur ¢ :

Définition 4.7. Soit C' une copule Archimédienne continue avec ¢ son générateur,

alors pour « fizé et t € (0,1),

A D)
M) =1 G,y
Ainst,
B 1 L ¢! (u) Fy, (u)
COTEx ) = s ==y ((1 — a)CTEx, () —/a Wdu).



Chapitre 5

Nouvelle Valeur a Risque
multidimensionnelle inférieure et

supérieure

Dans ce chapitre, nous présenterons l'apport principal de ce mémoire. Dans la
premiere section, une nouvelle Valeur a Risque multidimensionnelle inférieure et su-
périeure sera définie. A la section 2, nous présenterons quelques propriétés découlant
de la VaR bidimensionnelle et quelques illustrations seront ensuite présentées dans la

derniere section.

5.1 Introduction et Définition a la VaR multidi-

mensionnelle

Comme nous avons pu voir au chapitre 3, la valeur a risque est une mesure im-

portante dans divers domaines, notamment en science actuarielle, en finance et en
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assurance. Cossette et al. (2013) ont étudié la VaR dans un cadre bidimensionnel,
cependant dans des cas réels il y a souvent plusieurs facteurs de risques a considérer.

I1 est donc justifié de vouloir s’intéresser a un cadre multidimensionnel. Rappelons la

définition de la VaR :

Définition 5.1. Soit X wune variable aléatoire et Fx une fonction de distribution

cumulative. La VaR d un niveau o, 0 < a < 1, de X est défini par :

VaR,(X) = inf{z € R, Fx(x) > a}.

Définition 5.2. Soit X = (X, ..., X4) un vecteur aléatoire avec la fonction de distri-
bution conjointe Fx et la fonction de survie Fx. Pour o € (0,1) la VaR multivariée

inférieure de probabilité o est défini par :

La VaR multivariée supérieure associé a une perte X est défini comme :

VaR,(X)=0{z € R*: Fx(z) <1—a}.

Définissons maintenant de maniere alternative la Valeur a Risque multidimension-

nelle inférieure et supérieure.

Proposition 5.1. Soit X = (Xi,...,Xy) un vecteur aléatoire avec Fx sa fonc-
tion de répartition et Fx sa fonction de survie. Pour tout x € R?, on note x; =
(1, e T, Tig 1y ooy L), 0 =2, ..., d—1, avec &y = (xa,...,2q) et xy = (1,...,Tq_1.

Pour x;, i = 1,...,d, firé, définissons les fonctions x; — Fp(x;) = Fx(x) et



Chapitre 5. Nouvelle Valeur a Risque multidimensionnelle inférieure et supérieure49

z; — Fo(x;) = Fx(x), et soient F, () et F;,l(oz) leurs fonctions généralisées asso-
ciées erprimées par :

F o) =if{z; e R: F,(7;) > a},

;

F_'(a) =inf{z; eR: Fu(z;) <1—al.

T
Notons que les inégalités Fy,(x;) > a et sz(xz) < 1 — « sont équivalentes a x; >

=1 L . ,
F Y (a) et x; < F, (1 —a) avec j > i. De plus, si Fy, est continue, nous avons :

Fo(en, Fl(a) =a et Fa(n,F, (1—-a)=1-a

7 €T;

Nous adoptons la notation suivante :

F, (1 —a) =VaR,,(X).

Il est aussi possible de proposer une caractérisation des bornes.

Proposition 5.2. Soit la fonction ¢, — VaR, 4, pour touti=1,...,d, on a :
7VCLR01<X) = {(xb Tt 7xifluivaRa,mi(X)7 Lit1s - - 7:1;03); ZLj > VCLR@(Xj)?j # Z}?

et

VaRo(X) ={(z1,...,xi-1,VaRa s (X), Tiy1, ..., xq); v; < VaR,(X;),7 # i}

Etudions maintenant le comportement des courbes x; — VaR, 4, (X) de niveau a.
Dénotons le support de X; par supp(X;). Soient I, et u,, 'infimum et le supremum

de X; défini par [,, = inf{x; : x; € supp(X;)} et u,, = sup{x; : x; € supp(X;)}.
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Soient,

oo = (s s Lo Loy o2 L),
Ugy = (Uys - ooy Uy Uagpyrys -+ o Uay),y
et

VaR,,; = (Va’Ra(xl)a ceey VCLRa(UCzel)a VaRa(xi+1)> Sy VaRa($d>)~

Proposition 5.3. Soit X = (Xi,...,Xy) un vecteur aléatoire avec Fx la fonction
de répartition et les marges Fx,. La fonction @; — VaR, 4 (X) est décroissante et si

Fx, est strictement croissante, alors
1. limg, y, VaR, . (X) = VaR,(X;) et img, ,var, , VaR, . (X) = ux,.
2. limg, 4, VaRq . (X) = VaRy(X;) et limg,_var,, VaRa . (X) = lx,.

Preuve. Puisqu’on suppose Fy, continue alors, on a

jon

3

(@i, VaR, ., (X)) = a,

Fo(z;,VaR, (X)) =1 — a.

Comme Fy, est une fonction croissante et Fy, est une fonction décroissante, alors
on a nécessairement que x; — VaR, . (X) et ; — VaR, . (X) sont des fonctions

décroissantes de x;. De plus, puisque F,, est continue, alors

lim VaR,, (X) = Fx'(a) = VaR.(X;).

:Bi—>uxz.

Aussi comme Fx est aussi strictement croissante, alors

lim  VaR, ,(X) = ux,.

x;—VaRa (X;) !

Par conséquent (1) est prouvé. De la méme fagon, (2) est aussi prouvé.
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5.2 Convexité

Dans cette section, nous aborderons la propriété de convexité appliquée a la VaR
multidimensionnelle inférieure et supérieure. La convexité de la fonction de réparti-
tion de X = (X7,...,Xy) est importante puisqu’elle a un impact sur la forme de la
Valeur a Risque, ce qui aura aussi pour effet d’affecter les ensembles d’allocation. La
proposition suivante pose les conditions suffisantes afin de s’assurer de la convexité et

de la concavité de la courbe x; = VaR, ,.(X) & un niveau «.

Proposition 5.4. Soit X = (Xy,...,X4) un vecteur aléatoire avec une fonction de

répartition Fx et Fx une fonction de survie. Alors,

1. Si Fx est concave (respectivement convexe), alors x; — VaRa’mi(X) est convexe
(respectivement concave).
2. Si Fx est conveze (respectivement concave), alors x; — VaR, ., (X) est convexe

(respectivement concave).

Afin d’assurer la convexité des mesures de risques précédentes, posont x; = F ;il(a).

Proposition 5.5. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire avec une fonction de
répartition Fx et Fx une fonction de survie. Notons Fx,, les fonctions de répartition

marginales. Si Fx est différentiable d fois, alors

1. 8i 8;52?‘(@) < 0 pour tout x; > x} et i # j, alors la courbe z; — VaR,, .. (X) d
J

un niveau o est convexe.

2. Si d;f;x(wz) < 0 pour tout x; < x et i # j, alors la courbe z; — VaR, 4 (X) d
J

un niveau o est concave.
Les copules permettent la représentation d’une distribution multivariée en fonction de
ses fonctions de répartition marginales univariées. Ainsi, comme vu dans le chapitre 2,
les copules fournissent une approche flexible dans la modélisation du comportement
conjoint des variables aléatoires. En utilisant le théoréme de Sklar vu pa la section 2.1,

il est possible d’étudier x; — ValR, , (X) et @ — VaR, 4 (X) en terme de copule.
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Proposition 5.6. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire avec une fonction de
répartition F'x et notons F, les fonctions de répartition marginales connectées par

une copule C. En supposant que la copule C et les marges sont différentiables 2 fois.

Alors,

1. Si 9 (u;) < 0 pour tout u; € [, 1], i € R, i # j et Fy (a;) sont concaves pour

au?
tout x; > x} , alors la courbe x; — VaR, , (X) d un niveau o est convere.

2. Si %(ui) < 0 pour tout u; € [0,a], i # j et Fy,(x;) sont convezes pour tout
J

x; < x, alors la courbe x; — VaR, ., (X) d un niveau o est concave.

5.3 Illustrations

5.3.1 Projection orthogonale

D’abord I'allocation par projection orthogonale consiste a trouver le point
(21,2, VaRe 2 (X), 27, 1, ..., x5) le plus pres de (VaRo(X1),. .., VaRa (X)),

ce qui vient a résoudre le probleme de minimisation suivant. Pour chaque ¢ fixé :

i X)) —x)? X,) — (X))?
oo PRy 12 (VO] = ) (VR (X0) = Vo, (X)),

Pour tout 7 # 7. Pour trouver une solution et obtenir la projection orthogonale, il suffit

d’annuler les dérivées partielles de la fonction suivante. Soit @; = (21, ..., Ti—1, Tit1,- .., Td),

f(@) = ;(VaRa(Xj) —2j)* + (VaRa(X;) - VaR,, (X))*,
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& savoir
0f(=) _
(9x1
of(z;)
01 =0
0f(@) _
axz’ﬂ
8l’d =0

Ce qui est équivalent a, pour tout j =1,...,i— 1,71+ 1,d,

IVaR, ., (X)

= 0.
61‘2-

—2(VaRa(Xj — ;) + 2(VaRaq (X;) — VaRea, (X))

La résolution numérique de ce sytéme non linéaire de (d — 1) équations nous donne le
point optimal

(21, xi g, VaRe o (X), 2714, ..., 7).

5.3.2 Répartition proportionnelle

La seconde approche est la répartition proportionnelle, celle-ci consiste a préserver

le méme ratio que la VaR univariée. C’est-a-dire considérer (z7, ..., 2;_1, VaRq .+ (X), 2}, . ..
e

comme une solution de

VaRa (Xj)

2
potin 2 (“””j T VR, (x,) " e <X>> -
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Conclusion

Comme nous avons pu le voir dans le cadre de ce travail, le milieu de la recherche
s’intéresse particulierement a ’amélioration des mesures de risques. Dans un monde
en changement continuel, il nous faut s’adapter afin de controler la probabilité et
ainsi atteindre des objectifs données. Afin d’améliorer la gestion du risque, nous avons
proposé dans ce travail une nouvelle Valeur a Risque multidimensionnel inférieure et

supérieure.

Dans un premier temps, il nous a fallu faire un résumé de la théorie des copules au
chapitre 2. Ensuite, nous avons présenté au chapitre 3, la Valeur a Risque bidimen-
sionnelle inférieure et supérieure introduite par Cossette et al. (2013) base sur laquelle
nous avons construit la VaR multidimensionnelle inférieure et supérieure. Au chapitre
4, deux Valeurs a Risque conditionnelles ont été présentés. Soit la Valeur a Risque
bidimensionnelle conditionnelle (TVaR) introduite par Cossette et al. (2016) basée sur
la VaR présentée au chapitre 3. La seconde étant la Valeur a Risque bidimensionnelle
conditionnelle de copule (CCTE) introduite par Brahim et al. (2018) et basée celle-ci
sur la Valeur a Risque conditionnelle (CTE) définie par Artzner et al. (1999).
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Nous retrouvons finalement ’apport principal de ce mémoire au chapitre 5 dans
lequel nous avons introduit et définit la Valeur a Risque multidimensionnelle inférieure
et supérieure. Il nous a été possible de proposer une caractérisation des bornes et de
présenté la propriété de convexité de cette Valeur a Risque. Nous avons terminé avec la
présentation de deux illustrations a savoir la Projection orthogonale et la Répartition

proportionnelle.
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