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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode des caractéristiques généralisées
pour trouver de nouvelles solutions explicites en termes des invariants de Riemann
pour les équations de la magnétohydrodynamique (MHD) idéale classique en (341)
dimensions. Ces équations décrivent I’écoulement d’un fluide idéal (non visqueux),
compressible, avec conductivité infinie et qui est soumis a un champ magnétique et a
un gradient de pression hydrodynamique. Nous avons trouvé les éléments intégraux
simples associés a ces équations. Pour ces quatre types d’éléments, nous avons trouvé
les solutions d’ondes simples (solutions de rang-1) pour les ondes entropiques E, les
ondes d’Alfvén A° et les ondes magnétoacoustiques rapides F' et lentes S. Par la suite,
nous avons démontré que le systeme d’équations pour la MHD admet quatre types
de superpositions, a savoir : les superpositions entropique-entropique, Alfvén-Alfvén,
entropique-Alfvén et entropique-magnétoacoustique rapide. Parmi ces quatre types
de superpositions (solution de rang-k), nous avons été en mesure de construire 15
nouvelles classes de solutions explicites pour la superposition des ondes simples sous
forme solitonique (algébrique, trigonométrique et en termes des fonctions elliptiques).
Parmi ces solutions, nous avons donné des représentations graphiques pour 1'onde
double stationnaire FyAj5, 'onde triple stationnaire FyF;A5 et 'onde double non
stationnaire F'F, a laquelle nous avons appliqué le probleme de Cauchy. Finalement,

une interpretation physique est présentée pour certaines solutions.

Alexandre Duguay Michel Grundland
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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’utiliser la méthode des caractéristiques généralisées
pour trouver de nouvelles solutions explicites en termes des invariants de Riemann
pour les équations de la magnétohydrodynamique (MHD) idéale en (3+1) dimensions.
Ces équations décrivent 1’écoulement d’un fluide idéal, compressible et avec conduc-
tivité infinie. Le systeme d’équations étudié est un systeme d’équations aux dérivées

partielles quasi linéaires et hyperboliques de la forme

n ¢ auj
> a(u)z— =0, s=1,2,...,m, (1.1)
=0 =1 ozt
ou les éléments matriciels aj“ sont des fonctions des variables dépendantes u =
(ul,...,u’) € R’ et les variables indépendantes = (t = 2°, 2!, ..., 2") appartiennent

a l'espace euclidien R"*!. Nous cherchons des solutions sous forme d’ondes de Rie-
mann. Ces ondes furent initialement introduites par Siméon Denis Poisson en 1808
lorsqu’il considérait les équations d’Euler unidimensionnelles décrivant 1’écoulement
compressible d'un gaz isothermique [2]. Il construisit le probleme tel que les solutions

de ces équations sont des ondes de propagation unidimensionnelles données sous la
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forme implicite
u=F((u+uy)t—uz), (1.2)

ou F est une fonction arbitraire.

Cette idée fut généralisée par Bernard Riemann lorsqu’il construisit des solutions
représentant des superpositions de deux ondes simples en [3]. Il considéra les équations
d’Euler pour un gaz idéal pour deux variables indépendantes ¢ et x et deux variables
dépendantes u et p

<8u 8u> dp dp 0 dp dp ou
p or _

a—}—u% d—pax— ; E-I—u%'i*P%:Oa (1.3)

ou u est la vitesse locale du fluide, p est la pression, fonction qui dépend de la densité

p et ou dp/dp > 0. Il construisit des solutions qui correspondent a la superposition
1/2

de deux ondes qui se propagent avec des vitesses locales u = =+ (%) / . Par cette

méthode, on trouve la solution d’onde double de diffusion
u = \/E(R1 —RH 4wy, p= Aexp(R1 + Rz), p=EkA exp(R1 + R2) +po, (1.4)
ol ug, po, k, A € R et les invariants de Riemann R' et R? satisfont le systéme
Ri+ [VE(R' = R*+1) +up| B, =0, =12 (1.5)

Il a ensuite démontré que ces ondes pouvaient se séparer apres un temps suffisam-
ment long (apres la superposition) de sorte que les ondes sortantes étaient du méme
type qu'imposé dans les conditions initiales. Cette superposition peut étre interprétée
comme une superposition élastique entre deux ondes. Riemann a aussi remarqué que
les solutions du systéme de type (1.3) n’étaient habituellement pas continues apres
un certain temps 7' > 0. En fait, les dérivées premieres des solutions deviennent non

définies apres un certain temps 7' > 0 et pour des temps t > T. Ce phénomene se
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nomme catastrophe du gradient. Plusieurs auteurs se sont intéressés au probléme des
ondes de Riemann et de leurs superpositions [4], [5]. Les méthodes de construction de
ces solutions sont donc une continuation des idées de Riemann. L’élément principal
derriere ces idées est I'introduction de nouvelles variables dépendantes, appelées inva-
riants de Riemann (qui sont exprimés en termes des variables indépendantes), qui ont
la propriété particuliere de préserver leurs valeurs le long des courbes caractéristiques
appropriées du systeme d’équations initiales (1.1). Cette approche permet donc de ré-
duire le nombre de variables dépendantes pour le probleme de superpositions d’ondes,

ce qui simplifie la résolution du systéme d’équations initial [6], [1].

En somme, 'objectif de ce mémoire est d’appliquer la méthode des caractéris-
tiques généralisées aux équations de la MHD (1.1). Nous allons trouver quatre types
d’ondes simples, soient les ondes entropiques F, les ondes d’Alfvén A et les ondes
magnétoacoustiques rapides F' et lentes S. Avec ces quatre types d’ondes simples, nous
trouverons diverses superpositions admises par la MHD afin de construire des ondes
doubles (solutions de rang 2) et des ondes triples (solutions de rang 3). Parmi ces
ondes multiples, nous avons des combinaisons entropique-entropique, Alvfén-Alfvén,
entropique-Alfvén et magnétoacoustique-entropique. Ces superpositions sont généra-
lement données sous forme implicite, mais dans ce mémoire, nous allons écrire ces

superpositions sous forme explicite.

1.1 Plan du mémoire

Dans le chapitre 2, nous présentons le systeme physique décrivant le mouvement
d’un fluide conductif soumis a un champ magnétique selon les équations de la MHD
(voir équation (2.1) du chapitre 2). Nous expliquons la signification physique de ces
équations en décrivant le comportement hydrodynamique (I’équation de continuité,

I'équation d’Euler et la conservation de I’entropie) et le comportement électromagné-
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tique (loi de Faraday, loi d’Ampeére, loi d’Ohm et la loi de Gauss pour le magnétisme).
Par la suite, nous présentons les lois de conservation de notre écoulement, soit les lois
de conservation pour ’énergie cinétique, 1’énergie magnétique, la quantité de mouve-
ment, la vorticité et la circulation. Nous allons finalement illustrer les propriétés de

symétrie du systeme d’équations étudié pour I’'algebre de Lie ponctuelle.

Dans le chapitre 3, nous présentons la méthodologie pour trouver les ondes simples,
soit la théorie de la propagation des ondes simples décrites par les systemes quasi
linéaires d’ordre premier en termes des invariants de Riemann. Nous détaillons en-
suite la notion d’élément intégrable simple qui nous permettra d’algébriser le systéme
d’équations différentielles de sorte que les solutions correspondront aux ondes de Rie-
mann, lesquelles seront des fonctions qui dépendent des invariants de Riemann. Par
la suite, une description du probleme de Cauchy est présentée. Quelques exemples

simples sont présentés afin d’illustrer la théorie.

Dans le chapitre 4, nous appliquons la méthode des caractéristiques généralisées
aux équations de la MHD. Nous trouvons premierement les éléments intégraux simples
et nous présentons les trois types d’éléments intégraux simples admis par la MHD,
soient les éléments intégraux simples entropiques, d’Alfvén et magnétoacoustiques
rapides et lents. A partir de ces éléments intégraux simples, on présente les trois types
d’ondes simples (solution de rang-1 pour le systeme d’équation de la MHD), soit les
trois types d’ondes simples entropiques (E;, Fy et Ej3), les ondes simples d’Alfvén
(A%, € = £1) et les ondes simples magnétoacoustiques rapides et lentes (F et S). A
I’annexe A, nous regroupons ces solutions dans des tables afin de résumer les résultats

de ce chapitre.

Dans le chapitre 5, nous généralisons la méthode des caractéristiques généralisées
afin d’obtenir des solutions d’ondes multiples qui dépendent de plusieurs invariants
de Riemann. Ces solutions correspondent a des superpositions non linéaires d’ondes

simples.
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Dans le chapitre 6, nous appliquons la superposition des ondes simples afin d’ob-
tenir de nouvelles k-ondes de Riemann, c’est-a-dire des solutions de rang k pour les
équations de la MHD. Nous présentons la construction et ’étude des superpositions
d’ondes entropiques (page 72), les superpositions d’ondes d’Alfvén (page 75), les su-
perpositions entre les ondes entropiques et les ondes d’Alfvén (page 82) et les superpo-
sitions entre les ondes entropiques et les ondes magnétoacoustiques (page 103). Pour
chacune de ces solutions, nous trouvons les invariants de Riemann, et lorsque cela est
possible, nous les écrivons sous forme explicite. A Pannexe A, nous présentons un ré-
sumé de ces nouvelles solutions explicites. Nous retrouvons les superpositions FoFEs et
A5 A5 dans la table A.3, les superpositions FA® et EA°A® dans la table A 4, les super-
positions FEyA5, FA® et EyA5A5 dans la table A5, les superpositions EyFy A5, Fy A3
et FF dans la table A.6 et finalement les superpositions EF, ExF' et FEF dans la
table A.7.

Dans le chapitre 7, nous représentons graphiquement quelques-unes de ces solutions
a l’aide de la commande Plot3D sur le systeme de calcul formel Mathematica. Puisque
ces solutions admettent des fonctions arbitraires, nous introduisons les fonctions el-
liptiques de Jacobi (fonctions doublement périodiques) afin d’avoir des solutions inté-
ressantes d’un point de vue physique. A titre d’exemple, nous illustrons 'onde double
stationnaire FyAj5 et 'onde triple stationnaire FyFyAj. Par la suite, nous présentons
le probleme de Cauchy pour les équations aux dérivées partielles quasi linéaires uni-
dimensionnelles d’évolutions. Nous appliquons finalement le probleme de Cauchy a
I'onde double non stationnaire E'F et démontrons qu’il y a bien une interaction (su-
perposition élastique) entre les deux ondes avant que se produise la catastrophe du

gradient.

Dans le chapitre 8, nous présentons la conclusion du mémoire avec un retour sur
I’objectif et un résumé des résultats. Par la suite, nous présentons les perspectives de
recherche et les domaines d’application reliés a cette recherche, c’est-a-dire les toka-

maks avec les configurations fermées de plasma dans un tore, les aurores boréales avec
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les ondes d’Alfvén engendrées par reconnexion magnétique et la magnétohydrodyna-
mique relativiste générale pour les plasmas non maxwelliens dans 1’étude des quasars,

des noyaux galactiques et des effondrements de supernovae.

Dans 'annexe A, nous présentons un résumé des résultats d’ondes simples et
d’ondes multiples (ondes doubles et triples). Ces nouvelles solutions sont présentées

dans leurs ordres d’apparition dans le mémoire.

Dans I'annexe B, nous présentons un programme Mathematica qui permet de vé-
rifier les solutions explicites dans ce mémoire. De plus, il est expliqué comment les
représentations graphiques ont été obtenues sur le systeme de calcul formel Mathe-

matica avec la commande Plot3D.



Chapitre 2

La magnétohydrodynamique idéale

Soit ’écoulement d’un fluide idéal conductif dans un champ magnétique extérieur
ﬁext. Sous ces hypotheses, nous savons, de 1’électromagnétisme, que ce champ magné-
tique exercera une force sur chaque particule chargée se trouvant dans le fluide, ce qui
va générer un courant électrique dans le fluide. Ce déplacement de charges électriques
(un courant) induit un champ magnétique supplémentaire Hipa (nous n’avons qu’a
penser aux électroaimants qui génerent des champs magnétiques en faisant circuler
un courant électrique dans un solénoide). Ce nouveau champ magnétique va donc
s’ajouter au champ magnétique externe, de sorte que le fluide sera maintenant sou-
mis au nouveau champ magnétique H= ﬁemt + ﬁmd. Ce nouveau champ magnétique
va a nouveau modifier le déplacement de charge dans le fluide et modifier le champ
magnétique induit par ce déplacement. Cette interaction complexe entre le compor-
tement hydrodynamique (I’écoulement d’un fluide) et 1’électromagnétisme (le champ

magnétique dans lequel est plongé I’écoulement) nécessite donc de combiner I’hydro-

dynamique et I’électromagnétisme, d’ott la magnétohydrodynamique (MHD). [7]
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2.1 Les équations de la magnétohydrodynamique

idéale

Dans ce mémoire, nous analyserons le mouvement d’un fluide conductif et idéal (il
n’y a pas de viscosité dans le fluide) soumis a un champ magnétique selon les équations
de la MHD classique non relativiste, ce qui signifie que les vitesses de I’écoulement sont
significativement inférieures a la vitesse de la lumiere. Les fluides considérés seront
parfaitement conductifs, c’est-a-dire ¢ = 0o, ou ¢ est la conductivité électrique, et
nous allons négliger la conductivité thermique, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’échange
de chaleur dans le fluide. De plus, les fluides considérés seront seulement soumis a un
gradient de pression hydrodynamique et a une force magnétique ; la gravité est donc

négligée. Nous allons donc étudier les équations en 3+1 dimensions

dp

& +pV -1 =0, Equation de continuité
(2.1a)
dv 1 = - . )
p— +Vp+ —H x (Vx H)=0, Equation d’Euler
dt 4
(2.1b)
OH L= W : »
e Vx(WUxH)=0, Equation d’induction du champ magnétique
(2.1c)
V-H= 0, Loi de Gauss pour le champ magnétique
(2.1d)
d (p : :
— =] =0, Conservation de I'entropie
dt \ p~r
(2.1e)

ou p, ﬁ,p,ﬁ et k sont respectivement la densité du fluide, le champ de vitesse, la
pression, le champ magnétique et I'indice adiabatique. L’espace des variables indépen-

dantes T = (t,z,y, z) est £ = R? et I'espace des variables dépendantes @ = (p, p, ¥, ﬁ)
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est D'espace hodographe H = R avec 7 = (v',v%,03) et H = (H*, H%, H?). On a
donc un systeme de 9 équations, de 8 variables (p, p, ¥, H ) dépendantes et 4 variables
indépendantes (¢, x,y, 2).

La dérivée convective d/dt (aussi appelée dérivée particulaire) est donnée par

d 0
= =2 4 (F-V). 2.2
i CAAY) (2.2)

Pour illustrer la signification physique de la dérivée convective, appliquons-la au

champ de vitesse .

Définition 2.1.1. La dérivée convective dv//dt correspond a l'accélération d’une
particule du fluide se déplagant (on suit la particule dans son déplacement). Pour
v =v(t,z,y,2), on a que la variation du champ de vitesse dv' se décompose en deux
parties, de sorte que

dv —@dt + @dx + @dy + @dz

ot Ox Ay 0z
ov - ~
—Edt + (dr'- V) 7,

oudr = (dz,dy, dz). La premiere partie correspond a la variation de la vitesse au point
considéré pendant 'intervalle dt et la deuxieme partie correspond a la différence des
vitesses de deux points séparés par le vecteur di” au méme instant [8]. En divisant par
dt, on obtient donc

dv o7

E—E‘f‘(U'V)U,

ce qui correspond a la dérivée convective (2.2) sur le champ 7.

L’opérateur V, appelé del ou nabla, prend trois significations particulieres, selon
qu’il agit sur une fonction scalaire, sur un vecteur dans un produit scalaire ou sur un

vecteur dans un produit vectoriel.

Définition 2.1.2. Soit la fonction scalaire a et le vecteur A = (A1, Ay, Az). On a
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donc
gradient : Va =grad a = (gz, gZ’ g(j) ’
- - A A A
divergence : V-A:divA:a 1+82 0As

Ox oy + 0z’
- <8A3 0Ay, 0A, 0A; 0A, (9A1>

tationnel : A=rot A= — -
rotationne V X ro ay 5% o 9 On By

2.1.1 Comportement hydrodynamique

La partie du systeme qui dicte le comportement hydrodynamique provient des

équations de I’hydrodynamique

d .
£ +pV -7 =0, Equation de continuité (2.3a)
dv = ., _
pa + F,os =0, Equation d’Euler (2.3b)
d (fp : :
o= 0. Conservation de ’entropie (2.3c)
p:‘i

Nous pourrons donc modifier légerement ces équations pour obtenir les équations de

la MHD (2.1a), (2.1b) et (2.1e).

Equation de continuité

L’équation (2.3a) est purement hydrodynamique et correspond donc & 1’équation
(2.1a) de la MHD. La signification physique de cette équation est qu’elle garantit la

conservation de la masse lors de ’écoulement des particules dans le fluide.
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Equation d’Euler

L’équation (2.3b) nous renseigne sur la compensation entre la force d’inertie hy-
drodynamique p% et les forces agissant sur le fluide pendant 1’écoulement. Puisque
I’écoulement est considéré comme non visqueux, il y a seulement la force engendrée

par le gradient de pression Vp dans la fluide et la force de Lorentz [9]

— 1 — —
Fy = EH x (V x H), (2.4)

de sorte que F’tot =Vp+ Fu et I’équation d’Euler pour la MHD devient

—

dv 1 = —»
pa+Vp+EH><(V><H):O. (2.5)

Avec l'identité vectorielle
. L1 . .
Ax(VxA)= 5VA2 —(A- V)4, (2.6)

on peut réécrire I’équation (2.1b) comme

dv 1 71_ 5 - -
el —|IVH? - (H-VH!| =0. 2.
pdt+v]9+47r 2V (H-V) 0 (2.7)

Pour mieux saisir le sens physique de cette équation, on se rappelle que I'équation
d’Euler est I'équivalent de la deuxieme loi de Newton pour la mécanique des fluides.
En effet, le terme pj—f est équivalent au produit entre la masse et l'accélération (ma)
et les deux autres termes correspondent & la somme des forces (—Fj,), d'ou la fa-
meuse loi F;,; = ma. On note que le gradient de pression Vp comprend le potentiel

gravitationnel qui comprime le fluide.
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Conservation de ’entropie

En définissant l’entropie comme A = p/p*, I'équation pour la conservation de

I’entropie s’écrit comme

dA d (p
——[E) =o0. 2.
dt dt <p“> 0 (28)

On utilise la dérivée convective, car on demande que I'entropie soit conservée pendant
son déplacement dans l'espace spatial, mais aussi son déplacement dans le temps

(entropie est conservée le long de I’écoulement).

2.1.2 Comportement électromagnétique

Pour la MHD idéale, les équations qui gouvernent le comportement électromagné-

tique sont
. oH
VxFE= 5 Loi de Faraday (2.9a)
V x H =477, Loi d’Ampere (2.9b)
j=oc (E + 7 X ﬁ) , Loi d’Ohm en présence de champ magnétique (2.9¢)
V-H=0, Loi de Gauss pour le magnétisme (2.9d)

ou o, j, E et H sont respectivement la conductivité électrique, la densité de courant, le
champ électrique et le champ magnétique. De plus, nous avons posé que la perméabilité

du vide était 1o = 4 [10]. Aussi, nous considérons que le champ électrique est constant

dans le temps, c’est-a-dire que %—}f = 0. Avec ces équations, nous pourrons formuler

les équations (2.1c) et (2.1d) et trouver des expressions pour calculer j et E.
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Equation d’induction du champ magnétique

Des équations (2.9a) et (2.9b), nous pouvons éliminer £ de telle sorte que

OH 1 - .
=SV X] 5 x H).
5 O_VX]—I—VX(UX )

Puisque la conductivité est infinie, nous avons

1 -
lim —V x 7 =0,

o—00 (o
de telle sorte que nous obtenons 1’équation d’induction du champ magnétique

%Ij—Vx(Uxﬁ):O.

En utilisant I’équation (2.9d) et I'identité vectorielle

-,

Vx(AxB)=A(V-B)—B(V-A)+(B-V)A—(A-V)B,
on peut réécrire I’équation (2.1c) sous la forme équivalente
— +H(V-9)—(H-V)i=0. (2.10)

Cette équation tient compte de la cinématique (le mouvement) du fluide dans le champ
magnétique et c’est elle qui est derriere la complexité de la MHD), telle qu’expliquée au
début de ce chapitre. Cette équation d’induction a largement été étudiée, notamment

par van Kampen et Felderhof [11] et Tamm [12].
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Loi de Gauss pour le champ magnétique

L’équation (2.9d) est purement électromagnétique et correspond donc a I’équation
(2.1e) de la MHD. Puisque la divergence du champ magnétique est nulle, on conclut
qu’il n’y a pas de sources ou de puits au champ vectoriel H. La loi de Gauss pour le
champ magnétique implique ’absence de monopoles magnétiques. En effet, puisqu’il
n’y a pas de sources et de puits au champ H , il ne peut y avoir de charge et de courant

magnétique, d’ou 'absence de monopdéle [13].

Les équations pour le champ électrique et la densité de courant

Des équations (2.9b) et (2.9¢), on a que

Fo L xid_sxi
Ao

Puisque la conductivité est infinie, on a que

lim ivXﬁ:o,

g—00 47‘(‘0‘

et donc que

E=—0xH, (2.11)

—

ce qui est I’équation qui permet de calculer le champ électrique a partir de v et H.

De I’équation (2.9b), on a que la densité de courant est donnée par

L1 .
j= Vi (2.12)
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De cette équation, on trouve immédiatement
V-j=0

puisque V-(Vx H) = 0 (la divergence d’un rotationnel est nulle). Puisque la divergence
de la densité de courant est nulle, on conclut qu’il n'y a pas de sources ou de puits

au champ vectoriel ; et donc qu’il n’y a pas accumulation de charges dans I'espace

(z,y,2) [13].

2.2 Lois de conservation

En définissant l'indice adiabatique x comme le rapport entre les chaleurs spéci-
fiques a pression et a volume constant, c’est-a-dire k = ¢,/c,, on a que la loi de la
conservation de I’énergie est

o ([ pi? H? k-2 ? p k—2p 1 - .
s T — V. |p7 PORZEPY y C i (ox H
8t(2 MR T AT T @)
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ou Kk # 1. De cette équation, nous pouvons identifier quelques termes, soit

. pv?
Energie cinétique Eyx = TR
, K — 2
Energie interne Er=p (1 — 1)
K JE—
, H?
Energie magnétique Ey = —
8T
Energie hydrodynamique Ey=FEx+ E;
7>
Densité de courant d’énergie cinétique Jx = pﬁ;
iy , . S K—2
Densité de courant d’énergie interne qr = Up <1 — 1)
R J—
1 - .
Densité de courant d’énergie magnétique I = 4—]—] X (Ux H)
7r
Densité de courant d’énergie hydrodynamique Ju = qx + q1

En utilisant les termes définis ci-haut, on remarque que ’équation (2.13) se décompose

en deux lois de conservation.

Loi de conservation pour I’énergie cinétique

0 o
Bk ==V i =7 Vp+7- Fy (2.14)

On voit que le changement d’énergie cinétique d’un certain élément fluide est provoqué
par les travaux effectués par le gradient de pression —v - Vp et la force magnétique

7 Foy et par le flux d’énergie cinétique —V - ¢x. La force magnétique est donnée par

Fy=—H x (V x H) (2.15)

Loi de conservation pour I’énergie magnétique

8 —
&EM:_V'Q_)M_ﬁ'FMa (2.16)
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On voit que le changement d’énergie magnétique d’un certain élément fluide est pro-
voqué par le travail effectué par la force magnétique v - For et par le flux d’énergie
magnétique —V - qyy.

Il est aussi possible de définir d’autres lois de conservation pour la quantité de mou-

vement et pour la vorticité.

Loi de conservation pour la quantité de mouvement

Des équations (2.1a) et (2.1b), on obtient la loi de conservation pour la quantité

de mouvement

o, . .
5 (pv) = —VII, (2.17)

ot 4 est le delta de Kronecker et IT est le tenseur de densité de quantité de mouvement

donné par

Loi de conservation pour la vorticité

Formulons le théoréme de Kelvin pour la magnétohydrodynamique (MHD). Soit

la circulation I' = ¢ v - dr, alors

dr F
< _ / v x s, (2.18)
dt s p

ot F' = —Vp— ﬁ]—.ﬁf x (V x H) et S est la surface de I'élément fluide. De cette

équation, on voit que la circulation n’est pas conservée en magnétohydrodynamique.

Nous allons maintenant voir comment varie le champ & = V X ¢ pour les éléments
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fluides. En utilisant la définition de la dérivée convective (2.2) et Iidentité vectorielle

(2.6), on peut réécrire I’équation (2.1b) comme

dv 8”0 1

En appliquant 'opération V x sur cette équation, on trouve, apres quelques manipu-

lations,
o (@ V)T = [H % (V x H)| (2.19)
dt B '

1 = 31 - L
i [ (H-V)(V x H)+ ((V x H)- V) H] - &(V - 9).
De cette équation, on voit que les lignes de champ & = V x ¢ ne bougent pas avec

I’élément fluide, mais se diffusent a une vitesse déterminée par le c6té droit de cette
équation. En appliquant 'opérateur D sur la vorticité &, on obtient

(2.20)

D& — (& V)7,

=&

On peut voir que lorsque D& > 0, alors la vorticité & augmente dans 1’élément fluide

et lorsque D& < 0, la vorticité diminue.

Equation d’état associé a l’effet Joule

Dans cette analyse, nous négligeons la conductivité thermique. Une analyse qui
tiendrait compte des échanges de chaleur dans le fluide devra inclure I’équation d’état
- + v - — = s
ot pT  plo
ol S est entropie, Q = ;2 /o est I'évolution de leffet Joule par unité de volume et T

est la température [9].
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2.3 Algebre de symétries pour les équations de la

MHD

Nous allons chercher les opérateurs infinitésimaux des symétries ponctuelles des
équations de la MHD données par le systéme (2.1). Cette section s’inspire de 'ouvrage
[14]. Pour plus de détail sur les symétries des équations de la MHD, voir I'article [15].
Le générateur infinitésimal de symétries pour le systéme (2.1) est un champ de vecteurs

de la forme

O = 00y + 00y + 170, + 0Oy + Oy + POy + 0y, + 6Dy, + ¢0,.  (2.21)

+¢H”“" On, + ¢Hy 8Hy + chz O,

ott les n®, 1Y, ..., p*= sont des fonctions des variables (Z,t, p, p, T, H ). Nous appliquons le
critere de symétrie, c¢’est-a-dire la premiere prolongation du champ « sur les équations

de la MHD (2.1)
prifa(A) =0,

ou le systetme A = 0, correspondant aux équations de la MHD(2.1) a lieu. Nous

trouvons le systéme d’équations déterminantes et leurs solutions sont

T]Z = /{?2 + /{335t — /{Zgy — ]{?92 + ]CHLL’,
ﬁy = kg + kﬁt + ]ﬂgl’ — ]ﬁoZ + kny,
’I]Z = /C4 + kﬁ7t + k’gﬂ? + l{floy + k:llz,
(2.22)
n' = ki + kiat,
¢ = =2(k11 — k12 — k13)p,

¢F = 2k13p,
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¢’ = k5 — kgvy — kov, + (k11 — k12)vs,

O = ke + ksvy — kiovs + (ki1 — ki2)vy,

" = ky + kovy + kiovy + (k11 — ki2)vs, (2.23)

o = kigH, — ksHy — koI,

oMM = kisH, + ksH, — kioH.,

" = kizH, + koH, + kioH,,
ou kq, ..., k13 sont les 13 constantes d’intégration du systeme déterminant. Pour trouver
une base de 'algebre de symétries, nous posons une constante k; = 1 et les autres k; =
0, pour i # j. L’algebre de symétries des équations de la MHD en (341) dimensions

est générée par les 13 champs de vecteurs infinitésimaux

g1 = O, g2 = Oy, g3 = 8@;7 g4 = 0,

g5 =10, + 0,,, g6 = t0y + O,,, gr =t0, + 0.,
gs = 20y — YO, + v,0,, — vy0,, + H, 0y, — H,0p,,

g9 = Y0, — 20y +v,0,, — v:.0,, + H,0n, — H.0g,,

(2.24)
di0 = Zaa: - xaz + vzavx - Uxavz + HzaHx - HxaHza

g1 = 20, + Y0, + 20, — 2p0, + v,0,, + vy0,, + v.0,_,
g12 =ty + 2p0, — V.0, — Vy0y, — V:0,,,

g13 = Qpap + 2p8p + HxaHz + HyﬁHy + HZOHZ

Les générateurs gy, ..., g4 représentent les translations en ¢, x,y et z. Les généra-
teurs gs, ge, g7 représentent les boosts galiléens dans les directions v,,v, et v, res-
pectivement. Les générateurs gs, gg, g10 sont les rotations en fonction des variables
t,2,Y, 2, Uy, Uy, vy, Hy, Hy et H,. Le générateur gq; représente une dilatation (chan-
gement d’échelle) en fonction des variables z,v, 2, p, v, v, et v,. Le générateur gio
représente une dilatation (changement d’échelle) en fonction des variables ¢, p, v,, vy
et v,. Le générateur g;3 représente une dilatation (changement d’échelle) en fonction

des variables p,p, H,, H, et H,. Le groupe de transformations correspondant a I’al-
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gebre engendrée par les générateurs du systeme (2.24) peut étre trouvé dans I'article

[15].

Le groupe de transformations associé aux générateurs gs, g et g7 (les boosts gali-

léens) est donné par les expressions,

T — 17075 = fl? ﬁ(fa t) = [——7(5,7 t/)la p= p/7 (225>

ou les variables non primées sont dans un référentiel stationnaire et les variables
primées sont dans un systeme qui se déplace a vitesse constante 7. On appelle ces
expressions les transformations galiléennes. Cela signifie que les équations de la MHD
sont invariantes par rapport a ces transformations (elles gardent la méme forme). De

plus, il est possible de faire les translations sur les variables indépendantes

_)0, t—1—t, (226)

S

1

8y
|

ou Ty et ty sont constants.



Chapitre 3

Les ondes simples de Riemann
décrites par les systemes quasi

linéaires

Ce chapitre porte sur les notions de base concernant les ondes simples de Riemann
(solution de rang 1). Ce chapitre s’inspire principalement de l'article de Grundland et
al. [1], dans lequel sont tirés les théorémes qui seront présentés. Une description des
ondes de Riemann sera présentée pour les systemes d’équations aux dérivées partielles
(EDP) quasi linéaires et multidimensionnelles. Par conséquent, le probleme de Cauchy
pour les ondes simples sera abordé. Quelques exemples simples seront présentés afin

d’illustrer la théorie.

Soit un systéme non elliptique de m EDP quasi linéaires de n variables indépen-

dantes z* et ¢ variables dépendantes v’ de la forme

ZZaju(u)% =0, s=1,2,..,m. (3.1)
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Soit H = R* I'espace hodographe des variables dépendantes u = (u!,...,u) et £ = R"

I'espace euclidien des variables indépendantes z = (z?, ..., 2™). Avec application lisse

de classe C*

v:E€—H,

on peut considérer la différentielle de v, qui est I’application linéaire

dle : ng — Tv(x)'H,

pour chaque point z € £. Pour chaque point xy € £ et pour chaque application lisse

v : € — H, on considere le sous-ensemble de toutes les applications linéaires telles que

rang (dvl,) = 1 (3.2)

Définition 3.0.1. Une paire (z¢,dv|,,), pour zg € € et ou v : € — H est une
application lisse, est appelée un élément intégrable simple si 1’équation (3.2) est

respectée.

Théoréme 3.0.2. Si (zg,dv|,,) est un élément intégrable simple (c’est-a-dire que
rang (dv|,,) = 1 selon la définition 3.0.1), alors il existe n+{ nombres réels ay, ..., an, B, ..., 3°

tels que les dérivées sont décomposables sous la forme

v’ ,
— J
xo) = o, .
B (£0) = auf?
Preuve. Si rang (dv|,,) = 1, alors la matrice (%i) est aussi de rang 1. Du théoreme
du rang, il existe une matrice avec la décomposition énoncée dans le théoreme. O

Siv: & — H est lisse et que la paire (zg, dv|,,) est un élément intégrable simple,
alors il existe un voisinage IC de xq tel que pour tout z; € K, la paire (x1,dv|,,) est

aussi un élément intégrable simple. Cela induit donc que sur C, il existe une collection
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de n + ¢ fonctions réelles lisses o, : K — R et 7 : K — R telles que pour chaque
point z; € K on a

ov? i
@(fﬁl) = a (1) (1)

Cette notion locale d’élément intégrable simple sera utilisée dans ce mémoire afin

d’obtenir les solutions d’ondes de Riemann associées au systeme (3.1).

Définition 3.0.3. Une solution u : £ — H du systéme quasi linéaire (3.1) est appelée
une onde de Riemann s’il existe un sous-ensemble ouvert D C &£ et des fonctions

réelles ar, ..., o, AL, ..., B¢ et € : £ — R de sorte que pour chaque o € D on a

O o) = €(wo)an0) P (o) (33)

oxH

Pour calculer les ondes de Riemann décrites par le systeme (3.1), il faut premiere-
ment demander l'existence des fonctions de classe C' A\, Aa, ..., A, V72, ' T H —

R qui satisfont

zi:l ;aju(u)Au(U)vj(u) =0, s=1,2,...,m, (3.4)

sur un sous-ensemble ouvert Y C H. L’équation (3.4) correspond a la relation
d’onde. En supposant que de telles fonctions existent, on identifie I’ensemble des
fonctions 7/ comme étant un champ vectoriel tangent sur H et on considére la courbe
intégrale du champ vectoriel v = ~7 (u)%, qui est une courbe de classe C* I' dans H
avec un parametre R. La courbe I est donc I'image de I'application f : R — H définie
par ensemble d’équations aux dérivées ordinaires (EDO)

e _

B YO 2 f, j=1,2,...,¢. (3.5)

Pour construire les fonctions A et v qui satisfont le systéme (3.4), il faut trouver des
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V1, -y Yn qui satisfont
rang (aj")\#) < /.
Pour chaque ), le 77 correspondant est une solution de
(aj“)\ﬂ) v =0,
C’est-a-dire
e (674,) =0, -

ce qui correspond a la relation de dispersion. Il est possible d’interchanger le role

de v et A de telle sorte qu’on puisse chercher les fonctions ~ telles que
rang (aj“yj) <n,
et les fonctions v, seront des solutions de
(aj“vj) A= 0.

Supposons qu’on a construit un ensemble de fonctions (A, ) sur U C H qui satisfait
(3.4) de telle sorte que I' soit une courbe intégrale du champ vectoriel lisse y sur U. Soit
les fonctions A (u) qui correspondent aux fonctions A, (u) qui sont «pulled backy a la
sous-variété I' C ‘H. Puisque les fonctions A, (u) sont ramenées sur la courbe I, elles
sont donc des fonctions qui dépendent du parametre R. Pour simplifier la notation,
nous allons définir f*()\,) par A\,(R). Soit I'application de classe C* ¢ : R — R et

définissons R comme une fonction implicite sur £ par la relation
R = 6(\(R)a"). (3.7)

Théoréme 3.0.4. Supposons que (X, ) est un ensemble de fonctions C' qui satisfait
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léquation (3.4) et que f : R — H est une courbe intégrale définie par le champ

vectoriel vj(u)% sur H avec le paramétre R. Supposons que pour une application C*

¢ R — R l’ensemble de relations implicites entre les variables u?, x* et R

R =¢(\,(R)z"), (3.82)
w =f(R) (3.8b)

peuvent étre solutionnées de sorte que R et v’ peuvent étre donnés comme des graphes

sur le sous-ensemble ouvert D C & ; alors les fonctions
w = f/(R(x)), (3.8¢)

forment une solution eracte du systéme quasi linéaire (3.1). On appelle cette solution
une onde de Riemann (appelée aussi onde simple). La fonction scalaire R(z)

est appelée invariant de Riemann.

Preuve. De ’équation (3.8b), on a

ow  dfi OR
ozt dR OxM’

tandis que de I’équation (3.8a), on a

OR LA\, OR
ox”

DO ) o
o\ (R)

N T

dA, -
pour 1—azt—"E¢p+#0, (3.9)
o dR

ou 0¥ est le delta de Kronecker et ¢ correspond a la dérivée de ¢ par son argument

Au(R)x*. En combinant ces deux résultats, on peut écrire

or*  dR Ozt  dR 1_W%

ouw  dff OR  df ( oA (R) ) (3.10)
¢
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En utilisant I’équation (3.5), on obtient

ou? ) A A

ok (1 LT ) VA= &(@)7 A (3.11)
dR

De la définition 3.0.3, on voit que peut étre décomposé comme une onde de

Riemann de rang 1 (rangﬁ = 1) lorsque 1—at dA” qﬁ # 0. On peut vérifier que u/ est

bien une solution exacte. En substituant (3.11) dans (3.1), on obtient

n j n l n l
Zzaju(u)w = ZZf(l‘)&jM’}/ M:é“(x)zzajﬂ,y]Au :O’ s = 1727"'am7
; 4 p=1j=1

puisque 1’équation (3.4) a lieu pour chaque point de U et en particulier le long de
I' C U. De 'égalité (3.10), on obtient que la condition de compatibilité de (3.11) est
automatiquement satisfaite [16]. En effet, puisque ¢ est une fonction arbitraire, £(x)

est aussi arbitraire. O

Lorsque 1 —z# d)‘“ ¢ = 0 dans I"équation (3.9), on obtient que l'invariant R devient
infini, ce qu’on appelle la catastrophe du gradient. Cette discontinuité peut, dans

I'hydrodynamique et la MHD, correspondre a une onde de choc [4].

On pourrait vouloir utiliser une paramétrisation qui éliminerait la fonction arbi-

traire ¢ de I’équation (3.8a). On peut réécrire les équations (3.4), (3.5) et (3.8) comme

u(z) = f(R(x)), ol SUJ; =), (3.12)

En supposant que ¢ est inversible et avec les transformations

R:=¢ 'oR, Mi(R) == M\, (R),

dp -
f="Ffod¢, v(foqﬁ)dR =5(f),
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on a

= Lroorr) = LA _ 7o) <2 =

u(z) = f(R(z)) = (fo o™ )R(z) = f(¢~" o R(x)) = f(R),

alors les relations (3.8) et (3.12) sont équivalentes.

Théoréme 3.0.5. Soit R — f(R) une courbe C' dans l'espace H. Considérons les

m champs vectoriels
n 5 a
X;=) A"R)=—, s=12,...m
pn=1

sur ’espace £, o1

(3.13)

et o aj'(f(R)) sont les coefficients donnés dans I’équation (3.1). Supposons qu’il

existe un invariant F(R,x) pour les champs vectoriels { X }.—,. Si la condition
F(R,x) =0, (3.14)
peut étre solutionnée pour exprimer R comme une fonction de x, alors
w = fI(R(z)), j=1,2,...¢ (3.15)

est une solution explicite du systéme quasi linéaire (3.1).



Chapitre 3. Les ondes simples de Riemann décrites par les systémes quasi linéaires29

Preuve. Soit m < n, o m est le nombre de variables dépendantes et n le nombre de
variables indépendantes. Les champs vectoriels {X,}"" |, qui commutent (puisque R
est un parametre), ont au moins n —m invariants fonctionnellement indépendants (en
supposant que les champs vectoriels X sont linéairement indépendants). Supposons
maintenant que F'(R) est I'un des invariants de ces champs vectoriels, de telle sorte
que, du théoreme des fonctions implicites, il soit possible de solutionner I'équation
F(R,x) = 0 par rapport a R si

OR  OF/0x*
ozt OF/OR’

w=1..n.

Puisque F' est un invariant des champs vectoriels X, on obtient

no o 9R
I;AM(R)W:O, 821,...,777,.

De I’équation (3.13), on a

S Yy T _
g a; (f(R)) R Ok =0, s=1,...,m,

pn=1
et de (3.15), on a donc

owi dfi OR
ozt dR Ozt

j=1..,0; pu=1,...,n,

ce qui est bel et bien une solution du systéme quasi linéaire (3.1) O
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3.1 Le probleme de Cauchy pour les ondes de Rie-

mannmn

Considérons le probleme aux conditions initiales

o' KL o\ OuP .

TR A )G =0 = L (3.16)
=1 p=
t=0 u(o,.l'l, ,x") = ’LL()(i'),

olt ug(T) est une fonction C! dans un sous-ensemble ouvert de I'hyperplan P défini
par t = 0 et ot T = (!,...,2"). Supposons qu'un ensemble de fonctions C! (),7) :

H — R x R satisfait la relation d’onde (3.4), qui s’écrit comme
(BING + ATF NP =0, j=1,..,0¢.

Supposons que u = f(R) est la solution unique du probléme aux valeurs initiales

(PVI)

af _

=, F(R) = (), (317

pour un point Ry € R et %" eP.

Théoreme 3.1.1. Supposons qu’il existe une fonction réelle & sur un certain sous-

ensemble Q C £ qui contient (0, %’) de sorte que
1)

J
ouy

ooy = £(0,3)7 (o) A1 (),

pour tout x € QNP
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2)
F(z,R) = ¢(Au(f(R))2") = R,

ot ¢ est une unique solution de [’équation

d¢ 1

q. 507777 = A fR k7
Oy S =N

ds
et qui sera nulle pour tout point dans le voisinage de (O,%", Ry) € € X T et que
3)

or ,
@(0, %‘, RO) # 0.

Alors le probléme de Cauchy pour le systéme (3.16) a une solution unique d’onde

de Riemann dans un voisinage N(O,%) de (0,%)

Preuve. On sait qu'une solution d’onde de Riemann est une solution u(z) du systeme

(3.16) qui satisfait
du’ (z) = &(x)y’ (u(@))A(u(2)), (3.18)

ot Mu(x)) = Ay(u(z))dz*, p = 0,1, ...,n, pour une fonction non nulle {(x). Du théo-
reme 3.0.4, si u = f(R) est une solution du PVI (3.17) et que R est implicitement

définie comme une fonction de x par
R = ¢()‘H<R)xu)7
alors u = f(R) est en effet une solution d’onde de Riemann avec

d\,
=7 1 —gh——E 0
1 — e g’ TR0
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ol ¢ = € s = A\ (R)z". Si la donnée initiale uo(Z) satisfait la condition 1, alors ¢

s?

doit satisfaire

do 1

T — k
as ~ S0Py o = AR

Des conditions 2 et 3 et par le théoréme des fonctions implicites, il est possible de
solutionner F'(x, R) = 0 afin d’obtenir R comme une fonction qui dépend uniquement
de z. La fonction u = f(R) est une solution d’onde de Riemann unique qui solutionne

le PVI (3.16) dans le voisinage

/\/(0,%:) c Q.

Ce théoreme permet de garantir ’existence et 1'unicité de solution d’onde de Rie-
mann pour un probleme de Cauchy donné, mais ne donne pas de méthodes pour
construire les paires (RO,%C) € R x [P qui vont satisfaire les conditions du théoreme
(une fois que la fonction ¢ est déterminée). Pour étudier de telles paires, il est possible

de procéder ainsi.

Supposons que le systeme de EDO

af _

=) (319

a la solution générale

u = f<R7 Cl? ...,Cf),

et qu’on fixe la valeur de :g: € P, alors la relation implicite

F(%, R; C) = ¢(()‘k(f(Rv €1, ""CE))%]C) - R=0,
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dépend de ¢ constantes arbitraires c;,j = 1, ..., £. Supposons que

or

5o 0 (3.20)

a un certain point de 'espace des variables z, R et ¢/. Du théoréme des fonctions

implicites, il existe une fonction unique et différentiable 7 telle que
o =T(T; R,y ),

et I (%; R;c) = 0 est satisfait identiquement dans un certain voisinage ou (3.20) est

satisfait. Dans ce cas, la solution générale de PEDO (3.19) peut s’exprimer comme
uw = f/(R; cl,...,Cg,l;T(%c,R, Cly ey Co—1))-

A z, la fonction w’(z) prend la valeur (0, %) = uf)(%) Dans ce cas, on obtient un

systeme de ¢ équations avec ¢ inconnus ]SZ, Cly ey Co_1 -

U{)(%") - f](gv C1, "'acf—l;T(%7§7 C1, "'703—1))7 .] - 17 76

Une fois que les nombres ]62, c1,...,Co—1 sont obtenus, on obtient la fonction unique
qui satisfait le PVI (3.17) et la paire appropriée ag, [Si qui satisfait la condition 2 du

théoréme 3.1.1.

3.2 Certains exemples simples

Exemple 3.1. Soit I’équation non linéaire

+ ... +u” =0, (3.21)
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avec la condition initiale
t=0 = w0,z 2% ... 2" =Yt 2? ... a"). (3.22)
Pour cette équation, ’équation d’onde (3.4) prend la forme
(Ao +uri +udg + ...+ u"A\,)y =0,
ou 7 est arbitraire et ot A = (Ao, A1, Az, ..., A ). Pour v # 0, on obtient
Ao = —uN — g — ... — U\,
tel que le vecteur X devient

)\: <)\07)\17)\27---;)\n)
= (—ud; — Py — . — U Ay, AL Mg, ey M)
= M\ (—u,1,0,...,0) + Xo(—u?,0,1,0,...0) + ... + A\ (—u"™,0,...,0,1)

= MAY DA+ N A

On voit donc que les vecteurs A sont engendrés par 1’ensemble de vecteurs linéaire-

ment indépendants {A, A% ..., A"}.

Supposons que A\; = 1 et \; = a;(u), i > 1 ol les a;(u) sont des fonctions de wu.

On a donc que
A=A+ ao(u)A% 4 . 4 o (u)A™,
et

Ao = —u —wlas(u) — ... — u"a,(u).
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De I’équation (3.8a), on a

R = ¢[A\2"] = ¢ Aoz’ + Miz' + ... + \2"]
= ¢[(—u —ulay, — ... —u )’ + At L+ A"

= o[z’ —uz® + as(2? — u?2%) + ... + a, (2™ — u"20)).
De I’équation (3.8b), on trouve
u= f(R) = fooz" —uz® + ay(z® — u®2°) + ... + o, (2™ — u"z?)].
En définissant F' := f o ¢, on obtient finalement
u(z®, zt, .. 2") = Flot — uz® + ag(u) (2 — u?2%) + ... 4+ an(u) (2™ — u"z?))].

De plus, puisque les vecteurs A sont engendrés par les vecteurs {A!, A%, ..., A"}, on

cherche la solution sous une forme plus générale

R=¢(Aa" Aoat,  Alat) = p(—ua’® + o', —uPa® + 2®, L —u"a® 4 2"),
et donc
u(z®, 2, . 2" =f(R) = fo¢(—ux’ + ', —u?2® + 2%, ..., —u"2" + 2")
=F(—uz® + 2, —u?2® + 22, .., —u"2 + ™).

De la condition initiale u(0, 2, ..., 2") = ¢(z?, ..., 2™) pour 2° = 0, on trouve
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Dans le cas o n = 2 avec 2° := t, 2! := x et 22 := y, Péquation (3.21) devient

et sa solution est donnée par
u(t, r,y) = Y(—ut + z, —u’t +y).

Exemple 3.2. Soit le systéme de deux EDP

ul  out | ou
St uaf; — 0, (3.23a)
ou?  ,ou'  oul

= 2
5 +u o + By 0, (3.23b)

avec les variables indépendantes x,y,t et les variables dépendantes u!,u? qui cor-

respondent aux composantes du vecteur v = (u',u?). En décomposant les dérivées

partielles avec I’équation (3.11), on obtient
ou?

2 2
~ YN\, ~ Y \g,
AL y A2

oul
~ v, o~ 7' Ag,
Y

ou! L ou?

oA,
ot 10 oy

o, ou!

T AN,
ot ~ 1 oa
de sorte que le systeme (3.23) devient

Y Ao + 721+ ulyP A =0,

VX + uPy A+ A =0,
ou bien, sous forme matricielle,

A AL+ ulA ! 0
° ! T =17 (3.24)
UQ)\l + /\2 )\0 ’72 0

La relation de dispersion de 'équation (3.6) nous donne

A5 = e/ + utho) (WA + Ag), €= £1.
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Pour A€ = (A§, A1, A2), on obtient

A = (e\/()\l ) (P + M), A, Ag) =1,

En solutionnant le systéme (3.24) en normalisant v' = 1, on trouve

2
TN Fany € !
[ 2

Cas 1:)A; =Xy =1,¢ =id et € = +1. Des équations (3.5) et (3.8b), on a le

T
dR 7 dR 1+ ul’

En solutionnant la premieére et en substituant u! dans la deuxiéme, on trouve

2
u' = R+, u2:<02—\/R+01+1> —1, (3.25)

ol ¢; et co sont des constantes d’intégration. De 1'équation (3.8a) avec ¢ = id, on

et on trouve donc

systeme

trouve

R = X\2" = Mt + Mz + Ay = (1+R+cl)(02—\/R+cl+1)t+x+y.

En solutionnant, on obtient

2
c2ti\/ 22 4 A1+ t) (x4 y+ o+ 1)
21+ 1)
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En substituant ce résultat dans les équations (3.25), on trouve les solutions explicites

X cat £4/c 22 41+ D)ty +at D)
(.Z‘ Y, = _17
2(1+ 1)

2
2 oy it) = C_CQt:I:\/ A +41+t)(z+y+c+1) .
v 2(1+ 1) '

Cas 2 : A\; = Ay = R, = td et € = +1. Pour ce cas, nous obtenons encore

2
u' =R+ ¢, U2I(C2—\/R+C1+1> — 1. (3.26)

Pour le calcul de R, on trouve cette fois-ci

R=\a" = )\ot+>\1:c+>\2y_R«/1+R+cl< \/1+R+cl)t+Rx+Ry,

et donc

l=+/1+R+¢ (02—\/1+R+01>t+x+y.

En solutionnant, on trouve les racines

At+2(x+y—1) icz\/f\/c%t+a($+y —1)
2t

+ = —01—1.

En substituant ce résultat dans les équations (3.26), on trouve les autres solutions

explicites

t+2(x+y—1):t02\/_\/ d+a(z+y—1) .
2t o

ul (z,y,t) =
2

—1.

) c%t—l—Q(x—i—y—l)iCQ\/f\/c%t—irclx—i—y—l)
(.’L’ yat) Co — 9



Chapitre 4

Les éléments intégraux simples et

les ondes simples de la MHD

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode des invariants de Riemann aux
équations de la MHD. Nous trouvons premierement les éléments intégraux simples
pour les ondes entropiques, les ondes d’Alfvén et les ondes magnétoacoustiques. Par la
suite, nous présentons les solutions d’ondes simples associées a ces éléments intégraux
simples. La stabilité de ces solutions d’ondes simples a été discutée par Chandrasekhar
[17] et van Kampen et Felderhof [11]. Ce chapitre se base principalement sur les articles

de Grundland [18], [19], [20] et Zajczkowski [21].

4.1 Les éléments intégraux simples de la MHD

Nous allons maintenant étudier le systéeme d’équations pour la MHD (2.1) a
I'aide de la méthode des invariants de Riemann. L’espace des variables dépendantes

(p,p, 7, ]—7) est espace hodographe H = R®. L’espace des variables (¢, ) est 1'espace
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physique £ = R*. Les éléments intégraux simples intégrables ont la forme L = v ® A

et satisfont le systeme d’équations

s=1,...,m, dimH =1
af’Li, = 0, j=1,..1, dim& =n (4.1)
V= 17 7n7
ou
LI =47\,

Le vecteur v est le vecteur caractéristique de ’espace hodographe (aussi appelé
amplitude) et le vecteur A est le vecteur caractéristique de 1’espace physique
(aussi appelé vecteur d’onde). Avec la décomposition de I’équation (4.1), on peut

décomposer les dérivées partielles du systeme (2.1) comme

dp dp
a - P)/p)\Oa O’ — f)/p)\h
0 0
£ — fyp)‘Oa p — pr)\’h
ot oxt

S 4 (4.2)
@ — A\ v a2y
8t 7 05 axl 7 79
OH - 0H -
— h . h\;
or " e

—

Pour 'espace hodographe, nous avons le vecteur v = (7,,7,7,h) € TH = H (un

isomorphisme) et pour 'espace physique A = (Ao, X) € &*, c’est-a-dire que A : £ — R.
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Les équations de la MHD du systéme (2.1) prennent donc la forme

YOIl + p7 - X =0, (4.3a)
- R
POINT + At - (H - )X = —(H - Mh =0, (4.3b)
SINh— (H-X)7+(7-NH =0, (4.3¢)
h-X=0, (4.3d)
— [{p
O[Al (% - %) =0, (4.3¢)
ol on définit la vitesse de groupe §|X| par
SIN = Ao+ 7 X, (4.4)

ou A est la vitesse de phase. Le systéme (4.3) est un systéme homogene. La condition

d’existence d'un vecteur v non nul est la relation de dispersion
det (aj”)\,,) =0,

c’est-a-dire

. . - X2 . . )ag; - N2
52X (W BRCAL ) {w? — 52N’ (M + a2) L) aQ} =0,  (4.5)

dmp

ol a = \/kp/p est la vitesse du son dans le fluide. Cette équation comporte trois types

de solutions

55 =8|\ =0, (4.6a)
H-X
Arp’

ooy 1 - H|)| - H|)
dps =0\ = €5 \l (a)\ + \/m) iJ (a)\ i) (4.6¢)

ol g, 04,0 et dg correspondent respectivement aux vitesses de groupe entropique

Sa=0X=c¢ e=+1 (4.6b)

E
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(E), d’Alfvén (A), magnétoacoustique rapide (F') (le + dans le £ du terme entre
parentheses) et magnétoacoustique lente (S) (le — dans le + du terme entre paren-
theses). Les vitesses que nous venons de définir sont associées aux éléments intégraux

simples pouvant étre obtenus du systéme (4.3).

4.1.1 Les éléments intégraux simples entropiques F

En utilisant I’équation (4.6a) dans le systeme (4.3) et I’équation (4.4), on obtient

les équations qui déterminent les éléments entropiques

F-X=0, (4.72)

(H-X)7=0, (4.7b)

h-X=0, (4.7¢)
I O [

WA+ (X~ (- D=0, (4.7d)

ou la vitesse de phase est donnée par

Ao =—T- M\ (4.7¢)

De I'équation (4.7¢), on constate qu'on a deux types de solutions, soit ¥ = 0 ou

H -\ =0. Pour le cas ou 7 = 0, on trouve les vecteurs caractéristiques pour 'onde Fj3

7= (1,,0,0.0), A= (-7-XX). (4.8)
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Pour le deuxiéme cas, ona H- A =+-X=h-X =0, et que les vecteurs H,7 et
h sont linéairement indépendants. De plus, nous avons deux cas particuliers associés

aux vecteurs caractéristiques (4.9)

a) Siles vecteurs H,¥ et h ne sont pas paralléles entre eux, nous avons ce que nous

appelons des éléments de Ej.

b) Si les vecteurs H 7 et h sont paralleles entre eux, nous avons ce que nous
appelons des éléments de E,, c’est-a-dire ¥ = oH et h = 6[:7 ou « et [ sont

constants. Les éléments intégraux simples Fy seront générés par les vecteurs

BH? - = .
v =g ol BH |, A= (=0-d;x Ha;xH), (410)
™

ou les a;, i = 1,2 sont des vecteurs linéairement indépendants.

4.1.2 Les éléments intégraux simples d’Alfvén A°

En utilisant I’équation (4.6b) dans le systeme (4.3) et 1’équation (4.4), on obtient

les équations qui déterminent les éléments intégraux simples d’Alfvén

Y-A=0 4.11
sﬁvﬁm , (4.11a)
H-X_. e H-he H-Xo
Y+ =X A— h=20 4.11b

c 47?,07—’_ P * 4mp 4mp ’ ( )
ﬁ')_\)—’ — 2\ = N - =
£ h—(H -7+ (7-\H =0, e = =1, (4.11c)

dmp
h-X=0, (4.11d)

H-X
€ Yo — Hpm,) = 0. (4.11e)
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ou la vitesse de phase est donnée par

>

H-
A7

Xo=¢ — 7 (4.11f)

5

Du systeme (4.11), on constate que les éléments intégraux simples d’Alfvén A® sont

) , (4.12)

eh - H-X -
= —_ h A= — TN
’y (0707 /4ﬂ_p’ ) Y (6 4 p U Y

avec \-h = H-h = 0. Pour ¢ = +1, il s’agit du cas ou lorsque ¢ augmente, H

>

augmente aussi. Pour ¢ = —1, il s’agit du cas ou lorsque H augmente, ¥ diminue, et

vice versa. Nous avons deux cas particuliers :

a) Siles vecteurs H et A, ne sont pas paralléles entre eux, nous avons ce que nous

appelons les éléments de Aj. L’équation (4.12) devient

HxX - - H-
7:(0,0,5X,Hx)\>, Az(a

>\

VAT dmp

:

— 7 X X) . (413)

ou est A\ arbitraire.

b) Si les vecteurs H et X sont paralleles entre eux, nous avons ce que nous appelons

les éléments de A5. L’équation (4.12) devient

ax H . H? .
’)/:(0,0,8\/_,52XH>, Az(& —U-H,H), (4.14)
4dmp

ou & est arbitraire.
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4.1.3 Les éléments intégraux simples magnétoacoustiques lents

(S) et rapides (F)

Les équations qui déterminent les éléments intégraux simples magnétoacoustiques

rapides et lents sont de la forme

O+ p7 - X =0, (4.15a)
Ve, Yoy, Lo moey 1 oa o

SINT+ X+ —(H-MX— —(H-Nh=0 4.15b
A7 + ) +4m( ) 47Tp( ) : ( )

SINh— (H-X)7+(7-NH =0, (4.15¢)

h-X=0, (4.15d)

SIN (w, — Ff”’) —0. (4.15¢)

et la vitesse de groupe est donnée par
SIN =X+ 7- N (4.15f)

avec

—, —, H .
SN — 2N —— +d? = 4.1
1mp +a” | + T a® =0, (4.16)

ot a*> = kp/p. De I'équation (4.16), il y a les deux solutions § = 0 et § = §5. En

solutionnant ’équation (4.16), on trouve les vitesses de groupe

= = 2 o = 2
£ > HI) > HI)|
P _ A1
F=g (a)\+\/m) + (CM NZL , (4.17a)
Y N\
I — —
5o = C by = ax— . 4.17h
S =3 (“ +¢m) (a 471‘,0) (4.17D)
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Du systeme (4.15) et de I’équation (4.16), on a que les éléments intégraux simples

sont donnés par

‘).—»2 _
v = (p [52)\2_(71)‘)] KD [52)\2_
e

olt X est un vecteur quelconque tel que d satisfait P'équation (4.16). L’équation (4.18)

décrit les éléments magnétoacoustiques rapides (lorsque ¢ est donné par (4.17a)) et

lents (lorsque § est donné par (4.17b)). Parfois, il est plus pratique d’utiliser les élé-

ments magnétoacoustiques

qui exigent la condition

KD h 7 e\ 7
q/p,i’}/p’ _’|| — = (h_ﬂH))h)

p \/471',0 (A2 — 28 -F) p

(4.19)

H % h)2 r . W e S - o
(H x 1) A —U-hx(Hxh),hx(Hxh)|,

VATp \/;’l’z_wppﬁ.ﬁ

72

h[%H2_H.hl_’€plh2_%H.h]:o (4.20)

dmp | p p p

ou v, et h sont des parametres quelconques qui satisfont 1’équation (4.20).
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4.1.4 Relations entre les éléments intégraux simples

Le systeme (4.3) peut étre écrit comme

> a N\ =0. (4.21)

Jokt

ous=1,...,9et j =1,..,8 est une matrice dont les éléments dépendent de 9 et .

Selon la forme de ¢ de (4.6), on obtient les éléments intégraux simples.

Théoréeme 4.1.1. Entre les divers types d’éléments, il existe les relations

S4=0 < H-X=0 (4.22a)
H? -
ds=0 <= dp=t\|a’+— < H-A=0 (4.22b)
dmp
H? H-X -
—<ad®= (g = et Sp=a| < H|\ (4.22¢)
dmp dmp
72 H-X 5 o
—>a’= |dg=a et Op= <~ H||\ (4.22d)
dmp dmp
—»2 oo
§s =0p <= a’>=-— et H||\ (4.22¢)
dmtp

De plus, des équations (4.6), on remarque que

0=0dp < ds <64 < 0p. (4.23)
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4.2 Les ondes simples (solutions de rang 1) de la

MHD

Les ondes simples ont déja été discutées dans la littérature (par exemple les articles
22], [23], [24]). Nous allons tout de méme les présenter de fagon générale et plus

complete.

4.2.1 Les ondes simples entropiques

Des équations (4.9) et (4.8), on a trois types d’ondes entropiques (solutions de
rang 1), soit les ondes planes (E;) et les ondes non planes (Es et E3). L’onde plane
est une solution de la forme u = wuy + Ae*", o A est Pamplitude de I'onde et
A= (M) = (Ao, ), ot Ag est la vitesse de phase et X est la direction du vecteur d’onde.
Pour les éléments intégraux simples de I’équation (4.8), on applique les relations (3.5)

et (3.7) et on obtient I'ensemble de solutions
Es : p=pR), p=py, U=1y H = Ho, (4.24a)
avec 'invariant de Riemann

R=¢(—0y- X+ X T), (4.24b)

ott p(R) et ¢(—7y - Xt 4+ X - &) sont des fonctions arbitraires d'une variable et py, @
et Hy sont constants et arbitraires. Nous dénotons cette onde Fj puisqu’elle possede
trois vecteurs linéairement indépendants XZ Puisque les équations de la MHD sont

invariantes sous les transformations galiléennes, on peut poser vy = 0 de sorte que

R:¢(X1 'f,XQ‘f, Xg'f), (425)
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ou les \; sont linéairement indépendants. De 'indépendance linéaire des vecteurs \;,

on peut écrire 'invariant de Riemann comme
R = ¢($ay>z)7 (426)

ou ¥ (x,y, z) est une fonction arbitraire de trois variables. Physiquement, 'onde Fj
correspond a une distribution de densité p(z,y, z) indépendante du temps d’un élé-

ment de volume qui se propage avec le fluide.

Pour les éléments intégraux simples Ey donnés par 1’équation (4.9), on applique les
relations (3.5) et (3.7) et on obtient deux ensembles de solutions (correspondant aux
cas a) et b) de la section 4.1.1). Premiérement, on a I’ensemble de solutions implicites

associé au cas a)

—

H? o - -
E;: P:P(R)a p+§:p0, U:U(R)> H:H(R)> (4'2731)

avec l'invariant de Riemann
R=¢(—0(R)- Xt + X T) (4.27b)
et les contraintes (car H - X = X -5 = 0)
(mﬁ)-ﬁ:o, N=HxH (4.27¢)

ou un point sur une variable correspond a une dérivée par son argument (17 = dv/dR)
et p(R) et ¢(—T(R) - Xt + X - &) sont des fonctions arbitraires d'une variable.
Hypothese : pour écrire I'invariant R sous forme explicite, on pose les vecteurs arbi-

traires

(R) = (v1(R),v2(R),v3),  H(R) = (cos R,sin R, 0),

<
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ou vi(R) et vy(R) sont des fonctions arbitraires, v est une constante arbitraire et la
contrainte (4.27c) est respectée. Dans ce cas, I'invariant R de I’équation (4.27b) prend

la forme
R(z,t) = ¢(z — vst), (4.28)

ou ¢(z — vst) est une fonction arbitraire.

Pour 'onde entropique FE, la pression magnétique est VS—IEQ = Vp. Puisque le gra-
dient de pression est perpendiculaire a la surface de I’élément fluide, celui-ci peut donc
comprimer et allonger ’élément. La force magnétique ne peut donc pas faire tourner
I’élément fluide (générer de la vorticité). Nous avons aussi que la force magnétique est
couplée a I’énergie de I’élément fluide. En effet, on voit que Fu -7 # 0, c’est-a-dire
) \X| = 0. Pour les ondes entropiques, on a que % = 0, c’est-a-dire que les variables
physiques restent constantes dans I’élément fluide, ce qui est normal puisque 'onde se
propage avec I’élément. L’équation pour la conservation de la quantité de mouvement

(2.17) devient

9(pv)
ot

= —(7- V) (pd), (4.29)

de sorte que la quantité de mouvement n’est pas affectée par le champ magnétique

pour les ondes entropiques. La vorticité devient
D& =0, (4.30)

¢’est-a-dire qu’elle est constante dans I’élément fluide. Pour une onde stationnaire, on

a

E1 : p:p(R), p‘l—?:po, 17207(}%) Xgo, ﬁ:g(R) Xéb, X: _»07



Chapitre 4. Les éléments intégraux simples et les ondes simples de la MHD 51

avec 'invariant de Riemann
R(z,y,2) = ¢(& - T), (4.31b)

ol €y est un vecteur unitaire constant et a/(R), S(R) sont des vecteurs a deux dimen-
sions arbitraires d’une variable et p(R) et ¢(€, - Z) sont des fonctions arbitraires d'une
variable. La solution obtenue sera perpendiculaire au vecteur €, et constante sur le

plan formé par les vecteurs v et H.

Considérons maintenant le deuxieme cas (cas b) de la section 4.1.1. L’onde non

plane FE5 est décrite par ’ensemble solution

[? . = =
Ex: p=p(R), ptg-=p U=0B(R)H, H

Il
2
=
=
=
>t

Il
uO

(4.32)

ou les \; , 7 = 1,2 sont linéairement indépendants et Hy a une direction constante.

En choisissant Hy dans la direction de I’axe z, 'invariant de Riemann aura la forme

R = é(z,y) (4.33)

ou ¢(x,y) est une fonction arbitraire de deux variables. Le cas Fy correspond donc a

une onde stationnaire puisqu’elle ne dépend pas du temps.

De I’équation (2.14), on a que ¥ - Fy = 0, c’est-a-dire que le flux d’énergie hydro-
dynamique est affecté par la variation d’énergie hydrodynamique. Les comportements
hydrodynamique et magnétique ne sont donc pas liés. Pour chaque onde entropique,
on a que V -7 = 0, ce qui signifie que le fluide est incompressible. Cependant, il y a

tout de méme une distribution de densité dans le fluide dans le plan zy.
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4.2.2 Les ondes simples d’Alfvén

De I'équation (4.12), on a que les ondes simples d’Alfvén sont des ondes station-

naires données par I’ensemble de solutions

H=H(R), ou H?=H, (4.34)

P Po, p Do, v \/ma

ou pg, po et Hy sont des constantes arbitraires. De cette relation, on voit qu’il existe
deux types d’ondes d’Alfvén, soit le cas ot € = 1 (I’écoulement est dans la direction
du champ magnétique) et ou € = —1 (I’écoulement est dans la direction opposée au
champ magnétique). L’'invariant de Riemann correspondant aux ondes A° est donné

par
R=0¢(X\ -7, X - T), (4.35)

ol ﬁ ‘X = 0pouri=12et (b(Xl CF N - Z) est une fonction arbitraire de deux
variables. Puisque p et H? sont constants, I’élément fluide ne subit pas de compression
et d’allongement. Cependant, I’élément peut étre tordu par la force (ﬁ . V)ﬁ . La
vitesse des ondes par rapport au fluide est ¢ ])\| == F de sorte que la vitesse des
ondes sera nulle par rapport au systéeme de coordonnées. Pour les ondes d’Alfvén,
I’énergie totale est

1 H?

Ezilp+4f—const Kk # 1,

la densité de courant d’énergie est

de sorte que V - gg = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de sources au courant d’énergie.

La densité de quantité de mouvement du fluide est P = eH \/ > de sorte que 7 673 =0



Chapitre 4. Les éléments intégraux simples et les ondes simples de la MHD 53

et le tenseur de densité de quantité de mouvement est

H?\ .
I = (p—i—) J,
8

ot 0 est le delta de Kronecker. On remarque que le tenseur de densité de quantité de
mouvement II est constant et diagonal. Pour les ondes d’Alfvén, on a v - Fy = 0, de

sorte que les comportements hydrodynamique et magnétique sont séparés.

4.2.3 Les ondes simples magnétoacoustiques

Les éléments intégraux simples définis par les équations (4.6¢) et (4.19) définissent
les ondes magnétoacoustiques. De 1’équation (4.6¢c), on remarque que ces ondes ont
une relation de dispersion non linéaire (de la norme de |X|) , contrairement aux ondes
entropiques et d’Alfvén. La vitesse de propagation de groupe pour les ondes magné-

toacoustiques est de la forme

1 1 1 X X
Ug = 77— :l: — X H X — (436)
2\/4mp 5.8\ s a4 A Al
( Al v47rﬂ) < Al v4ﬂp>

- N - N -
1 A N H - A H A
- a— a— — .
2 Al VTP AL vATe )
Lorsqu’on utilise le signe (-) du (£) dans les termes entre les crochets [ |, il s’agit de

I'onde lente tandis que le signe (+) correspond a l'onde rapide. Les ondes magnétoa-

coustiques sont données par ’ensemble de solutions

—

p=Ap",  A=const, H-(VxH)=0, H-(Vx%) =0, (4.37)
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Notons que

P _y
pl‘i

Y

c’est-a-dire que I'entropie est conservée dans I’écoulement. De plus, on remarque que
les vecteurs V x H et V x ¢ sont perpendiculaires au champ H. Pour les ondes

magnétoacoustiques, la force magnétique est donnée par
Fy = 0°X°H x (H x X). (4.38)

Pour ce type d’onde, nous avons deux théoremes.

Théoréme 4.2.1.

(H-X=0) — (Vx7=0) < (H a une direction constante) < dg = 0.

De ce théoreme, on conclut que 'onde se propage perpendiculairement au champ
magnétique, que H a une direction constante, que 1’écoulement causé par 1'onde est
potentiel et qu’il y a seulement 1'onde rapide qui est possible. Dans ce cas, il est

possible de décrire les ondes magnétoacoustiques rapides ainsi :

, , C2p? i 1d c2p\* o
H = CPH(), p= Ap”) p + P = Clv i = _77p <Al'{'p’{_1 + 47_‘_p> )\7

8 dR pdR
(4.39a)
ou l'invariant de Riemann est donné par
C? ol -
R:¢( \/A/fp"‘l—i—llp—ﬁ-)\] t,)\-f) (4.39b)
7r

et ot X = A(R) avec |A| =1, Hy- X =0 et C,C et Hy sont constants.
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Théoréme 4.2.2.

—

(H||X) < (H = const) < (V x H=0) < (05 =64)

De ce théoreme, on conclut que pour une onde se propageant dans le sens du
champ magnétique H , celui-ci sera constant, il n’y aura pas de vorticité, et la vitesse
de 'onde magnétoacoustique lente correspond a celle de 'onde d’Alfvén. Si v |ﬁ , alors

les énergies magnétique et hydrodynamique ne sont pas liées.

Considérons maintenant des ondes magnétoacoustiques se propageant dans une

direction fixe €y. Les ondes seront décrites par les solutions

V=—péy+aréy, H=ay+Cié, (4.40a)
ol
. Cias C? p?(p? — Arpr1)
= =4 - 4.40b
aj 47_‘_/)2 GQ(p) TE <p 47Tp2 47Tp3 _ 012 9 ( )

et I'invariant est donné par

R=¢((0+p)t+é,-7), (4.40¢)

et ol €y - €1 = 0 et les vecteurs unitaires ey, €; et C7 sont constants et ou

ops = = — 4.40d
8 Amp VATp (4.40d)

1 a2 i (I% + 012 4 2(1101 + a2 i (I% + 012 2@101 ‘
2 Amp VAarTp

La table 4.2.3 illustre comment les ondes étudiées dans ce chapitre se comportent
lorsqu’elles sont soumises a diverses contraintes. Un résumé des solutions d’ondes

simples obtenues dans ce chapitre est présenté a 'annexe A.
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Contraintes Ey, | Ey | Es| A | F | S
p=const X | X |- + |- -
p=const X | X [+ |+ |- -
U=const X | X |+ |- - -
P+ gzconst i e B O B B -
H—const X | X |+ |- A |-
Vx1v=0 X | X |+ |- X | E,
VxH=0 X [X [+ [+ [4, |4,
H2=const X |X |+ |+ | Ay | 4,
Fy =0 X [X [+ |E |4y ] 4,
H- (VxH)=0

BV x5 =0 E |+ |+ |7 |+ |+
p = Ap” X | X |- |+ |+ |+

TABLE 4.1 — Diverses contraintes sur les ondes simples. (X) : la contrainte s’applique ;
(4) : la contrainte n’affecte pas 'onde; (-) : la contrainte rend l'existence de I'onde
impossible; (E, Ey, Ap) : l'onde devient de ce type sous la contrainte; (7) : non
déterminé. L’indice 5, signifie que I'onde se retrouve en hydrodynamique. Nous n’allons
pas rencontrer ce type d’onde dans ce mémoire.



Chapitre 5

Les k-ondes de Riemann :

superposition d’ondes simples

Dans ce chapitre, nous généralisons le concept de solution d’onde de Riemann a
une superposition non linéaire d’ondes de Riemann. Cette généralisation permet de
construire des solutions de rang k, appelées k-ondes de Riemann. Ce chapitre s’inspire
principalement de 'article de Grundland et al. [1], dans lequel sont tirés les théoremes
qui seront présentés.

On se rappelle que pour construire une solution d’onde de Riemann du systeme

> Zaj-“(u)@ =0, s=1,2,...,m, (5.1)

il faut trouver des fonctions C* Ay, ..., \n,¥%, ..., 7" : H — R qui satisfont I’équation

> a M\ =0. (5.2)

Jst

Pour procéder, nous allons demander que la matrice Y-, aj*A, de dimensions m x /

ait un rang inférieur a ¢ pour un certain point u € H. Cette condition apporte donc
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des restrictions sur les fonctions {)‘“}Zﬂ' Supposons qu’il est possible de trouver k
ensembles de fonctions N = (Af,...;A\2),p = 1,2,....,k qui forment un ensemble de
vecteurs linéairement indépendants a chaque point d’un certain sous-ensemble ouvert
) C H et qui satisfait la condition du rang amené plus haut. Pour chaque fonction A\?
obtenue, I'équation (5.2) peut étre solutionnée pour v = (71, ...,~7"). Pour procéder,
nous allons demander que, pour chaque choix de A, il y ait un vecteur v, tel que
1, ---, Y forment un ensemble de vecteurs linéairement indépendants a chaque point

Uy € H d’un sous-ensemble Q! C Q.

Définition 5.0.1. Une solution u : £ — H du systéme quasi linéaire (5.2) est dite une
superposition non linéaire de k ondes de Riemann s’il existe un sous-ensemble
ouvert D C & de nk fonctions aj, : D — R, (k fonctions B2 : D — R, et k fonctions
£ D — R telles que

o’ k

@(xo) = Zfr(xo)az(xo)ﬂﬁ(xo), pour chaque zy € D,

r=1

ou toutes fonctions sont assumées C! sur D. Si on définit {az(x)}n | bar a’(z) et
#:
{Bﬂ(a:)}izl par 3.(z), la condition peut s’écrire
ou? k

(1) = Y& (@)a" (@) ® Br(w),  wE€D,

r=1

ou ® est le produit tensoriel.

La construction de la superposition non linéaire des k ondes de Riemann est ana-
logue a la construction d’ondes de Riemann (telle que présentée dans le chapitre 3).
Supposons que I'ensemble de fonctions C' A et v, a été construit sur un certain

sous-ensemble ouvert 2 C H en demandant que

rang(aj’‘\,) < ¢,
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dans €2, ou nous assumons que le rang reste constant dans (). Puisqu’il existe une
b
grande liberté sur le choix des \,, nous allons considérer le cas le plus simple, c’est-

a-~dire
rang(aj'\,) =€ —1,
alors ’espace de solution
(a* N =0,

est unidimensionnel : dim {7 : aj”)\uyj = O} = 1. On suppose donc qu’on peut trouver

k vecteurs distincts, 2 < [ < /,\! = {)\}L}Zzl,)\Q = {)\2} LA = {)\ﬁ}zzl, tels

n

© uzl’

que
rang(a;"\),) = € — 1, r=12, ..k

dans un certain sous-ensemble 2 C H. Pour chaque choix de A", on suppose qu’on
peut trouver un vecteur 7, tel que pour chaque u € Q, {v1(u),y2(u), ..., v (u)} est un
ensemble linéairement indépendant !. Soit u(z) une solution quelconque du systéme

quasi linéaire (5.1). Dénotons

Iy,:&E—=ExH,
de sorte que

Ly:z— (x,u(x)),

est le graphe de u(z). Des fonctions A" et 7, construites précédemment, on définit un

1. Si la dimension de I'espace engendré par les solutions du systéme homogene
(G;MAM)fyj = 07

est supérieure a 1, nous allons demander la condition sur les vecteurs A que chaque triplet
AL A2 A pour o < ag < ag = 1,2,..., k est linéairement indépendant.
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ensemble de 1-formes sur H x H, appelé w?, o,

k n
w =d - > > fr(m)vﬁ(u)/\z(u)dm“, &#£0,7=12,..¢

r=1pu=1

Théoreme 5.0.2. Une fonction u : £ — H est une solution de k—ondes de Riemann
siw! € T*(E xH) est ramené da zéro par T, pour une certaine collection de fonctions

non nulles &...,&8 : D(C ) — R.

Preuve. Supposons que w’ est ramené & zéro par I', pour un certain u et une certaine
collection de fonctions £, 7 = 1,2, ..., k. Alors

M =0 <= — — ZST )AL (u(z)) =0, Vpu,j.

ax“

Cela montre que 37“1 a la bonne décomposition pour tout j et g pour une k—onde.
Pour bien voir que u est une solution, il suffit de multiplier a gauche par aj(u(x))
pour obtenir

a;" (u( Zfr (@) (u(@) Ay (u(z)) =0,

8:r“
d’ou

8u3

2" (@) g =0

par la construction de A et . O]

Pour la prochaine étape, nous allons examiner les formes pullback I'w’ et dériver
des conditions nécessaires sur A et 7y, qui sont des conséquences de l'existence d'une

solution de k—ondes du systéme quasi linéaire. On a

du? (x Zf’" z)) A (u(z))dxt, (5.3)
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et de d?u(z) = 0, on obtient
AF(dET AN+ EANT) + E7dr? AN =0, (5.4)

ot A" correspond a la 1-forme A} (u(z))dz" € T*E, ot la convention de sommation

d’Einstein est utilisée. Alors

r r M (7)\L J M 5/\1; M DPaJd \P D ja)‘z M p
d\" = d(N\, (u(r))dz") = wdu Adzt = —wdx NEPPN = —¢ ypwdm A NP

On considere les champs vectoriels 7, = yg% sur H, et on définit ,(\],)dz* =

(LpAy,)da par A7, . ot L, est la dérivée de Lie. Alors
dA" = PN AN (5.5)
Par un argument similaire, on trouve

drd = P (Y1) AP, (5.6)

En substituant (5.5) et (5.6) dans (5.4), on obtient

5 [7;; <d§’” AN+ €S e A Agpﬂ Y (N AN =0, 1,20

T p

(5.7)

On peut réécrire I'équation (5.7) comme

1
Z <d€r AN+ ng)‘p A )‘T’YP> ® 7+ 92 Zgr ng [Vps Y] @ AP AN =0. (5.8)

r p

Soit @, le module de la 1-forme sur H, duale aux champs vectoriels {7,,}1221 € TH. Le
coté gauche de (5.8) peut étre interprété comme un élément de A2E @ TH. Si ¢ € Py,

alors ¢ a une action sur A2£ @ TH définie par Papplication

o: NEQRTH — AE xR
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Il s’en suit, de (5.8) et en contractant par ®, que
E (D1, [1p, 1)) @ W AN =0,

et par 'hypothese que les A", R = 1, 2, ..., £ sont linéairement indépendants, il s’en suit

que

<(I)17 [’713’ '77’]> =0,

et donc que

[va 77‘] = T;’I”Yt’

pour une certaine collection de fonctions réelles 7,7 sur H. Ensuite, a partir des
champs vectoriels 71, ..., v, sur H, on peut construire le coframe ®,, ce qui correspond

a I’ensemble de toutes les 1-formes wd sur H qui satisfont

(Wi, 1) = 0.

De I’équation (5.8) on a que
k k k 1
D (w5 9) @ AET AN+ 3 €D (w8 ) @ PN AN 45303 T (w1 A AN =0,
r=1 r=1 p=1
et par conséquent
b 1
d&T NN+ ¢ Z‘i EPNPNAL + 3 Z Zgrgprgpv AN =0.
p= rop
En y appliquant le produit extérieur avec A?, on obtient
1
&l Z{fp)\p AN AN+ 3 Z Zgrgprﬁpv AXAN =0.
TP

p

Pour ne pas imposer de restriction sur la forme des fonctions ", on choisit les condi-
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tions
AAAAN =0
(5.9)
T =0qFr#p
puisque AP A XA X" #£ 0 si g # r # p. Alors on obtient
s 3] = T + T (5.10)

A1 € span {7, \P}

pour p # q. A partir de maintenant, il est possible de simplifier les calculs en choisis-
sant la longueur des champs vectoriels 7, afin que {71, ..., 7} deviennent une distribu-
tion abélienne sur H. Maintenant que la distribution k—dimensionnelle est normalisée
et abélienne {71, ..., 1}, elle détermine une sous-variété k—dimensionnelle S C H qui

s’obtient en solutionnant le systeme

of _ iin ¢
avec la solution 7 : § — H définie par
7 (RY,...,R*) = (fYR',..,R"), .., f4(R', ..., R)). (5.12)

Jusqu’a maintenant, il a été démontré que si les formes différentielles w’ sont rame-
nées a zéro par une application v : £ — H, alors il est nécessaire que les champs
vectoriels 7, = 'y]{'(u)% soient intégrables selon Frobenius et donc, par la condi-
tion d’indépendance linéaire, qu’ils déterminent un feuilletage de H par des feuilles
k—dimensionnelles. On peut ensuite démontrer qu’en ramenant les w; a ces feuilles,
on peut réduire le probleme de construction des solutions de k—ondes a une résolu-
tion d’un systéme hyperbolique linéaire de EDP avec deux variables indépendantes
du second ordre et un certain Pfaffian de degré n (du systéme des 1-formes différen-
tielles extérieures). Chaque composante du probleme peut étre étudiée séparément,

ce qui simplifie considérablement le probleme. De 'application 7, nous avons que les

fonctions R', ..., RF sont un systéme de coordonnées locales pour la sous-variété S.
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Considérons maintenant ’application

dxm:EXS —>EXH,

définie par

id X 72 (21, .0, Ty RY . R = (21,0, 2, fY(R), ..., fY(R)),

64

ot R = (R',..., R*). On compléte la construction des solutions de k—ondes en rame-

nant les w’ & & x S par id x 7 et en demandant qu’elles soient nulles.

. * ] 8f] t t J t
(id X m)*w! = @d}_{ = &'(z) (f(R)) N, dx" = 0,
mais puisque
afi
o =R,

on a que (id X m)*w’ = 0 si et seulement si
W(f(R) (AR — &N, dat) = 0,

c’est-a-dire le tenseur

v @ (dR" — ft(x))\zdx“).

Par la condition d’indépendance sur ~; on a que pour chaque t = 1,2, ...

t et t oo
dR" — & (z)\,dz" = 0,
sans sommation sur 'indice ¢. On écrit cela comme

AR — £ (z)A = 0.

(5.13)

(5.14)

K

(5.15)

(5.16)
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En appliquant la dérivée extérieure sur (5.16), on obtient

A€t AN + LN = 0. (5.17)

De I'équation (5.5) pour d\' et de la forme du champ vectoriel ~,, on a

AN = STEANA N, (5.18)
ou
ONP
Mo = I o
s 8Rr ",

ou les formes AP sont celles qui ont été ramenées a £ x S. En appliquant la dérivée

extérieure sur (5.17) par A’ et en y substituant (5.18), on obtient
SEN AN AN =0. (5.19)

A partir de maintenant, on impose la condition qu’aucune restriction ne soit imposée

sur les £". On demande donc que
N € span{\", N}, 1 #p. (5.20)

Sous ces circonstances, nous avons le prochain théoreme :

Théoreme 5.0.3. Si les 1-formes AP, pour p = 1,2, ..., k, qui sont restreintes a € X S

satisfont la condition

)\?Rp S Span{)‘q7 /\p},p # q,

alors le systeme de Pfaff (sytéme des 1-formes différentielles extérieures)

AR = &P (x)N"(f(R)),
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est un systéeme involutif selon Cartan et les sous-variétés intégrales
K:(ah . 2™ — (2t ... 2" R (), ..., R¥(z)),

dépendent de k fonctions analytiques arbitraires appelées invariants de Riemann.
Pour plus d’information concernant les systémes de Pfaff, voir Cartan [25] et Slebod-

zinski [26].

Finalement, de la condition (5.20), il existe des fonctions o et 82 : S — R telles

que

N
OR'

= a; A, + BN, s#£r,=1,2 ...k pn=12 ..n. (5.21)
En normalisant A}, de sorte que
A= (1,73, .., A)),

I'équation (5.21) peut s’écrire comme

ONS
Spr = 01— A, (5.22a)
ON"

5o = BLN = X0). (5.22b)

En dérivant (5.22a) par R® et (5.22b) par R", on obtient un systéme hyperbolique
linéaire de nk équations d’ordre 2 pour les fonctions A}, c’est-a-dire

2\s s

9N, LON oA,

M S
ook Vs TR

=0 Vs#r, (5.23)
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ou

s s b s 1 804,?

A = O,y r — Pr ’

r r ﬁ(‘?RS
1 06

a = o+ 58 r r

r T 5§8RT7 s — Ms+

Ceci complete la factorisation du probleme de construction des solutions des k—ondes.
On remarque qu’en choisissant une autre normalisation pour I’équation (5.21) : A* —

ksA® (sans sommation) nous permet d’exprimer ces équations sous la forme

o\
OR"

=a,\", s7#r sanssommation (5.24)

pour certaines fonctions a; : § — R qui seront pratiques pour de futurs calculs.

Voici un résumé de ’approche pour construire les solutions de k—ondes :

1. Trouver les fonctions A3 et 7/ en solutionnant la relation d’onde. Cette méthode

est completement algébrique.

2. En supposant que nous avons k fonctions A\ et 7, linéairement indépendantes,
en identifiant les vecteurs v, avec des champs vectoriels sur I’espace hodographe

H on vérifie si la condition (5.10) est satisfaite.

3. On choisit un systéme holonome pour les champs vectoriels {71, ..., v} en de-
mandant que les modules des vecteurs soient tels que [y,,7,] =0,Vp=1,2, ..., k.
On obtient la paramétrisation explicite de la variété S en solutionnant 1’équation

(5.11).

4. On choisit les solutions les plus générales des équations (5.23) ou (5.24) pour les

A5 comme fonctions des R', ..., R,

5. A partir des solutions générales A;,» la solution du systéme de Pfaff (5.16) peut
s’écrire implicitement.

6. Finalement, les solutions de k—ondes sont obtenues de la paramétrisation ex-
plicite de la variété S en termes des parametres R!, ..., R! de I'espace H, tandis

n

que les R', ..., R¥ sont définies implicitement comme des fonctions des z', ...,z

a partir des solutions du systeme de Pfaff (5.16) dans 'espace €.



Chapitre 6

Superpositions d’ondes simples en

fonction des invariants de Riemann

Dans ce chapitre, nous appliquons la superposition des ondes simples afin d’obtenir
de nouvelles k-ondes (k > 2) de Riemann, c’est-a-dire des solutions de rang k pour les
équations de la MHD. Nous présentons la construction et I’étude des superpositions
d’ondes entropiques, les superpositions d’ondes d’Alfvén, les superpositions entre les
ondes entropiques et les ondes d’Alfvén et les superpositions entre les ondes entro-
piques et les ondes magnétoacoustiques. Pour chacune de ces solutions, nous trouvons
les invariants de Riemann, et lorsque cela est possible, nous les trouvons sous forme

explicite. Un résumé de ces nouvelles solutions explicites est présenté a 'annexe A.
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6.1 Les ondes doubles

Une onde double est une solution de I’équation

> a(u)z— =0, s=1,2,...,m, (6.1)

définie comme la superposition de deux ondes simples pour lesquelles des invariants de
Riemann existent. Suite a une superposition de deux ondes simples, il en résulte une
onde double formée par les deux ondes simples. Il est possible que deux ondes simples
se croisent sans interagir, ce qu’on appelle une superposition linéaire. Il n’y aura pas
d’onde double pour de telles superpositions. Ce chapitre se base sur les articles de
Grundland [18], [19], Zajczkowski [21], Burnat [22], [23] et Peradzynski [24],[27]. Les

superpositions d’ondes simples possibles sont présentées a la table 6.1.

E|Ey | Es |AY | A= | A | Ay | F | S
E |X|X |[X |X [X |[X [X |-]7?
Es + | X | X |[X [X |[X [X]-
A* X |- |X |- |- |-
A- X |- |X |- |-
Ay + |- |- |-
Ay + |- |-
F -
S ?

TABLE 6.1 — Diverses superpositions d’ondes simples. (4) : les invariants de Riemann
existent ; (-) : les invariants de Riemann n’existent pas; (X) : les invariants existent
seulement pour certaines ondes simples spécifiques; () nous ne sommes pas en mesure

de les résoudre et (7) : elles ne sont pas connues.
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Pour désigner une onde double, on utilise les symboles des deux ondes simples qui
la composent. Par exemple, I'onde double formée par les deux ondes simples E et
A® se désignera EA®. L’invariant de Riemann R! sera associé a la premiére onde de
EA¢, c’est-a-dire 'onde E. Pareillement, I'invariant de Riemann R? sera associé a la

deuxiéme onde de F' A%, c¢’est-a-dire 'onde A°.

Les ondes multiples qui seront présentées se regroupent dans les quatre catégories

suivantes :

—_

. Ondes entropiques
2. Ondes d’Alfvén
3. Ondes entropiques et d’Alfvén

4. Ondes entropiques et magnétoacoustiques

Plus spécifiquement, voici les ondes multiples pour chacune de ces catégories :

1. Pour les superpositions d’ondes entropiques, ’onde double EyFEs présentée a la

page 73 est la forme la plus générale. A la page 73, on retrouve la k-onde E,FE».

2. Pour les superpositions d’ondes d’Alfvén, 'onde double A5A$ présentée a la page

75 est la solution la plus générale.

3. Les superpositions possibles entre des ondes simples entropiques et d’Alfvén sont
présentées a la table 6.2. Pour les pages 82 a 92, on a les superpositions pour
oS H , tandis que pour les pages 92 a 102 on a les superpositions pour ' || H,

dont la solution FyAj est la plus générale.

4. Pour les superpositions d’ondes entropiques et magnétoacoustiques, on retrouve
les ondes doubles EFF' et ES. Nous avons les cas suivants :
(a) Pour g I XRS, Ae || Ars et Aop # Aors, on a la solution présentée a la
page 107. Dans ce cas, les invariants sont des ondes planaires dans la méme
direction et H - XRS = 0. Du théoréme 4.2.1, on a que seulement 'onde FF

est possible.
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(b) Pour H - XF,S =0 «— H | BT%, seule la superposition linéaire EF

est possible, d’apres le théoreme 4.2.1. Cette solution sera présentée a la
page 109. On remarque que cette solution est un sous-cas du cas précédent,
puisque la condition A\ | XES implique H - XES:O.
(c) Pour la superposition linéaire des ondes E et F, S, les invariants de Rie-
mann existent pour les cas suivants :
i. H a une direction constante (ce qui revient au cas b)).
ii. H est dans un plan fixe.

(d) Pour H || Ol o1 a l'onde double formée avec Es et F, présentée a la page

DRI
111.
As As
GI|H|okH|7|H|ohH
7|H| X - X -
E —
THH| - X - -
TIIH| X - X -
Ey -
ThH| - - - -
s - - - -

TABLE 6.2 — Diverses superpositions d’ondes simples entropiques et d’Alfvén. (-) :
les invariants de Riemann n’existent pas; (X) : les invariants existent seulement pour
certaines ondes simples spécifiques. Pour 'onde Fj, il n’y a aucune onde double pos-

sible, peu importe la direction des champs v et H.

6.2 Les ondes multiples

Les superpositions des k-ondes en fonction des invariants de Riemann se réduisent
toujours a une superposition entre k ondes d'un certain type et 2 ondes d'un autre
type. Si deux des ondes (qui forment la k-onde) ne peuvent s’écrire en termes des

invariants de Riemann, alors il n’y aura pas de k-ondes. Comme pour les ondes doubles,
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l'invariant R! sera associé a la premiére onde, I'invariant R? sera associé a la deuxiéme
onde, I'invariant R? sera associé a la troisitme onde, et ainsi de suite. Voici quelques

k-ondes :

1. Le résultat d’une superposition de k£ ondes entropiques F et ¢ ondes entropiques
Es (les deux sont exprimables par les invariants de Riemann) est une onde triple.

La plus générale est 'onde triple FyFEyFE5, présentée a la page 73.

2. Le résultat le plus général pour k ondes A5 et ¢ ondes A® (exprimables en
fonctions des invariants de Riemann) est I’onde double A5A$ présentée a la page

75.

3. Les superpositions entre les ondes entropiques et d’Alfvén se divisent en deux

groupes :

(a) Lorsque ¥ Jf H on ala superposition d’une onde E et k ondes A° en fonction
des invariants de Riemann. Le cas le plus général est 'onde triple FA®A®
présentée a la page 85.

(b) Lorsque @ || H, on retrouve diverses ondes multiples formées par k ondes
E, et £ ondes A5. Pour k =1 et £ =2, on a 'onde triple Fy A5 AS présentée
a la page 98. Pour k =2 et £ =1, on a l'onde triple EyF5 A5 présentée a la
page 99.

4. Les ondes multiples (plus de deux ondes) en termes des invariants de Riemann
pour k ondes E et une onde F' existent seulement lorsque k£ = 2 (donc deux

ondes F) et pour k = 2. On obtient donc 'onde triple FEF, présentée a la page
114.

6.3 Superpositions d’ondes entropiques

La solution la plus générale pour la superposition de deux ondes entropiques en

fonction des invariants de Riemann est I’onde double EsFE5 donnée par
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—

2

E.E;: p=p(R R, p+ o =P U= o(R', R*H,,  H = 3(R', R*)H,
T
(6.2a)
ou les invariants de Riemann sont
R = 4'(z,y), i=1,2, (6.2b)

ot p(RY, R?),a(R', R?), B(R', R?) et v'(z,y), i = 1,2 sont des fonctions arbitraires
et F[O = (0,0, 1). I s’agit donc d'un écoulement stationnaire parallele au champ ma-

gnétique. Les ¢éléments intégraux simples pour cette superposition sont donnés par

i

B ap_ﬁé?ﬁ oa - 0f =
a <6Ri’ 4mOR ORI 8R"H0> ’

N = (0,0 (R, R?) x Hy), ik =1,2,

(6.2¢)

ou les ozz(k) sont des vecteurs linéairement indépendants. L’indice k signifie qu’il y a
deux vecteurs \; pour chaque onde FEj. Par exemple, la premiere onde FE, aura les
vecteurs )\gl) et )\§2). Les éléments simples donnés par ’équation (6.2¢) sont une forme

générale des éléments simples pour 'onde Fj (4.10).

D’une maniere analogue, les k—ondes E5 sont données par la

—

HQ
k — ondes E, : p=p(R', .., R"), p—|—8—7r = po, v =a(R,...,R*H,,

ou les invariants de Riemann sont
R = '(z,y), i=1,..,2, (6.3b)

ott p(RY, ..., R¥), a(RY, ..., R¥), B(RY, ..., R*) et ¥'(x,y), i = 1,2 sont des fonctions
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arbitraires et Hy = (0,0,1). Pareillement, les éléments intégraux simples seront donnés

par

Vi = < Op 505 Oa H, 9 ﬁo) : (6.3c)

OR" 47 ORY OR' " OR

Puisqu’il peut y avoir trois vecteurs linéairement indépendants +;, il s’agira donc d'une
onde triple. La superposition d'une {—onde E avec une k—onde E, (pour des entiers
positifs ¢ et k) sera une onde triple, c’est-a-dire un cas particulier de la solution (6.3).
Lorsque les superpositions sont formées seulement d’ondes entropiques, les équations

de la MHD se réduisent au systeme

dp _
dt

; 7 .
jé’:o, W_o YW _y  v.ag—o, v.A-o

0 R
’ dt

Dans ce cas, on retrouve la superposition linéaire d’ondes simples en termes des

invariants de Riemann donnés par

—

2
ExE;: p=p(R' R?), D+ o = bos 7 = a(R', R*)Hy, H = B(R', R*)H,
T

(6.4a)
ou les invariants de Riemann sont
R' = ¢'(z + oy (R")y), i=1,2, (6.4Db)

ou p(R', R?),a(R', R?), B(R', R?), V' (z + a;(R")y) et a;(R"), i = 1,2 sont des fonc-
tions arbitraires. Cette solution correspond a l'union de deux ondes entropiques qui

n’interagissent pas.
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Hypothése : Pour les fonctions arbitraires ¢ et a;, posons

Ckl(Rl) = Ri,

Ui+ an(RYy) = o + ai(RY)y,

VA + an(R?)y) = (2 + aa(R?)y)

De I’équation (6.4b), les invariants de Riemann seront donnés par

Y+ evdx + y? —x +evr? + 4y
R'(z,y) = 5 . Rzy) = 2 . y#0  (6.5a)

6.4 Superpositions d’ondes d’Alfvén

Les solutions d’ondes multiples d’Alfvén de rang k sont seulement possibles lorsque

les ondes d’Alfvén sont stationnaires et du méme type.

La superposition de k ondes en termes des invariants de Riemann se ramene a une

onde multiple de la forme

AZAZ : P = Po, P = Do, H2 = Hga U= \/ma (663’)
i =HR',.. R,
ol les invariants R?, i = 1, ..., k satisfont
oH .
— VR =0 =1,..., k. 6.6b
0R,L Y Z Y ) ( )

Il s’agit du cas le plus général pour 'onde multiple d’Alfvén. Pour ces ondes multiples
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d’Alfvén, les équations de la MHD se réduisent au systeme

P = po, P = Po, ﬁZ:Hgv
@ 1. . e )
—_— = — H = H U -H=0
dt 47Tp( V) /47Tp( V)U7 v )
dd - e -
= (H -V = H H v=20
i (H-V)u —47Tp( V)H, V-u

Pour le cas de la superposition linéaire des ondes d’Alfvén, on obtient la solution

stationnaire
. . eH
p=po, p=p, H=HR R) 7= NeT (6.7a)
ou
72 2 8]—7 7 i i i 7 = :
H* = H, aRi-@(R):O, R :w(qﬁi-x) 1=1,2, (6.7b)

ou qg; est un vecteur arbitraire qui dépend de R’ et ¢ est une fonction arbitraire
qui dépend de (Ez - Z. Cette solution correspond & une superposition linéaire d’ondes,

c’est-a-dire que les ondes ne s’affectent pas. Les deux ondes se croisent sans interagir.

Hypothese : Pour satisfaire les contraintes données par ’équation (6.7b), nous

allons poser

H(RYB) = Ho (f(R), (R, e/ 1= [(RY? = g(R2)?)
G1(RY) = (0,R',0),  6a(R?) = (R%0,0),
- - 2 - - e 2 2
Vo T) = (61 7) +61-7, Vb D)= (b2 T) —61 7,
ot Hy est une constante arbitraire et f(R') et f(R?) sont des fonctions arbitraires.

Dans ce cas, les invariants de Riemann seront donnés par

14z
=

Ry =""Y R

. Ty #F0. (6.7¢)
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Pour l'onde double A5A5 donnée par 1'équation (6.6), il est possible de trouver un

écoulement situé entre deux régions fermées générées par un champ magnétique ou

aucun courant ne circule en dehors de ces régions. Par exemple, on pourrait avoir

un fluide qui circule entre deux tores générés par des champs magnétiques. La figure

6.1 illustre le tore extérieur tandis que la figure 6.2 illustre le tore intérieur. Dans les

deux cas, les fleches correspondent aux champs magnétiques qui génerent les surfaces

toroidales.
r g A A A::“i“ Ty
% =g » | ) 4 v, .
IEI o “ 4 VVV ‘Vg
AR 1 v
v\ ¥ v Y ady F '»' =
§ 4 X ; " 'i’P"'>>*“
2y = R
A A J“,‘ 4 ;1«: ’)3“, N
ENRY P RS 145 $ >~ »
A ‘(iﬂ,.’sl‘.v T }L A
Y w4 »
\~A* oY z 4““‘;‘\)“
Pgr = A4 £ "
I <4 £
we - - -~ ~
~ - 4

FIGURE 6.1 — Le champ magnétique
externe (donné par le champ de vec-
teurs avec les fleches mauves) qui gé-

nere une surface toroidale, représentée

en jaune.

FIGURE 6.2 — Le champ magnétique
interne (donné par le champ de vec-
teurs avec les fleches rouges) qui gé-
nere une surface toroidale, représentée

en bleue.

La figure 6.3 illustre les deux surfaces engendrées par les champs magnétiques avec

le courant électrique j = ﬁv x H qui circule entre les deux tores.
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FIGURE 6.3 — Les deux tores sont superposés. Le courant, représenté par les fleches,

circule entre les deux surfaces

Puisque le courant peut seulement circuler entre les deux surfaces (il ne peut pas

traverser les surfaces), on a la condition frontiere

—

(V x H)y =0, (6.8)

ou N est la composante normale par rapport a la surface extérieure S;. On vérifie
cette condition en intégrant le champ V x H sur un élément de surface dS; du tore

[ vxi)-as={_i-ai=[ia~[ia=0 ()

951
c’est-a-dire que la condition frontiere est (V X H )v = 0 entre les lignes de champ
magnétique. De la figure (6.4), on voit que H-dly =0et H-dly = 0. Les ¢, et ly
sont des courbes sur les surfaces Sy (tore extérieur) et Sy (tore intérieur). On voit que
la contrainte différentielle g—g VR =0,i=12 = V-H =0, o les R sont
les invariants de Riemann. On peut donc éviter d’utiliser les invariants de Riemann

comme coordonnées (les coordonnées cartésiennes sont plus adaptées pour décrire un

tore). On peut maintenant se concentrer sur la condition V - H = 0. Pour ce faire,
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FIGURE 6.4 — Coupe transversale de la figure 6.3. La surface S; correspond a la
surface jaune (le tore extérieur) et la surface Sy correspond a la surface bleue (le tore
intérieur).

nous allons considérer une section du tore, illustrée a la figure 6.5. En intégrant le
long du volume V' entre les deux tores, on a

/v-ﬁdz: A-di— [ B-dé=[ Hdo— | Hdo=H(S, —S,), (6.10)
1% S1 Sa2 St Sa

ce qui est nul pour S; = 5;. La variable z est 1'axe vertical au centre du tore. On note
finalement que lorsque

oH

VR = CH = 11
el VR =0 = V 0, (6.11)

alors la discussion précédente s’applique. Les solutions ne s’exprimeront plus en fonc-
tion des invariants de Riemann. Les solutions seront donc plus générales. De I’équation
(6.11), on note qu’on peut additionner les deux termes pour i = 1,2 de sorte que

2 9H .
> R VR =0, (6.12)

=1

ce qui correspondrait a une nouvelle solution.

Nous allons maintenant calculer quelques quantités physiques pour cette solution
en fonction des invariants de Riemann donnés par 1’équation (6.7c). Ces quantités
sont présentées en détail dans le chapitre 2. Nous avons que le champ électrique E , la

densité de courant j, la force magnétique F W, la vorticité & et le tenseur de densité
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FIGURE 6.5 — Un élément de volume de la figure 6.3. Le champ H s, génere la surface
extérieure tandis que le champ Hg, génere la surface intérieure.

de la quantité de mouvement II sont donnés par

E(xay> = <070>0)>

oy = D (y—2)ff (x+2)gg5  *ly—2)f +y*(x+2)g

IEY) = dr \y3v1 = f2— g2 231 — f2— g2 233 '

ﬁ CHE (y-2gf (x+2)fg f9 (2*(y - 2)f = v*(x + 2)9)

FM(x,y) = E — y3 ) 1’3 ) xgyg 1— f2 _ 92 )

S(ay) = — o (y—2)ff (x+2)gs 2y —2)f +y*(x +2)g
A VI VI P w3y? ’

~ H?2
H(l’,y) = (pO + 80> 137
T

et les énergies cinétique Ef, interne Er, magnétique Fj;, hydrodynamique Ep et les

densités de courant d’énergie cinétique ¢k, interne ¢y, magnétique ¢; et hydrodyna-
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mique ¢y sont données par

2 3
Brlew) = g2 ko) = s (fo/1- =),

H
Er(z,y) = Hp_o T @i(z,y) = 2\/%3;0_ D <f,g, V1= f? —92),
2
Fu(e,) = 22, Tu(z,y) = (0,0,0),

2 3
Bulaw) =32 dnlen) = i (Lo /1= P =),

ou f et g sont des fonctions arbitraires

f=f<1y_2y> et g—g(l;jx),

et ou I3 est la matrice identité 3 x 3. On remarque que les énergies Fx, Ey, Ey et

E'y sont toutes constantes. De plus, il n’y pas de champ électrique E et de densité de
courant magnétique ¢y; pour cet écoulement et le tenseur de densité de quantité de
mouvement Il est constant. A partir de ces quantités, on vérifie les lois de conserva-
tion présentées a la section 2.2 pour les énergies cinétique Fx et magnétique Eyy, la
quantité de mouvement I et on obtient de 'équation (2.20)

ps_ Be+ =210 ~0)fq | |

AmadiPp(1 — f2 — g2)3/2

Par exemple, si le terme (I;FZ)(y_Q)fg(f_g)fg

3y8(1_ 2 g7)/3 est positif, alors la vorticité augmente dans
I’élément fluide. Si ce terme est négatif, alors la vorticité diminue dans 1’élément fluide.
On remarque aussi que la force magnétique Fo est perpendiculaire a la densité de
courant j’et au champ magnétique H , et par conséquent aussi au champ de vitesse .

Cela signifie que la force magnétique Fy; maintient Pécoulement dans le tore.
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6.5 Superpositions entre les ondes entropiques et

les ondes d’Alfvén

Les superpositions entre les ondes entropiques et les ondes d’Alfvén se rameénent
a deux groupes, soit lorsque le champ de vitesse n’est pas parallele au champ ma-
gnétique, c’est-a-dire U J H , et lorsque le champ de vitesse est parallele au champ
magnétique, ¢’est-a-dire 7 || H .
1. o) H
Lorsque les champs v et H ne sont pas paralleles, seule la superposition des
ondes F et A® existe en fonction des invariants de Riemann. Cette onde double

est de la forme

H? eH
EA°: p=p(R' — = U=
P p( )7 D+ S Do, v 47Tp

i = a(R', R + B(RY, B))é + 4(RY)

ot H(R') est une fonction arbitraire et les vecteurs ¢(RY) et ¢(R") sont arbi-
traires. Définissons la fonction

A=(Bb-6+6 D) —62B26%+ 286§ + 92 — HY),

alors la fonction a(R', R?) est donnée par

a(R', R?) = -2 — : (6.13D)
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et la fonction B(R!, R?) satisfait I'équation différentielle

o8 & - =
apt (O x V)

-
X
ASS
+
=

[\
<=
X
=
<=
+
@
P
-
X
=
<
+
<y
N
X
=
|

Les invariants de Riemann R!' et R? satisfont les équations

OR'
ot

Y3 VR =0, 4-VR=0, i=12 (6.13d)
OH

H-VR'=0, o VR? =0, (6.13¢)

pour les fonctions et vecteurs arbitraires qui dépendent de R'. La seule dépen-
dance en R? provient de la fonction B(R!, R?). Dans le cas ot ¢(R') = a(R)é,
ol a(R') est une fonction arbitraire et & est un vecteur constant et unitaire, la

solution donnée par ’équation (6.13) devient

H? eH(R', R?)
EA® : = 1 — = g—= —~ 2" "7 he .14
p p(R )7 p+ 87T Po, v 47T/) + CL(R )607 (6 a)
1
A2 w2(RY, = (R B, 0B HL (R, ). HE)
Hy (R, R2)\[1+ b(R?)?

et les éléments intégraux simples sont

S 0H
Mg = (O,H X 60), A = (0, @ X 60) . (614b)

Les invariants de Riemann R! et R? satisfont les équations différentielles

OR! , OR!
[ _— = .14
o TR =0, (6.14c)
2 2

OH\ OR® | O(Hib) OR? _ (6.14d)

OR? Ox OR? 0Oy
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ot Hi(R', R?), b(R?), H(R") et a(R") sont des fonctions arbitraires. Les ondes
obtenues sont donc stationnaires avec une direction constante €y. De la contrainte

H? = H2(R"), on obtient que la fonction H;(R', R?) doit étre donnée par

H(RY)? + e\ [H(RY2(H(RY)? — 4)

H(R', R?) = = +1
I(R ’R ) € 2+2b(R2)2 9 €

Dans ce cas, I’équation (6.14d) prend la forme
OR? 1 OR? ~0
or  b(R2) oy

dont la solution est
R=¢y+ (6.15)

b(R2) )’ '
ou ? (y + ﬁ) est une fonction arbitraire.

Hypotheése : Pour écrire I'invariant R? sous forme explicite, on pose les fonctions

arbitraires

. 1
YpP=id et  b(R?) = T

de sorte que, de I’équation (6.15), 'invariant R? prend la forme

R(z,y) = 7 ! - el (6.16)

L’équation (6.14c) s’écrit maintenant comme

OR' 1—2z0R'
= 0. NI
o + y oy 0 (6.17)

En résolvant par la méthode des caractéristiques, on obtient la solution

RY(z,y) = ¢* (mQ — 2z + y2) (6.18)
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ott Y' (2% — 2z + y?) est une fonction arbitraire.

La superposition en termes des invariants de Riemann pour une onde F et k

ondes A® est donnée par

R1)2 i .
Betkondes A“: p=p(R), p(RY+ ) _p go L gm,
8T Amp
(6.19a)
i = o(RY, B2, ..., R"N)G(RY) + B(RY, B, .., R*Y)6 + (R
ou H et gg satisfont
L 9H -
Hx — - -¢=0.
“omi ¢
Les invariants de Riemann satisfont les équations
R OR* - .
¢-VR' =0, +¢-VR =0,
ot
H-VR'=0, 6 VR =0, i=2 . k+1
OR' - 5 ,

ot R' est l'invariant associé a 'onde F et les R?, ..., R**! sont associés aux k
ondes A°. Les fonctions et vecteurs p(RY), H(RY), (R, ¥(R') sont arbitraires
et les fonctions « et [ satisfont les équations (6.13b) et (6.13c). Pour cette
solution, on remarque qu’il y a trois vecteurs v linéairement indépendants. Cette
solution se raméne donc & une onde triple EA®A°. Pour ¢(R!) = a(R')é), on a

la solution d’onde triple

—

H(R')? eH

EAE . . 1 1 - — 1\ =
EA*A®: p=p(R), p(RY) + s Po U= NZTT + a(R)éo,
(6.20a)
1
H?* = H(R")?, H = | H(R? R®),b(R* R*H,(R? R®), H(I)
Hy(R2, R®)\/1 + b(R2, R?)2
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et les éléments intégraux simples sont

; i oH _
AE:(O,ngo), )\54): (O’ero)’ 1 =2,3,

et ou € = (0,0,1). Les invariants de Riemann satisfont les équations

OR' R
5 oy = (6.20b)
OH, OR'  9(H.b) OR'

OR 9r | ORI oy

i=2,3, (6.20¢)

ol R! est I'invariant associé a l'onde E et R?, R? sont associés aux deux ondes A°.
On remarque que cette solution est stationnaire. Pour trouver les invariants de
Riemann sous forme explicite, nous allons procéder de fagon analogue a 1’onde
EA® de I'équation (6.14). De la contrainte H> = H2(R'), on obtient que la
fonction Hy(R? R?) est donnée par

H(RY)? + e /H(RY)2(H(R')? — 4)

H 1 2 3\ = 41
1<R aR >R ) € 2_|_2b(R27R3>2 ’ €
De I'équation (6.20c) on trouve les invariants
R=yi(y+——r =23 (6.20d)
- Y b(R27 R3) ) L= 4,9, .

ot les 9! (y + W) , i = 2,3 sont des fonctions arbitraires.
Hypotheése : Pour écrire les invariants R? et R? sous forme explicite, on pose les

fonctions arbitraires

v (“ b(R%R?’)) - (‘“ b(R%RB)) ’
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telles que, de 1’équation (6.20d), les invariants R? et R* prennent la forme

2
]__
4 R¥a,y)= —=, a#Ly#0.  (6.20)

BT y

L’équation (6.20b) s’écrit maintenant comme

1 1 — 1
OR  1-wolk (6.20f)

ox y Oy

En résolvant par la méthode des caractéristiques, on obtient la solution
RY(z,y) = ¢' («* = 22 + ) (6.20g)

ot Y (2% — 2x + y?) est une fonction arbitraire.

Considérons maintenant la solution EA® pour 7 }f H donnée par

— —

EA®: p=p(RY) P+ " p g a(RY)é H? = H(RY)?
. ) S 0y \/m 0y )

(6.21a)

Rl
H(R", R?) = AR (1,6(R?),0)
1+ b(R?)?
ou €y = (0,0,1). Les invariants de Riemann satisfont les relations
VRl || (_b(R2>7 17 0)7 VRQ || (17 b(R2)7 0)7 (621b)

ot R' est linvariant de Riemann associé a 'onde F et R? est Uinvariant de

Riemann associé a 'onde A°.

Les fonctions p(R'), a(R'), H(R') et b(R?) sont arbitraires. Puisque ¢ est dé-
terminé par des fonctions arbitraires (H(R'), b(R?) et a(R')), on peut choisir
un écoulement circulaire entre deux cylindres. La solution (6.21) peut donc
étre illustrée par la figure 6.6. Puisque les spirales correspondent a des valeurs

constantes de R', on a que la densité, la pression et la composante de ¥ sur
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FIGURE 6.6 — Le champ magnétique H et la force magnétique Fyy = H x (V % ﬁ)/47r
le long des courbes déterminées par les deux invariants R' et R? dans le plan zy a
z=0.

I’axe z sont constantes le long de ces courbes. Les droites correspondent a des
valeurs constantes de I'invariant R? et alors la direction du champ magnétique
est constante le long de ces droites. Puisque VR! est perpendiculaire a VR?,
leurs courbes se croisent de fagon perpendiculaire, tel qu’illustré a la figure 6.6.
Les droites R? = const sont tangentes au cercle au centre de la figure. Aux
intersections entre les droites et ces cercles, on retrouve une onde de choc. Les
spirales R! = const sont perpendiculaires a la surface du cercle. Ces spirales
sont courbées ainsi a cause de la force magnétique Fur qui est perpendiculaire a

ces spirales.

De I’équation (6.21b), on a
VR = ¢! (2,y,2)(—b(R?),1,0),  VR® =& (z,y,2)(1,b(R*),0),

ot les &(x,y, 2), i = 1,2 sont des fonctions de proportionnalité. De ces relations
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de proportionnalité, on peut écrire les différentielles dR' et dR? comme

OR! OR! OR!

1_ el g2
dR" = e dx + Iy dy + P dz = & (=b(R*)dx + dy),
OR? OR? OR?
AR? = % a5y o 5 —dz = €(de + H(R)dy).

En regardant séparément les termes en dz, dy et dz, on a

dx : %_—fb(R), %—5,
OR' | oR: .,

dy : 871;_5’ %—55(1%)7
OR? OR?

En éliminant les fonctions £?, i = 1,2 on obtient les équations différentielles

OR! o OR
OR?* OR?
) Painh e 21d
)G -5 (6.214)
La solution de I’équation (6.21d) est
R* = ¢*(b(R*)y + ), (6.21¢)

ot ?(b(R?)y + ) est une fonction arbitraire.

Hypothese : Pour écrire I'invariant R? sous forme explicite, on pose les fonctions

arbitraires

b(R*) = R*  J*(b0(R)y + ) = b(R*)y +
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telles que, de 1’équation (6.21e), R? est donné par

Rey)=1—. y#L (6.216)
L—y
L’équation (6.21c) s’écrit maintenant comme
OR! r OR!
+ =0.
Jdr 1—y Oy

De la méthode des caractéristiques, on trouve la solution

R'(z,y) = ' («* +y* — 2y), (6.21g)

ott ! (22 + y? — 2y) est une fonction arbitraire.

Nous allons maintenant calculer quelques quantités physiques pour cette solution
en fonction des invariants de Riemann donnés par les équations (6.21f) et (6.21g).
Ces quantités sont présentées en détail dans le chapitre 2. Nous avons que le
champ électrique E , la densité de courant 5’, la force magnétique F W, la vorticité

@ et le tenseur de densité de la quantité de mouvement I1 sont donnés par

_, aH
E - — -1

(x,y) m(‘r?y 70)7

- H+ 2(22 4 y? — 2y) H!

—_ 0,0,1

j(z,y) PRy T (0,0,1),

. " PR
Fy(e,y) = VAR AT Y = 29) (g ),

Am(x? + y? — 2y)

. . _H _ 2 2 2 2 H _ H X .1
S(,y) = [ 20y — 1awr, —20a0r, e H0 =@ £V = 2)C DAY
2\/7T(332 + 2 — 2y)p3/2
_=DaHvp
pO O 2 7r(oc2+y2—2y)
i - xa’H\/ﬁ
(z,y) = 0 " -
(y—Datt/p _ zaH/p 9
2\/ﬂ(x2+y2—2y) 82\/7r(x2+y2—2y) pO + a p

et les énergies cinétique Fi, interne Ej, magnétique Ej;, hydrodynamique Epy
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sont données par

2 % 8pom — H?

Ey(z,y) = s T Ey(z,y) = Sr(k—1)
H2 7_[2 a2p
EM(%?J)=87, EH(xvy):E+77

et les densités de courant d’énergie cinétique ¢y, interne ¢y, magnétique gy, et

hydrodynamique ¢z sont données par

. H(y —1 H
io.y) = O +amatp) (— T D e .
16%3/2\/p(x2 +y? —2y) 167r3/2\/,0(x2 +y2—2y) 87
7. y) H? — Spo eH(y —1) cHx .
I\4, = - ) y )
7 =1\ 2\/mp(a? +y” — 29) 2y/mp(a? + 9 — 2y)
. aH?
qM(ﬁa y) = T(Ov 07 1)7
7
R H? -8 H(y — 1 H H?
A B RO
8m(k —1) 2\/7rp(:z:2 +y? —2y) 2\/7rp(ac2 + 92 —2y) Am

oll a, p, H et 1! sont des fonctions arbitraires de 22432 —2y. On remarque que le
tenseur de densité de quantité de mouvement IT est symétrique. A partir de ces
quantités, on vérifie les lois de conservation présentées a la section 2.2 pour les
énergies cinétique Ex et magnétique E); et pour la quantité de mouvement IL.
L’énergie et la quantité de mouvement sont bien conservées pour cet écoulement.

De I’équation (2.20), on obtient

Cerfet+y—1)(y—1)
V(@ +y? — 2y)p82

[mpwl)? M) — aHp(B)? — 2l —

Ddi =

aHpy?

——— | (1,1,1).
x2+y2_2y (77)
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On voit que la vorticité varie avec la méme intensité dans toutes les directions.
Si D& est positif, alors, la vorticité augmente dans ’élément fluide. Si ce terme

est négatif, alors la vorticité diminue dans 1’élément fluide.

On remarque aussi que la force magnétique Fhy est perpendiculaire a la densité
de courant j’et au champ magnétique H. La force magnétique Fyy fait donc
courber les lignes de champ magnétique H selon des spirales, telles qu’illustrées
dans la figure 6.6. Puisque le champ de vitesse v est parallele au champ ma-
gnétique H dans le plan xy, alors 1’écoulement suit ces spirales. Cependant, le
champ de vitesse ¥ a une composante a(z? + y* — 2y) selon laxe z tel que le
fluide s’éloigne du plan zy avec un mouvement hélicoidal.

2. 7| H

Lorsque les champs v et H sont paralleles, on retrouve deux types d’ondes
doubles : Ey A5 et EA°. Pour 'onde E5AS en termes des invariants de Riemann,

on a la solution

2091 P=Pp ) p {7 = Do, - \/W’ - )
(6.22a)
ou |€(R?)| = 1. Les invariants de Riemann satisfont les équations
e-VR' =0 e VR? =0 (6.22b)
- aRQ - Y .

ol R' est 'invariant associé a l'onde F, et R? est I'invariant associé & 1'onde
AS et les fonctions p(R'), H(R') et &(R?) sont arbitraires. Cette solution est

stationnaire.

Les éléments intégraux simples pour 'onde Es sont donnés par

H - H :
=|p ——Hpm —_— e, He =41 6.22
VE, (p, 1R ,E (%) N e,He) , € ( c)

Mo = (0,89 x €), (6.22d)
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ott @®, i = 1,2 sont des vecteurs linéairement indépendants.

Les éléments intégraux simples pour 'onde A§ sont donnés par

£ -
0,0, ——e¢, € 6.22
YAs < s Yy \/m676> ) ( e)
A = (0,89 x €) (6.22f)
A2 - Y Y .

o @9, i = 1,2 sont des vecteurs linéairement indépendants. Il s’agit du cas
le plus général pour 'onde double E3A3, ot on retrouve plus particulierement
les ondes F»A° et EAS. Pour satisfaire la contrainte |€(R?)| = 1, on choisit le

vecteur

€= (e\/1— (R2)2, R?0), e=+1.

De I’équation (6.22b), les équations pour les invariants sont

OR! OR!
_ (R2)2 2 =
ey/1— (R?)?) o + R By 0, (6.22g)

2 2
328811 —&y/1 — (R?)?)ai = 0. (6.22h)

Pour ’équation (6.22h), on a la solution implicite

R? = ¢? <R2y +ey/1— (R2)2x> , (6.22i)

ott 1? (Rzy +ey/1— (RQ)%) est une fonction arbitraire.
Hypothése : Pour écrire I'invariant R? sous forme explicite, on pose la fonction

arbitraire ¥ = id, de sorte que I'invariant R? s’écrit comme

ET

=17+

R*(x,y) = =41, y<l. (6.22j)

ou la condition y < 1 découle du fait qu’on doit avoir /(y — 1)? = (1 — y) pour
satisfaire 1’équation (6.22h). Des équations (6.22g) et (6.22j), I’équation pour
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linvariant R! devient

OR! OR!
1 —y)— — =0 <1
(1-y) 5 T2 o .oy <l,
dont la solution est
RY(z,y) = ¥ (2® + 9 — 2y), y <1, (6.22k)

ott (2% + y* — 2y) est une fonction arbitraire.

L’onde double E'A® est donnée par

H? eH
EAE® - — o(R! [ - H2 — 1\2
p=pB), pto-=ps, T N H(R)?,
(6.23a)
ou H satisfait I’équation
(Hx Hp g - (H x Hp gz x (H X Hpa)(H X Hpapo - Hge) (6.23b)

—(H x Hp ) pige - (H X Hp ) gz x (H x Hpa)(H x Hp1) - Hpe) = 0.
Les éléments intégraux simples sont donnés par
Ap=(0,H x Hpr),  Aa=(0,[(H x Hp)pe x (H x Hp)] x Hpg) ,

et les invariants de Riemann satisfont les équations
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H-VR' =0, (6.23¢)
Hp - VR' =0, (6.23d)
Hpe - VR? =0, (6.23¢)
[(H x Hp)ge x (H x Hp)] - VR? = 0, (6.23f)

oll R! est l'invariant associé a 'onde E et R? est I'invariant associé a 'onde A®

et p(R'), H(R") sont arbitraires.

Cette solution est stationnaire. Contrairement aux autres ondes multiples entropiques-
Alfvén, le champ magnétique de 'onde F'A° dépend des deux invariants de Rie-

mani.

On remarque qu'un champ magnétique donné par

=1 oo H(RY) 1 b(R?)
H(R',R') = Y (\/1+b(R2)2’\/1+b(R2)2’1)’ (6.23g)

satisfait la contrainte différentielle donnée par 1’équation (6.23b) et est tel que
H? = H(R')%. On remarque aussi que I'équation (6.23f) est aussi satisfaite, peu

importe la valeur de R?. L’équation (6.23¢) prend donc la forme

OR?* OR?
J— 2 - _ =
b(R?) e + dy 0,

dont la solution est
R? = ¢*(x + b(R?)y),

ot ¥%(z + b(R?)y) est une fonction arbitraire.

Hypotheése : Pour écrire I'invariant R? sous forme explicite, on pose les fonctions
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arbitraires

telles que I'invariant R? s’écrit comme

R* =

1. 6.23h
Ty y# (6.23h)

D’apres I'équation (6.23h) et du fait que b(R?) = R?, les équations (6.23c) et
(6.23d) prennent toutes les deux la forme
OR! OR! OR!
1l —y)— — 1—y9)? 2— =0 <1 6.231
=y, tog, TVA-y+e25m=0 y<l, (6.231)
ou la condition y < 1 découle du fait qu’on demande /(y —1)?> = (1 — y).
Autrement, ’équation (6.23i) aurait été plus compliquée a résoudre. En utilisant

la séparation de variable
R' =" (A(z,1 - y)B(2)),

ott P! (A(z,1 — y)B(z)) est une fonction arbitraire des fonctions a déterminer
A(z,1—y) et B(z). En utilisant la méthode de Monge, on trouve que 1’équation
(6.23i) admet la solution

—y
(6.23;)

T R e e R ]

ot P! et f(z* + (1 — y)?) sont des fonctions arbitraires et ¢ est la constante
arbitraire de séparation des variables. On note que cette solution est seulement
définie pour y < 1, d’apres 1’équation (6.23i). La superposition en termes des

invariants de Riemann pour k£ ondes E, et ¢ ondes A3 est une solution de la
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forme

k ondes E; et fondes A :  p=p(R',...,R"), P+ — = Do, (6.24a)
T

eH
Amtp’

U=

H=H(R,..,R"éR, ..., R",

G

ot |€(R, ..., R")| = 1 et les invariants de Riemann satisfont les équations

&R, ..,R")-VR' =0, i=1,..k (6.24b)
eR',..,RYp VR =0, s=1,.../0 (6.24c¢)

ol les R’ sont les invariants associés aux k ondes Fs et les R* sont les invariants
associés aux ¢ ondes Aj5. Voici quelques résultats pour certaines valeurs de k (le
nombre d’ondes F5) et ¢ (le nombre d’ondes Aj) :

— Pour k£ =1, on a l'onde triple EyA5AS car rang||'yE2,'yj(412, ...,7%3“ =3

— Pour ¢ =1, on a l'onde triple EyFyA§ car rang||7§2), -'-7%(512)77A2|| =3

— Pour k > 1et £ > 1 on ales ondes multiples FyFy A, EoEyASAS et Ey ASAS
— Pour £ =0, on a I'onde double A5A3
— Pour ¢ =0, on a 'onde triple FyFEsFEs

Cette solution est stationnaire. De plus, la densité, la pression et la norme du
champ magnétique dépendent des invariants des ondes E5 tandis que la direction

du champ magnétique dépend des invariants des ondes A3.

Voici quelques ondes multiples qu’il est possible d’obtenir a partir de la solution
(6.24).

Pour K =1 et ¢ =2, on a l’'onde triple

H? eH
EsA5A: p = p(R' - 7=
2432429 P p( )a p+ Ry Do, v 477'[)’

=
I
=X
&)
=

(R2, R%).

(6.25a)
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Pour

R B = (R R,\J1— (B2 — (B9)2), [l =1,

les invariants satisfont les équations différentielles

1 1 1
RQ%R + 33@ +/1— (R?)? — (R3)? aa}i =0, (6.25b)
2 2 2
aaR al aaR — 0, (6.25¢)
s \/1 — (R2)2 — (R3)2 0%
3 3
R 1 o _, (6.25d)

oy \/1_ R?)2 — (R3)2 02

ot R! est l'invariant de l'onde E, et R?, R? sont les invariants des deux ondes
As.
Hypothese : On remarque que les équations (6.25¢) et (6.25d), admettent les

solutions

R (y) =—y, R(zx)=u, (6.25¢)

dont la solution est

R1<Jj’ y, Z) — ,(/}1 <I2 —|— y2’ arctan% — m) y (625f)

ot ' est une fonction arbitraire des deux arguments z? + y? et arctan £ —

z

[1—22—y2"
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Pour £ =1 et £ =2, on a 'onde triple

—

2

Pt =

E;E2A5 0 p=p(R', R?), o

Pour

e(R?) = (R°,\/1— (R#)2,0),

les invariants satisfont les équations différentielles

1 1
R?’éngr 1—(33)28812
2 2
R?ﬁ;z+ 1—(1—'{3)2%};
OR® RS OR
ox

€]

=1,

(6.26b)
(6.26¢)

(6.26d)

ol R, R? sont les invariants des ondes E et R? est I'invariant de 'onde A5.

Hypothese : On remarque que 1’équation (6.26b) admet la solution

R (z) = °(2),

(6.26e)

ot 3(z) est une fonction arbitraire. Dans ce cas, les équations (6.26b) et (6.26¢)

prennent la forme

OR!
ox

V3 (2)
dont la solution est

¥ (2)

R'(z,y, ——
(@,9.2) N e

o

>, i =1,2,

ot les 1% i = 1,2 sont des fonctions arbitraires des arguments x — y

(6.26¢)

P3(2)

V1-93(2)
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Analysons le cas ot k =1 et ¢ = 1, c’est-a-dire 'onde FyAj, pour
€= (cos R? sin R?, O) .

Dans ce cas, la solution donnée par 1’équation (6.24) prend la forme

H? el
E;Aj = p(R' — = U= H? = H(R')?
2429 P P(R )7 p+ {7 Do, v \/m? H(R ) )
(6.27a)

H =H1(R") (cos R? sin R?, O)

ol |€(R?)| = 1. Les invariants de Riemann satisfont les équations

OR! ,OR!

S —_— = .2
E +tan R ay 0, (6.27b)
OR? , OR?

—cot R?—/— = 2

5 €O R 3y 0, (6.27¢)

ol R! est l'invariant de Riemann associé a I'onde F, et R? est invariant de
Riemann associé a 'onde Aj5. Pour cette solution, on a que le fluide circule sur
des cercles concentriques dans la direction du champ magnétique, tel qu’illustré
a la figure 6.7. Perpendiculaire au champ magnétique, on retrouve la force ma-
gnétique Fy qui maintient le fluide le long des cercles concentriques. Chaque
cercle correspond a une valeur constante de l'invariant R!, de sorte que, le
long de ces cercles, la pression, la densité et l'intensité du champ magnétique
sont constantes, puisque celles-ci dépendent seulement de R'. Les rayons cor-
respondent & des valeurs constantes de l'invariant R2. Le long de ces lignes, la
direction du champ magnétique € sera constante puisque celle-ci dépend seule-
ment de R%. On remarque que H est tangent aux cercles engendrés par les dif-
férentes valeurs de R' = const et perpendiculaire aux rayons engendrés par les
différentes valeurs de R? = const. Pour cette solution, il pourrait étre préférable

d’utiliser les coordonnées cylindriques.
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R? = const
|

H R! = const

- _

=
S]]

FIGURE 6.7 — Le champ magnétique H et la force magnétique Fy sont définis le long
des courbes déterminées par les deux invariants R' et R?.

L’équation (6.27c) admet la solution

R? = q? (96 + ytan R2> : (6.28)

ot ¥? (x + ytan R?) est une fonction arbitraire. De I'équation (6.28), on voit que
I'invariant R? est sous forme implicite. En effet, le terme tan R? nous empéche d’isoler
R? explicitement. Pour contourner cela, on remarque que I’équation (6.27¢) admet la

solution triviale
R*(2) = 4*(2), (6.29)
olt ¥?(2) est une fonction arbitraire. Dans ce cas, I'équation (6.27b) admet la solution
R'(x,y.2) = ¢ (y — v tan[y?(2)]), (6.30)

ot ! (y — xtan[p?(2)]) est une fonction arbitraire.
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Nous allons maintenant considérer la superposition linéaire entre une onde entro-
pique et une onde d’Alfvén. Les ondes E et A® peuvent étre superposées linéairement

seulement lorsque ¥ || H. Cette superposition est donnée par la solution

EA*: p=p(R + o o< H* =H(R')*,  (6.31a)
: p=2p ) p S = Do, - \/ma - ) .

H = H(R") (cos[((R?)], sin[ip(R?)],0)
Les éléments intégraux simples sont donnés par
Ap=(0,€0),  Aa=(0,cos[p(R?)],sin[p(R?)], b(R?)),
et donc les invariants de Riemann sont donnés par
R'=4(z), R =y(coslp(RD)w +sinfp(R]y + b(RY)z)  (6.31b)

oll R! est I'invariant de Riemann associé a 'onde E et R? est I'invariant de Riemann
associé a 'onde A° et ott H(RY), p(R'), p(R?),b(R?), ¢ (2) et ¥?(cos(p)x + sin(p)y +
bz) sont des fonctions arbitraires. Pour b(R?) = 0, on illustre la solution sur le plan
x,y a la figure 6.8. La solution est constante sur les droites perpendiculaires aux
vecteurs Ay = (cos[p(R?)], sin[o(R2)], b(R2)). Pour différentes valeurs constantes de z,
la direction du champ magnétique H reste constante pour un méme point (x,y), tandis
que les longueurs de v et H et p et p vont varier. Puisqu’il s’agit d’une superposition
linéaire, les deux ondes n’interagissent pas. En effet, 'onde E va varier sur l'axe z
(car son invariant est R'(z) = 1!(z)) tandis que 'onde A° reste constante sur I'axe z
lorsque b(R?) = 0 (car son invariant est R?(z,y) = ¥?(cos(p)z +sin(p)y)). Le vecteur
X4 est tangent au cercle, le champ magnétique H est tangent aux spirales et la force

magnétique Fhy est perpendiculaire aux spirales.

De I’équation (6.31b) pour R?, on remarque que cette solution est implicite en R%.
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»
»>

FIGURE 6.8 — Le champ magnétique H et le vecteur X4 sont situés dans le plan zy.

6.6 Superpositions entre les ondes entropiques et

les ondes magnétoacoustiques

Commencons par présenter quelques propriétés pour les superpositions avec les
ondes entropiques E et les ondes magnétoacoustiques rapides F' et lentes S. Pour
la discussion qui suit sur les ondes doubles entropiques et magnétoacoustiques (donc
EF ou ES), l'invariant R' sera associé a la premie¢re onde, c’est-a-dire I'onde E et
I'invariant R? sera associé a la deuxiéme, c’est-a-dire une onde rapide ou lente, qu’on

appellera F, S.

1. Considérons le cas o A\p = gg(Rl) est un vecteur arbitraire. Dans ce cas, la
propagation de I'onde E ne sera pas affectée par 'onde magnétoacoustique (car
Mg ne dépend pas de R?). Pour \(E | = 1, les éléments simples entropiques satisfont

les équations

H-¢=0, =0 = H-6=0, H ¢ x ¢, (6.32)
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ou gzg = (f—gl. On voit que la direction du champ magnétique n’est pas influencée
par I'onde magnétoacoustique lors de la superposition. De I’équation (6.32), on

a

—

H-Xps=0. (6.33)

Du théoreme 4.2.1, on voit que I'onde magnétoacoustique est rapide.

De la condition de compatibilité g’\?’g € span{Ag, Ar} , on a
or - .

et des équations (6.32) et (6.34) on obtient que la direction dépend seulement

d’un seul invariant

Xr = 6(RY), (6.35)

g
OR!

de sorte que, de la condition de compatibilité € span {\g, Ar}, on a finale-

ment

det (QE, & q§> _0, (6.36)

c’est-a-dire que gg se situe dans un plan fixe. Supposons que la direction du
champ magnétique H, est constante et perpendiculaire a ce plan. Alors le champ

magnétique sera donné par
H = C(RY)pH. (6.37)

De la forme des vecteurs caractéristiques yg et g, on a

v . R
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ou

J(p, R") =

2)2
1.0p \/0<R PP A(r e,

p OR? 4m
et C et A sont des fonctions arbitraires. Pour satisfaire ’équation (6.38), il faut

avoir
7= +J(p, R)é + O(RY), (6.39)

oll ¥ est arbitraire et J(p, RY) = V¢ = p= p(R') = ~vr=0.Iln"y a
donc pas d’invariants de Riemann pour la superposition entre les ondes E et F

lorsque A\ = (E(Rl) dépend seulement de l'invariant R*.

2. Considérons un sous-cas du cas précédent : \g = €y est un vecteur constant et
unitaire. ’onde entropique se propage avec une direction constante. De la forme

du vecteur g , nous avons
H-é =0, (6.40)

c’est-a-dire que le vecteur H est dans un plan perpendiculaire a éy. Aussi, on

peut définir H - & de sorte que
Xe||H x Hpi|@, (6.41)

et donc A\p =€y = H -¢éy =0, ou €, est un vecteur constant et unitaire. De

I'équation (6.40) et de la forme du vecteur g g, il s’en suit que XF,S = ﬁRz X €,

s
OR!

ou Aps = 3 X €y, ou 3 est un vecteur constant. De € span{\g, Aps}, nous

avons
det (5’, B’Rl,éo) =0, (6.42)

cest-a-dire que pour § = (81, 82,0), on a B; = a(R2)Bs, ott a(R") est une fonc-

tion arbitraire. Dans ce cas, on a que Apg = A(R?) est arbitraire. Si Ag||Ar.s,
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il s’agit de 'onde E'F' décrite a page 107. Autrement, les ondes E et F,.S sont
linéairement indépendantes, ce qui correspond a la superposition linéaire pré-

sentée a la page 109.
3. Si le champ magnétique a une direction constante ﬁo, nous avons deux possibi-
lités :
(a) H - XES = 0 ce qui correspond a la superposition linéaire F'F' de la page
109.
(b) H || Ags.
Dans les deux cas, il n'y a pas d’ondes doubles en termes des invariants de

Riemann.

4. Considérons le cas pour une onde entropique stationnaire. A partir des condi-

tions sur % € span{Ag, Ap s}, nous avons

. - OX . .
2 (5|/\F,S| _U'/\F,S> :0, ﬁ :,ul)\E_’_/LQ/\F,S; (643)

ou py et ps sont des fonctions arbitraires. De I’équation (6.43), on voit qu’il y a

deux possibilités :
(a) Les ondes F' ou S sont stationnaires
(b) Xp = (R").
Nous allons maintenant présenter les superpositions entre les ondes entropiques et les

ondes magnétoacoustiques.

1. Le cas ou Ag || Ars
Dans ce cas, 'onde magnétoacoustique doit étre rapide. Pour un indice adiaba-

tique Kk # 2, on a la superposition

EF: p=p(R*), p=Cyf, T=aR")xé+a(R)e, H=pCiaR"),
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ou

e(R") = (cos R',sin R',0), é(RY) - é =0, € = (0,0,1),

C? d
a(R?) = —5/ \/4; + CQ/ip“‘Q\/pﬁ + ao,

2
op = 8\/1/) + CorprL,
47
Les éléments intégraux simples sont donnés par
Ap = (=a(R*),1),  Ap=(0p—al), (6.44b)

et donc les invariants de Riemann sont donnés par

OR! 2 OR' 5 3
W—i—a(R >W =0, R =" ((0p —a)t + 2), (6.44c¢)

ol R! est I'invariant de Riemann associé¢ a l'onde E et R? est I'invariant de
Riemann associé a 'onde F et ot p(R?), @(R') et ¥ sont arbitraires et C, Cy, ag
et €y sont constants. Pour un x # 2, cette solution est implicite. Pour une
solution explicite, on a la superposition lorsque k = 2. La solution (6.44) devient

donc

EF: p=p(R’), p=0Cy",  T=a(R")x&+a(R)&,  H=pCie(RY),

ou

e(R") = (cos R',sin R',0), é(Rl) - €y =0, éo = (0,0,1),

C? d
a(R?) = —5/ \/471r + C2HP“2\/[;—) +ap = =284/ p(1?) + b, e==l,

02
6 = ¢ —E s Corprt = 8yp(R2),
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2
ou by est une constante d’intégration et [ := &4/ % + 2CY5. Les invariants de

Riemann sont maintenant donnés par

(6.45b)

olt R! est I'invariant de Riemann associé¢ a 'onde E et R? est 'invariant de Rie-
mann associé¢ a 'onde F' et ou p(R?), @(R') et ¥? sont arbitraires et C1, Cy, ag

et €y sont constants.

Hypothése : Pour écrire I'invariant R? sous forme explicite, on choisit les fonc-

tions arbitraires

¢2<[35\/P(T2)—bo}t+z>=<[35\/@—bo}t+2>27 p(R*) =R, by=0.

(6.45¢)
L’équation (6.45b) devient donc
OR! 2Bz OR! 22 1
- =0 RP= " t# — 6.45d
ot 1-3pt 0z ’ (1—3pt)2 7 35 ( )
d’ott on trouve la solution
RY(z,t) = ¢! il R2(2,1) > S0t < o
zZ = _— z - z T
| (1—380% ) AR Ve "< 35
(6.45¢)
ol ! est une fonction arbitraire de 'argument W Des éléments intégraux

simples donnés a I’équation (6.44b), on voit que les deux ondes se propagent dans
la méme direction (leurs deuxiémes composantes sont égales a 1), mais avec des
vitesses différentes. On voit aussi que la nature de la superposition varie selon
I'indice adiabatique du fluide (k # 2 ou k = 2). De I’équation (6.44), on voit que
les fonctions p, a et 1? dépendent de 'onde F (car ils dépendent de R? tandis
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que les directions des champs de vecteurs € et @ dépendent de 'onde E (car
ils dépendent de R'). On remarque que lors de la superposition, le champ de
vitesse ¥ est la somme de deux vitesses : @(R') x €y qui dépend de 'onde F et

a(R?)éy qui dépend de 'onde F.

Le gradient de pression et la force magnétique

1 e

Vp = Cgl‘ipﬁ_lpRQé'o, FM = —H x (V X H) ppRng,

T 4r

dépendent seulement de I'invariant R? et agissent dans la direction €. Le fluide

sera donc accéléré dans la direction €y par 'onde F'.

2. Superposition linéaire entre E et F' pour H-Xr=0

Pour k = 2, on a la solution

. . X(R?) _ 1\ .2 a i 1\ 17
2
7= C1é — 2¢/Copés + ¢(R") Hy,
avec
C(R')? 1y _
P 2A(RY) = Cs.

Les vecteurs €7, €5, Hy sont constants et arbitraires, de sorte que

—
—

€1 - 52 = O, 51 . H() = O, 52 . ﬁo =0 (646b)

et C1, Cy sont des constantes et x(R?), #(R') sont des fonctions arbitraires. Les

éléments intégraux simples sont donnés par

)\E == (—Ol, gl), )\F == (3\4/ CQX(RQ), 52) (646C>
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c’est-a-dire que les invariants de Riemann sont donnés par

R' =y (~Cit+ & -7), R?>=v¢*3JCox(R)t+ & 7), (6.46d)

ou l'invariant R! est associé a l'onde E et I'invariant R? est associé a ’onde
F. Les fonctions ¢! et 9? sont des fonctions arbitraires de leurs arguments. Du
terme € - ¥ de l'invariant R' et du terme ¢, - ¥ de 'invariant R?, on voit que
les deux ondes se propagent dans des directions perpendiculaires, sans interagir
entre elles (il s’agit d’une superposition linéaire). On remarque aussi que 'onde

F interagit avec elle-méme puisque la vitesse de phase dépend de R? :

Ao = )\O(R2) = 3\4/ 2x(R?),

contrairement a 'onde E ou \g = —C' = const.

Hypothese : Pour satisfaire les contraintes de ’équation (6.46b), on pose
Hy=(0,0,1), & =(1,0,0), & =(0,1,0), (6.46¢)

et pour écrire l'invariant R?* donné par I’équation (6.46d) sous forme explicite,

on pose
x(RY) = (RYY,  ¢*=id, (6.46f)

de sorte que I’équation (6.46d) nous donne les expressions pour les invariants
R! et R?

RY(x,t) = ' (z — C1t), R*(y,t) =

t# (6.46g)

Y 1

1 —3y/Cyt’ 3v/Co
ot Y! est une fonction arbitraire de 'argument z — C;t.

3. Onde entropique E, avec onde magnétoacoustique

Pour l'onde E», il y a seulement une superposition avec I’onde magnétoacous-

tique rapide.
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Pour I'onde double F5F'; on a la solution pour k # 2
EzF P = ngﬁ ﬁ = Olp<R2)€0, U= G(Rl)go + J(R2> X g() (647&)

ol p(R?) satisfait 1'équation

or dp | _ = _ \/ 1, Cip
|p8R2 = |¢|, avec Op = {|Corpi~1 + .

ott C et Cy sont des constantes arbitraires, a(R') une fonction arbitraire et &

un vecteur constant unitaire. Le vecteur ¢ satisfait I’équation

oxX _ =
S]], o X=2 ou X—&

<¢1 + 1/12X)(¢1X - ¢2) - ﬁ . = 61‘

Les fonctions 1, a; et [5;, pour ¢ = 1,2 sont les composantes arbitraires des

vecteurs

D(R?) = (1 (R?), ¢a(R?),0),
A(R?) = (a1 (R?),a2(R?),0),  B(R?) = (Bi(R?), B2(R?),0).

Les éléments simples sont donnés par

Ay = (= - @, d % &), Aper = (=0 B,3 % &), (6.47b)

Ap = (5p|0] — 0 6,0 x &) (6.47c)

Pour k = 2, on a la méme solution, mais C; — C1(R') et Cy — Cy(R!), c’est-
a-dire que les constantes C) et Cy deviennent des fonctions de 'invariant R!.
Ces deux fonctions sont liées par l'intégrale premiere

Cl (R1)2

Cy(RY) +
81

= C = const. (6.47d)

Cette solution sera donc plus générale que le cas k # 2. Dans les deux cas,

linvariant R! est associé a I'onde F, et l'invariant R? est associé a l'onde F.
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Cette superposition n’est pas une superposition linéaire puisque les éléments

simples A 1) et A (2, associés & R', dépendent de I'invariant R* (par les vecteurs
2 2

a et f3).

Pour k # 2, I’hodographe est décrit par
u(R', R?) = v*(R") + v*(R?),
ol
u(RY) = (0,0,a(R)E,0),  w(R%) = (p(R?), Cop", b(I?) x &, C1pE0).

Lors de la superposition, 'onde Fj est influencée par I'onde F' (puisque les A o),
2

i = 1,2 dépendent de R?) tandis que 'onde F' n’est pas influencée par 'onde F

(aucune dépendance en R' dans Ag).

Nous allons maintenant considérer un cas particulier de la solution EyF'. Sup-

posons que
J(RQ) X 50 = b(R2)€1, 51 . 50 = 0,

ot b(R?) est une fonction arbitraire de R?, et & et €, sont des vecteurs unitaires

constants. Dans ce cas, la solution (6.47) prend la forme
E,F: p=Cyt, H=Cip(R)é,  7=a(RYé +b(R)é  (6.48a)

ol p(R?) satisfait I'équation

5 Op |

Cip
S ore ~ aRe

avec dp = \/Cgmp”_l + —, (6.48Db)
4dm

ot C} et Cy sont des constantes arbitraires et a(R') est une fonction arbitraire
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Les éléments simples sont donnés par

Apw = (=b,a(RYp,~1,0),  i=1,2 (6.48¢)
82 0p . Ob b

Ap = | & b ¢ 6.48d

F <paR2’ 8R2’8R261>’ (6.484)

oit les o (R'), i = 1,2 sont des fonctions arbitraires de R'. Dans ce cas, les

invariants de Riemann seront donnés par

OR! OR!
_ C2\ 0 ob ob .,
=y <_ KCMH o 4%) o1 ”0321 "t or ”C) B

ol 12 est une fonction arbitraire de son argument.

Pour k = 2, on a la méme solution, mais C; — C1(R') et Cy — Cy(R") sont des
fonctions arbitraires de R' liées par I'intégrale premiére de 1'équation (6.47d).

Hypothese : Pour k = 2, les fonctions
p(R*) = (R*?  b(R* =2V2CR?

satisfont la contrainte (6.48b), ou C' est donnée par l'équation (6.47d). Pour

expliciter I'invariant R?, on pose 1% = id telle que 1'équation (6.48e) devient

OR! C OR! 2v/2C
+ v =0, R? = VT , (6.48g)
ot 14+ 12Ct 0x 14+ 12Ct
dont la solution est
/3
. L[+ 12017 ) 2v/2Cx
= Lt B = 48h

1/3 .
ou 9! est une fonction arbitraire de I'argument % Pour é; = (1,0,0) et
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€0 = (0,0,1), la densité de courant est donnée par

01 ap ob 5

p——

. aR2 ﬁ627 gg = (O, 17 0) (649)

Cette solution peut décrire un écoulement entre deux plaques conductrices, telle

qu’illustrée a la figure 6.9

FIGURE 6.9 — Le champ magnétique H , la densité de courant fet les deux compo-
santes du champ de vitesse a(R')ey et b(R?)é, pour un écoulement entre deux plaques
conductrices fixes. Le symbole ® correspond a un vecteur orthogonal aux vecteurs €
et gg.

4. L’onde triple EEF'.
La superposition de k£ ondes entropiques E et une onde magnétoacoustique se

ramene a l'onde triple EEF. En effet, les k ondes entropiques se ramenent a
une onde double FE, d’ou l'onde triple EEF. Pour k # 2, 'onde triple EEF

est donnée par

EEF : p=a(R)+Cs, p=Cy®,  H=Cpé, (6.50a)
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ott a(R3) et 1(R®) sont arbitraires et satisfont 1'équation

(Sp 8,0 . >
|?ﬁ Y| (6.50b)

avec

2

C
o = Wﬁpﬂ—l +=2,
4r

ou C1,Cy et Cy sont des constantes arbitraires et a(R!, R?) est une fonction

arbitraire. Le vecteur 7,/7 satisfait I’équation

0X _ =
—4]y], o X=22 ou X—@

(1 + D X) (U X —4hy) = BV o =5

Les fonctions 1, a; et (5;, pour ¢« = 1,2 sont les composantes arbitraires des

vecteurs

U(RY) = (1(R®), ¥a(R?),0),
A(R%) = (a1 (R%),a2(R%),0),  B(R®) = (B1(R), Ba(R?),0).

Les éléments simples sont donnés par

M= (—tp-@axa), =005 0xa), (6.50¢)

—

Az = (Op[Y] — ¥ - ¥, Y X &), (6.50d)
oll \; et Ay sont respectivement associés aux invariants R' et R? des deux ondes
entropiques et \ est associé & I'invariant R?® de I’onde rapide.
Pour kK = 2, on a la méme solution, mais C; — C;(R!, R?) et Cy — Cy(RY, R?)
sont des fonctions arbitraires de R' et R? liées par I'intégrale premiére

Cl(Rl, R2>2

=C = t.
o cons

Cy(R', R?) +
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Hypothese : Pour k = 2, les fonctions

oty = T gy = (e c 0),

ou (¢ est une constante arbitraire, satisfont la contrainte (6.50b). Pour &, =

,U, 1), on trouve, de |l equation (0. , que l'iInvarian est donne par
0,0,1 t de 1’équati 6.50d I iant R? est donné

2y
R3(y,t) = — . 6.50e
W) =375 (6.50¢)
On remarque qu’il y a une discontinuité, lorsque ¢t = —2/3, qui correspond a la

catastrophe du gradient. Plutdt que d’utiliser 1’équation (6.50c) pour trouver les
invariants R' et R?, nous allons substituer les solutions implicites (6.48a) dans
les équations de la MHD, telles qu’on trouve que les invariants R' et R? sont
donnés par 1’équation différentielle

OR' OR'

OR!
_ p3
BT +¢ R

ox oy

=0, i=12.

En résolvant par la méthode des caractéristiques, on trouve la solution générale

(2 +3t)3

Ri — 7 -
(2,y,t) ¢<x (t, ;

), i=1,2, y#0, (6.50f)

ol les fonctions 9%, i = 1,2 sont des fonctions arbitraires des arguments z — ¢t

2+3t)%/3
et %

Un résumé des solutions d’ondes multiples obtenues dans ce chapitre est présenté

a l’annexe A.



Chapitre 7

Représentations graphiques et

probleme de Cauchy

Dans le chapitre 6, nous avons présenté plusieurs solutions d’ondes doubles (so-
lutions de rang 2) et d’ondes triples (solutions de rang 3) pour les équations de la
MHD (2.1). Lorsque possibles, ces solutions ont été données sous une forme explicite,
¢’est-a-dire que nous avons été en mesure d’écrire les invariants de Riemann comme
des fonctions des variables indépendantes x, y, z et t. Ces solutions sont présentées en
détail tout au long du chapitre 6, mais les tables A.3, A.4, A.5, A.6 et A.7 figurant a

I’annexe A offrent un résumé des résultats du chapitre 6.

Dans ce chapitre, des représentations graphiques sont présentées pour 'onde double
entropique-Alfvén FEs A5 de la page 92, l'onde triple entropique-entropique-Alfvén
E5E5 A3 de la page 99 et 'onde double entropique-magnétoacoustique rapide E'F' de la
page 107. Ces représentations graphiques correspondent a la superposition des ondes
qui forme ces k-ondes. Ensuite, la signification de ces superpositions est discutée pour

le probléeme de Cauchy.
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7.1 Représentations graphiques pour quelques so-

lutions explicites de types solitoniques

Les solutions explicites trouvées dans le chapitre 6 dépendent de fonctions arbi-
traires qui sont exprimées en fonction des invariants de Riemann. Le choix de ces
fonctions est complétement arbitraire, mais nous allons les choisir de maniére a ce
qu’elles soient de type solitonique, ce qui leur donnera une signification physique inté-
ressante. Par exemple, ces fonctions devront assurer que la densité p soit bornée. Pour
les fonctions arbitraires associées aux solutions obtenues (par exemple la densité du
fluide p = p(R'), ot p(R') est une fonction arbitraire de I'invariant R'), nous allons
choisir des fonctions doublement périodiques, principalement les fonctions de Jacobi

cn, sn et dn

—1 <ecn(rk) <1, —1 <sn(r, k) <1, V1—k% <dn(r,k) <1, (7.1)

ou le module £ est tel que
0<k®<1,

(7.2)

et r est argument de la fonction. La figure 7.1 illustre ces trois fonctions lorsque

k= 0.95.

cn(x.k)

:
Iy

sn(x.k)
/
f

-

N\

dn(x.k)

A

\ \// \/’ U

\ /

\/

\
AN

FIGURE 7.1 — Graphiques des fonctions doublement périodiques de Jacobi cn(r, k),

sn(r, k) et dn(r, k) pour k = 0.95.
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7.1.1 Solution explicite pour I’onde double entropique-Alfvén

EyA5 (page 92)

En imposant les conditions initiales pour t = t; pour les fonctions arbitraires

V(e + 97 = 2y) = exp [~ (2® + ¢ — 29)*/15] cos (27 +y” — 2y),
p(R') = cn {(1 + cosh(arctan Rl))il : l{:] :

1
1 +sn[RY K]

H(R') = Re

la solution pour 'onde double entropique-Alfvén EyAS prend la forme

p(x,y) =cn {(1 + cosh(arctan RY(z, y)))il : k} :

(x,y) = —1Re[ ! ]
PO T s [T sn (R @, y), W)
eH(z,y)

) = Vamp(z,y)

1
\/1 +sn [RY(z,y), k]?

—

H(z,y) = Re

R*(2,y) , (7.3)
0

] ey/1 — R?(z,y)?

ol les invariants de Riemann sont donnés par

RY(x,y) = exp {—(xQ +y? — 2y2)2/15] cos (a:2 +y? — 2y) ,
ex

R*(x,y) = .
=1+
Pour ¢ = py = 1 et un module de k& = 0.9 pour les fonctions de Jacobi, on

obtient les représentations graphiques pour la solution (7.3) dans le plan zy. Notons
que le champ de vitesse ¢ est parallele au champ magnétique H. Pour les troisitmes

composantes de ces vecteurs, elles sont nulles, ¢’est-a-dire constantes dans le plan xy.
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Par le choix de la fonction arbitraire ¢! pour l'invariant R!, cet invariant est une
perturbation ondulatoire et localisée (solitonique). Puisque la densité p et la pression p
dépendent seulement de I'invariant R', leurs représentations graphiques sont similaires
a l'invariant, c’est-a-dire une perturbation ondulatoire qui devient constante quand
on s’éloigne du point (0, 1) sur le plan zy. De plus, on n’observe aucune discontinuité
pour ces deux solutions, car R' est continu partout.

Pour I'invariant K2, on remarque qu’il y a une catastrophe du gradient lorsque son
dénominateur est nul, c’est-a-dire au point (0,1) du plan zy. Puisque la direction du
champ magnétique H dépend de I'invariant R?, on retrouve la discontinuité au point
(0,1) de R? sur le plan xy, mais avec une ondulation engendrée par le module du

champ magnétique H puisque celui-ci dépend de l'invariant R

L/ Vg
v sk "“’4(
LTS

7 V&
w TN/
(TP TS

FIGURE 7.4 — Représenta-
tion graphique de la premiere
composante du champ ma-
gnétique H (z,y) pour l'onde
double E5AS.

FIGURE 7.2 — Représenta-
tion graphique de la densité
p(z,y) pour l'onde double
By A5,

FIGURE 7.3 — Représenta-
tion graphique de la pression
p(z,y) pour l'onde double

FIGURE . —  Repré- , .

. 75 . P FIGURE 7.6 — Représenta- FIGURE 7.7 — Représenta-
sentation - graphique de  la tion graphique de 'invariant tion graphique de l'invariant
deuxiéme composante du graphid graphiq

champ magnétique H (z,9)
pour I'onde double E5Aj5.

RY(z,y) pour I'onde double
EyAS.

R?(x,y) pour I'onde double
EyA5.
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7.1.2 Solution explicite pour ’onde triple entropique-entropique-

Alfvén FE)FE>A5 (page 99)

En imposant les conditions initiales pour t = t; pour les fonctions arbitraires

NN N e
w( ! 1—w3<z>2) ( ’ 1—w3<z>2>’

SO :Sech(x_ ¥(2) )

(2) = -

) tanh(z),
p(R', R*) = cn {(1 + (:osh(arctam(/7%11[52)))71 ,k} ,

H(R', R?) = Re

9

1
\J 1+ sn[R'R2, k]?

la solution pour l'onde triple FyF5Aj prend la forme

p(x,y,z) =cn {(1 + cosh (arctan (Rl(x, y,2)R*(z,y, z))))il , /{:} ,

2
1 1
x? 72 = _7Re ’
pla,y,2) =po— o J1+Sn[m(w,y,z)m@,y,@,kﬁ‘
cH(z,y,2)

U(x7 y? Z) = B e
Vadrp(z,y, 2)

R*(2)

—

H(x,y,z) = Re

(7.4)

1
\l1+Sn[Rl(f,y,z)R2($,y,z)’k]2‘ 1—(_)R (2)2 |,

ou les invariants de Riemann sont donnés par

tanh
R'(z,y,z) = cos (:v - yanz) :

\/4 — tanh? 2

h
R*(x,y, z) = sech (m — ywmz) ,

\4 — tanh? 2

R*(2) = ;tanh(z).
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FIGURE 7.8 — Représenta-
tion graphique de la densité
p(x,1,z) pour l'onde triple
EoEp A5,

FIGURE 7.11 — Repré-
sentation graphique de la
deuxieme composante du
champ magnétique H (r,1,2)
pour 'onde triple EoEAS.

FIGURE 7.9 — Représenta-
tion graphique de la pression
p(z,1,z) pour l'onde triple
EoEs A5,

FIGURE 7.12 — Représenta-
tion graphique de l'invariant
RY(z,1,2) pour l'onde triple
By B A5,

FIGURE 7.14 — Représen-
tation graphique de l'inva-
riant R3(z) pour 'onde triple
EaEr A5

FIGURE 7.10 — Représen-
tation graphique de la pre-
miere composante du champ
magnétique H (z,1,2z) pour
I'onde triple EgAS.

: 4')(/ |
,¢'A‘ Vi
VAV,
2
S5

O
%

FIGURE 7.13 — Représenta-
tion graphique de l'invariant
R%*(z,1,z) pour l'onde triple
By B A5,
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Puisque cette solution dépend des trois variables (x,y, z), il faut qu'une de ces
variables soit constante afin de pouvoir visualiser cette solution sur un plan formé des
deux autres variables. Pour € = py = 1, un module de £ = 0.9 pour les fonctions de
Jacobi et pour une coupe en y = 1, on obtient les représentations graphiques suivantes
pour quelques éléments de cette solution dans le plan zz. On note que le champ de
vitesse ¥ est parallele au champ magnétique H. Pour les troisiémes composantes de
ces vecteurs, elles sont nulles.

Les invariants R' et R? sont associés aux deux ondes entropiques E,. De I’équation
(7.4), on voit que chaque élément de la solution dépend de ces deux invariants, et
donc des deux ondes E,. L’invariant R' est donné par une fonction ondulatoire tandis
que linvariant R? est donné par un bump, tel qu’illustré dans les figures 7.12 et
7.13. Chacun des éléments de la solution sera donc une combinaison de ces deux
comportements, par exemple la densité p de la figure 7.8 qui comprend un bump et
une légere oscillation.

Pour cette solution, seule la direction du champ magnétique dépend de l'invariant
R3. Cet invariant est donné par un kink, comme on peut le voir a la figure 7.14. En
analysant la premiere composante du champ magnétique H , on voit le kink de la
tangente hyperbolique de R?, tel qu’illustré a la figure 7.10.

On remarque finalement que puisque les invariants sont continus partout, les solutions

le sont aussi. Cette solution n’admet pas de catastrophe du gradient.

7.2 Probleme de Cauchy pour une équation diffé-

rentielle d’évolution

Nous allons maintenant présenter le probleme de Cauchy, qui nous permettra de
confirmer si une solution non stationnaire (qui dépend de la variable t) correspond bien
a une superposition d’ondes de Riemann, et ce avant que se produise la catastrophe

du gradient. Cette section s’inspire de l'article [28].
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Considérons 1'équation différentielle homogene quasi linéaire aux dérivées partielles

d’évolution en t

u + A(u)u, =0, (7.5)

o ¥ = (t,x) € & C R u(¥) = (u!(Z),...,u*(¥)) € H C R et A(u) est une matrice
de dimension ¢ x ¢ qui dépend de u(Z). Les éléments simples de I’équation (7.5) sont

donnés par

([Us - A)’Ys =0, A= (Usa _1) (76>

avec s = 1,....,k et ou vs et s correspondent respectivement aux valeurs propres et

aux vecteurs propres de la matrice A.

4/ ost le i-iéme vecteur

Définition 7.2.1. Une onde simple sera du i-ieme type si v = 55

propre de la matrice A, ou R est un invariant de Riemann.

Soit la propagation de deux ondes simples. A I’aide d’une normalisation appropriée
des vecteurs 71, 72, il est possible d’obtenir le commutateur [y;,72] = 0. Dans ce cas,

nous pouvons paramétrer la surface u de telle sorte que

U = f(R17R2)7

est tangente aux champs ~; de sorte que

of
s — 5 = 17 2
T oRs °
Nous avons donc
2 Ou
du = ——dR’
"2 on

Mais puisque nous avons aussi la relation du = 2_;&(x)y, ® A*, nous pouvons



Chapitre 7. Représentations graphiques et probleme de Cauchy 125

conclure, en supposant que les champs 7, sont linéairement indépendants, que
dR° = £(x)°N°, s=1,2. (7.7)

Des équations (7.6) et (7.7), on peut écrire que dR® = £5\5dt — £%dx = Rjdt + Ridx.

On voit que
R} =¢&N) et R, = —¢£°.

En éliminant la fonction £°; on obtient les systémes en termes des invariants de Rie-

mann
R+ M\ (RY R)R: =0, s=1,2. (7.8)

Ce systeme permettra de décrire la superposition d’ondes. Pour des conditions ini-
tiales suffisamment petites, il existe un intervalle de temps [to, T'[, ou T est la catas-
trophe du gradient, dans lequel on exclut la catastrophe du gradient pour les solutions
Rs(t,x), s = 1,2 [29]. Puisque les fonctions R*(¢,x) sont constantes sur les lignes ca-
ractéristiques C® : ‘é—f = v, du systeme (7.8), il est possible de choisir des conditions
initiales de I'espace £ de sorte que les dérivées RS ont des supports compacts disjoints,

c’est-a-dire

suppR; (to, x) C [as, by, s=1,2, (7.9)

suppRL(to, ) N suppR2(t, z) = 0,

pour tout as, b, € R! avec s = 1,2. Ces supports seront tels que pour un intervalle
[to, T'[, le support RE(t, z) sera confiné entre les caractéristiques aux extrémités de 'in-
tervalle [as, bs. Il a aussi été démontré que si les conditions initiales sont suffisamment

petites, alors la condition

A\ Nt z) — Ao(t,z) > C >0 (7.10)

c>0 (t,x),(t,ﬁl)e[to,T) xR?
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est satisfaite [30]. Cette condition signifie que chaque courbe caractéristique de la
famille C") a une tangente d’inclinaison inférieure (angle par rapport & l'axe z) &
toutes les autres courbes caractéristiques de la famille C'®). L’espace £ est représenté
a la figure 7.15. Soit les temps ¢ et ty, délimitant la région de superposition (I'in-
teraction se produit entre les temps t; et t5). Pour un temps ¢t € (tg,t1), nous avons
suppR.(t, ) NsuppR2(t,x) = B, c’est-a-dire que la solution R*(¢, ) correspond a la
propagation de deux ondes qui n’interagissent pas. Pour un temps t € [t1, 5], les ca-
ractéristiques de CV) et C® se croisent, c’est-a-dire suppRL(¢, z) N suppR2(t, z) # ()
et nous avons donc une superposition entre les deux ondes. Pour un temps ¢ >
nous avons a nouveau suppR.(t, z) NsuppR2(t, ) = (), ¢’est-a-dire qu’il n’y a plus de
superposition et que les ondes se séparent.

Lorsque les ondes se séparent (apres le temps t5), il est a nouveau question d’ondes
simples du méme type (entropique, Alfvén ou magnétoacoustique) qu’avant la super-
position, mais avec des amplitudes et des fréquences différentes. Il s’agit donc d’une
interaction élastique. Pour T' > %5, on s’approche de la catastrophe du gradient, si elle
a lieu. Dans ce cas, les caractéristiques d’un support donné vont se croiser, comme on

peut le voir a la figure 7.15.
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;
7 NV N W ———_——
c)
c@ c® ¢
Y R ERERRRENL W W
(X 5
0
tl ava
‘o ay bl az bz "
wq W3
R(tg,x) = R*(x) Rz(to,x) = Rz(x)

FIGURE 7.15 — Propagation de deux ondes simples w; et ws ainsi que leur superposi-
tion, représentées par le croisement de leurs courbes caractéristiques C) et C® dans

I'intervalle [¢; et to].

7.2.1 Solution explicite non stationnaire et probleme de Cau-
chy pour I'onde double entropique-magnétoacoustique

rapide E'F (page 107)

En imposant les conditions initiales pour ¢ = 0

RY(2,0) = 2%,
U(z,0) = (dn {z?’, k} , —dn {23, k]] ,—2522) ,
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on trouve, par extension analytique, que les fonctions arbitraires pour 'onde E'F' sont

v <<1 - 3&)2/3) T (13602
@(R') = (dn [R', k| dn [R' k] ,0).

Dans ce cas, la solution pour 'onde double entropique-magnétoacoustique rapide E'F

prend la forme

p(z,t) = R*(z,1),

p(z,t) = Co(R*(2, 1)),

¥(z,t) = (dn [R'(2,1), k|, —dn [R'(2,1), k|, —28R*(2,1)) ,
H(z,t) = CyR*(2,1) (cos | R (2,1)] ,sin [R'(2,1)] ,0),

ou les invariants de Riemann sont donnés par (7.11)
23 22
R'(z,t) = ——— o R (z,t) = ———
(Z7 ) (1_3/8t)27 (Z’ ) (1_3675)27
et

02
b :=¢ 4—1—1—2(72, e =+l1.
T

Pour ¢ = 1, un module de & = 0.2 pour la fonction dn, C} = /7/10,Cy = 1/450,

et donc 8 = 5\/ C?/(47) +2Cy = 1/12, on obtient les représentations graphiques
suivantes pour cette solution dans le plan zt. Cette solution est non stationnaire et
évolue selon le temps ¢t sur 'axe z. Pour cette solution, on doit se restreindre a z > 0
et t < 1/(38) = 4, tel qu’expliqué a la page 107.

Pour cette solution, seuls le champ de vitesse @ et le champ magnétique H dépendent
de 'invariant R!, tandis que p,p, ¥ et H dépendent des deux invariants. Tels qu’illus-
trés aux figures 7.23 et 7.24, les invariants R' et R? admettent une catastrophe du
gradient a t = 1/(38) = 4. C’est pourquoi ces deux fonctions divergent lorsque
t—1/(30) = 4.

Puisque la densité p est égale a R?, elle diverge donc aussi vers la catastrophe du
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gradient, comme on le voit a la figure 7.16. On doit donc se restreindre a des temps
plus petits que 4 pour que la densité reste finie. En effet, on ne peut pas avoir de
fluide infiniment dense. Le méme raisonnement s’applique a la pression p, comme on
le voit a la figure 7.17.

Pour le champ de vitesse ¥, les deux premiéres composantes dépendent de R! mais ne

divergent pas lorsque ¢ — 4. Ceci est causé par le terme
dn [R', k] = dn [2%/(3(1 - 38t)%), k],

qui ne diverge pas lorsque z et ¢ augmentent. Cependant, la fonction dn oscille tres
rapidement entre /1 — k2 ~ 0.98 et 1, telle que définie a 'équation (7.1). La troisieme
composante est proportionnelle & R? et on observe donc qu’elle diverge lorsqu’on ap-
proche la catastrophe du gradient.

Pour le champ magnétique H , il s’agit d’une oscillation dans le plan zt qui diverge
lorsque t — 1/(35) = 4. Le comportement ondulatoire des deux premieéres compo-
santes provient de sa direction qui comporte des fonctions périodiques. Méme si R!
diverge lorsque t — 1/(33) = 4, cet invariant ne cause pas de divergence puisque les
fonctions cos et sin oscillent entre —1 et 1. La divergence pour le champ magnétique

provient donc de son module, qui est proportionnel & R2.

FIGURE 7.18 — Représen-
tation graphique de la pre-
miére composante du champ
de vitesse ¥(z,t) pour l'onde
double EF.

FIGURE 7.16 — Représen- FIGURE 7.17 — Représenta-
tation graphique de la den- tion graphique de la pression
sité p(z,t) pour 'onde double p(z,t) pour l'onde double
EF. EF.
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FIGURE 7.19 — Repré-
sentation graphique de la
deuxiéme composante du
champ de vitesse U(z,t) pour
I’onde double E'F.

FiGure 7.22 -
sentation graphique de la

Repré-

deuxiéme composante du
champ magnétique H(z,t)
pour 'onde double EF.

FIGURE 7.20 — Représen-
tation graphique de la troi-
sieme composante du champ
de vitesse ¥(z,t) pour l'onde
double F'F.

FIGURE 7.23 — Représenta-
tion graphique de l'invariant
RY(z,t) pour l'onde double
EF.

FIGURE 7.21 — Représenta-
tion graphique de la premiere
composante du champ ma-
gnétique H(z,t) pour l'onde
double FF.

FIGURE 7.24 — Représenta-
tion graphique de l'invariant
R?(z,t) pour l'onde double
EF.

Nous allons maintenant appliquer le probléme de Cauchy a I’équation (7.11) pour

to = 0 afin de confirmer qu’il y a bien une superposition d’ondes pour ’onde double

EF. De I'équation (6.44b), on a

V1 = QB\/ RQ,

Vo = 35\/ R2,

ou vy = Aj/N°, s = 1,2. Pour a; = 5,by = 6,a2 = 6.5 et by = 7, on a bien deux

supports distincts comme dans 1’équation (7.9), c’est-a-dire

suppRL(0, z) C [5,6],

suppR.(0, 2) N suppR2(0, z) = 0,

suppR2(0, ) C [6.5,7]
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ot R1(0,2) = 322 et R?(0,2) = 2z. La figure 7.25 illustre la superposition des deux
supports. Les temps t; et 5 ont été obtenus en trouvant les intersections des droites
caractéristiques. On sait que ces droites ont des pentes qui correspondent aux termes

v,(0,2), s = 1,2. Par exemple, la droite C(V) & I'extrémité gauche est donnée par

t(2) = 2Bayz — 2f3a3.

On trouve donc que la superposition débute a t; = 1.3 et qu’elle se termine a ty =
35/11. Puisque cette superposition se produit de maniére a ce que t; < ty < T, ou
T = 4 est la catastrophe du gradient, on sait que la superposition se produit bien
avant la catastrophe du gradient, c’est-a-dire que les deux ondes E et F' sont bien

entrées en superposition dans Uintervalle [ty, t5].
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to =0 >
0 5 6 65 7 z
N — ——
WE WF
RY(0,z) = z3 R?(0,2z) = z?

FIGURE 7.25 — Propagation de deux ondes simples wg (I'onde entropique) et wp
(l'onde magnétoacoustique rapide) ainsi que leur superposition, représentées par le
croisement de leurs courbes caractéristiques CM) et C® dans I'intervalle [1.3,35/11].



Chapitre 8

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode des caractéristiques générali-
sées pour trouver de nouvelles solutions explicites en termes des invariants de Rie-
mann pour les équations de la MHD idéale (2.1) en (3+1) dimensions pour 1’écou-
lement d’un fluide idéal, compressible et avec conductivité infinie. Nous avons dé-
montré que le systéme (2.1) admet quatre types de superpositions, a savoir : les
superpositions entropique-entropique, Alfvén-Alfvén, entropique-Alfvén et entropique-
magnétoacoustique. La table 6.1 illustre les superpositions possibles. Parmi ces quatre
types, nous avons été en mesure de trouver 15 nouvelles classes de solutions explicites
pour la superposition des ondes simples sous forme solitonique (algébrique, trigono-
métrique et elliptique). L’annexe A résume ces nouveaux résultats. Parmi ces solu-
tions, nous avons donné des représentations graphiques pour I'onde double stationnaire
E5 A5, Tonde triple stationnaire FyFy A5 et 'onde double non stationnaire EFF', a la-
quelle nous avons appliqué le probleme de Cauchy. En ce qui concerne la table 6.1, on
note que les superpositions ou les invariants existent correspondent a des interactions
¢lastiques. Pour 'onde E'F', il s’agit d’une interaction élastique entre les ondes F et
F. En effet, on retrouve les deux ondes E et F aprés superposition (mémes types

d’ondes qu’initialement). En ce qui concerne les superpositions linéaires ou les inva-
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riants n’existent pas (dans la table 6.1), il est possible que 1’'onde multiple existe, mais
sous forme d’interaction non élastique. Dans ce cas, les ondes d’avant 'interaction ne
seraient pas du méme type que celles d’apres 'interaction, par exemple, comme dans

I'interaction
Fi+F —F +S8 +58 +F,

ou les indices + et — correspondent aux deux valeurs de € = £1 dans (4.17), les ondes
non primées sont celles d’avant l'interaction et les ondes primées sont celles apres

I'interaction [18], [28], [27].

8.1 Perspectives de recherche et certains domaines

d’application

Dans ce mémoire, nous avons présenté plusieurs classes de solutions d’ondes de la
MHD idéale. Dans de futures recherches, il serait intéressant d’étudier ces classes de
solutions dans des domaines d’applications en physique ou la conductivité est finie.
Par exemple, les configurations fermées s’apparentent aux écoulements de plasma
dans les tokamaks tandis que les ondes d’Alfvén permettent d’expliquer comment

sont produites les aurores boréales.

De plus, le systeme d’équations de la MHD (2.1) peut étre modifié afin d’étu-
dier d’autres types d’écoulement que ceux présentés dans ce mémoire. Dans le cas
d'un champ gravitationnel relativiste, on utilise plutot la magnétohydrodynamique
relativiste générale (MHDRG) qui permet d’expliquer des phénomenes astronomiques
intenses, par exemple I'explosion et I'effondrement d’une étoile. De plus, la MHDRG
pourrait étre appliquée aux configurations fermées et aux aurores boréales. La MH-

DRG est particulierement intéressante, car il est possible d’utiliser la méthode des
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caractéristiques généralisées afin de trouver des solutions d’ondes multiples en fonc-

tions des invariants de Riemann.

8.1.1 Configurations fermées d’un fluide dans un tore

Les configurations fermées d’un fluide (plus précisément un plasma) dans un tore
ont été étudiées en ce qui concerne le tokamak. Le tokamak est tres important puisqu’il
s’agit du réacteur de fusion thermonucléaire le plus prometteur a ce jour [31]. Le
terme tokamak désigne un systeme toroidal avec symétrie axiale dans lequel circule un
plasma chaud (fluide avec conductivité finie) maintenu par le champ magnétique H
d’un courant J circulant dans une famille de tores asymétriques. De plus, il doit y avoir
un champ magnétique Hy parallele au courant qui circule dans le tore afin d’annuler
les instabilités magnétohydrodynamiques. Le champ magnétique longitudinal Hy doit
étre beaucoup plus puissant que le champ azimutal H, produit par le courant J [32].
Le champ magnétique résultant, c’est-a-dire la combinaison de Hy et de Hy, a une
structure hélicoidale dans un tore, telle qu’illustrée a la figure 8.1 tirée de D'article

d’Artsimovich [32].

FIGURE 8.1 — Structure hélicoidale du champ magnétique dans un tokamak [32].

Le tokamak tire son intérét du fait qu’il peut générer de puissants champs ma-
gnétiques axisymétriques (avec une symétrie axiale) par effet dynamo, ce qui permet

la fusion nucléaire. Cet effet dynamo permet au champ magnétique résultant d’étre
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autosuffisant (il se maintient par lui-méme, comme le champ magnétique terrestre)
[33]. A cause du théoréme d’anti-dynamo de Cowling, un champ magnétique axisy-
métrique ne peut pas étre généré par un courant (ici un écoulement) qui est aussi
axisymétrique [34]. Une preuve du théoréeme de Cowling est donnée par James et al.

(1980) [35].

En ce qui concerne la MHD idéale, nous avons obtenu des configurations fermées
de champ magnétique pour un fluide idéal pour les tores (voir la solution d’onde
double A5A5 de la page 75). Ce type d’écoulement est semblable aux écoulements de
plasma qu’on retrouve dans les tokamaks. Cependant, ’écoulement entre des tores
pour l'onde A5A3 suppose que ’écoulement est axisymétrique. En vertu du théoreme
d’anti-dynamo de Cowling, il ne peut pas y avoir de champ magnétique généré par
leffet dynamo. La solution A5A$ ne peut donc pas s’appliquer a ’écoulement dans un
tokamak. De plus, ce mémoire traite des écoulements idéaux, ce qui n’est pas présent
dans 1’écoulement de plasma chaud dans les tokamaks, car le plasma y circulant doit

avoir une conductivité finie.

Dans de futures recherches, il serait intéressant de modifier les équations de la MHD
pour pouvoir décrire I’écoulement du plasma en fonction des invariants de Riemann.
Pour s’y prendre, il faudra considérer la conductivité comme une fonction finie o =
o(p, H). Dans ce cas, les équations de la MHD (2.1) vont étre différentes (nous avons

fait plusieurs simplifications dans le chapitre 2 en utilisant que o — 00) [36]. De plus,

la conductivité fera maintenant partie des variables dépendantes a trouver.

8.1.2 Les ondes d’Alfvén et les aurores boréales

L’étude des aurores boréales est une application physique tres intéressante de la
MHD, plus précisément en ce qui concerne les ondes d’Alfvén. Dans un article publié

récemment, Schroeder et al. (2021) [37] ont été en mesure de mesurer en laboratoire
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le transfert d’énergie entre des ondes d’Alfvén et des électrons aurorales sous des
conditions correspondant a ce qu’on retrouve dans l'ionosphere terrestre . Ces résul-
tats démontrent donc que les ondes d’Alfvén pourraient étre a l'origine des aurores

boréales. Voici une breve description de ce phénomene.

Lors d’éruptions solaires, le soleil émet des vents solaires (plasma composé d’élec-
trons et de protons) qui voyagent jusqu’a la terre. Lorsque ce plasma interagit avec le
champ magnétique terrestre, les queues des lignes de champ magnétique peuvent se
rapprocher au point de se fendre et de se reconnecter, phénomene appelé reconnexion
magnétique. Ces perturbations des lignes de champ magnétique génerent des ondes
d’Alfvén. Parmi les électrons libres se trouvant autour de la terre, ceux qui voyagent
parallelement aux ondes d’Alfvén vont étre accélérés par les ondes (comme un surfeur
qui accélere s’il se déplace dans la méme direction qu'une vague). Cette accélération
des électrons libres par les ondes d’Alfvén (appelée amortissement de Landau [7]), per-
met aux électrons de voyager a une vitesse de 20 000 km/s, soit une vitesse supérieure
a celle des ondes d’Alfvén engendrées par la reconnexion magnétique. Comme nous
I’avons vu dans ce mémoire, les ondes d’Alfvén se propagent parallelement aux lignes
de champ magnétique (voir équation (4.34)), ce qui signifie que les électrons accélérés
par les ondes d’Alfvén voyagent aussi parallelement aux lignes de champ magnétique
terrestre. Puisque les lignes de champ magnétique terrestre se dirigent vers les poles
terrestres, les électrons vont donc étre projetés vers les poles magnétiques de la Terre.
En arrivant dans ’atmosphere terrestre, les électrons vont éventuellement rencontrer
les molécules d’azote et d’oxygene qui se trouvent dans l'air. Au contact des électrons
a hautes énergies, ces molécules émettent de la lumiere, ce qui correspond aux aurores
boréales. Afin de mieux conceptualiser le phénomene, voir la figure 8.2, inspirée d'une
figure faite par Howes [38], dans laquelle les lignes bleues correspondent aux lignes du

champ magnétique terrestre.

Il s’agit ici d’'une application récente des ondes d’Alfvén, ondes dont nous avons

traité dans ce mémoire. Cependant, Schroeder et al. (2021) précisent que ces ondes
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d’Alfvén ne sont pas identiques aux ondes d’Alfvén qu’on retrouve dans la MHD
idéale. En effet, la MHD idéale néglige I'impact du champ électrique dans le mouve-
ment du fluide. En ce qui concerne les ondes d’Alfvén qui sont responsables des aurores
boréales, il faut considérer une composante du champ électrique paralléle au champ
magnétique. C’est cette contribution du champ électrique qui permet I’amortissement
de Landau, c’est-a-dire l'accélération des électrons par les ondes d’Alfvén. Dans de
futures recherches, il serait intéressant de modifier les équations de la MHD (2.1) de
fagon a considérer la contribution du champ électrique. Par la suite, il serait intéres-
sant de trouver des solutions d’ondes multiples d’Alfvén en fonction des invariants de

Riemann décrivant les aurores boréales.

Aurores & T— —

— "“"-H.L
boréales - ' -
/" e ——— —m— A
{/

’5 S
Vents

=~ f-,—_‘- T /
ndes d’ A}\
solaires ”

L\ // / Reconnexlon
> ' \x"\ - magnethue

FIGURE 8.2 — Schéma de la reconnexion magnétique et de 'amortissement de Landau
causés par le vent solaire.

L’analyse présentée dans ce mémoire pour I'onde double entropique-Alfvén F A®
de I'équation (6.31) pourrait s’appliquer a l'analyse du comportement du soleil pres
de la photosphere. Une discussion détaillée a ce sujet est présentée par Abraham et

Feldman en ce qui concerne les vents solaires [39)].
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8.1.3 La magnétohydrodynamique relativiste générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes concentrés sur les équations classiques de la
MHD idéale telles que la gravité a été considérée de maniere newtonienne. Comme
futur sujet de recherche, il serait intéressant de considérer la gravité de maniere rela-
tiviste, en utilisant plutot la magnétohydrodynamique relativiste générale (MHDRG).
On utilise la MHDRG lorsqu’il est question de plasma non maxwellien en présence d'un
champ gravitationnel relativiste et d’un fort champ électromagnétique, par exemple
pour étudier des quasars, des noyaux galactiques et les effondrements de supernovae

[40].

Nous allons maintenant présenter les équations de la MHDRG. La discussion qui
suit s’inspire du livre d’André Lichnerowicz [41]. Supposons un fluide parfait, rela-
tiviste et thermodynamique avec une perméabilité magnétique constante p et une
conductivité infinie o. Le tenseur d’énergie totale est la somme du tenseur d’énergie

dynamique du fluide et du tenseur d’énergie du champ électromagnétique

p
Taﬁ = (vaavﬁ - CQQQB) + Tap, (81>

ou r est la densité de matiere propre, p est la pression du fluide , v est la vitesse
unitaire, ¢ est la vitesse de la lumiere, g,s est le potentiel gravitationnel (tenseur

métrique) et f est I'indice du fluide

1
f:1+§’

ou ¢ est I’enthalpie spécifique. En définissant

\h|> = —h,h” >0,
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le tenseur du champ électromagnétique 7,5 prend la forme

1 .
Tap = Kz}avg - 2gaﬁ> |h|? — hahg] : (8.2)

oll 1 est le champ magnétique. Des équations (8.1) et (8.2), le tenseur d’énergie totale

est donc donné par
Tas = (rf + pIRP) vavs = (5 + SulRP) gus — phahs (8.3)

tel que

Topv” = (Tf + l,u|ﬁ|2 - p) V-

2 c?
La densité d’énergie propre du fluide est
p 1 25 L=
— =+ —ulh|* = —pulh
rf— g+ ulhl" = p+gulhl

ou p est la contribution dynamique et %u|ﬁ|2 la contribution magnétique. Si T est la

température propre du fluide et S est I’entropie spécifique, alors

TdS:di—ip,

et donc
dp = rdf — rTdS,
ce qui signifie que
r=r(f,5),

ou nous avons ajouté 'hypothese que r est conservatif dans le mouvement du fluide.
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Pour un tel systéeme physique, on a que les équations de la MHDRG ont la forme

Sap = XTup; Equations d’Einstein, (8.4
8.4
Va (vahﬁ — vﬁho‘) =0, Equations de Maxwell,

ou le tenseur d’énergie totale T, est donné par I'équation (8.3), S,z est le tenseur
d’Einstein, y est la constante gravitationnelle d’Einstein et V,, est la dérivée covariante
basée sur la métrique de Minkowski g, [41]. Sans entrer dans des détails complexes,
on note que les indices grecs a et § prennent des valeurs de 0 a 3. L’indice 0 correspond
a la composante temporelle ¢ et les indices 1, 2 et 3 correspondent aux composantes
spatiales x,y et z. Les termes avec un indice covariant ou contravariant (par exemple
h*) correspondent & des composantes de vecteurs & 4 composantes tandis que les
termes a deux indices (par exemple S,z) correspondent & des composantes de matrices
de dimension 4 x 4. L’espace des variables indépendantes ¥ = (¢, z,y, 2) est £ = R3*!
et 'espace des variables dépendantes @ = (p, S, U, E) est I’espace hodographe H = R
avec 7 = (00,08, 0%, 03) et b = (h°,h%, h% k). 1l s’agit donc d’un systeme de 20
équations différentielles surdéterminées pour 10 variables dépendantes et 4 variables

indépendantes.

En plus d’étre un systeme qui contient plus d’équations différentielles et plus de
variables dépendantes que le systéme de la MHD (2.1), le systéme d’équations pour
la MHDRG n’est pas nécessairement hyperbolique [42]. Dans ce mémoire, nous avons
utilisé la méthode des caractéristiques généralisées pour les systemes hyperboliques,
mais il est possible de 'appliquer pour d’autres types de systemes, comme celui de
la. MHDRG [43]. On note finalement que les ondes simples (entropique, Aflvén et
magnétoacoustique) ont déja été étudiées pour la MHDRG [44].
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Annexe A

Résumé des solutions d’ondes

simples et d’ondes multiples

Les tables suivantes résument les solutions obtenues dans ce travail selon leur
ordre d’apparition. Les tables A.1 et A.2 contiennent les solutions d’ondes simples du
chapitre 4 tandis que les tables A.3 & A.7 contiennent les solutions d’ondes multiples

(doubles et triples) du chapitre 6.
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Annexe B

Programme Mathematica pour

vérifier les solutions

Dans ce mémoire, plusieurs solutions explicites ont été trouvées pour le systeme

d’équations différentielles de la MHD (2.1)

d
d—i—l—pV%?:O, (B.1a)
4 Oy L < (v x ) =0 (B.1b)
Py P o ‘

oH .

97 _Vx(Fx H)=0, (B.1c)
ot

V-H=0, (B.1d)
d (p

L2 o B.1
(%) -0 (B.1¢)

Chacune de ces solutions a été vérifiée a l'aide d’'un programme sur le systeme de
calcul formel Mathematica qui sera présenté dans cette annexe. Ainsi, les lecteurs et
lectrices de ce mémoire pourront vérifier I'exactitude des résultats présentés dans ce
mémoire. De plus, on présente a la fin de cette annexe la procédure pour produire

les représentations graphiques d'une solution explicite. Notons que cette démarche
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fonctionne seulement pour les solutions explicites. Pour illustrer le programme, nous

allons vérifier si la solution d’onde Alfvén-Alfvén A5A5 de la page 75

P = Po, P = Po, U(R17 R2) = \/ngp7

(R R = Ho (J(RY), g(B).\[1= f(RO? = g(R27). (B2
1 - 1+

Rily)=—3" R@)="5"

ol po,po et Hy sont des constantes arbitraires et f(R') et g(R?) sont des fonctions
arbitraires de R' et R? respectivement, est bien une solution du systeme (B.1).
Premiérement, on définit les invariants et les variables p, p, v et H comme des fonctions

des variables indépendantes z,y, z et ¢, comme illustré a la figure B.1.

1-y
Rl[x_, ¥y ,z_, t_] i= ;

y

1+ x
R2[x_, ¥ 32z _,t_] =

x2
pPlx_yy_yz_,t_] 1=p@

H[x_ , v _,z_,t ] :=He{f[R1l[x, y, z, t]], g[R2[x, v, z, t]], Sqrt[1l- F[R1l[x, v, z, £]]"2-g[R2[x, v, z, £]]"2]}
Vix_y ¥ sz ,t ] t= (e/Sqre[4*xPixp[x, y, z, t]]) H[x, y, 2, t]

Plx_sv_sz_,t_] :1=p@

FIGURE B.1 — Solution pour 'onde A§A$ correspondant a I’équation (B.2)

Notons que les termes arbitraires n’ont pas besoin d’étre définis. Pour les fonc-
tions arbitraires, on spécifie seulement leurs dépendances, c¢’est-a-dire les invariants
de Riemann. Si ces fonctions sont bien des solutions du systeme (B.1), alors, en les
remplagant dans les cotés gauches des équations du systeme (B.1), on doit avoir que

les cotés droits sont égaux a 0. Sur Mathematica, le systeme (B.1) s’écrit comme a la

figure B.2
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Fullsimplify[ (D[p[X, ¥, Z, t], t] +V[X, ¥, Z, t].Grad[p[X, ¥, Z, t], {X, ¥, Z}] +p[X, ¥, Z, ] *DIV[V[X, ¥, Z, t], {X, ¥, Z}]) /. {€ > {-1, 1}}]
Fullsimplify[
(p[x, ¥, z, ] (D[VIX, ¥y, Z, T], £] + VX, ¥, Z, £].{D[V[X, ¥, Z, t], x], D[V[X, ¥, z, t], y], D[VIx, y, z, t], z]}) +
Grad[p[x, ¥, z, t], {X, ¥, 2}] + (1/ (4%Pi)) = (Cross[H[X, ¥, Z, t], Curl[H[x, y, z, t], (X, ¥, 2}]11)) /. {e » {-1, 1}}]
Fullsimplify[ (D[H[X, Y, Z, t], t] - Curl[Cross[V[X, Yy, z, t], H[X, ¥, Z, t]], {X, ¥, Z}]) /. {€ » {-1, 1}}]
Fullsimplify[ (Div[H[x, ¥, z, t], {X, ¥, 2}1) /. {€ » (-1, 1}}]

Fullsimplify[ (D[P[X, ¥, Z, ] /p[%, ¥, 2, t] "k, t] +V[X, ¥, 2, t1.Grad[p(x, ¥, 2, t]1 /p[x, ¥, 2, t1 2k, {X, ¥, 2}]) /. {e > {-1, 1}}]]

FIGURE B.2 — Les cotés gauches des équations du systeme (B.1).

On utilise la commande FullSimplify pour simplifier les expressions a leurs formes
les plus simples. Le terme € — {—1,1} permet de vérifier pour les deux branches de
¢ = £+1 simultanément. En compilant, on obtient les résultats de la figure B.3.

0

({0, 0}, (0, 0], {0, 0]
(0, 0, 0)

0

2}

FIGURE B.3 — Résultats lorsque nous remplagons les solutions (B.2) dans les cotés

gauches des équations du systeme (B.1).

La premiere ligne, la quatrieme ligne et la cinquieme ligne signifient que les équa-
tions scalaires (B.1a), (B.1d) et (B.1le) sont bien égales a 0 lorsqu’on y remplace les
solutions (B.2). La deuxieme ligne et la troisieme ligne signifient que les équations vec-
torielles (B.1b) et (B.1c) sont bien égales au vecteur nul (0,0, 0) lorsqu’on y remplace
les solutions (B.2). Dans la deuxiéme ligne, on observe des doublets {0,0} dans les
composantes du vecteur nul. Ces doublets signifient qu’en compilant, le programme a
di vérifier les deux branches de ¢ = 1. Pour les autres lignes, la valeur de € n’avait
pas d’importance et donc le programme n’a pas eu besoin de vérifier les deux branches.

On conclut donc que la solution (B.2) est bien une solution du systéme des équations
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de la MHD (B.1).

On note finalement que cette solution n’avait pas de contraintes au niveau des
variables indépendantes x,y, z et t. Si on avait eu, par exemple, que cette solution
est seulement définie pour x > 0 et y > 0, on aurait ajouté ces contraintes dans
les équations de la figure (B.2) avec la commande Assumptions— {z > 0,y > 0}. Par
exemple, la quatrieme équation de la figure (B.2) (le quatrieme FullSimplify) s’écrirait

comme a la figure B.4.

Fullsimplify[ (Div[H[x, v, z, t1, {%, Vv, 2}]) /. {e » {-1, 1}}, Assumptions - {x>@, y>@}]

FIGURE B.4 — Ajout de contraintes sur les variables indépendantes.

B.1 Représentations graphiques d’une solution sur

Mathematica

Pour faire les graphiques de cette solution, il faut définir les parametres arbitraires.
Par exemple, on peut choisir les constantes et fonctions arbitraires comme a la figure

B.5.
fla_ ] :=Tanh[a]

gla_] :=Sech[a]

He :=1
e:=1
pe =1
pe :=1
He :=1

FIGURE B.5 — Parametres arbitraires pour les représentations graphiques de la solu-

tion A5A3.
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Par la suite, on utilise la commande Plot3D pour visualiser quelques éléments de
cette solution dans un plan formé de deux variables indépendantes, ici le xy. Par
exemple, on obtient le graphique de la deuxiéme composante du champ de vitesse v

en procédant comme a la figure B.6, o on spécifie la deuxiéme composante avec [[2]].

Plot3D[v[x, y, z, t1[[2]1], {%; -2, 2}, {y, -2, 2},

tr |

AxesLabel » {Style["x", Black, FontSize - 24], style["y", Black, Fontsize - 24], style["v,", Black, FontSize - 24]
titre d'axe style I taille de police de tyle noir taille de police de style je ca

}J

noir taille de police « I

PlotPoints - 100]
1ombre de points du trace

FIGURE B.6 — Représentation graphique pour la deuxieme composante de ¢ pour

l'onde A5A5 dans le plan xy .



