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SUR UNE EQUATION DE RICCATI TRIDIMENSIONNELLE DANS
LES QUATERNIONS ET SES SYMETRIES

Charles Papillon

SOMMAIRE

Nous savons depuis le début du 20¢ siecle que le monde physique qui nous entoure
est composé de symétries. Par conséquent, les équations de la physique qui le gou-
verne sont elles-mémes composées de symétries et leur utilisation permet de simplifier
grandement ces équations et permet de mieux comprendre les phénomeénes physiques.
Dans notre cas, ’équation qui nous intéresse est I’équation de Riccati. Celle-ci est une
équation différentielle unidimensionnelle non linéaire pour laquelle une généralisation
dans les quaternions permet de traiter le cas tridimensionnel. L’équation de Riccati
ayant un lien direct avec la célebre équation de Schrodinger, cette généralisation en
trois dimensions trouve une application directe avec le monde de la physique quan-
tique, une théorie physique qui est développée dans trois dimensions d’espace et une

de temps.

L’objectif premier de ce mémoire est d’aborder une généralisation de l'équation
de Riccati dans les biquaternions. Pour ce faire, I’équation de Riccati standard est
présentée et les quaternions ainsi que les biquaternions sont développés. Puis, afin de
mieux comprendre I’équation de Riccati tridimensionnelle étudiée dans ce mémoire,
les groupes de symétries sont utilisés pour trouver des solutions a I’équation non
linéaire. Enfin, le mémoire se termine avec une solution non triviale de I’équation de

Schrodinger tridimensionnelle stationnaire.
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ON A THREE-DIMENSIONAL RICCATI EQUATION IN
QUATERNIONS AND ITS SYMMETRIES

Charles Papillon

ABSTRACT

We know from the beginning of the 20th century that the physical world around us
is composed of symmetries. Consequently, the equations of the physics which governs
it are themselves composed of symmetries and their use makes it possible to simplify
these equations considerably and allows a better understanding of the physical pheno-
mena. [n our case, we are interested by the Riccati equation. This is a one-dimensional
nonlinear differential equation for which a generalization in the quaternions allows to
handle the three-dimensional case. Since Riccati equation has a direct link with the
famous Schrodinger equation, this three-dimensional generalization finds direct appli-
cation in the world of quantum physics, a physical theory that is developed in three

dimensions of space and one of time.

The first objective of this thesis is to treat a generalization of the Riccati equation
in biquaternions. To do this, the standard Riccati equation is presented and the qua-
ternions as well as the biquaternions are developed. Then, for a better understanding
of the three-dimensional Riccati equation studied in this paper, groups of symmetries
are used to find solutions to the nonlinear equation. Finally, the dissertation ends with

a non-trivial solution of the stationary three-dimensional Schrodinger equation.
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Introduction

L’équation de Riccati est une équation différentielle ordinaire non linéaire et non
homogene d’ordre un. Il s’agit, de la plus simple des équations non linéaires, car si nous
connaissons une solution, I’équation peut étre linéarisée et étre completement résolue.
Cette équation joue d’ailleurs un role trés important en physique et en mathématique.
En effet, celle-ci est intimement liée & la théorie des fonctions de Bessel et nous la
retrouvons aussi en géométrie différentielle projective. Dans notre cas, nous verrons
plutdt le lien étroit qu’elle posséde avec I’équation de Schrodinger en physique. Le pre-
mier chapitre comprend un historique de I’équation de Riccati, les principaux résultats
reliés & cette équation différentielle, quelques applications ou nous la retrouvons et une

généralisation dans les complexes.

Etant donné I'importance de I’équation de Riccati en physique-mathématique, une
généralisation dans les biquaternions, et donc dans I’espace, s’impose. Pour arriver a
cette généralisation, nous allons d’abord présenter les quaternions. Ce corps non com-
mutatif découvert par Hamilton est surtout utilisé pour représenter des rotations dans
’espace, mais il permet aussi de généraliser des équations différentielles dans R?. Fi-
nalement, en considérant les nombres complexes plutét que les nombres réels comme
composantes aux quaternions, nous allons considérer les biquaternions. Le second
chapitre aborde I’historique des quaternions, plusieurs propriétés des quaternions, les

biquaternions, la dérivé dans H ou H(C) et une généralisation de 1’équation de Riccati

dans les biquaternions. Cette généralisation a été publiée dans Journal of Mathemati-



Introduction 2

cal Analysis and Applications dans 'article intitulé : «On a three-dimensional Riccati

differential equation and its symmetries», (Février 2018) [26].

Les symétries sont le troisieme sujet étudié dans ce mémoire. Grace a Galois et a
Lie, les groupes de symétries sont aujourd’hui tres utilisés. Ces groupes apparaissent
évidemment en géométrie, mais nous les retrouvons maintenant dans plusieurs do-
maines des mathématiques et de la physique. Ainsi, il est possible de trouver les
groupes de symétries d’une équation algébrique ou d’une équation diftérentielle. Une
fois les symétries d’une équation trouvées, nous pouvons aussi utiliser les symétries
afin de simplifier I’équation et mieux comprendre le phénomene physique. Le troisiéme
chapitre inclut une introduction aux symétries, une partie de la théorie des groupes
de symétries et des exemples ou nous trouvons les groupes de symétries de différentes
équations différentielles. De son c6té, le quatrieme et dernier chapitre est consacré a

la réduction par symétrie avec une introduction, une partie théorique et des exemples.

Evidemment, parmi les exemples des chapitres 3 et 4, nous retrouvons de nou-
veau la généralisation de I’équation de Riccati dans les quaternions publié avec mon
directeur de recherche [26]. Le dernier chapitre se termine d’ailleurs en donnant une
solution a cette équation, et par le fait méme, a I’équation de Schrodinger stationnaire

dans ’espace.



Chapitre 1

Equation de Riccati standard

Dans ce chapitre, nous allons traiter principalement de 1’équation de Riccati dans
les réels (R). Nous ferons d’abord un bref historique de I’équation [7, 28, 37]. Par la
suite, nous donnerons les principaux résultats liés a cette équation. Puis, nous regarde-
rons quelques applications dans lesquelles I’équation de Riccati apparalt. Finalement,
nous terminerons le chapitre avec un apergu de I’équation de Riccati généralisée dans

les complexes.

1.1 Historique

En 1694, John Bernoulli (1667-1748) s’intéresse a I’équation 3 = y? + z?!, mais
celui-ci, dans des lettres envoyées a Leibniz (1646-1716), admet &tre incapable de la
résoudre. Neuf ans plus tard, son frére James Bernoulli (1654-1705) trouve la solution

sous forme de séries de puissances. En 1724, dans Acta Eruditorum, Jacopo Francesco

i. Le prime (') représente la dérivée par rapport & la variable indépendante de la variable dépen-

d
dante. Ainsi, pour le reste du chapitre ¥’ := d—y ou y est une fonction qui dépend de z.
T
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Riccati (1676-1754) discute de la forme plus générale
Y + ay® = bx" (1.1)

ou a,b,n € R, mais sans trouver les solutions. L’année suivante, Daniel Bernoulli
(1700-1782) publiera dans la méme revue les solutions de 1’équation (1.1) pour les

valeurs de n ou la solution contient un nombre fini de termes.

[’équation (1.1) peut encore étre généralisée sous la forme

Y +a(2)y® + bx)y + c(z) =0 (1.2)

ou a(x), b(x) et c(x) sont des fonctions réelles. Il s’agit d’une équation différentielle
ordinaire non linéaire & laquelle nous ferons référence dans ce document lorsque nous

parlerons de I’équation de Riccati.

Par la suite, Leonhard Euler (1707-1783) s’est aussi intéressé a I'’équation de Riccati
(1.2); nous lui devons d’ailleurs les théoremes 1.1 et 1.2 de la prochaine section.
D’autres mathématiciens dont D’Alembert (1717-1783), Liouville (1809-1882), Schlafli
(1814-1895), Cayley (1821-1895) et Picard (1856-1941), pour ne nommer que ceux-ci,
se sont également penchés sur cette équation. D’Alembert a d’ailleurs été le premier

a utiliser le nom de Riccati pour ’équation (1.2).

De nos jours, ’équation de Riccati est utile dans de nombreux domaines. En effet,
elle apparait, entre autres, en mécanique quantique, en thermodynamique statistique,
ainsi qu’en cosmologie [12, 30, 35]. De plus, elle est intimement liée aux fonctions de

Bessel qui apparaissent elles-mémes dans plusieurs autres domaines [37].
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1.2 Résultats

Dans cette section, nous allons présenter les principaux résultats associés a I’équa-
tion de Riccati (1.2). Nous aborderons d’abord les cas ou nous connaissons une ou
plusieurs solutions, puis nous traiterons les autres résultats, dont la transformation

en une équation canonique et la transformation en une équation d’ordre deux.

1.2.1 Résolution avec solutions particulieres

En général, Liouville a montré que 1’équation de Riccati (1.2) n’est pas résoluble.
Toutefois, la situation est différente si nous connaissons une ou plusieurs solutions
particulieres [7, 15]. Dans ce qui suit, nous regarderons ce qui se passe lorsque nous
connaissons respectivement une, deux, trois ou quatre solutions particulieres de I’équa-

tion (1.2).

Théoréme 1.1 (Théoréeme d’Euler). [7, 15, 37] Si nous connaissons une solution
particuliére yo de I'équation (1.2), alors I’équation de Riccati se réduit d une équation
de Bernoulli non linéaire en posant y = yo + z. La solution générale est alors obtenue

par deuzr quadratures.

Preuve

En posant y = yo(z) + 2(z), I'équation (1.2) devient
Yo + alx)ys + b(x)yo + ¢z) + 2’ + alx)(2yoz + 2*) + b(z)z = 0.
Puisque yo est une solution particuliere, alors

Yo + a(z)yg + b(x)yo + c(x) = 0.
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Par conséquent, des deux derniéres équations, nous avons

Z 4 a(z)2® + (2a(z)yo + b(z))z = 0

qui est une équation de Bernoulli non linéaire. Ainsi, la solution générale peut étre

obtenue par deux quadratures. |

Théoréme 1.2 (Théoréeme d’Euler). [7, 37] Si nous connaissons deuz solutions par-

ticuliéres yy et yo de 'équation (1.2), alors la solution générale est donnée par

LU~ kexp [ a(a)(ye —v)da (1.3)
Y=Yy

ou k est une constante dintégration.

Preuve
Puisque y; est une solution de I’équation (1.2), alors y| = —a(z)y? — b(z)y1 — c(x).

Par conséquent,

y' =y = —a(z)y’ — b(z)y — c(z) + a(x)yi + b(z)y + c(z)
& (y—y) =—al@)(y® —vi) — blx)(y — 1)
& (y—w) = —a@)(y+y)y—v) —b(z)(y — )

(Z/ - yl)/

[=— ﬁ = —a($)(y + yl) - b(I)

& (In(y—y)) = —a(@)(y +y1) — bz).

De la méme facgon, puisque yo est une solution de I’équation (1.2),

(In(y — 92))" = —a(z)(y + y2) — b(z).
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Ainsi, des deux derniéres équations, nous avons

(In(y —y1)) = (In(y = y2))" = (—a(@)(y + y1) — b(x)) — (—a()(y + y2) — b(z))
- (n(=)
Y=Y

& In (y_y1> = /a(x)(yg —y)de + k"
Y=Y

a(z)(y2 — y1)

& =2~ gexp [ af@)(y — y)de.
Y=Y
a
Remarque 1.3. Notons qu’en isolant y dans [’équation (1.3), nous obtenons
_ kyaexp (Ja(z)(y2 —v1)dz) —wn (1.4)

kexp ([ a(z)(y2 — y1)dz) — 1
ou k est une constante d’intégration.

Théoréme 1.4 (Théoréme de Weyr et Picard). [7, 15, 37] Si nous connaissons trois
solutions particuliéres 1, ya et ys de Uéquation (1.2), alors la solution générale est

donnée sans intégration par

(v — y1)(ys — 1)
(v —v2)(y3 — )

=k (1.5)

ou k est une canstante.

Preuve

Du théoréme 1.3, nous avons

z : .Z; = krexp / a(r)(y2 — y1)dz.

il. Pour tout le mémoire, sauf indications contraires, Vi € N, ¢; et k; sont des constantes arbitraires.
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Ainsi, pour une certaine constante ko, nous avons

Y3
Y3

—
= ko exp/a(:v)(yg — 1 )dz.
— Y
En multipliant par k; la premiére équation et par k; la seconde, nous obtenons

_/L ’ ’l, P—
k,2y h :lis y1.
Yy—1 Ys — Yo

Puisque le rapport % est une constante,

(y—y)lys—w2) _
(y—w)ys—mn)

Remarque 1.5. Notons qu’en isolant y dans l’équation (1.5), nous obtenons

y1(ys — v2) + kya(yy — v3) (1.6)

y _
(y3 — y2) + k(y1 — v3)

ou k est une constante.

Remarque 1.6. [15] Le rapport anharmonique de quatre solutions de l’équation de
Riccati (1.2) est constant. De plus, la solution générale est une fonction rationnelle
de la constante d’intégration. Ainsi, siy = %g%ﬁ ou k est une constante et ou fi, fo,
fa et fq sont des fonctions en x, alors y est une solution d’une certaine équation de

Riccati.

Théoréme 1.7 (Théoréeme de Weyr et Picard). [7, 37| Si nous connaissons quatre

solutions particuliéres 11, Yy, Y3 et ys de l'équation (1.2), alors

(1 —y2)(ys —9a)
(1 —ya)ya —12) ki (1.7)

ou k est une constante.
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Preuve

Ceci découle directement du théoréme 1.4 en remplacant y par yi, y1 par y2 et y» par

Ya. [ |

De plus, I'équation (1.7) est équivalente &

_ ! _ ! _ ! . !
Wi =) W= —w) (ws-v) (18)
Y1 — Y2 Ys — Ya Y1 — Yy Yz — Y2

En effet, en dérivant ’équation (1.7), nous obtenons

(Y3 — ya) (Y1 — a) (s = ¥2)
(Y1 — ya)(ys — ¥2)

/

(11— o)

(1 — y2) (Y3 — va)
—(y1 — v2)(y3 — ya) (31 — ¥a)' (3 — 12)
~( )

y1 = y2)(ys — ya) (v — ya)(ys — 32)’ = 0.

Puis, en divisant tous les termes par (y1 — y2){(ys —v4)(y1 — y4)(y3 — y2), nous obtenons

I'équation (1.8).

1.2.2 Autres résultats

Regardons maintenant ce qui se passe avec 1’équation de Riccati (1.2) si nous
ne connaissons pas de solutions particulieres. Tout d’abord, nous remarquons que si
a(x) = 0, alors I’équation (1.2) est une équation linéaire de Bernoulli. Ainsi, la solution

est donnée par
y = ke*fb(:c)dx . e—fb(m)dx/c(x)ef b(ac)d:cd:lj (19)

ou k est une constante [15]. Dailleurs, en faisant un changement de variable, le méme

phénomene se produit si I’équation est homogene, c.-a-d. si ¢(z) = 0.

Théoréme 1.8. Sic(z) = 0, alors la solution de I’équation (1.2) est donnée pary = ~
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ou

v = kel b@)dr 4 o[ b(x)da /a(m)e‘fb(z)dzd.r (1.10)

et k est une constante.

Preuve

Avec ¢(z) = 0, en posant v = %, ’équation (1.2) devient
v — b(x)v = a(x)
qui est une équation de Bernoulli linéaire. La solution est alors donnée par

v = kefb(a:)dz + efb(z)da: /ay($)€~fb(z)dzd$
ou k est une constante. |
L’équation de Riccati (1.2) peut aussi étre réécrite sous une forme canonique en
faisant un changement de variable [37]. Elle prend alors la forme suivante :
u' +u’ = v(z) (1.11)

ou
 2a% + 3(a)? + a®b? — 2aa” — 2aba’ — 4a’c
B 4a?

v

et
il

2a%y + ab— d
U = .
2a

Cette derniere équation est d’ailleurs celle que nous allons généraliser dans les biqua-

ternions au chapitre 2.

Finalement, I’équation de Riccati (1.2) peut toujours étre transformée en une équa-

iii. Pour alléger les équations, a(z), b(z) et c(x) ont été remplacées respectivement par a, b et c.



Chapitre 1. Equation de Riccati standard 11

tion différentielle ordinaire linéaire homogene d’ordre deux [7, 15, 37]

u + P(z)u + Q(z)u = 0. (1.12)

Pour ce faire, il suffit de poser y = #/)u Ainsi, P(z) = b(z) - ‘Z((j)) et Q(z) = a(z)c(x).

La transformation inverse est aussi possible en posant y = % (transformation de
Cole-Hopf). De cette fagon, 'équation (1.12) devient 'équation (1.2) avec a(z) = 1,
b(z) = P(z) et ¢(z) = Q(z).

Ainsi, la théorie de ’équation de Riccati est équivalente a la théorie des équa-
tions différentielles linéaires homogenes d’ordre deux. Cette équivalence est sans aucun

doute I'aspect le plus important de 1’équation de Riccati [37].

1.3 Applications

Dans cette section, nous allons aborder différentes applications de I’équation de
Riccati. Nous discuterons de I’équation de Schrédinger, de la chute d’un corps et des
fonctions de Bessel. Evidemment, plusieurs autres sujets pourraient étre mentionnés

ici, mais nous avons décidé de nous limiter & ceux-ci.

1.3.1 Equation de Schrédinger

L’équation fondamentale de la mécanique quantique non relativiste est ’équation

de Schrodinger
0 h?
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ou 7 est I'unité imaginaire, i est la constante de Planck réduite, A est le laplacien, ¢
est le temps, 7 est la position de la particule, V est I’énergie potentielle et 1) est la

fonction d’onde (complexe).

Maintenant, si nous considérons I’équation de Schrodinger stationnaire en une

dimension, nous obtenons

—¥"+ q(z) =0 (1.14)

ou g(z) est le potentiel.

Cette derniere équation est une équation différentielle ordinaire linéaire homogene
d’ordre deux et, par conséquent, elle peut étre réécrite comme une équation de Riccati
/‘,bl

canonique (1.11) en posant u = *-. Ainsi, 'équation (1.14) devient

u' + u® = q(z). (1.15)

—(%5 +q(z) = - (% + U(I)) (i - U(I)) (1.16)

si et seulement si I’équation (1.15) est satisfaite [6, 21].

1.3.2 Chute d’un corps avec résistance

Un probléme simple ou I’équation de Riccati apparait est la chute d’un corps ou la
résistance varie proportionnellement au carré de la vitesse [7]. Ce type de résistance
se retrouve, entre autres, lorsque nous considérons le saut d’un parachutiste avant

qu’il ouvre son parachute. En effet, dans ce cas, la vitesse du parachutiste correspond
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approximativement a I’équation suivante :

dv
- = — Kv? 1.1
M ™ Kwv (1.17)

ou m est la masse du corps, v est la vitesse du corps, t est le temps écoulé, K est
le coefficient de frottement et ¢ est la force gravitationnelle. L’équation (1.17) est

équivalente a I’équation de Riccati

K
v+ —v?—g=0 (1.18)
m
et la solution est donnée par
rm (et —ce
=— | — 1.19
v K (e’"t + ce—’"t> ( )

our= \/%‘1 et ¢ est une constante qui dépend des conditions initiales [7].

1.3.3 Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel apparaissent dans plusieurs problemes mathématiques et
physiques. Il s’agit des fonctions qui sont les solutions de I'équation différentielle de
Bessel [37]

22" 4 v + (2% — o®)u = 0. (1.20)

Pour a € Z, les solutions sont données par
el —1)P 2p+a
Uo(z) =) (=17 (£> . (1.21)

Sinon, pour o € R, nous avons le méme type de solutions, mais nous devons faire

intervenir la fonction gamma qui permet d’appliquer la factorielle sur un nombre qui



Chapitre 1. Equation de Riccati standard 14

n’est pas un entier. Ainsi, les solutions sont données par

o0 p T 2pta
) 1.22
!;)p'l“p#—a%—l) <2> ( )

Le lien entre les fonctions de Bessel et 1’équation de Riccati vient du fait que
’équation différentielle de Bessel (1.20) peut étre transformée en une équation de

Riccati (1.2). En effet, puisque ’équation (1.20) est équivalente &
1 1 T
V4 —u+———u=20 (1.23)
x

qui est une équation différentielle ordinaire linéaire homogene d’ordre deux comme
z - ’ . ~ 7 Ve .
I’équation (1.12), alors en posant y = %, celle-ci peut étre transformée en 1’équation
7 b b
u
de Riccati suivante :

1 T
v+ + —y+——— =0 (1.24)
T T

Alinsi, en appliquant le procédé inverse, nous pouvons trouver les solutions de I'équa-

tion de Riccati (1.24) en utilisant les fonctions de Bessel.

1.4 Equation de Riccati complexe

Dans cette section, nous aborderons ’équation de Riccati généralisée dans les com-
plexes. Cela nous permettra de mieux comprendre la généralisation dans les biqua-
ternions au chapitre 2. Nous donnerons d’abord une premieére généralisation intuitive
qui permet de généraliser plusieurs résultats obtenus précédemment. Puis, nous don-
nerons une deuxiéme généralisation qui nous permettra de conserver le lien qui unit

I’équation de Schrodinger et I’équation de Riccati.



Chapitre 1. Equation de Riccati standard 15

1.4.1 Premieére généralisation

Une premiere généralisation de ’équation de Riccati dans les complexes est donnée
en utilisant I’équation de Riccati (1.2) avec des fonctions complexes [13]. Ainsi, la

généralisation est donnée par

i—f + a(2)w® + b(2)w + c(z) = 0 (1.25)

oll w est une fonction complexe inconnue qui dépend de z et ou a(z), b(z) et ¢(z) sont

des fonctions complexes connues.

A partir de cette généralisation, tous les résultats obtenus précédemment sont

encore valides et la plupart des démonstrations sont données dans [13].

Nous insistons ici sur le fait que comme dans le cas réel, ’équation (1.25) peut
toujours étre transformée en une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2
d?u

@+P(2)3—Z +Q(z)u=0 (1.26)

en posant w = ﬁ A Dinverse, I’équation (1.26) peut étre transformée en une équa-

tion de Riccati (1.25) en posant w = %

w’

1.4.2 Seconde généralisation

Dans la section 1.3, nous avons été en mesure de faire un lien entre 1’équation
de Schrodinger stationnaire de dimension un (1.14) et 1’équation de Riccati (1.2).
Bien entendu, nous aimerions avoir le méme lien entre 1’équation de Schrodinger

stationnaire de dimension deux et ’équation de Riccati complexe. Pour ce faire, nous
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devons utiliser une autre approche pour généraliser 1’équation de Riccati dans les

complexes.

La deuxieme approche consiste a généraliser la forme canonique de I’équation de

Riccati. Ainsi, I’équation (1.11) devient

0:Q(2) +1Q(2)* = v(2) (1.27)

ol 8 = 3 (8, +i0,), Q(z) est une fonction complexe et v(z) est une fonction réelle.
En utilisant cette généralisation, 1’équation de Schrodinger stationnaire de dimension

deux

~¢" +q(z,y)Y =0 (1.28)
est reliée a I’équation de Riccati complexe (1.27) [16, 19].
De plus, les résultats obtenus précédemment sont encore valides pour cette géné-

ralisation [16] et I’équation (1.27) apparait entre autres dans la mécanique quantique

supersymétrique [4].



Chapitre 2

Quaternions

Ce second chapitre concerne principalement les quaternions, mais les biquaternions
seront, aussi présentés, ainsi qu'une généralisation de I’équation de Riccati. Nous don-
nerons d’abord un bref historique de la découverte des quaternions [1, 8, 11]. Puis,
nous allons présenter les quaternions et quelques résultats qui s’y rattachent. Par
la suite, nous aborderons les grandes lignes des biquaternions. Cela nous permettra
ensuite de bien définir la dérivée quaternionique et biquaternionique. Enfin, nous ter-
minerons ce chapitre avec la généralisation de I’équation de Riccati canonique (1.11)

dans les quaternions et dans les biquaternions.

2.1 Historique

Le 4 mai 1748, Leonhard Euler (1707-1783) envoie une lettre a Christian Gold-
bach (1690-1764) dans laquelle il fait référence aux quaternions. Toutefois, celui-ci
ne les mentionne pas explicitement et n’ayant probablement pas reconnu le caractere

fondamental de cette structure, il les utilise uniquement d’une facon vectorielle.
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Cent ans plus tard, Olinde Rodrigues (1795-1851) utilise des nombres similaires
aux quaternions pour décrire les rotations dans un espace a trois dimensions. Par la
suite, Carl Frederick Gauss (1777-1855) travaillera aussi sur les quaternions, mais il

ne publiera aucun résultat.

En 1833, le mathématicien irlandais, Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)
montre que les nombres complexes forment une algebre. Puis pendant plus de dix
ans, il essaie de montrer que la méme chose est possible avec des triplets (2 unités
imaginaires), mais sans succés. Grace a Frobenius (1843-1917), nous savons aujour-
d’hui que cela est impossible (une analyse rapide de ce cas est donnée immédiatement

apres ’historique).

Enfin, le matin du 16 octobre 1843, alors qu’il marche avec sa femme sur le bord du
Canal Royal a Dublin, Hamilton a une inspiration soudaine et il réalise que s’il utilise
trois unités imaginaires, plutét que deux, son probléme est résolu. Ainsi, pour étre
certain de ne pas oublier sa solution, il grave i* = j% = k? = ijk = —1 sur les pierres
du pont Broome (les pierres ont été remplacées par une plaque commémorative). La
découverte des quaternions est une des découvertes les mieux documentées des ma-
thématiques, car immédiatement apres cet événement, Hamilton a écrit une lettre a
son fils Archibald ou il lul raconte tous les détails de cette découverte. D’ailleurs,
chaque année, le 16 octobre, le département de mathématiques de 1’'université natio-
nale d’'Irlande refait la marche d’Hamilton jusqu’au pont Broome pour commémorer

sa découverte [5].

Finalement, le premier article sur les quaternions parait le 14 novembre 1843 dans
le livre du conseil de I’Académie Royale. Pour ce qui est du mot quaternion, celui-ci
signifie ensemble de quatre en latin, mais surtout Tétractys en Grec. Le Tétractys est
a la base de presque tout pour les pythagoriciens et nous savons qu’Hamilton aimait
beaucoup la symbolique des pythagoriciens. Plus de détails sur ce sujet sont donnés

dans [1].
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2.1.1 Impossibilité des triplets

Hamilton savait que les nombres complexes pouvaient étre utilisés pour représenter
des rotations dans le plan. Par conséquent, il cherchait une algebre utilisant des triplets
pour pouvoir, entre autres, représenter des rotations dans 1’espace tridimensionnel.
Voyons maintenant rapidement pourquoi I'idée des triplets ne fonctionne pas [5].

Prenons comme base (1,4,5) tel que i> = j2 = —1. Puisque nous voulons une
algebre, la multiplication doit étre fermée. Regardons maintenant les différentes pos-

sibilités pour la multiplication de ¢ avec j.

1. Siij = £1, alors 4ij = =+i. Toutefois, iij = i?j = —j. Ainsi, j = Fi et cela

contredit le fait que (1,4, j) est une base.

2. Siij = +i, alors 747 = +4% = F1. Toutefois, iij = i%j = —j. Ainsi, j = +1 et

cela contredit le fait que (1,14, ) est une base.

3. Siij = +7, alors ijj = +j% = F1. Toutefois, ijj = 52 = —i. Ainsi, i = £1 et

cela contredit le fait que (1,4, j) est une base.
4. Siij =0, alors 417 = ijj = 0 et par conséquent, ¢ = 7 = 0.
Ainsi, 'idée des triplets (1,4, j) avec i?> = j2 = —1 ne fonctionne pas. Le cas ot ¢> = —1

et 72 = 1 ne fonctionne pas non plus, de méme que le cas ol i2 = j? = 1.

Puisque les triplets ne fonctionnent pas, nous devons rajouter une nouvelle unité
a la base. Ainsi, nous pouvons créer les quaternions (1,14, 7, k) avec 12 = j2 = k? = —1

ou les nombres bicomplexes (1,7;,1s,7) avec 12 =12 = —1 et j2 = 1.
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2.2 Quaternions

Dans cette section, nous allons définir les quaternions et les opérations sur ceux-ci
en utilisant la méme approche que dans [8]. Puis, nous allons regarder les princi-
pales propriétés de ce corps non commutatif. Enfin, nous verrons les transformations

géométriques dans R? et dans R*.

2.2.1 Construction des quaternions

Les quaternions sont, des nombres hypercomplexes qui sont définis comme suit :

Définition 2.1. L’ensemble des quaternions est noté H ou
H= {‘T|‘T = (:EO,CUl,IQ,.T?,), T € R; k= 0, 1,2,3}

Les coordonnées de = sont données par g, 7, 2 et 3. De plus, si x et y sont deux
quaternions, alors z et y sont égaux si et seulement si les coordonnées placées au

méme endroit sont, égales : z, = yx, £ =0,1,2,3.

Sur cet ensemble de nombres, nous pouvons définir ’addition, la multiplication

par un scalaire et la multiplication standard.

Définition 2.2. [’addition de deux quaternions z et y est donnée par
r+y=(20+ Yo T1+ 1,22+ Y2, T3+ V3).
La multiplication d'un quaternion z par un scalaire A ou A € R est donnée par

Az = (Axg, Az, Az, Ax3).
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La multiplication de deux quaternions z et y est donnée par
zy = (ToYo — T1Y1 — T2Y2 — T3Ys, ToY1 + T1Yo T Tays — T3Yz,

ToYo — T1Y3 + ToYo + Talh, To¥s + T1Ye — Toyr + T3Yo)-

Voici maintenant un exemple des opérations de la derniere définition.

Exemple 2.3. Soit A =10, z = (1,2,3,4), y = (5,6,7,8), alors

Az = (10,20, 30, 40),
z+y=(6,8,10,12),

2y = (—60,12, 30, 24),

yx = (—60, 20, 14, 32).

De cet exemple, nous remarquons que la multiplication de deux quaternions n’est

pas commutative. Cela implique aussi qu'en général, (zy)? # z%y>.

Remarque 2.4. La définition de la multiplication correspond d la multiplication dans
R* avec la base canonique : ey = (1,0,0,0), e; = (0,1,0,0), ex = (0,0,1,0) et e3 =
(0,0,0,1) ot eq est I’élément neutre de la multiplication et ou les autres éléments de

la base satisfont les deux relations suivantes :
eej + eje; = =20, pouri,j=1,2,3 et ee; = es.

Théoréme 2.5. [22] Les quaternions munis de laddition et de la multiplication

forment un corps non commutatif.

Preuve

Pour montrer que les quaternions forment un corps non commutatif, nous devons

i. I s’agit du delta de Kronecker, d;; =0sii# jet d; =1sii=j.
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montrer que (H, +) et que (H — {0}, *) " forment des groupes et que la multiplication

est distributive sur ’addition.

Par définition de 'addition, (H,+) forme un groupe, car (R,+) est un groupe.
L’élément neutre additif est donné par (0,0,0,0) et U'inverse additif d’un élément

x = (20,21, %2, z3) est donné par —z = (—x9, =21, —ZT2, —23).

Par définition de la multiplication (H — {0}, x) est fermé, car la multiplication sur
R est fermée. De plus, en développant les termes, nous remarquons que (H—{0}, x) est
associatif. Finalement, ’élément neutre de la multiplication est donné par (1,0,0,0)

- et I'inverse multiplicatif d’un élément z = (zo, x1, 22, 23) # (0,0,0,0) est donné par

: (2o, =1, =2, —T3)
= Ty, — X1, —To, —T3).
w34+ 2t + 23 +ad ' ’

-1

Finalement, puisque si z,y,z € H nous avons z(y + z) = zy + zz et (z + y)z =

zz 4+ yz, alors (H, +, %) forme un corps non-commutatif. [ |

Théoréme 2.6. [8] H est un espace vectoriel sur le corps des réels.

Preuve

Il suffit de vérifier les propriétés d’un espace vectoriel.
1. (H,+) est un groupe commutatif.

2. Sia,beRetwv,weH, alors :
e a(v+ w)=av+aw et (a+ b)v = av + bv (distributivité a gauche),
o (ab)v = a(bv) (associativité),

e lv = v (élément neutre).

ii. Le symbole * représente la multiplication quaternionique de la définition 2.2
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Corollaire 2.7. H forme une algébre de division sur R.

Preuve
D’aprés le théoréme 2.5, (H, +, *) est un corps, donc un anneau. D’aprés le théoréme

2.6, H est un espace vectoriel sur R. Enfin, Vz,y € H et VA € R,
Alab) = (Aa)b = a(AD).

Ainsi, H est une algébre de division sur R. [ |

Dans les livres, différentes notations sont utilisées pour représenter un quaternion.

En effet, un quaternion z est parfois écrit
r = (xg, T1, Ta, T3), T = To-+ T11+ Toj + T3k ou T = g+ X161 + Toey + T3€3.

Par souci de commodité, nous utiliserons la derniére forme qui se traduit par

3
T =) Tiper = To€o + T1€1 + Lo + Tzez .
k=0

Finalement, voici quelques notations supplémentaires qui nous serons utiles pour

la suite.
Définition 2.8. Si x = 2y + z1€1 + Z2€y + x3€3, alors :

xg est la partie scalaire de z que nous notons Sc (z),

T161 + Toes + x3€3 est la partie vectorielle de z que nous notons @ ou Vec (z),

2o — @ est le conjugué quaternionique de xz que nous notons 7,

\/:L'g + 22 + 23 + 22 est le module ou la valeur absolue de z que nous notons |z|.

iil. eg est souvent omis, car il s’agit de I’élément neutre de la multiplication.
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2.2.2 Propriétés des quaternions

24

Voyons maintenant quelques propriétés des quaternions. Pour plus de légereté, la

plupart des preuves sont données dans I’annexe A.

Théoréme 2.9. [8] Soit x,y € H, alors :

Preuve

Voir 'annexe A.

&)

S

10.

Ty =y,
=z,
- Nzyl = [=llyl,
Z| = —z| = ||,
(zy)"t =yl 2y £ 0.

Théoréme 2.10. [29] Soit x = xy + x1€1 + T262 + 2363, alors

1

1. T = ~3 (x + e1ze; + eazeq + e3xe3),
1
2. 29 = 1 (x — eyze; — eqzes — e3zey),
1
3. 1y = — (z — e1ze1 + eaxes + e3xes),
461
1
4. 1o = o (z + eyze; — exzes + e3xe3),
€2
5 x3= e (x + e1xe; + eaxey — ezzey).
€3

Preuve

Voir 'annexe A.
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Théoréme 2.11. [8] Soit z,y € H, alors :
1. [Sc(z)] < x| et |z| < |z,
2. |z +y| <|z| + |y| (inégalité du triangle),

S|z = yll < |z =yl

Preuve

Voir 'annexe A.

Théoréme 2.12. La valeur absolue | - | est une norme.

Preuve

Tout d’abord, pour x € H,

z| =0 Jad+a?+ai+ai=0ea)+al+25+25=0

Srg=I =2y =x3=0&2=0.
De plus, du théoreme précédent, nous avons
Ve,y € H, |z +yl < lzf + [yl

Enfin, VA € R et pour z € H,

Az| = \/(/\xo)2 + (Az1)? 4 (Az9)? + (Az3)?

= \//\ng + AN223 + \222 + \228 = -\//\Q(xg + x? + 23 + 13)

= |/\|\/x3+x% + 2% + 23 = |\||z|.

Ainsi, la valeur absolue | - | est une norme.

25
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Remarque 2.13. En utilisant la distance euclidienne |x—y|, H est un espace métrique

complet.

Dans la définition 2.8, nous avons vu qu’un quaternion peut étre décomposé en une
partie scalaire et une partie vectorielle. Lorsque la partie scalaire vaut 0, nous avons
uniquement une partie vectorielle et nous dirons que le quaternion est un vecteur
(ou un quaternion pur). Nous devons donc définir le produit scalaire et le produit

vectoriel.

Définition 2.14. Le produit scalaire entre deux quaternions x et y est défini par

T-Y = ZToYo + T1Y1 + T2y + T3Y3.

Si -y =0, nous disons que z et y sont orthogonaux.

De cette définition, nous avons @ -y = 1y1 + Zoy2 + T3y3 qui correspond parfai-

tement au produit scalaire entre deux vecteurs.

Définition 2.15. Le produit vectoriel entre deux vecteurs @ et y est défini par

€1 €2 €3
T XY =|r zp 3 = (T2ys — T3y2)er + (Tayr — T1y3)ex + (212 — Tay1)es.

i Y2 Y3

Ainsi, de ces deux définitions, les multiplications entre deux quaternions et entre

deux vecteurs sont données respectivement par
TY = ToYo + ToY + Yo — T Y+ T XY _ (2.1)

et

xY=—-T-Y+xTxy. (2.2)
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De ces deux égalités, nous obtenons les équivalences données dans le prochain

théoreéne.
Théoréme 2.16. [8] Soit x,y € H, alors :
L x-y=-Sc(xy) = —5(zy + yx),

2. x x y = Vec(xy) = 3(zy — yx),

3. xt=—|z|*
Preuve
Voir Pannexe A. |

Nous avons vu qu’il faut faire attention lorsque nous manipulons les quaternions,
car la multiplication n’est pas commutative. Toutefois, il ne s’agit pas de la seule

particularité dont il faut se méfier.

Théoréme 2.17. [8] Soit x,y € H, alors :
1. x =x # 0 si et seulement si x° est réel et négatif,
2. =19 # 0 si et seulement si z° est réel el positif,
3. 2% = y? n’implique pas nécessairement z = L,

4. x est un nombre réel si et seulement si Vy € H, yzr = xy.

Preuve

Voir Pannexe A. [ |

Le prochain théoreme est trés important, car il nous permet de réécrire les quater-
nions d’une autre fagon. Ce résultat est l’analogue de la forme polaire que nous avons

avec les nombres complexes.
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Théoréme 2.18 (Forme polaire). [8] Soit z € H avec @ # 0, alors x = |z|(cosp +
w(x) sin )

. Ty . \$| x

ot cosp=-—, sinpg= — et w(x)=—.

x

x|’

Preuve
La preuve est purement algébrique et elle utilise le fait que |z| et || sont des nombres
réels. Ainsi,

_ _ | _ (2 = ||
r=xot+r=c0t+ax—=|z|| =+ ——
|z |z [x] ||

9 x|z _
= |z| (— + ——) = |z|(cos ¢ + w(x)sin ).
jz[ | [z]

Exemple 2.19. Soit z = /3 + 2e; + 23 + €3, alors ¢ = I, [z] = V12 et || = 3.
Ainsi,

2 2
=12 (cos%—i—%sing).

Enfin, nous avons I’équivalent de la formule de De Moivre qui facilite beaucoup

I’exponentiation dans les quaternions.

Corollaire 2.20 (Formule de De Moivre). [8] Soit z = xo+x € H otz #0 etn € Z,
alors

(cos ¢ + w(x)sin )™ = cosny + w(x) sin ne.

Preuve

Voir 'annexe A. [ |
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2.2.3 Transformations géométriques

Comme nous 'avons dit, plus tot, il n’existe pas d’algeébre équivalente a I'espace
tridimensionnel. Toutefois, en rajoutant une dimension, nous avons les quaternions.
Il est donc commun d’utiliser la partie vectorielle des quaternions pour représenter
I’espace en trois dimensions. En effet, il suffit d’associer le quaternion pur ¢ = ze; +
yea+zes au point (z,y, 2) de R3. A partir de cette représentation, il est facile d’utiliser
les quaternions pour représenter les différentes transformations géométriques en trois

dimensions et méme en quatre dimensions [8].

Avant d’aborder les transformations, nous devons d’abord présenter les automor-
phismes et les involutions, car les transformations géométriques dans l’espace sont

directement reliées & ces concepts.

Définition 2.21. Un automorphisme m est une application bijective m qui va d’un
espace & lui-méme et qui satisfait la propriété m(zy) = m(z)m(y) ou z,y sont des

éléments de ’espace.
Remarque 2.22. Si m(zy) = m(y)m(z), alors m est un antiautomorphisme.

Définition 2.23. Une involution est une application bijective qui est sa propre réci-

proque. Ainsi, si f est une application bijective, f est une involution si et seulement

si f=f7"

Regardons maintenant trois applications qui sont des involutions :
1. La conjugaison est l'application z + Z.
2. L’involution principale est I’application z — Z ol Z = eyze; .

3. La réversion est l'application  — % o1 Z = T = 2. Elle correspond a la compo-

sition de la conjugaison et de 'involution principale.
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Ainsi, nous avons que si z € H, alors

I

R
I

Ty — I1€) — Tpea — ZT3€3,

)

°
[l

: Tg — T1€1 -+ To€o — X3e3,
o I =120+ x16] — Taey -+ T3€3.

Parmi ces involutions, la conjugaison et la réversion sont des antiautomorphismes,

alors que l'involution principale est un automorphisme.
Le prochain théoréme est tres important, car il est & la base des rotations dans
Iespace.

Théoréme 2.24 (Rodrigues-Porteous). [8] Un automorphisme ou un antiautomor-

phisme m de [’algébre H peut toujours étre représenté par
m(z) =z + h(x), z€H

ou h est un automorphisme orthogonal dans R3.

Preuve

Voir ’annexe A. [ |

Voyons maintenant une autre application importante des quaternions qui nous

permettra de faire des rotations dans R?.

Définition 2.25. L’application p, est définie comme suit :

H - H .
Py B ouy #0e€H.
T = yry

Cette application posséde plusieurs propriétés intéressantes qui sont données dans
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le prochain théoréme.

Théoréme 2.26. [8] Pour z,2’ € H et A\, N € R, Uapplication p, posséde les proprié-

tés suivantes :

LY

- py(Az + N'T') = Apy(z) + Npy ('),
2. py(.’ECC/) = Py(iE)Py(l'/),
3. py est un automorphisme isométrique sur M,

4. le produit scalaire canonique dans R* est invariant sur Uapplication p,, c.-d-d.

py(x) - py(a') =z -2,
5. PyPy = Pyy’,

6. py est homomorphe par rapport au produit vectoriel, c.-da-d. p,(x) X py(x’) =

py(x x ).

Preuve

Voir 'annexe A. ' [ |

Puisque I'application p, ne dépend pas de |y|, nous allons considérer uniquement
les y tel que |y| = 1. Géométriquement, cela correspond aux éléments de la sphére

unitaire S? dans R%.

Rotations dans R?

En algebre linéaire, nous savons que les rotations dans ’espace peuvent étre re-

présentées par des matrices.

Théoréme 2.27. [8] Soit A une matrice orthogonale ou det A = 1, alors A est une

matrice de rotation.
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En d’autres mots, si A™! = AT et det A = 1, alors Papplication x — Ax est une
rotation. Dans le cas ou det A = —1, 'orientation est inversée et cela représente donc

une réflexion de la rotation.

Théoréme 2.28. L’application p, représente une rotation dans R3.

Preuve

D’apres le théoreme 2.24 de Rodrigues-Porteous, p,(x) reste un vecteur. Par consé-
quent, p, est un automorphisme orthogonal de R? qui posséde les mémes propriétés
que dans H. De plus, dans R3, p, est homomorphe par rapport au produit vectoriel,
donc p, laisse aussi I'orientation invariante. Par conséquent, p, représente une rotation

dans R3. [

Regardons maintenant ce qui se passe si nous appliquons p, a x.
Théoréme 2.29 (Formule d’Euler-Rodrigues). [8] Soit @ € Vec (H), en prenant y €

H sous forme polaire avec |y| = 1, nous obtenons

py(x) =z cos2¢ + (w x x)sin2p + (1 — cos2¢)(w - T)w.

Preuve

Voir 'annexe A. [ |

Finalement, le prochain théoreme nous permet d’effectuer des rotations dans I’es-

pace.

Théoréme 2.30. [8] Toute application p, est une rotation d’angle 2¢ par rapport a
Vaze w. A Uinverse, toutes les rotations dans R® peuvent étre représentées par une

application p,.
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Preuve

Voir 'annexe A. [ |

Voyons maintenant des exemples de rotations dans R®. Dans le premier exemple,
nous allons partir d’une rotation (angle et axe) pour trouver I'application p, corres-
pondante. Puis, dans le deuxieme exemple, nous allons partir de I’application p, pour

trouver la rotation associée.

Exemple 2.31. Soit une rotation de 60° dans le sens antihoraire autour de 1'in-
tersection des plans z = x et ¥y = z. De ces informations, nous avons @ = 30° et

W = %(el + ey + e3). Par conséquent,

\/3’ CIRE
6

= (cosw + wsin €1+ ey +e3) =
Yy = ( w @) 2\/—(1 2 3)

et

Ainsi, ’application

représente cette rotation.

Exemple 2.32. Soit la rotation définie par I'application

5 TSt 7T g o TG T et e

py(m):<@ VT VT 3‘/763)513(‘[ f VT 3VT )

Nous avons

Ty T T T T 8T Ty T\t oes

avec |y| = 1. Ainsi,
2
@ = arccos \/7— = 45°
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et
7
—\1/—4— (e + 2e5 + 3e3) 1
w = = — ey + 2eq + 3e3) .
}/_5 m(l 2 3)
2

Par conséquent, il s’agit d’une rotation de 90° dans le sens horaire autour de 'inter-

section des plans z =z +y et y = 2.

Autres transformations dans R?

Nous savons maintenant comment représenter une rotation dans R®. Toutefois,
il existe encore d’autres opérations géométriques (translations, homothéties et ré-

flexions).

Pour la translation, nous devons ajouter un vecteur t. Ainsi, I'application x + x+t

représente une translation selon le vecteur t.

Pour une homothétie, nous devons multiplier par un facteur r. Ainsi, ’application

X+ X ol r € R est une homothétie.

Pour la réflexion par rapport & une droite d passant par I’origine, nous devons faire
une rotation avec y = a et ¢ = 7 ou a est un vecteur directeur de la droite d. Ainsi,

I'application x ~ p,(x) représente une réflexion par rapport a la droite d.

Pour une réflexion par rapport a un plan II, nous devons trouver le vecteur normal

n du plan et la réflexion est donnée par x — x — 2(n - x)n.
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Rotation dans R?

Pour les rotations dans R* nous pourrions penser que I'application p, fonctionne
encore. Toutefois, le fait qu’un vecteur auquel nous appliquons p, reste un vecteur
suffit pour comprendre que p, ne représente pas toutes les rotations dans R*. En effet,
plusieurs rotations dans R? améneraient le vecteur & avoir une composante scalaire.
[application représentant les rotations dans R* est donc différente de celle dans R?

et cette différence est donnée dans le théoréme suivant qui nous vient de Cayley.

Théoréme 2.33 (Théoréme de Cayley). [8] Les rotations de H sont exactement celles
des applications

T — axb

avec |a| = |b| =1 et a,b € H.

Preuve

Voir 'annexe A. [ |

Applications

Pour terminer cette section, il serait dommage de ne pas mentionner quelques
applications des quaternions. En effet, les transformations géométriques que nous
venons de voir sont utilisées dans différents domaines. Lorsque vient le temps de faire
de la modélisation 3D, plusieurs logiciels préferent utiliser les quaternions plutét que
les matrices pour faire des rotations dans I’espace. ABB RobotStudio pour la robotique
et Unity 3D pour la conception de jeux vidéos en sont deux exemples. En effet, au
niveau de la mémoire informatique, les quaternions demandent quatre composantes,
alors que les matrices (3 x 3) en demandent neuf et la multiplication des quaternions

est plus facile que celle des matrices. De plus, les quaternions permettent d’éviter les
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angles d’Euler qui donnent 'orientation d’un objet en trois dimensions. Finalement,
si vous avez plusieurs rotations consécutives a faire, les quaternions sont plus stables,
car vous n’avez pas a normaliser a chaque fois le résultat. C’est d’ailleurs pour ces
raisons que le contrdle des navettes spatiales se fait en utilisant les quaternions plutdt

que les matrices.

Evidemment, les quaternions possedent plusieurs autres applications qui ne sont

pas mentionnées ici.

2.3 Biquaternions

Dans cette section, nous allons introduire une généralisation des quaternions, soit
les biquaternions. Le terme biquaternions a été utilisé pour la premiere fois par Ha-
milton dans [11]. Toutefois, le méme terme a aussi été utilisé pour un autre concept
par Clifford [29]. Par conséquent, précisons que la définition utilisée dans ce mémoire
est celle d’Hamilton. Puisqu’il y a plusieurs similitudes entre les quaternions et les
biquaternions, nous ne reviendrons pas sur toutes les propriétés qui ont été vues dans
la section précédente, mais nous insisterons davantage sur les différences entre les

quaternions et les biquaternions.

Les biquaternions sont une généralisation des quaternions ou chaque z; est un

nombre complexe plutdt qu’un nombre réel.

~

Définition 2.34. L’ensemble des biquaternions est noté H(C)"™ ou
H(C) = {‘T|I = (1'071)1)332,1'3), TE € C7 k= 0, 1,2)3}

Les coordonnées de x sont données par xg, 1, 2 et x3. De plus, si x et y sont deux

iv. Dans la littérature, nous retrouvons aussi la notation B.
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biquaternions, alors x et y sont égaux si et seulement si les coordonnées placées au

méme endroit sont égales : x,. =y, £k =0,1,2,3.

De méme que pour les quaternions, la notation que nous utiliserons est

3
T = Z Trper = To€o + T1€1 + Toks + T3€3,
k=0

mais avec des x, complexes.

Les regles d’addition et de multiplication des biquaternions sont les mémes que
celles des quaternions. Evidemment, la multiplication par un scalaire \ est possible

avec A € C.

Théoréme 2.35. [29] Les biquaternions ne forment pas un corps.

Preuve
Pour montrer que les biquaternions ne forment pas un corps, il suffit de montrer qu'un
élément autre que 0 ne posséde pas d’inverse. Or, le biquaternion z = (1 +14) + (1 —

i)e; + (1 +14)ex + (1 — 4)es ne posséde pas d’inverse, car |z| =0Y, méme siz # 0. W

Toutefois, les biquaternions forment un anneau, un espace vectoriel et une algebre

sur R ou sur C [34].

Remarque 2.36. [34] L’algébre des biquaternions posséde des diviseurs de zéro. Par

exemple, (1 +iey)(1 —iey) = 0.

Remarque 2.37. Les nombres bicomplexes forment un sous-anneau commutatif des

biquaternions.

Comme pour les quaternions, la partie scalaire est donnée par Sc(z) et la partie

vectorielle est donnée par Vec(x) ou . Pour ce qui est du conjugué, nous devons

v. Le module |z| est défini un peu plus loin.
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différencier le conjugué quaternionique T = xy —  du conjugué complexe z* = ag —

boi + (ay — byi)er + (aa — bai)es + (a3 — bai)es ol zp = ag + bii. Finalement, le module

est donné par |z| = \/:Ug vt a3+ 22 eC.

Remarque 2.38. Pour les quaternions, le module était aussi une norme. Toutefois,
dans les biquaternions, ce n’est plus le cas. Notons ausst que pour la Tacine carrée,
puisque nous sommes dans C, nous devons faire un choiz étre les deuzr valeurs pos-

stbles.

Un biquaternion x peut aussi étre decompose en une partie réelle et une partle ima-

ginaire. Ainsi, x = Re(x) + iIm(x) ot Re(z Z Re(zy)er, et Im(x Z Im(xy)ey.
k=0
Avec cette notation, le conjugué quaternionique est donnée par T = Re( ) + «Im(z)

et le conjugué complexe est donnée par z* = Re(z) — ¢ Im(z) [34].

Voyons maintenant ce qui advient du théoreme 2.9 dans les biquaternions.

Théoréme 2.39. [29] Soit x,y € H(C) alors :

1. Sc(z) = =2, 9. TY=77Z,
e 6.7 =1,

3. 1T =7z = |z|%, 7. ¢ =T,

4.2 +Yy=2T+7, 8. (zy)* = x*y*.

Remarque 2.40. Les propriétés 4 et 10 du théoreme 2.9 ne sont pas valides dans
les biquaternions, car certains éléments n'ont pas d’inverses et les propriétés 8 et 9
du théoréme 2.9 ne sont pas valides dans les biquaternions, car |z| est un nombre

compleze.

Remarque 2.41. [29] L’unité imaginaire i commute avec les ey, mais en général,

zx* # x*x. En effet, il y a égalité uniquement si Re(z) Im(z) = Im(z) Re(z).
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De plus, comme pour les quaternions, le théoréme 2.10 possede un équivalent dans
les biquaternions. Ainsi, nous trouvons par exemple que Re(zp) = é(tc + 1" —ejxe; —
e x*e; —esxes —eaT ey — e3xe3 — e3r’es) et le méme processus peut étre appliqué pour

trouver les huit composantes qui forment un biquaternion.

Evidemment, le théoreme 2.11 ne posséde pas d’équivalence dans les biquaternions,
car le module n’est pas une norme. Afin d’avoir une norme, il est possible d’utiliser

un autre module :

2 lliney = +/2ol? + 21| + |z2|2 + |32 (2.3)

ou |zx| est la norme usuelle dans C.

Nous remarquons d’abord que ||z|[7¢) = |Re(z)|* + | Im(z)|* et que ce nouveau

module définit bien une norme euclidienne. Toutefois, ||zy||luwc) # ||z|luc)lly/lzc)
et ||lzy||mc) peut méme étre plus grand que [|z||mc)||y||mc). En fait, nous avons

|2yl sy < V2|2l |ylac [18].

Pour éviter ce probléme, il est possible de définir une semi-norme ' qui est la valeur

absolue du module, c.-a-d.

[T W:cg+:c%+:cg+x§ | (2.4)
Dans ce cas, nous avons bien ||zy|| = ||z|| ||yl [29].

Finalement, nous pouvons aussi définir un produit intérieur [29] (produit scalaire)
sur les biquaternions. Par convention, la notation utilisée pour le produit intérieur de
deux biquaternions est la suivante :

1
(T, y) = 2oYo + T1y1 + Ty + T3y = 5(1’? + yT). (2.5)

vi. Une semi-norme respecte toutes les propriétés de la norme sauf celle de s’annuler a I’origine.
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Evidemment, le résultat est un nombre complexe et le fait que le produit intérieur
donne 0O ne signifie pas nécessairement 1’orthogonalité. En effet, la géométrie des bi-
quaternions n’est pas aussi facile & interpréter que celle des quaternions. De la méme
maniere, nous définissons aussi le produit extérieur [29] entre deux biquaternions z et

y par
1
TAY = -Q—(xy—yx) (2.6)

2.4 Dérivée quaternionique et biquaternionique

Dans cette section, nous allons tenter de généraliser les fonctions holomorphes dans
H et nous allons donner les principaux opérateurs utilisés dans H(C). Ces opérateurs
nous seront tres utiles dans la section suivante pour généraliser 1’équation Riccati dans

les biquaternions.

2.4.1 Généralisation des fonctions holomorphes dans H

Puisque nous voulons travailler avec des fonctions quaternioniques, il serait inté-
ressant de définir la notion de dérivée quaternionique et celle de fonctions analytiques

ou holomorphes dans H.

Pour généraliser les fonctions holomorphes dans H, nous pouvons essayer d’utiliser
la méme approche que dans C. Pour ce faire, nous devons d’abord rappeler quelques

notions d’analyse complexe.

Définition 2.42. Une fonction f : C — C est différentiable en zy € C si la limite

o 1) = 1)

Z—ZQ 2 — ZO
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existe. Dans ce cas, cette limite est appelée la dérivée de f en z; et elle est notée

f'(20)-

Définition 2.43. Une fonction f : D € C — C est holomorphe sur un ensemble

ouvert D si elle est différentiable partout dans D.
Théoréme 2.44. [5] Soit f: D C C — C, les énoncés suivants sont équivalents :
1. f est différentiable partout sur D.

oo
2. Ya € D, [ peut étre représentée par une série de puissances »  c(z —a)™.
n=0

3. f € CHD) et [ est une solution auz équations de Cauchy-Riemann, c.-a-d.

of  .of _
% +Za—y =

0.
Pour généraliser le concept de fonctions holomorphes aux quaternions, nous pou-

vons essayer de généraliser une de ces trois équivalences en considérant une fonction

f:GCH-—H.

Si nous tentons de généraliser la premiére équivalence, c.-a-d. qu’une fonction

quaternionique est différentiable en 2’ € H si

lim L) = /@) (2.7)

oz’ T —x
existe, alors la fonction doit absolument étre linéaire, c.-a-d. f(z) = a+bzrouz,a,b €

H. La preuve de ce résultat est donnée dans [32] et dans [8].

Si nous tentons de généraliser la deuxieme équivalence, nous avons que seules les
fonctions complexes sont holomorphes. Les raisons sont données dans [32], mais nous

ne les aborderons pas ici.

Finalement, la généralisation de la troisiéme équivalence avec f € C'(G) nous
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donne les équations de Cauchy-Fueter V! :

of af af af

— + ¢ +e +e
dzg 1(9371 28332 3(9:133

= 0. (2.8)

Les fonctions qui respectent les équations de Cauchy-Fueter sont appelées régu-
lieres [32] ou holomorphes [8]. Beaucoup d’éléments des fonctions holomorphes dans les
complexes peuvent étre généralisés dans les quaternions avec les fonctions régulieres.
Toutefois, méme la fonction identité f(x) = x n’est pas réguliére et par conséquent,
toutes les fonctions polynomiales ne sont pas réguliéres. Encore une fois, pour plus de
détails sur la théorie des fonctions régulieres, nous pouvons nous référer a [32] et une

approche plus théorique des fonctions holomorphes dans H est donnée dans [8].

2.4.2 Opérateurs dans H(C)

Lorsque nous travaillons dans H(C), plusieurs opérateurs sont nécessaires. Nous
allons donc définir le gradient, la divergence, le rotationnel, le Laplacien, ’opérateur
de Dirac, et quelques autres opérateurs. Pour chacun de ces opérateurs, un exemple

algébrique sera donné immédiatement apres la définition.

Définition 2.45. Le gradient d'une fonction f : Vec (H(C)) — C est donné par
3
grad f:= ) e:0;, f.
k=1
Exemple 2.46. Soit f(x) = €® + 37972 — x5 sin 7,73, alors
grad f = (e™' — xox3cos T T3)e; + (373 — sinz z3)es + (62273 — 7,2 COS T173)e3.

Définition 2.47. La divergence d'une fonction u : Vec (H(C)) — Vec (H(C)), ou

vii. Puisque les quaternions ne sont pas commutatifs, il s’agit plutét des équations de Cauchy-
Fueter a gauche. Evidemment, la théorie développée par celles & droite est équivalente.
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3
u = Z ugey avec uy, : Vec (H(C)) — C, est donnée par
k=1

3
divu =Y O, uy.

k=1

Exemple 2.48. Soit u(x) = (6™ — zoz3cosziT3)e; + (3735 — sinzx3)es + (6293 —

T1X9 COS 1'11133)63, alors
divu = e™ + 6z -{-.’E(SIIQ-{-.’EQ)SiIlIE.’E
2 AT 3 143-

Définition 2.49. Le rotationnel d’une fonction u : Vec (H(C)) — Vec (H(C)), ou
3

u = uge avec uy : Vec (H(C)) — C, est donné par
k=1

€1 €9 €3
rotu =0, 0O, Op| = (Ozusz — Opyua)er + (Oryur — Opyus)es + (Or,uz ~ Oz us)es.

Uy Uz U3

Exemple 2.50. Soit u(x) = (€% + z273)e; + (323 + sinx17o)es + (z12273)es, alors
rotu = (2,25 — 6z3)e; + (z223)ey + (22 cOs T 29 — T35 )€3.
Définition 2.51. Le Laplacien d’une fonction f : Vec (H(C)) — C est donné par
3
Af = Z @zkf
k=1
Exemple 2.52. Soit f(z) = €' + 31,232 — o sin 273, alors

Af =" + 61y + xo(2] + 23) sinz 2.

Voyons maintenant un théoreme qui unit les différents opérateurs mentionnés pré-
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cédemment.

Théoréme 2.53. [18] Pour toutes fonctions f : Vec (H(C)) — C et u : Vec (H(C)) —
Vec (H(C)), nous avons

1. rot(gradf) =0,
2. div(rotu) =0,

3. div(grad f) = Af.

La prochaine définition est trés importante, car elle concerne l'opérateur différen-
)

tiel que nous utiliserons pour généraliser ’équation de Riccati dans les biquaternions.
Définition 2.54. L'opérateur de Dirac D (aussi appelé opérateur de Moisil-Theodoresco)

appliqué & une fonction ¢ : Vec (H(C)) — H(C) est défini par

3
Dy = exds .

k=1

Exemple 2.55. Soit ¢(z) = x5 + €™ ey + (sinzz)es + (r17223)es, alors

Dy = —x129 — €™ + (2123 — cOST3)e; — ToZaen + €3.

Nous avons maintenant un théoréme qui relie I'opérateur de Dirac aux autres

opérateurs définis précédemment.

Théoréme 2.56. [18] Soit une fonction ¢ : Vec (H(C)) — H(C) ot ¢ = ¢o + ¢ avec
@o : Vec (H(C)) = Sc (H(C)) et ¢ : Vec (H(C)) — Vec (H(C)), alors

1. Dp = —divep + gradyy + rotp,
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Preuve

1. Dp = —dive + grad ¢y + rot ¢ :
Soit une fonction ¢ : Vec (H(C)) — H(C) ou p = 23: wrer avec py, - Vec (H(C)) —
C. Dans ce cas, 0
Dy = (€10:, + €20:, + e30:,)(po + p1e1 + waes + p3e3)
= — (Ou,p1 + Ouyip2 + Onyp3) + (€102, 00 + €20z,00 + €3025%0)
+ ((Orytp3 — Ongip2)er + (Ongp1 — Oz, 03)€2 + (O, 02 — Oryip1)€3)

= —dive + grad ¢y + rot .

<
I

3 3
Z ekaa:k (Z ekaa:k)
k=1

k=1

= — 02 + 30,05, — €20;,05, — €30,,0;, — 632 + €10;,0x,
-+ 62813811 — 61813812 — 832;3
S~

= —A

Directement de la premiere propriété du théoreme précédent, nous obtenons le

corollaire qui suit, qui s’appelle aussi le systéeme de Moisil-Theodoresco.

Corollaire 2.57. [18] Soit une fonction ¢ : Vec (H(C)) — H(C) ot ¢ = yo + ¢ avec
wo : Vec (H(C)) — Sc (H(C)) et ¢ : Vec (H(C)) — Vec (H(C)), alors

Dp =0« divepe =0 et gradypy = —rotp.
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Nous savons que les dérivées dans R et dans C respectent la régle de Leibniz (ou
régle du produit). Toutefois, 'opérateur de Dirac ne posséde pas directement cette

propriété. Nous avons donc une généralisation de la regle de Leibniz.

Théoréme 2.58 (Regle de Leibniz généralisée). [9] Soit v et ¢ des fonctions allant
de Vec (H(C)) vers H(C), alors

3
D(¢y) = D(p) + D) — 23 40,9
k=1

Preuve
La preuve est calculatoire, mais assez longue. Par conséquent, elle est donnée a la fin

de 'annexe A. [ |

Une conséquence du théoreme 2.58 est que D(y) = 0 et D(¥) = 0 n’impliquent
pas nécessairement que D(¢y) = 0. En effet, si nous prenons ¢ = zje; + xe; et
Y = z1e] — xgey, alors D(y) = 0, D(¥) = 0 et D(pp) = —2(z9e; — x162) # 0. De

plus, si Vec ¢ = 0, alors nous retrouvons la regle de Leibniz habituelle.

Nous terminons maintenant cette section avec d’autres opérateurs qui peuvent étre

utiles et pour lesquels nous donnons seulement la définition.

Définition 2.59. L’opérateur M” représente la multiplication & droite du biquater-

nion z. Ainsi, M®y :=yz, Vy € H(C).

Définition 2.60. L’opérateur C'y donne le conjugué quaternionique. Ainsi, Cyx =

z, VreH(C).
Définition 2.61. L’opérateur de Dirac a droite D, appliqué a une fonction ¢ :

Vec (H(C)) — H(C) est définit par

3
D,y = Z O, PEk-

k=1



Chapitre 2. Quaternions 47

Remarque 2.62. Les résultats obtenus précédemment avec D sont similaires avec D.,.
Par exemple, pour ¢ : Vec (H(C)) — H(C) ou ¢ = @g + @ avec yo : Vec (H(C)) —
Sc (H(C)) et ¢ : Vec (H(C)) — Vec (H(C)), D,p = —divp + grad gy — rotp.

Le théoreme qui suit fait d’ailleurs le lien entre I'opérateur de Dirac D et 'opéra-

teur de Dirac a droite D.,.

Théoréme 2.63. [18] Soit une fonction ¢ : Vec (H(C)) — H(C), alors

Cu(Dy) = Drp.

Preuve
Soit une fonction ¢ = @y + @ avec g : Vec (H(C)) — Sc (H(C)) et ¢ : Vec (H(C)) —
Vec (H(C)), alors

Cu(Dy) = Cy(—dive + grad ¢ + rot )
= —dive + grad gy —rot ¢
= D,p.

Avant de conclure cette section, nous devons voir un dernier opérateur. De plus,
pour le reste du chapitre,  sera un sous-domaine de R? et les points de § seront
notés x ou encore (z,y, 2).

3
Définition 2.64. Soit la fonction 9 : Q — Vec (H(C)) ot ¥ = Y _ ey avec ¥y :

k=1
Q) — C, alors

x Yy Z.
Alpl(z,y, 2) = /dn(&yo,zo)drf+/¢z(x,n,zo)d?7+/ws(z,y,c)deLC
o Yo Z0
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ol (g, Yo, zo) est un point arbitraire de Q et C € C est une constante.

En fait, comme montré dans [20], cette définition vient du fait que si nous avons

’équation différentielle

grad p = v (2.9)

avec rot ¢ = 0 qui est la condition de compatibilité, alors ¢ = Ap](z,y,z). Ici,
@ : 2 = C est la fonction inconnue et v, qui est définie de la méme facon que dans

la définition précédente, est une fonction connue.

2.5 Equation de Riccati biquaternionique

Dans cette section, dont les résultats ont été publiés dans [26], nous allons géné-
raliser ’équation de Riccati (1.2) dans les biquaternions. En fait, comme au chapitre
1 pour le cas complexe, nous allons plutét généraliser la forme canonique (1.11) pour
garder le lien avec I’équation de Schrodinger stationnaire tridimensionnel. Ce lien sera
développé immédiatement aprés et nous terminerons le chapitre en généralisant dans
les biquaternions une partie des résultats obtenus au chapitre 1 pour I’équation de

Riccati.

2.5.1 Généralisation de I’équation de Riccati dans les biqua-

ternions

L’équation que nous voulons généraliser est ’équation de Riccati canonique (1.11).

Celle-ci peut étre généralisée dans les biquaternions par

DQ + QI = q(z,y, 2) (2.10)
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ou @ : Q — Vec(H(C)), g : © — C et D est Popérateur de Dirac défini dans la
section 2.4. Comme mentionnée précédemment, l'idée de cette généralisation est de
préserver le lien avec ’équation de Schrédinger. Cette généralisation a d’ailleurs été

traitée, entre autres, dans [17, 18, 19].

11 faut savoir que I’équation (2.10) peut se ramener & un systéme de quatre
équations complexes. En effet, en utilisant le théoréme 2.56, nous avons DQ =
rot Q — divQ. Ainsi, en prenant Q = u(z,y,z)e; + v(z,y,2)es + w(x,y, z)ez ol
u, v, w sont des fonctions qui vont de § vers C, I’équation (2.10) est équivalente au

systéme d’équations complexes suivant Vil :

— (U + vy +w,) +uP+ 0P+ w — g =0,
wy — v, = 0,
u, — wg, =0,

Uy — Uy = 0.

2.5.2 Equation de Schrodinger

L’équation de Schrodinger stationnaire en trois dimensions est donnée par
—A + g(z,y, 20 = 0 (2.12)

ol ¥ (inconnue) et ¢ (connue) sont deux fonctions qui vont de €2 vers C.

Théoréme 2.65. [17] La fonction ¥ : Q — C est une solution de ’égquation de

Schridinger (2.12) si et seulement si Q = /}w est une solution de [’équation de
(!

Riccati (2.10).

Ou i st utilisée
—, -+, w, := — est utilisée.
Oz i Oz

viii. Par souci de légéreté, la notation u, :=



Chapitre 2. Quaternions 50

Preuve
Soit Q =

(voir théoréeme 2.58), nous avons

une solution de I’équation (2.10). En appliquant la régle de Leibniz

—D%) DuDy Ay (Dz,/))Q
Oy e T T\ 219
De plus, du théoreme 2.16 (3), nous avons
Dy\*
QP =-Q° = - (v) : (2.14)

A
Ainsi, Tw = @, ou encore —AY + qp = 0.

A Tinverse, si —At) + g = 0, alors en utilisant les équivalences (2.13) et (2.14),
Q =

(2

est une solution de I’équation (2.10). |

Théoréme 2.66. [26] La fonction Q : @ — Vec (H(C)) est une solution de I’équation
de Riccati (2.10) si et seulement si i = exp(—A[Q)]) est une solution de [’équation

de Schrodinger (2.12).

Preuve

Remarquons d’abord que

D2e—AlRl — _p (D(A[Q])e_A[Q]) - _D (Qe—A[Q])

(2.15)
_ 4@l (—DQ 4 QQ) = —e~ AR (DQ + |Q|2)

et que

(A + q)e_A[Q] = (D* + q)e_A[Q]_ (2.16)
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Ainsi, Q est une solution de I’équation (2.10) si et seulement si

DQ +1Q[* =q
o (DQ + IQIQ) e~ ARl = g~ AlQ)
& D2eA@l = _go-4la)

si et seulement si ¢ = exp (—A[Q]) est une solution de 1’équation (2.12). |

Finalement, comme pour le cas réel, I'opérateur de Schrédinger (—A + g(x,y, 2))
peut étre factorisé par

—A+q(a:,y,z) = (D+1MQ)(D—QCH) (217)

si et seulement si @ est une solution de I’équation de Riccati (2.10) [2, 3].

Ces trois liens avec I’équation de Schrodinger suggerent que I'équation (2.10) est

une bonne généralisation de I’équation de Riccati dans les biquaternions.

2.5.3 Généralisation des résultats du chapitre 1

Pour généraliser les résultats obtenus au chapitre 1 sur I’équation de Riccati, nous
avons besoin de trois résultats préliminaires qui seront donnés ici sans démonstration.
De plus, dans ce qui va suivre, W = Wy + W est, une fonction qui va de 2 vers H(C)

ou Wy : @ — Sc(H(C)) et W : Q — Vec (H(C)) .
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Théoreme 2.67. [20] Soit ¢ une solution non nulle de ’équation de Schrédinger

(2.12). Si W =Wy + W est une solution de l’équation biquaternionique

DW — %CHW =0, (2.18)

alors Wy est aussi une solution de l’équation de Schrodinger (2.12). De plus, les com-

posantes de W respectent les deux équations suivantes :

W,
div [wzgrad (?ON =0, (2.19)
rot [y *rot(yW)| = 0. (2.20)
, . L : —DW,
De ce résultat, en utilisant le théoréme 2.65, nous avons aussi que Q = W
0

est une solution de I’équation de Riccati (2.10).

Définition 2.68. Soit une fonction F'(x) purement vectorielle pour tout x € 2, alors

F(y) 40
-yl

BIF)(z) = %/ .
Q

Théoréme 2.69. [26] Soit ¢ une solution non nulle de l’équation de Schrédinger
(2.12). Si la fonction w : Q — Vec (H(C)) est une solution purement vectorielle de
[’équation

Dw+ M%w =0, (2.21)
alors une solution de l'équation (2.18) est donnée par

w

(2

(2.22)

M/:% (wA[ gradh)

} — ¢ rot (B[yw)) + 7

ot h est une fonction harmonique arbitraire dans C2. De plus, une solution de [’équation

1
de Schridinger (2.12) est donnée par Wy = 51;‘),4 [%1 et une solution de [’équation

de Riccati (2.10) est donnée par Q = —yp~* (gradd) + v

g
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Théoréme 2.70. [20] Soit Wy une solution de ’équation de Schrédinger (2.12) avec

A
q= _711 La fonction W = Wy + W, ou W est une solution de I’équation (2.18) et

Y

ou W satisfait [’équation (2.20), est construite en posant

W =y ! (rot (B [wzgrad (%)D + gradh) (2.23)

ot h est une fonction harmonique arbitraire.

A linverse, si nous connaissons W plutot que Wy, alors

Wo = —pA[y~2rot (yW)] . (2.24)

Avec ces différents résultats, nous pouvons maintenant généraliser le premier théo-

reme d’Euler et le théoreme de Weyr et Picard.

Théoréme 2.71. [26] Soit Q, une solution particuliére de I’équation de Riccati (2.10),

alors l’équation de Riccati se réduit a l’équation de premier ordre

FEn d’autres mots, cela signifie que n’importe quelle solution de l’équation de Riccats

(2.10) a la forme suivante :
_DW,

Wy

Q= (2.26)

et a linverse, n'importe quelle solution de ’équation (2.25) peut étre exprimée, en

fonction de la solution Q correspondante de ['équation (2.10), par
W = e ARl _ Al@ (rot (B [e_?‘A[Q‘]gmd (e‘A[Q_Q1]>]> + gmdh) (2.27)

ot h est une fonction harmonique arbitraire.
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Preuve
Soit @1 une solution de '’équation de Riccati (2.10). En utilisant les théorémes 2.65 et

D
2.66, nous avons 7;/) = —@; ou Y est une solution non nulle de I'équation de Schro-
A
dinger (2.12) avec q = Td) Ainsi, I’équation (2.25) est équivalente a I’équation (2.18).

-D
De la méme maniere, Q = .l ol ¢ est une solution de I’équation de Schrodinger
(2.12). Par conséquent, en utilisant le théoreme 2.70, p = W, et la premiére partie du

théoréme est démontrée.

Supposons maintenant que W = W+ W est une solution de I’équation (2.25). Encore

une fois, nous avons _IZ) = —, et d’apres le théoreme 2.67, Wy est une solution de

A
I’équation de Schrodinger (2.12) avec ¢ = Tw De plus, en utilisant le théoreme 2.65,

Q = W O est une solution de I’équation de Riccati (2.10). Par conséquent, en
0

utilisant le théoreme 2.70, nous avons
-1 12 Wo
W =W, —¢ " |rot | B |¢grad o +gradh | . (2.28)

Du théoréme 2.66, il suffit maintenant de faire les substitutions ¥ = e~ Al@ et W, =

e~Al@l pour obtenir I’équation (2.27) . [

Théoréme 2.72. [26] Soit Q1, Q2, Q3 et Q4 quatre solutions particuliéres de I’équa-
tion de Riccati (2.10), alors

D(Q: — Q2) — 2(Q1 x Q) n D(Qs — Qu) — 2(Q3 x Qy)

Q- Q: Qs - Q. (2.29)
_D(Ql — Q) — 2(Q1 X Q) _ D(Q3 — Q2) — 2(Q3 X Q) —0 .
Q1 — Q4 Qs — Q- '

Preuve

La preuve est algébrique. En effet, en commencant avec I’équation triviale

Co [—(Q1+ Q2) — (@34 Q4) + (Q1 + Qu) +(Q3 + Q2)] =0, (2.30)
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nous pouvons développer chacun des termes pour obtenir ’équation (2.29). Voyons

en exemple le premier terme :

(Q1+ Q@2)(Q1 ~ Q)

Cu(—(Q1+Q2)) =

Q1 — Q>

o Qi — Q:1Q2 + Q:Q1 — Q3

a Q1 — Q-

QP+ Qe - @1Q: + Q2Q)

a Q1 — Q-

_ (¢ — Q1) — (¢ = 1Q:)*) — @:1Q2 + Q2Q:
Q) — Qq

_ DQ, - DQ;y; - Q,Q2 + Q20

a Q1 — Q>

o D(Q, — Q2) —2(Q1 x Q-)

a Q1 —Q '

En faisant des calculs similaires pour les trois autres termes, nous obtenons 1’équation

(2.29).

Dans la derniere preuve, nous avons vu que la présence du produit vectoriel dans

le résultat est une conséquence de la non-commutativité des biquaternions. Il s’agit

de la seule différence avec ’équation (1.8) obtenue au chapitre 1.



Chapitre 3

Les symétries

Dans ce chapitre, nous aborderons les symétries des équations différentielles. Pour
ce faire, nous commencerons par introduire les symétries. Puis, nous traiterons de la
théorie qui entoure les groupes de symétries. Enfin, nous trouverons les groupes de

symétries de quelques équations importantes (Burger, Euler et Riccati).

3.1 Introduction

Lorsque nous parlons de symétries, les premieres images qui nous viennent en téte
sont généralement des réflexions géométriques. Toutefois, en mathématique, le mot
symétrie désigne beaucoup plus que c¢a. En effet, une symétrie est une transformation

qui laisse un objet invariant.

Définition 3.1. [11] Une transformation est une symétrie si elle respecte les 3 condi-

tions suivantes :

1. La transformation préserve la structure;
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2. La transformation est un difféomorphisme’;

3. La transformation envoie 'objet sur lui-méme.

2kx

= rad ou k € Z, les

Exemple 3.2. Dans un triangle équilatéral, les rotations de
réflexions passant par le centre et chacun des sommets et toutes les translations sont

des symétries.

Méme s’il est parfois utile de travailler avec des symétries discrétes comme les
réflexions, nous allons nous concentrer uniquement sur les symétries continues a un

parametre.

Exemple 3.3. [14] Dans le cercle unitaire 22 + 32 = 1, la transformation

To:(z,y) = (2,9) = (xcosh — ysinb, xzsinf + ycosh)

représente une rotation de € degrés par rapport au centre du cercle. Cette trans-
formation respecte les 3 propriétés de 3.1. De plus, la transformation dépend d'un
seul parametre 6 qui varie continiment. Par conséquent, la transformation I’y est une

symétrie continue & un parametre.

Dans I'exemple précédant, la transformation I'y est un groupe de Lie & un para-

metre, car elle respecte la définition suivante.

Définition 3.4. [14] Soit un objet dans R™ qui posséde un ensemble infini de symétries

Ueixg = 32,y Tnye), S=1,...,7,

ou € est un parametre réel. Si

1. 'y est la symétrie triviale, c.-a-d. Z; = zs quand € = 0;

i. Un difféomorphisme est une application bijective ou ’application et son inverse sont différen-
tiables.
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2. T'; est une symétrie pour tout € dans un voisinage de 0;
3. I'sI'e = I's4c pour tout d et pour tout £ suffisamment proches de 0;

4. chaque £, peut étre représenté par une série de Taylor en £, c.-a-d.

j}s(xla"'7xna€> :IS+E§S(I17---1ITL> +O(62>7 § = ].,...,TL;

alors ’ensemble des symétries I'. est un groupe local de Lie & un parameétre.

La théorie des groupes de Lie sera d’ailleurs développée dans la prochaine section,

car elle sera nécessaire pour traiter les symétries des équations différentielles.

En effet, maintenant que les symétries des objets géométriques sont bien définies,
nous pouvons aborder celles des équations différentielles. Nous avons vu qu’une sy-
métrie est une transformation qui laisse un objet invariant. Ainsi, pour une équation
différentielle, nous dirons d’une transformation qu’elle est une symétrie si une solution

avant la transformation est encore une solution aprés la transformation.

Exemple 3.5. Soit I’équation de la chaleur v, = u,,, une des symétries est donnée
par

~

Loz, t,u) = (2,6,0) = (x 4+ ¢,t,u).

Ainsi, puisque u(z,t) = z? + 2t est une solution de I'équation de la chaleur, 4 =

(z 4 €)? + 2t est aussi une solution de I’équation de la chaleur.

En poussant plus loin cette méthode, il est possible de trouver des solutions com-

plexes a partir de solutions triviales.

Exemple 3.6. Dans 'exemple précédant, nous avons vu que u(z,t) = x? + 2t est
une solution de I’équation de la chaleur. Toutefois, I’équation de la chaleur a plusieurs

symétries. Une de ces symétries associe une solution u(z,t) & une nouvelle solution

. 1 . —ex? ( x t )
i = ————¢ex U , .
STt det P\ Txaet )“\ T+ aet’ T+ et
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Ainsi, en appliquant cette symétrie avec ¢ = 1, nous trouvons que

() ©? 4 2t + 8¢2 —z?
iz, 1) = exp | ——
1+ ateviral PA\1+a

est aussi une solution de ’équation de la chaleur.

Ce dernier exemple montre bien ’utilité de connaitre les symétries d’une équation
différentielle. Par conséquent, notre but dans ce chapitre sera de trouver les symétries

associées a un systeme d’équations différentielles.

3.2 Théorie

Dans cette section, nous montrerons comment trouver le groupe de symétries d’un
systeme d’équations différentielles. Pour y arriver, nous aurons besoin de plusieurs
notions mathématiques. Ainsi, nous aborderons les groupes de Lie et les générateurs
infinitésimaux, les groupes de symétries et les équations différentielles, et le calcul du
groupe de symétries d’un systéme d’équations différentielles. Les démonstrations des
théoremes seront omises, mais pour le lecteur intéressé, la plupart des preuves sont
présentées dans [24]. Cette référence est d’ailleurs celle qui est utilisée pour toute cette

section. De plus, une approche moins rigoureuse est aussi présentée dans [14].

3.2.1 Groupes de Lie et générateurs infinitésimaux

Avant de discuter des systémes d’équations différentielles, nous devons réviser plu-
sieurs éléments théoriques. Ainsi, nous allons traiter des groupes de transformations,

des champs vectoriels et des algebres de Lie.
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Groupes de transformations

Rappelons d’abord qu’un groupe est un ensemble G auquel nous avons ajouté une

opération * qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Fermeture : si g,h € G, alors gx h € G;
2. Associativité : si g,h k € G, alors (gxh)xk=g* (h*xk);
3. Elément neutre : 3e € Gtel que Vg€ G, gxe=g=ex*g;
4. Inverse : Vg€ G, g7t e Gtel que gx gl =e=g1xg.

Rappelons aussi qu’une variété de dimension n est un ensemble M qui contient
une collection dénombrable de sous-ensembles U; C M et des fonctions x; : U; = V;,
avec V; C R™ des sous-ensembles ouverts connexes tel que les propriétés suivantes sont

respectées :

2. Pour toutes les paires U; N Uj;,
Xjo© Xl_l : Xz(Uz N UJ) — Xj(Ui N U])

est une fonction lisse ;

3. Siz; € U; et z; € U; sont des points distincts de M, alors il existe des sous-
ensembles ouverts W; C V; et W; C V; avec x;(z;) € Wi, x;(z;) € W, tel
que

Xi (W) N (W5) = 0.

Remarque 3.7. Dans la plupart des cas, la variété utilisée sera M = R"™. De plus, a

moins d’indication contraire, les variétés utilisées seront toujours connezes.

Maintenant, en unissant les notions de groupes et de variétés, nous obtenons les

groupes de Lie.
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Définition 3.8. Un groupe de Lie a r parametres est un groupe G muni d’une struc-

ture de variété lisse de dimension 7 tel que 'opération du groupe
m:GxG—=G, m(g,h)=gxh, gheG
et 'inversion
i GG, ig)=4g" g¢g€G
sont des applications lisses.

Remarque 3.9. Comme pour les variétés, a moins d’indication contraire, les groupes
de Lie sont connezes. La méme remarque s’appliquera ausst auz groupes de transfor-

mations que nous verrons par la suite.

Exemple 3.10. Soit G = R"™ avec ’addition vectorielle, comme ’addition et I'inver-

sion additive sont des applications lisses, GG est un groupe de lie & n parametres.

Dans le cas ou nous n’avons pas besoin de tous les éléments du groupe, mais
uniquement de ceux proches de I'identité 0, nous pouvons définir un groupe local de

Lie sans passer par la théorie des variétés.

Définition 3.11. Un groupe local de Lie & r parameétres est un sous-ensemble ouvert

connexe Vo5 C V C R™ qui contient I'origine 0 et ou les applications
m:VxV >R
qui représente 'opération du groupe et
1: Vo=V

qui représente l'inversion sont des applications lisses qui respectent les propriétés

suivantes :

1. Associativité : si z,y,z € V et que m(z,y) et m(y, z) sont aussi dans V, alors
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m(z, m(y, z)) = m(m(z,y),z);
2. Blément neutre : Vz € V, m(0,2) = z = m(z,0);
3. Inverse : Vx € Vg, m(z,i(x)) = 0 = m(i(x), x).

Remarque 3.12. Le fait d’étre local fait en sorte que l’élément neutre est [’origine 0
et que les propriétés du groupe ont seulement besoin d’étre valides pour les éléments

dans le voisinage de 0.

Exemple 3.13. Soit V = {z : |z| < 1} C R avec

2 — 7 —
Tn(x>y>:—u_ya :L)(LJEV

zy — 1

Un calcul rapide montre que 'opération est associative et que I’élément neutre est

0. Toutefois, puisque l'inversion i(x) = 5~ est définie uniquement pour z € V4 =

{—1 <z < 3}, nous avons un groupe local de Lie & un paramétre.

En rajoutant certaines conditions sur les groupes de Lie, nous arrivons enfin aux

groupes de transformations.

Définition 3.14. Soit M une variété lisse, un groupe local de transformations agissant

sur M est donné par un groupe local de Lie G et un ouvert W tel que
{e} x MCWCGxM

et tel qu’une application lisse ¥ : W — M respecte les propriétés suivantes :

1. Associativité : si (h,z) € W, (g,%(h,z)) € W et que (g * h,z) € W, alors
U”(g)d)(h; I)) = 7[/‘;(9 * h” I) ;

2. Elément neutre : Vz € M, ¢(e,z) = x ;

3. Inverse : si (g,z) € W, alors (¢71,¢(g,z)) € W et ¥(g7 (g, 2)) = .
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Remarque 3.15. §5i W = G x M, nous parlerons simplement de groupe de trans-
formations. De plus, si le groupe de Lie est R, nous dirons qu’il s’agit du groupe de

transformation a un paramétre.

Exemple 3.16. Le groupe de translations dans R™ est un groupe de transformations.

En effet, en prenant M = R™ G = R et 'application

Y(e,z) =z +ea, z€R™ ec€R

nous obtenons un groupe de transformations a un parametre.

Champs vectoriels et générateurs infinitésimaux
Soit une courbe lisse C' sur une variété M et x = (z1,...,2,) les points de C.

Cette courbe peut étre paramétrée par une fonction lisse ¢ : I C R — M tel que

o(e) = (v1(€), ..., on(€)) = (z1,...,2,) = . (3.1)

De plus, a chaque point z de la courbe C| le vecteur tangent est donné par

dp(e)  [dpile) dn(€)
o) _ (d00) | ) "

Toutefois, pour éviter la confusion entre le vecteur tangent et les coordonnées de la

courbe, nous noterons le vecteur tangent

dn(e)
de

_de(e) _ dei(e)
V| = e - a Opy +...+

By, . (3.3)

Exemple 3.17. Soit I'hélice

p(e) = (cose,sine, €)

dans R? avec les coordonnées cartésiennes (z,y, z), alors le vecteur tangent d’un point
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x = (x,y,2) = p(¢) est donnée par

V|g = —sined, + cosed, + 0, = —y0, + 20, + 0..

Un champ vectoriel v sur une variété M associe de facon lisse un vecteur tangent
v|, & chaque point z € M. Ainsi, si & = (zy,...,%,), alors le champ vectoriel a la

forme
n

v =3 6(2), (3.4)

i=1

ou les fonctions &;(z) sont lisses.

Une courbe intégrale ¢(¢) d’'un champ vectoriel v est une courbe paramétrée lisse
dont le vecteur tangent en n’importe quel point coincide avec la valeur de v en ce

point, c¢.-a-d.

dip(e)
dE = ’U|¥,(E). (35)
Ainsi, z = (21, ...,2,) = ©(€) est une solution de
dCE-L'
de :gz(x)) t=1,...,n (36)

ol les &(z) sont les coefficients du champ vectoriel v au point z.

Pour des conditions initiales fixées ¢(0) = ¢, la solution de I’équation (3.6) est
unique. Cela nous assure d’ailleurs I’existence et I'unicité d’une courbe intégrale maxi-

male ! qui passe par z.

Le flot ¥(e,2) d’un champ vectoriel v est donné par la courbe intégrale maximale

qui passe par x € M. Celui-ci a les propriétés suivantes :

1. Ve,6 € R, (6,9, x)=v(0+e,2), z€M;

ii. La courbe n’est contenue dans aucune autre courbe intégrable plus longue.
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2. 9(0,z) =x;

3. i’#‘"’(&x) = v|w(€,z)-

La propriété 3 signifie simplement que v est tangent a la courbe ¥(e,z) et la

propriété 2 donne les conditions initiales de la courbe intégrale.

Finalement, nous remarquons que le flot généré par le champ vectoriel v agit de
la méme facon que le groupe de transformations & un paramétre. De plus, le champ

vectoriel v est appelé le générateur infinitésimal, car
W(e,x) = 7 + () + O(2). (3.7)

Ainsi, si¥(e, z) est un groupe de transformations & un parameétre, alors son générateur

infinitésimal est donné par

v= ;—5 6201/)(5,:6). (3.8)

Exemple 3.18. Soit le groupe de translation ¢ (e,z) = z + €a, alors

d

de

d
d)(é‘,ilf) = E

(z+¢ea) = a|ecp = a.
e=0

e=0
Ainsi, v = a0,.

T Y
l—ex’ l—ex
d

()
de| _,\l—ex’ 1 —ex

- (e
(1 —ex)? (1 —ex)?

= (2%, 2y).

Exemple 3.19. Soit le groupe 9(¢, (z,y)) = ( ), alors

d

R

=0

e=0

Ainsi, v = 2°9, + zyd,.

A Tinverse, si nous avons un générateur infinitésimal, son groupe de transforma-
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tions & un parametre associé est donné par le flot du champ vectoriel. Celui-ci est

obtenu en résolvant I’équation (3.6) et en respectant la propriété 2 du flot.

Exemple 3.20. Soit le générateur infinitésimal v = ad,, alors

dz
=a

i

= & =uaec+ f(x).

Toutefois, pour € = 0, nous avons & = z. Par conséquent, f(z) = z et & = ae + x.

Ainsi, le groupe de transformations a un parametre associé est (e, z) = ac + z.

Exemple 3.21. Soit le générateur infinitésimal v = 220, + zyd,, alors

dz =
— =2
de
=t flo)
—— = x,
P Y
. -1
T=—.
e+ flz,y)
Toutefois, pour € = 0, nous avons & = z. Par conséquent, f(z,y) = _71 et T = .
De plus,
dy ..
— =T
de Y
dy x
- de
Y l—ex
j = ——glzy)
g = z,Y).
1- gazg Y
Toutefois, pour € = 0, nous avons § = y. Par conséquent, g(z,y) = y et § =

1

x Yy

l—ex’ l—cx

).

Yy : : : A N " .2 , _
1= Ainsi, le groupe de transformations a un parametre associé est ¢ (e, (z,y)) =
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Crochet de Lie et algebre de Lie
Pour définir une des opérations les plus importantes des champs vectoriels, nous

devons savoir comment une fonction lisse f : M — R change sous 'effet du flot ¥ (e, x)
n

généré par un champ vectoriel v = Z@,;@Ii. Ainsi, nous regarderons f(1) lorsque ¢
i=1

varie. Nous obtenons alors

d ~ af
32/ 0) = SaW)5-0) = () (39)
et & £ = 0, nous avons
2w = e (310)
De plus,
f) = f(2) +ev(f)(2) + O(e?) (3.11)

et par conséquent, v(f) nous donne le changement infinitésimal de la fonction f sous

effet du flot généré par v.

Définition 3.22. Si v et w sont des champs vectoriels sur une variété M, le crochet

de Lie [v, w] représente 'unique champ vectoriel qui satisfait la propriété suivante :

[v, w](f) = v(w(f)) - w(v(f)) (3.12)

pour n’importe quelle fonction lisse f : M — R.

De plus, le crochet de Lie est un opérateur bilinéaire antisymétrique qui respecte

I’identité de Jacobi.

Exemple 3.23. Soit v = yd, et w = 229, + zyd,, alors

v, w] = v(z*)0, + v(zy)0y — w(y)o:

= zyd, + yzay.
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Le crochet de Lie est trés important, car il nous permet de définir une algébre de

Lie.

Définition 3.24. Une algebre de Lie est un espace vectoriel muni du crochet de Lie.
De plus, I’algébre de Lie d’un groupe de Lie G est ’espace vectoriel de tous les champs

vectoriels invariants a droite sur G.

3.2.2 Groupes de symétries et équations différentielles

Maintenant que nous connaissons les liens qui unissent les groupes de Lie, les
champs vectoriels et les algebres de Lie, nous pouvons aborder les groupes de symétries
des systemes d’équations différentielles. Pour ce faire, nous regarderons d’abord ce qui
se passe dans le cas d’un systeme d’équations algébriques. Puis, grace a la notion de
prolongement, nous serons en mesure de trouver le groupe de symétries d’un systéme

d’équations différentielles.

Systéme d’équations algébriques

Soit un systéme d’équations algébriques '

F(z)=0, i=1,...,1 (3.13)

ou les F; sont des fonctions réelles définies pour = € M une variété. Le groupe de
symétries du systéme est le plus grand groupe local de transformations G qui agit
sur M et qui a la particularité de transformer une solution du systéme en une autre
solution. Ainsi, si @ € M et que F;(z) = 0 pour 7« = 1,...,[, alors pour g € G,
Fi(g*x)=0pouri=1,...,1

iii. Le terme algébrique signifie simplement qu’il ne s’agit pas d’équations différentielles, mais
uniquement de fonctions différentiables.
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I1 reste évidemment & trouver le groupe G et les éléments qui suivent nous per-

mettrons de le faire.

Définition 3.25. Soit G un groupe local de transformations qui agit sur une variété
M. Un sous-ensemble S C M est un invariant de G et G est un groupe de symétries

de Ssipourz e Setge G, gxxz€S.

Exemple 3.26. Soit M = R? S la ligne z = cy +d ot ¢,d € R et G le groupe de
translations

(z,y) = (z+es,y+e), €€R,

alors la ligne S est un invariant de G et G est un groupe de symétrie de S, car si

r=cy+dalorsf=cy+d aveci=x+ccet§=y+c¢.

Remarque 3.27. Dans la plupart des cas, l’ensemble S sera l’ensemble des solutions

du systeme.

Avant de regarder les symeétries des solutions d’un systéme d’équations algébriques,

regardons d’abord les symétries des fonctions F;(z) qui le déterminent.

Définition 3.28. Soit G un groupe local de transformations qui agit sur une variété
M. Une fonction f: M — N, ou N est une autre variété, est une fonction invariante

de Gsipourz € MetgeG, flg*xz)= f(x).

Exemple 3.29. Soit M = R? et G le groupe de translations

(,y) = (z+ce,y+e), €€R

ou ¢ est une constante fixée, alors la fonction f(z,y) = x — cy est une fonction

invariante de G, car

fle+cey+e)=ax+cce—cly+e)=x—cy= f(z,y).
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Nous pouvons maintenant faire le lien entre les fonctions invariantes et les géné-
rateurs infinitésimaux.

Théoréme 3.30. Soit G un groupe connere de transformations qui agit sur une
variété M. Une fonction lisse f : M — R est une fonction invariante de G si et

seulement si

v(f)=0, VzeM, (3.14)
et pour tous les générateurs infinitésimauz v de G.

Exemple 3.31. Soit M = R? et G le groupe de translations

(,y) = (x+ce,y+e), €€R

ol ¢ est une constante fixée, le générateur infinitésimal est donné par v = ¢d, + 0,.
Ainsi, puisque

v(z — cy) = (c0; + 0y)(z — cy) =0,

f(z,y) = z — cy est une fonction invariante de G. Ceci confirme d’ailleurs ’exemple

3.29.

Enfin, nous sommes en mesure d’établir le groupe de symétries d’un systéme

d’équations algébriques.

Théoréeme 3.32. Soit G un groupe local conneze de transformations qui agit sur une

varieté M de dimension n. Soit

F(z)=0, i=1,...1, (3.15)

un systéme d’équations algébriques de rang maximal, alors G est un groupe de symé-

tries du systéeme si et seulement si

v(Fi(z)) =0, i=1,...,1, lorsque F(z) =0, (3.16)
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pour tous les générateurs infinitésimauz v de G.

Exemple 3.33. Soit 'équation f(z,y) = z* + 2%y* + y* — 1 = 0 et G le groupe de
rotation SO(2)

(z,y) — (zcose —ysine,zsine + ycose), €€ R

Le générateur infinitésimal de G est donné par v = —y0d, + xd,. Ainsi,

‘ A —2zy
= —423y — 223 + 223y + 2y = z,v).
v(f) 'y — 2zy° + 227y + 27y $2+1f( Y)
Par conséquent, puisque v(f) = 0 lorsque f(z,y) = 0, G est un groupe de symétries

de I’équation.

Prolongement
Le dernier outil nécessaire pour trouver le groupe de symétries d'un systeme
d’équations différentielles est le prolongement. Pour ce faire, nous allons travailler

uniquement sur des espaces euclidiens.

Si nous avons une fonction f(z) = f(z1,...,2,) qui dépend de p variables indé-

k—1

X ) dérivées partielles d’ordre k. Nous utiliserons donc la

pendantes, alors il y a <p+
notation .

0, f(x) = % (3.17)
ou J = (41,...,Jk), des indices non ordonnés représentant les dérivées utilisées tel
que 1 < jx < p. Deplus,si f: X - UouX ~RPetU =~ R alorsu = f(z) =
(fi(z),..., f(x)) = (u1,...,u,). Par conséquent, nous noterons u. := 9, f.(z). Le
nombre de u/ dépend évidemment du nombre de variables dépendantes (g) et du

nombre de dérivées d’ordre k. Ces composantes forment d’ailleurs un nouvel espace

euclidien que nous nommerons Ux. A partir de cet ensemble, nous pouvons créer
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I’ensemble

UM =U x Uy x - x Uy, (3.18)
Un point de U™ sera d’ailleurs noté u(™

Exemple 3.34. Considérons le cas d’une fonction réelle u = f(z,y) dans le plan
cartésien. Nous avons donc X ~ R? avec les coordonnées (z,y), U ~ R avec la
coordonnée u, Uy ~ R? avec les coordonnées (u,,u,), Us >~ R* avec les coordonnées
(Uzz, Uy, Uyy ), etc. Finalement, I'espace U = U x U x Uy ~ RS, avec les coordonnées
(U, Uz, Uy, Uzg, Ugy, Uyy ), TEPrésente toutes les dérivées de u par rapport a x et y jusqu’s

I’ordre 2.
Définition 3.35. Soit une fonction u = f(z) ot f : X — U, le n®*™¢ prolongement

de f est donné par u'™, c.-a-d.

pr™ f(z) = u™. (3.19)

Ainsi, pr®™ f(z) est une fonction qui va de X vers U™ . En reprenant I’exemple

" 2 _ (s 0f 8f f 0% 9f
précédant, nous avons pr'? f(z,y) = (f, 55, 5;5—, %g, dedy 55 )

Exemple 3.36. Si f(z,y) = x> — 3zy?, alors

pr(Q)f(x, y) = (T3 - 3.’17y2, 322 - 392: _6$y> 6$> _6y7 _61:)

Maintenant supposons que G est un groupe local de transformations qui agit sur
M C X x U, le n*m prolongement de G, noté pr™@G, agira sur M = M x U; x
-+ x U,. Ce prolongement est défini de sorte qu’il associe les dérivées d'une fonction

u = f(z) aux dérivées correspondantes de la fonction transformée @ = f(Z).

Définition 3.37. Soit M C X x U un ouvert et v un champ vectoriel de M associé
au groupe local de transformations & un parametre ¥ (e, z). Le n®*™¢ prolongement de

v, noté pri™uv est un champ vectoriel de M ™ et il est un générateur infinitésimal de
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pri™. Ainsi,
(n) d (n) (n) (n) (n)
priv|, umy = i pr(z, ™), Y(z,u'™) e M. (3.20)
< le=0
Remarque 3.38. D’apres cette définition, si
p q
v=> &z, u)oy, + > oz, u)0,,, (3.21)
=1 a=1
alors
p q
prv =360, + > ngi@u({. (3.22)
i=1 a=1 J

La derniére notion qui nous permettra de simplifier le prolongement d’un champ
vectoriel est la dérivée totale.

Définition 3.39. La dérivée totale par rapport a z; d’une fonction ¢(z,u) est donnée
par

0 Ou Oy
Dip(z,u) == 5;0- + 5% u (3.23)

En généralisant, si F'(z,u(™) est une fonction lisse de x, u et de ses dérivées jusqu’a
n, la i'®me dérivée totale de F' est donnée par

q
D;F = oF | S Zu;’;?—aﬂ
8:1:1- 7

3.24
2 e (3.24)

Q.

ouJ = (jl,.

OFtly

; i o
o Jk) et ult = B0, 0z, "

Finalement, avec le concept de dérivée totale, il est possible de simplifier le pro-
longement, d’un champ vectoriel.

Théoréme 3.40. Soit

(3.25)
=1 a=1
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un champ vectoriel défini sur un sous-ensemble ouvert M C X x U. Le n**™ prolon-

gement de v est le champ vectoriel

q
+ 35wl (x, w0,y (3.26)
J

a=1

défini sur M™ C X xU™ on J = (41,...,Jx), des indices non ordonnés représentant
les dérivées utilisées tel que 1 < jp < p et 1 < k < n. De plus, les coefficients

o) (z,u™) sont donnés par

w2z, ul™) = ( Z@) fza” (3.27)

i=1

— Oua Ok t1ly,
0t U Ox; et U = Bz Oz, - ank :

Systéeme d’équations différentielles

Soit A(z,u™) un systeme d’équations différentielles avec p variables indépen-
dantes z = (x,,...,z,) et g variables dépendantes v = (uy,...,u,), alors la solution
du systeme aura la forme u = f(z) = (fi(z1,...,2p),..., fy(z1,...,2,)). De plus,
prenons X = RP ’espace représentant les variables indépendantes et U/ = R? I’espace
représentant les variables dépendantes. Un groupe de symétries du systeme A sera
un groupe local de transformations GG qui agit sur M C X x U un ouvert tel que G
transforme une solution de A en une autre solution de A. Ainsi, si u = f(z) est une
solution du systéme et que g € G, alors & = g* f(z) = f(%) est aussi une solution du

systeme.

Exemple 3.41. Soit I’équation de la chaleur u, = u,, alors le groupe de translations
(z,t,u) = (z +ea,t +ebu), c€R

est un groupe de symétries, car si u = f(z,t) est une solution de I’équation, alors

4 = f(x —ea,t — €b) est aussi une solution de I’équation.
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Théoréme 3.42. Soit M C X x U un sous-ensemble ouvert et A(z,u™) = 0 un
systeme d’équations différentielles d’ordre n défini sur M équivalent ¢ une sous-variété
Pr C M™ . Si G est un groupe local de transformations qui agit sur M et dont le
prolongement laisse Pa invariant, c.-d-d. si (z,u™) € Pa, alors pri™gx(z,u™) € Pa

Vg € G, alors G est un groupe de symétries du systeme d’équations différentielles.

Théoréme 3.43. Supposons que A{z,u'™) = 0 est un systéme de rang mazimal de
m équations différentielles Fs définies sur M C X x U. Si G est un groupe local de

transformations qui agit sur M et que
pr(”)'u(Es) =0, s=1,---,m, lorsque A(:L“,u(”)) =0 (3.28)

pour chaque générateur infinitésimal v de G, alors G est un groupe de symétries du

systéme.

Théoréme 3.44. Soit A un systéme d’équations différentielles de rang mazimal défini
sur M C X xU. L’ensemble de toutes les symétries infinitésimales de ce systéme forme
une algebre de Lie sur M. De plus, si l'algébre de Lie est de dimension finie, alors

le groupe de symétries du systéme est un groupe local de transformations qui agit sur

M.

3.2.3 Calcul du groupe de symétries d’'un systeme d’équa-

tions différentielles

Gréace aux théoremes 3.40 et 3.43, nous sommes maintenant en mesure de trouver le
groupe de symétries d'un systeme d’équations différentielles. Pour ce faire, nous allons
poser comme inconnus les coefficients &(z,u) et vo(z,u) d'un générateur infinitési-
mal v associé a un hypothétique groupe de symétries de notre systeme d’équations
différentielles. Par la suite, nous calculerons les coefficients o de pri™wv qui feront

intervenir les dérivées partielles. Puis, grace au théoréme 3.43, nous éliminerons les
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dépendances entre les différentes dérivées de u, ce qui nous permettra d’égaler a 0 les
coefficients restants. Cela nous donnera plusieurs équations différentielles (équations
déterminantes) faisant intervenir les coefficients &; et ¢,. La solution générale nous
donnera par la suite les symétries infinitésimales les plus générales du systéme et le
théoreme 3.44 nous assurera que les générateurs infinitésimaux trouvés forment une
algebre de Lie. Finalement, comme pour les exemples 3.20 et 3.21, nous pourrons

trouver les groupes de symétries associés a chaque générateur infinitésimal.
Voyons maintenant un résumé des étapes décrites précédemment.

Etape 1 : Identifier le systéme d’équations.

Soit A(z,u™) un systéme de m d’équations différentielles avec p variables indépen-
dantes z = (21,...,%p) et ¢ variables dépendantes u = (u1,...,u,), alors le systéme
est traduit par

Ez,u,u®, . u™)y =0, s=1,...,m (3.29)

ouz = (x1,...,2y) et u=(uy,...,uy).

Etape 2 : Identifier le champ vectoriel.

Le champ vectoriel du systeme est donné par

v = zp:&(:c,u)@gh + zq: Vo (T, 1)0,, - (3.30)
=1 a=

Etape 3 : Déterminer le prolongement du champ vectoriel .

Le prolongement de v dépend de I'ordre n du systéme. Celui-ci est donné par

My = v+ Z S @@, u™)a,, (3.31)

a=1 J
o J = (j1,...,Jk), des indices non ordonnées représentant les dérivées utilisées tel

quel <jp<petl<k<netotul =
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Etape 4 : Simplifier pr™v en fonction du systéme d’équations.
La simplification se fait en appliquant le prolongement sur le systéme d’équations,
c.-a~d.

pr®y(E) =0, s=1,...,m. (3.32)

Etape 5 : Calculer les coefficients.

Les coefficients 7 sont donnés par

o (2, u) = ( Za )+Z (3.33)

ou

U, = — e = .
aaua @ 83:7; @ axiﬁa:jl s a$jk

Etape 6 : Remplacer les coefficients et simplifier.
Nous devons remplacer les coefficients ¢ obtenus & I'étape 5 dans les équations obte-
nues a I'étape 4. Puis, nous devons simplifier ces nouvelles équations grace au systéme

d’équations de I’étape 1.

Etape 7 : Obtenir les équations déterminantes.
Dans I’étape 6, puisque les dérivées sont indépendantes, les coefficients devant chacune

des dérivées doivent étre égaux a 0. Ainsi, nous obtenons un systeme d’équations.

Etape 8 : Trouver la solution générale.

Nous devons résoudre le systéme d’équations obtenu a ’étape 7.
N

Etape 9 : Trouver les symétries.
En remplacant la solution trouver a I’étape 8 dans le champ vectoriel trouvé a I'étape

2, les symétries v; sont obtenues en posant les constantes ¢; =1 et ¢; =0 ou j # 4.
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Etape 10 : Trouver les groupes de symétries.
Les groupes de symétries sont obtenus a partir des générateurs infinitésimaux wv; trou-
vés a ’étape 9. Pour chaque générateur v;, nous devons trouver son flot qui est donné

en résolvant ’équation (3.6) et en respectant la propriété 2 du flot, c.-a-d. ¥(0,z) = x.

3.3 Exemples

Dans la section précédente, nous avons vu la théorie qui nous permet de trouver le
groupe de symétries d’un systéme d’équations différentielles. Nous allons maintenant
appliquer la théorie avec trois exemples : ’équation de Burger, ’équation d’Euler et
I’équation de Riccati quaternionique. Les résultats de la derniere équation ont été
publiés dans [26] par mon directeur de recherche et moi-méme en 2018. Dans chaque
cas, nous allons suivre les étapes mentionnées a la fin de la derniére section. De plus,

les résultats obtenus dans les trois exemples ont été vérifiés dans Maple 16 grace a

I’'outil PDEtools.

3.3.1 Equation de Burger

La premiére équation traitée est '’équation de Burger [24].

Etape 1 : Identifier le systéme d’équations.

L’équation de Burger est donnée par

Up = Ugy + u2 (3.34)
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ou u = u(x,t). Par conséquent, nous avons deux variables indépendantes (z et t) et
une variable dépendante (u). Ainsi, p =2, ¢ = 1 et n = 2. Le systéme comprend une

seule équation différentielle :

E=u —ug—u2=0. (3.35)

Etape 2 : Identifier le champ vectoriel.

Comme p =2 et ¢ =1, d’aprés (3.30), nous avons le champ vectoriel

v =_E(z,t,u)0; + T(z,t,u)0; + p(x,t,u)0,. (3.36)

Etape 3 : Déterminer le prolongement du champ vectoriel v.
Comme n = 2, nous devons utiliser le deuxiéme prolongement. Ainsi, d’apres

(3.31), le deuxiéme prolongement du champ vectoriel v est donné par

0
D0 = €0, + 70, + 9O+ X9’ 5
7 ouw
= €0, + 70, + 9O, + ¢Bu, + 100, (3.37)
+ (plza’utl + (‘pItau:ul + (pttautt'
Etape 4 : Simplifier pr®v en fonction du systéme d’équations.
De (3.35) et (3.37), en utilisant (3.32), nous avons
-(2) _
prdv(E) =0
(3.38)

&l — "™ = 2up” = 0.
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Etape 5 : Calculer les coefficients.

D’aprés (3.33), les coefficients ¢®, o' et ¢** sont donnés par

(IOI = DI ((10 - gu:{: - Tut) + guacac + TUg
= Dy —uz D& — EDyuy — uy Dyt — TDyuy + EUgy + TUgy (3.39a)

_ 2
- (10:0 + (puu:c - f:cucc - fuu_r — TxUp — TuUz Uy,

(pt = Dt ((10 - gu:c - Tut) + gul’t + TUs
= Dt(p — Uathf — thul‘ — ULDtT — TDtUt + fuzt + TUg (339b)

_ 2
= @ + Quty — §Ug — LUz U — Tl — Ty,
et

O™ = Dg (¢® = EUar — TUar) + EUszz + TUza
= Dops + s Dupy + uDytls — Us Dby — £ Doty — u2DE,
—&uDpu? — u Doy — 1o Doy — uguy Doy — Tutig Doty — 1wy Doty
—Up Dy — EDUgy — Uge D™ — TDpUgy + EUges + Tl (3.39¢)
= Voo + 20uglls T Puuls + Pulize — Eoglle — 265,U2 — 263Uy
—Euutd — 3EUplsy — Ty USUs — Toglly — 2TuaUgly — 2T, UgUsy

— Ty Ut Uy — 2Ty Uzt

Etape 6 : Remplacer les coefficients et simplifier.

De (3.38) et (3.39), nous avons

(‘Pt - ‘Pm') + (gw — & — 20, — 2‘,0uz)uac + ((;Ou + Toz — Tt)Ut
+ (27Tue + 272 — &)Uy + (26, 4 2650 — 200y — O ) U2+ (27 4 Ty )2, (3.40)
+ (2¢, + &m)ui + (26, — Yo )Uze — Tuuf + 2T Ugy + 2T Uy Uy

+ TuUgUzy + 3 UzUzr = 0.
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Toutefois, de (3.35), nous avons aussi

2
Up = Ugy + Uy,
Uzt = Ugpy + 2uzuzz>

2 _ 2 2, .4
Uy = Uy, + 2Uz Uy + Uy

Ainsi, nous obtenons

+ (262 + 2pu — Pu+ Tez — T — Pu U2

A+ (Eu F Eu + 27z + 270U+ (T + Tua)ug

(26, + Tag — Te)Uge + (260 + 2Tuz + 672 UgUszs + (Tuw + 5T ) U UL,
+

2T Vzze + (270 ) Uz Ugsr = 0.

Etape 7 : Obtenir les équations déterminantes.

81

(3.41a)
(3.41b)
(3.41c)

(3.42)

Puisque les dérivées de u sont indépendantes, & partir de (3.42), nous obtenons les

équations déterminantes suivantes :

©r — Pzz =0,

foe = & = 202 — 204 = 0,

260 + 2650 — Pu + Tz — Tt — Puu = 0,
Eu + Eun + 27Ty + 27, =0,

Ty + Tuuw = 0,

28y + Tox — 1 =0,

2y + 2Tus + 675 = 0,

Tuu + 5Tu = 0>
21, =0,
21, = 0.
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Etape 8 : Trouver la solution générale.
Des équations (3.43i) et (3.43j), nous avons que 7 dépend uniquement de ¢. Ainsi,

T =71(t).

Par conséquent, de I'équation (3.43g), nous avons que & ne dépend pas de u. Ainsi,

Avec ces deux informations, les 10 équations déterminantes initiales sont rempla-

cées par les quatre suivantes :

Pt — Pza = 0; (344&)

gzz - gt - 2501: - 2S0uz = 0> (344}3)

261 T Pu T Tt T Pyu = 0; (3440)

26, — 1 =0. (3.44d)
En utilisant I’équation (3.44d), I’équation (3.44c) devient

De plus, en dérivant par z 1’équation (3.44d), nous obtenons 2¢,, = 7,; = 0, donc

£ = alt)z + B(t) et 7, = 2a(t). Ainsi,

£ = sna + B(0) (3

Avec ces informations, ’équation (3.44b) devient
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De I’équation (3.45), nous avons que ¢ + ¢, = v(x,1) et

w =k(z,t)e "+ vy(z,1). (3.48)

En combinant avec I’équation (3.47), nous avons

1

Comme &, = 0, alors v,,, = 0, donc

v =(t) + mt)z + 2 (t)z’. (3.50)

Par conséquent, de (3.46), (3.49) et (3.50),

1
§ = §Tttl’ + [y = =27, = 4z — 271, (3.51)

Donc, 1 (t) = "‘é‘@ et yo(f) = _%Ttt-

Maintenant, si nous résumons, nous avons

1 1

p = k(z,t)e™ — gmﬁ = 5B+, (3.52a)
1

¢=5nr+p, (3.52b)

Yt — Pzz = 0. (352C)

Ainsi, de (3.52a), nous avons

| 1
pr = ke — thttl'2 - Eﬁttx + 7o, (3.53a)
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et
w1
Lrz = kIIB = ZTtt. (353b)
En combinant avec (3.52¢), cela nous donne
bee™ — 21z — 2B+ v, = hope " — (3.54)
e — -’ — =By 0, = RKzz€  — — Tt :
t 3 it 5 L T Yo, z2€ 1 it
Donc, 74y = 0, Bt = 0, ky = ko €t 70, = —iTtt-
Ainsi,
E(z,t) = degxt + cq + 205t + ¢y, (3.55a)
7(t) = 4cgt® + 2¢4t + o, (3.55b)
o(z,t,u) = k(z,t)e ™ — cgx® — csz — 2cet + C3. (3.55¢)

Etape 9 : Trouver les symétries.

Les symétries sont données en remplacant (3.55) dans (3.36) et en posant & tour
derblecy =1, =1, ¢c3 =1, ¢4 = 1,¢c5 =1, cg = 1 et k(x,t) = k(zx,t), tout
en maintenant les autres coeflicients égaux a 0. Ainsi, nous trouvons les générateurs

infinitésimaux suivants :

v = Oy, (3.56a)
vy =0, (3.56b)
v3 = O, (3.56¢)
4 = 20, + 2t0,, (3.56d)
vs = 2t0; — 10y, (3.56¢e)
ve = 4atd, + 4t°0, — (2* + 2t)0,, (3.56f)
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v = k(x,t)e “0,. (3.56g)

Etape 10 : Trouver les groupes de symétries.
En appliquant le méme raisonnement que pour les exemples 3.20 et 3.21, nous

trouvons les groupes de symétries suivants :

G, = (x+¢,t,u), | (3.57a)
Gy = (z,t +&,u), (3.57b)
Gs = (z,t,u+¢), (3.57¢)
Gy = (e°x, %t u), (3.57d)
Gs = (z 4 2¢et,t,u —ex — €°t), (3.57e)
Co = (1 —:C4st’ 1 —t45t’u in (\/1——@) 1 iZCLt) ’ (3:571)
Gr = (z,t,In (" + ek(x,1))) . (3.57g)

3.3.2 Equation d’Euler

Comme deuxiéeme exemple, nous considérons ’équation d’Euler pour le déplace-

ment d’un liquide en trois dimensions [24].

Etape 1 : Identifier le systéme d’équations.

L’équation d’Euler s’écrit

u; + u - grad u = —grad p avec divu = 0. (3.58)
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Les variables indépendantes de I’équation sont la position x = (z,y, z) et le temps ¢
et les variables dépendantes de I’équation sont le champ de vitesse u = (u,v,w) et
la pression p. Par conséquent, 'équation (3.58) se traduit par les quatre équations

sulvantes :

By = u + uuy + vuy + wu, +p, =0, (3.59a)
Ey = v + uvg + vvy + wu, +py, = 0, (3.59b)
Es = wy, + vw, + vwy + ww; + p, = 0, (3.59¢)
By =u, +v, +w, =0. (3.59d)
Etape 2 : Identifier le champ vectoriel.
Comme p =4 et ¢ = 4, d’aprés (3.30), nous avons le champ vectoriel
v = g(X, t: u>p)8I + n(xa ta u;p)ay + g(xa ta uap)al + T(X7 t’ u7p)at (3 60)

+ o(x,t,u,p)0, + P(x,t,u,p)0, + x(x,t,u,0)0y + 7(x,t,u,p)0,.

Etape 3 : Déterminer le prolongement du champ vectoriel v.
Comme n = 1, nous devons utiliser le premier prolongement. Ainsi, d’aprés (3.31),

le premier prolongement de v est donné par

0
pr(l)v = £0, + N0y + (0, + 7O + @0y + Y0y + XOuw + m0p + Z@JaT
J J

= €0, + 10, + (0, + 70, + 90y + Y0, + X0y + 7O,
b O, + G0y, + 9 Ou, + @ B + Oy, + YYDy, (3.61)
+ 70, + V' 0y, 4+ X O, + XY0u, + X 0. + X Ou,

+ 1%0p, + 70, + T 0y, + 7O,
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Etape 4 : Simplifier pr®v en fonction du systéme d’équations.

De (3.59) et (3.61), en utilisant (3.32), nous avons

(1) _
prYv(E;) =0
(3.62a)
S 0+ up” + v’ +wp” + U + ¥ +ux + 77 =0,
(1) _
pritu(Ey) =0
(3.62b)
S P+ w)® + oY + wt + v + v + v x + ¥ =0,
Wy EL) =
priVv(E;) =0
( (3.62¢)
& X'+ ux® +ox¥ +wx’ + wep + wyy +wx + 17 =0,
(1 —
pru(Ey) =0
(3.62d)

& "+ + X7 =0,

Etape 5 : Calculer les coefficients.
D’aprés (3.33), les coefficients ¢*, ¥, ¢*, ', 9%, @Y, %, ', X%, x¥, X%, X', 7%,

¥, % et 7' sont donnés par

SOI = Qg T Py + YUz + Py + PpPz — 51% - &ﬂli - gvuasva:

- gwuzwz - gpuzpz = NzUy — NuUgUy — TyUyVUsz — ThyUy Wz — TlpUy Py

(3.63a)
- Cxuz - Cuuzuz - Cvuzvz - Cwuzwz - Cpuzpz — TgpUy — T Ug Uy
— TyUtVUg — TUt Wy — Tputpza |
T =T+ T+ T+ Tuwr + TP — &P — CuUiDs — EuVeDs
— WDy — gppzpt — Py — NuWtPy — ThUtPy — ThoWtDy — TlpPyDt
(3.63p)

- Ctpz - Cuutpz - vatpz - watpz - Cppzpt = TtPt — TuUtDe

2
— ToUtPt — TwWiPr — TpPy -
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En exemple, voici le calcul pour ¢” :

¢" = Dy — Euyp — Ny — Qu, — TU) + gz + Mgy + (U + TUae
= Dy —u; D26 — EDruy — uy Do — nDyuy — w, D¢ — (Dyu,
— U Dy — 7Dty 4 gy + Mgy + (Uas + TUge
= Dy —u; D& — w, Dy — u, D¢ — u Dy

88

= Pz + Py Uy + PyUyg + PuwWg + ‘pppz - 51“9: - §uu3; - §vuzvz - §wuzu)a:

- §pu$pr - nruy - nuuzuy - nvuyvr T NwUyWe — TpUyPz — Cl'uz
- Cuua:uz - Cvuzvx - Cwuzwz - Cpuzpr — TrUt — TuUg Uy — TpUgUg

— TwUWz — TpUDy.

Etape 6 : Remplacer les coefficients et simplifier.

De (3.59), nous avons

Pp = —Uy — ULy — VUy — W,
Dy = —Up — UUp — VU, — WU,
P = —Wp — UW, — VW, — WW,,
W, = —Uy — Uy

Ainsi, de (3.62) et (3.63), nous obtenons pour £ :

(1 + ups + vy + we, + 75)

2

+7y — & upy — €y — W, + @ — Wy, — UTPp — U, + w2g0p — w(; ) Uy

U =1 — Uy + Uy — vy — UTp + V6 — W, — uv‘pp)uy

+

+

+ (X = G — ule — v(y + wey + W — Wl — W, — uwe,)u.
+(pu — e — Tp + & — UPp — UT, — VT — WT,) Uy

+

Ty 4 Uy + UNy — VP, Vg + (V0 4 VN — WPy — W, — V2o, + wie,)y,
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W + WPy — VWPV, + (0 + N — V@)U + (T + Uy + Uy — U, )W,
VP + Ve — VWP )Wy + (Pu T Gz — W) Wi + (0 — Tu)py
w€y — W, — w2§p + uwcp)ui

Uy + Wy + U, — WP, — wvé, + vwl,)usu,

uC, + wly, +u (p — uwép) U U,

uTy, + Wy + uCT, — Wi, — u&y, + wlp)uu,
uny — Wy — u? Np + UV ) Uy Uy

v, + W€y, + V26 — w2, + vy — uvn, — Wy + uwWl,) ULV,
Wiy, — W, — uwn, + VWE) UV, + (N — & — unp + V& JuL vy
UGy — wly — U Cp + uwé, )Wy, + (VG — V€, — uVC, + VWE, ) ULw,
Cu = &w — uGp + W& uswy + (=& — Tu + UTY) UL

UMy + UM, — U §p)

UGy — Wy, + uwn, + uvl, — 20wé,)uy U,

+

+

+

+ (=

+ (=

+ (=

+(

+ (=

+

+

+

+ (=

+ (=

+ (=1 = VT + uny + uvT, — 208 )uyur + (V€ — un,) Uy Uy
+ (= + Wy — WM, + VW) Uyvy, + (—wy)uyv, + (=1 )uyv;

+ (V6w — unyw + vwn, — wv(p)uyw, + (VWNp — VN — U2Cp)uywy

+ (Wi — 1y — VG uywe + (07, = T uypy + (uwly — W, — wEy)ul

+ (=G — wTy + ulp + vwr, — 2w u Uy + (W, — uly — vwn, + v, u, v,

+ (v, + wly + V°C — vwn,)uLv, + (vwl, — wé, — wn,)u,v,

+ (VG — G — W)UV + (WEy — Uly) U Wy + (=0 )uwy + (=) u W

+ (W = GJuapr + (—Tu +ump — &)U + (& — ury — Uy + uVT U,

+ (—vTy + 02 Ty — VT + WTy — wQTp + wlp)urv, + (VwT, — WT, — W)Uy,

+ (vTp — Ty — M)Wy + (& — uTy — uly + vWT, ) U W, + (VWT, — VT, — U, ) Uwy
+ (wrp — G — Tw)uewy + (umy)v2 + (7, — W, )0y + (WN,) V0, + (1) V0,

+ (uny + u)vzw, + (V6)vewy + (Co)vawe + (=T )vpe + (V1w — Wy ) Uy Wy

+

Wy )V, Wa + (T ) VW + (uﬁw)wi + (VCw)wewy + (Cw)wzwy + (—Tw)wepe = 0.
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Le méme type de solution est obtenu pour E,, E3 et Fy.

Etape 7 : Obtenir les équations déterminantes.
Les équations déterminantes sont obtenues en isolant séparément les différentes
dérivées de u, v, w et p dans F1, Ey, E3 et F;. Vu le nombre d’équations, nous ne les

donnerons pas ici.

Etape 8 : Trouver la solution générale.

Des équations déterminantes, nous remarquons que la symétrie est projetable,
c-a-d. que £, n, ¢ et 7 dépendent uniquement de x et t. Puis, en effectuant des
manipulations similaires a ce que nous avons fait pour I’équation de Burger, nous

trouvons la solution générale suivante :

§=cCeT + 1y — 22 T (3.66a
n=—az+cey + 3z + 3, (3.66b
(=0 —c3y+ ez + 7, (3.66¢
T = (2¢6 + cq4)t + 2¢7 + ¢, (3.66d
© = —(cs + cq)u+ 1V — QW + 0,
= —ciu— (cg + ca)v + czw + By,
X = Cot — c3v — (C6 + ca)w + i,

= —2(cs + Ca)p — CuT — Puy — Yuz + 0,

ou «, 3, v et 8 sont des fonctions de .
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Etape 9 : Trouver les symétries.

Les symétries sont données en remplagant (3.66) dans (3.60) et en posant & tour
derbleci=1,c=1,c3=1,cs=1,c5=1,¢c6=1, ¢cr =1, aft) = alt), B(t) = (1),
y(t) = ~(t), 0(t) = 6(), tout en maintenant les autres coeflicients égaux a 0. Ainsi,

nous trouvons les générateurs infinitésimaux suivants :

v = Y0, — 20y + v0, — ul,, (3.67a)
vy = 20, — 205 + U0y, — WO, (3.67b)
vs = 28, — Y8, + wo, — VO, (3.67¢)
vy = t0, — ud, — v0, — WO, — 2p0, (3.67d)
vs = 0y, (3.67¢)
v = 20, + Y0, + 20, + t0, (3.67f)
Vo = a0y + 0, — a0, (3.67¢g)
vg = B0y, + [0y — Buyo,, (3.67h)
Uy = Y0, + 10u — Y1220,, (3.671)
vp = 60,. (3.67j)

Ici, vy, vo et v3 sont des rotations; vy et vg sont des dilatations; vs est une transla-
tion dans le temps; v, vg et v, sont des changements de coordonnées; et vy est un

changement de pression.

Remarque 3.45. Notons que vg n'est plus sous sa forme originale et que vy n’est pas

donnée pour éviter d’avoir des informations en double.

Etape 10 : Trouver les groupes de symétries.

~

A partir des champs vectoriels obtenus a I’étape précédente, nous avons un groupe

de symétries pour chaque type de champ vectoriel. Ainsi, le groupe de symétries
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associé aux rotations (v;, v, v3) est le groupe de rotations
SO(3) : (x,t,u,p) — (Rx,t, Ru,p) (3.68a)

ou R est une matrice 3 x 3 orthogonale. Ce groupe représente des rotations simultanées

dans 'espace x et dans le champ de vitesse u.

Les groupes de symétries associés aux dilatations vg et v, sont respectivement les

groupes de dilatations
D : (z,t,u,p) — (e°z,et, u,p) (3.68b)
et

2e

Dy : (x,t,u,p) — (x, et e “u, e *p). (3.68¢)

Le groupe de symétries associé a la translation dans le temps vs est

Gy (z,l,u,p) = (x,t +¢,u,p) (3.68d)

Le groupe de symétries associé au changements de coordonnées (vq, vg, vy) est
1,
Go: (x,t,u,p) = |z +ea(t),t,u+ealt),p—cx - oy — FE au> (3.68¢)
ou a = (a,5,7).
Finalement, le groupe de symétries associé au changement de pression (vs) est

Gy (x,t,u,p) — (xz,t,u,p+eb(t)). (3.68f)
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3.3.3 Equation de Riccati quaternionique

Comme dernier exemple, nous considérons I’équation de Riccati quaternionique vu
au chapitre 2. Notons que méme si nous avons traité I’équation dans les biquaternions,
tout ce que nous avons vu est aussi valide dans les quaternions et ’équation prend la

méme forme [26].

Etape 1 : Identifier le systéme d’équations.

L’équation de Riccati quaternionique s’écrit

DQ +1Q*=q. (3.69)

Nous avons vu au chapitre 2, que cette équation est équivalente aux quatre équations

suivantes :

By = —(uy + vy, +w,) +u® +v* +w® —qg=0, (3.70a
Ey =wy, —v, =0, (3.70b
Es=u, —w, =0, (3.70c
Ey= v, —u, =0, (3.70d

Ainsi, les variables indépendantes de I’équation sont z, y, z et les variables dépendantes

de I’équation sont u, v et w.

Etape 2 : Identifier le champ vectoriel.

Comme p = 3 et ¢ = 3, d’apres (3.30), nous avons le champ vectoriel suivant :

v=E&(z,y,z,u,v,w)0 +n(z,y, z,u,v,w)0 + ((z,y, 2, u,v, w)0, (371)
71

+ o(z,y, 2, u,v,w)0, + V(x,y, 2, u,v,w)0, + x(2, Y, 2, U, V, W) Dy.
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Etape 3 : Déterminer le prolongement du champ vectoriel v.
Comme n = 1, nous devons utiliser le premier prolongement. Ainsi, d’apres (3.31),

le premier prolongement de v est donné par

prio = €8, +nd, + (0, + @8y, + V8, + X + PO, + P00,

(3.72)
+ @ 0, + Y50y, + Y0, + 970y, + X 0w, + XY0w, + X Ou.-
Etape 4 : Simplifier pr™v en fonction du systéme d’équations.
De (3.70) et (3.72), en utilisant (3.32), nous avons
(1 —
priv(E;y) =0
1 (3.73a)
& — (9" + Y+ XF) + 2up + 209 + 2wx — £¢z — NGy — (g: =0,
(1) _
priVv(Es) =0
(3.73b)
Sy - =0,
1 _
pr/v(E;) =0
(3.73¢)
&9 =x" =0,
(1) _
priVou(Ey) =0
! (3.73d)

Etape 5 : Calculer les coefficients.
D’apres (3.33), les coefficients ¢, ¥, o*, 9%, YV, %, x*, x¥ et x* sont les mémes
que ceux calculés pour I'équation d’Euler (3.63), mais sans les termes faisant intervenir

t, p, 7 ou 7. Ainsi,

SDI = Pz + Quly + OuUz + PuWz — {GUy — guui — &z Uz
- gwuzwz - nruy - nuuzuy - n'uuyva: - nwuywz - gruz (374&)

- CuU;rUz - Cvuzvac - Cwuzwra



Chapitre 3. Les symétries 95

XZ = Xz T Xulz + XUz T XoW. — gzwz - guuzwz - gvvzwm
— &uWow, — MWy — T U Wy — TV Wy — Ty Wy W, — Cw, (3741>

— Cuuw, — Guw, — Cuw?.

Etape 6 : Remplacer les coefficients et simplifier.

De (3.70), nous avons

W, = —Uy — Uy + w4 vt +w?—gq, (3.75a)
Wy = Uy, (3.75Db)
Wy = U, (3.75¢)
Uy = Uy. (3.75d)

Ainsi, de (3.73),(3.74) et (3.75), nous pouvons réduire (3.73) pour E;, E,, Ej5 et

Ej. Etant donné la longueur du résultat, celui-ci n’est pas donné ici.

Etape 7 : Obtenir les équations déterminantes.
En isolant séparément les différentes dérivées de u et v, nous obtenons les équations

déterminantes suivantes pour Fj :

P+ Py + X+ (w — G+ 07+ w? — ) = Gu(u® + 02+ w? — g)? (3.76a)
— 2up — 20 — 2wx + £¢s + Mgy + Cg: =0, (3.76b)
Pu = Xw + G — &x + 26 (v +0° + w* —¢) =0, (3.76¢)
Yu + Yy — & — 1 =0, (3.76d)
P+ Xu =& — G — (o + )W+ 0* +w* —q) =0, (3.76¢)
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Yy~ Xuw + G = 1y + 26 (w® +0* +w? — ¢) =0, (3.76f)
Y+ Xo = M — G — (T + G) (W® + 0% + w? = q) =0, (3.76g)
§u + 10 =0, (3.76h)
§u + Gw =0, (3.761)
&+ 1 =0, (3.76j)
€u+Co=0, (3.76K)
D+ Co = 0, (3.761)
T + G =0, (3.76m)
Gw = 0. (3.76n)

Le méme type de résultat est obtenu pour Fs, E3 et Fjy.

Etape 8 : Trouver la solution générale.
Des équations déterminantes, comme pour I’équation d’Euler, nous remarquons
que la symétrie est projetable, c.-a-d. que &, n et ( dépendent uniquement de z, y et

z. Ainsi, I’équation a résoudre est

e Uy + e+ (pu — &)W + 07 +w® —
P+ Yy + Xz + (Pu — &)U+ 07 +w” —q) (377)

— 2up — 2y — 2wx + £q: + ngy + (g =0,

avec @, = w'v = Xw) Pv — — 1y = Nz = éyv Pw = ~Xu = _gr-/ ww =X == _€y7
@yzwmawz:Xy)@z:XI etéac:nyzgz-

La solution est donnée par

(x,y,2) = cg(2® —y* — 2%) + 2cozy + 21072 + 2T — gy — €52 + C1, (3.78a)
n(x,y, z) = 2csxy + co(y? — 2% — 2%) + 2c10yz + T + C7y — caz + ¢y, (3.78D)

C(x,y,2) = 2cs22 + 2coyz + 10(2? — 2% — y?) + 52T + cay + 72 + ¢3, (3.78¢)
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o(z,y, z,u,v,w) = cg(1 — 2(zu + yv + 2w)) + 2co(xv — Yu)

+2c10(xw — zu) — cru — cgU — CsWw,
Wz, y, z,u,v,w) =2cs(yu — 2v) + co(1 — 2(zu + yv + 2w))

—2c10(2v — yw) + cgu — v — cqw,
x(x,y, z,u,v,w) = 2cg(zu — xw) + 2¢9(2v — yw)

+cio(l — 2(zu 4+ yv + 2w)) 4 czu + v — crw,
avec
~ [eg(z? — y* — 2°) + 2cozy + 2c1022 + C1T — Y — €52 + €1 qs
— [2cszy + co(y® — 2% — 2%) + 2c10y2 + CoT + C7Y — caz + 2,

— [2cszz + 2c9yz + cro(2? — 22 —y*) + s+ ey + oz + ¢3)q.

+ 2[2cgx + 2¢c9y + 2¢102 + ¢7]q = 0.

Etape 9 : Trouver les symétries.
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(3.78d)

(3.78e)

(3.781)

(3.79)

Les symétries sont données en remplagant (3.78) dans (3.71) et en posant a tour de

r61801:1,02:1,c3:1,c4:1,c5:1,06:1,c7:1,08:1,69:1,010=1,tout

en maintenant les autres coefficients égaux a 0. Ainsi, nous trouvons les générateurs

infinitésimaux suivants :

U1 = a:m
Vg = Oy,
V3 = aza

vy = Y0, — 20, + v0,, — w0,
v = 20, — 20, + w0, — ud,,
vg = 20y — YO, + u0, — v0,,

vy = 20, + Y0, + 20, — ud, — v0, — Wiy,
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vg = (2° — y* — 290, + 22y0, + 2220, + (1 — 2(zu + yv + 2w))d,

(3.80h)
+ 2(yu — zv)0, + 2(zu — 2wW) 0y,
v = 2zy0, + (v* — 2° — 2°)0, + 2y20, + 2(xv — yu)d,
(3.80i)
+ (1 = 2(zu + yv + 2w)) 0, + 2(2v — yw)dy,
vip = 2220, + 2y20, + (2* — 2° — y*)0, + 2(zw — 2u)d,
(3.80)

+ 2(yw — 2v)0, + (1 — 2(zu + yv + zw)) 0y

Ici, v1, vy et v3 sont des translations, vy, vs et vg sont des rotations, v; est une dilata-

tion, et vg, vg et v1g sont des symétries que nous appellerons « symétries coniques ».

De plus, d’apres ’équation (3.79), le type de potentiel associé & chacune de ces

symétries est connu. Ainsi,

¢ = Fi(y, 2), (3.81a)
g2 = Fa(z, 2), (3.81D)
g = F3(z,y), (3.81c¢)
Q= Iy (a: VY2 + z2> : (3.81d)

(]6—F6 (Za I2+y2> ) (3 81f)

qr = :C_QF"(' <g) E) > (3 81g)
r T

gg — 7"_4F8 <%, —ZE) , (38111)
rer

g = 4Py (32 %) , (3.81i)
Ter

—4 z Yy .

quo=r1""Fip (T_Q’ r_2> , (3.81j)

oll g, est le potentiel associé & v; pour i = 1,...,10 et ot 7% = z2 + y* + 2°.
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Etape 10 : Trouver les groupes de symeétries.
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En appliquant le méme raisonnement que pour les exemples 3.20 et 3.21, nous

trouvons les groupes de symétries suivants :

Gy = (z+¢&,y,2,u,v,w),

Gy = (z,y+ ¢, 2,u,v,w),

Gs = (x,y, 2+ €,u,v,w),

G4 = (z,ycose+ zsing,zcose — ysine, u,vcose + wsineg,
wcose —vsineg),

G5 = (zcose — zsing,y,zcose + xsine, ucose — wsine, v,
wcose + usine),

Gg = (zcose 4+ ysing,ycose —xsing, z,ucose + vsine,
vCoseE —usine, w),

G, = (xef, ye©, e“ze® ue °, ve T, we‘e> ,

O z —r y 2
8\ r2e2 —20e 4+ 17722 — 226+ 17122 — Qe+ 17

u+ (1 —2(zu +yv + 2w))e — (r2u + (1 — 2(zu + yv + zw))z)e?,

v(r?e? — 2ze + 1) + y(2ue + (1 — 2(uz + yv + 2w))e?),
w(r?e? — 2ze + 1) + 2(2ue + (1 — 2(uzx + yv + zw))62)> )

T y—ri 2
o\ r22 —2ye + 17122 — 2ye + 17 122 — 2y + 1’

u(r?e? — 2ye + 1) 4 z(2ve + (1 — 2(uz + yv + 2w))e?),

2

?

v+ (1= 2(zu + yv + 2w))e— (r®v + (1 — 2(zu + yv + 2w))y)e

w(r?e? — 2ye + 1) + 2(2ve + (1 — 2(uz + yv + zw))62)> :

(3.82a)
(3.82b)

(3.82¢)

(3.82d)

(3.82¢)

(3.82f)

(3.82g)

(3.82h)

(3.82i)
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o - T y z—r%€
07\ p262 920 4177262 — 226 4+ 171262 — 226 + 17

u(r’e® — 2ze + 1) + z(2we + (1 — 2(uz + yv + 2w))e?), (3.82i)
v(r’e? — 2ze + 1) + y(2we + (1 — 2(uz + yv + 2w))e?),

w+ (1= 2(zu 4+ yv 4+ 2w))e — (rPw + (1 — 2(zu + yv + zw))z)52> :



Chapitre 4

Réduction par symétries

Dans ce chapitre, nous allons traiter de la réduction par symétries. Comme pour
le chapitre précédent, nous résumerons d’abord les grandes lignes de la réduction
dans une bréve introduction avant d’aborder la théorie. Encore une fois, apres avoir
présenté la théorie, nous ferons quelques exemples (Burger, Euler, Riccati). Ici encore,
les résultats concernant I’équation de Riccati sont nouveaux et ont été présentés dans

[26].

4.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre précédent qu'une symétrie est une transformation qui
préserve les solutions. Ces solutions ont évidemment des éléments en communs, des
invariants, qui ne changent pas durant la transformation. Par exemple, si la symétrie
est une rotation, le rayon ne changera pas. Ainsi, le rayon est un invariant de la

symétrie de rotation.
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L’idée de la réduction par symétries est de diminuer le nombre de variables en
utilisant les invariants. Pour ce faire, il nous faut remplacer toutes les variables par
des invariants. Par la suite, nous devons résoudre la nouvelle équation et faire les

substitutions inverses.

Exemple 4.1. Soit I’équation de la chaleur u; = u,,. Cette équation posséde une
symétrie de translation générée par 0; + ¢0, ou ¢ est une constante. Les invariants de

cette symeétrie sont y = x — ¢t et v = u. Ainsi,

Up = Vy = Uyly = —CUy 0 Ugpy = Ugg = UyylYala = Uyy-

Par conséquent, 1'équation de la chaleur devient —cv, = v, qui a pour solution
v(y) = ke™® + [ ou k et [ sont des constantes. Puis, en ramenant les anciennes

variables, nous trouvons u(z, t) = ke~ 4|,

Evidemment, la solution trouvée n’est pas la solution générale, car nous avons
imposé des contraintes supplémentaires a notre solution. Toutefois, il est possible
d’obtenir toutes les solutions de I’équation en répétant le méme processus avec toutes
les symétries. En pratique, cela est rarement nécessaire, car bien souvent nous avons

simplement besoin d’une seule solution.

4.2 Théorie

Dans cette section, nous allons seulement présenter une partie de la théorie qui
nous permet de faire la réduction par symétrie. En effet, nous allons voir uniquement
comment trouver les invariants d’'une symétrie et la procédure pour faire la réduction
par symétries. Toutefois, pour le lecteur intéressé, le reste de la théorie qui entoure la

réduction par symétries se trouve dans [24].
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4.2.1 Construction des invariants

Pour faire la réduction par symétries, nous avons besoin de trouver les invariants

d’une symétrie. Nous utiliserons ici plusieurs éléments du chapitre 3.

Soit G un groupe de transformation a un parametre qui agit sur une variété M

qui a comme générateur infinitésimal

V=E08 +...+ E0y,. (4.1)

D’aprés le théoreme 3.30 du chapitre 3, un invariant f(z) de G est une solution de

’équation différentielle

O(f) = €0y, f+ ...+ Ena f = 0. (4.2)

La théorie des équations différentielles nous dit alors que pour trouver la solution

de I’équation (4.2), nous devons résoudre son systéme caractéristique

dx d n
T dwy A% (4.3)
Gi(z)  Lafz) En()
La solution générale de I’équation (4.3) est de la forme
fl(xl-, C. -,'Tn> = C1y--., fn_l(zcl, C. ,CCn> = Cpn—1 (44)

ou les ¢; sont les constantes d’intégration et ou les fonctions f; sont les invariants

recherchés.

Exemple 4.2. Soit le groupe de rotation SO(2)

(z,y) v~ (zcose —ysine,xsine + ycose), 0<e <27,
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Le générateur infinitésimal du groupe est donné par
v = —y0, + 20,.

Ainsi, son systéme caractéristique est

= _dy

La solution est donné par ¢ = z? + y*. Ainsi, f(z,y) = 2? + y? est un invariant du

groupe SO(2)

Remarque 4.3. Evidemment, toutes les fonctions d’invariants sont aussi des inva-
riants. Ainsi, nous aurions pu prendre v = /22 + y? comme invariant pour le groupe

50(2).

4.2.2 Réduction par symétries

Maintenant que nous sommes en mesure d’obtenir les invariants d’une symétrie, il

nous reste a faire la réduction par symétries.

Considérons A(z,u(™) un systéme d’équations différentielles avec p variables in-
dépendantes x = (x1,...,2,) et ¢ variables dépendantes u = (uy,...,u,). Si G est un
groupe de symétries du systeme, alors d’apres la définition 3.25, une solution u = f(x)
sera invariante sous l’action de n’importe quelle transformation g € G. De plus, en
faisant quelques suppositions supplémentaires, il est possible de trouver toutes les
solutions invariantes de A en solutionnant le systéme réduit A/G qui fait intervenir
moins de variables indépendantes que le systeme A. Un théoréme, que nous ne trai-
terons pas ici, nous assure que le systéme posséde p — s invariants indépendants y(z)

et ¢ invariants dépendants v(z, ). Ici, s est la dimension de 'orbite de G.
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Pour passer du systéme initial A(z, (™) au systéme réduit, nous devons récrire
le systéme en fonction des invariants trouvés. Initialement, une solution u = f(z)
dépendait uniquement des variables indépendantes (z1,...,z,). En utilisant les inva-
riants, nous pouvons réexprimer une partie des variables indépendantes (z1,...,2,—s)
en fonction des invariants y. Toutefois, il nous reste encore s variables indépendantes
que nous devons garder £ = (Z,_s41,...,Zp). Ainsi, nous avons u = (2, y, v). Finale-
ment, pour avoir un systeme qui dépend uniquement des nouvelles variables z, y v,

nous devons utiliser la régle de la dérivation en chaine

u 9 9692 96y 96 dvdy

a—ac:%&%y,v):a—j%Jra—y%Jr%a—ya—x- (4.5)

et nous devons remplacer toutes les anciennes variables z et u par les nouvelles va-
riables %, y et v. Notre nouveau systeme devrait donc avoir la forme A(fv,y,v(”)).
Toutefois, puisque G est un groupe de symétries du systeme A, le systeme A est
équivalent au systéme réduit (A/G)(y,v™) qui ne dépend plus de 2. Finalement, une
solution v(y) du systéme réduit A/G est aussi une solution du systeme A lorsque

nous faisons les transformations inverses.

4.3 Exemples

Dans cette section, nous allons appliquer la réduction par symétries pour les trois
équations que nous avons vu au chapitre 3, soit ’équation de Burger, I’équation d'Eu-
ler et ’équation de Riccati quaternionique. Notons que le deuxiéme exemple vient
directement de [24] et que le troisiéme exemple reprend les résultats obtenus dans

[26].
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4.3.1 Equation de Burger

Dans ’équation de Burger

2
U = Ugy + Uy,

nous avons obtenu les symétries suivantes :

U1 = 81‘)
Uy = atv
VU3 :a’Lu

v = 0y + 2t0,,

vs = 2t0; — 10,

vg = 4xtd, + 4t20, — (2* 4 2t)0,,

v = k(z,t)e "0,.
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(3.34)

Toutefois, pour cet exemple, nous allons nous intéresser uniquement a la symétrie de

dilatation engendrée par v,.

Calcul des invariants

Calculons les invariants de vy, la symétrie de dilatation.

De (4.3), nous avons

De cette équation, nous avons

dr dt

1 T
—:—<:>1n:c:§1nt+lncl<:>01:

T 2t

Vi

(4.6)

(4.7a)
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et

dr du
; = F &= Cy = U. (47b)

Ainsi, les invariants de cette symétrie sont donnés par

et v =u. (4.8)

oz
TV
Réduction par symétries

Notre équation de départ est u; = Uy, + ul.

Calculons u, uy, u, et u,, en fonction des nouvelles variables (y et v) et de 'an-

cienne variable ¢ qui devrait s’annuler plus loin.
q

U=,
1 Yy
Ug = Uy = VylYy = —53375 2y, = Q—tvy,
1 (4.9)
Uy = Uz = UyYz 7#),1/,
1 1 1
Ugq = (\/E/Uy>$ NG vy Yz tvyy
En effectuant la substitution dans I’équation de départ, nous avons
2 Y 1 1, 2, Y
Ut = Ugy + US & oW = Sl + Ty S Uy + v, + QU = 0. (4.10)

En posant z := v, dans la derniere équation, nous obtenons I’équation non linéaire de

Bernouilli suivante :
Y

2(y) +2(y)* + 24y) =0. (4.11)

Ainsi, & partir d’'une solution z(y) de I’équation (4.11), il nous suffit de faire les
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transformations inverses

u=v:/z(y)dy avec y:%

pour obtenir une solution de I’équation de Burger (3.34).

4.3.2 Equation d’Euler

Dans "équation d’Euler [24]

Ey = uy + uug + vuy + wu; + pp = 0,
Ey = vy + uvg + vuy + wu, +p, =0,
Fs = w, + ww, + vwy + ww, +p, =0,

Ey=uy + vy +w, = 0.
nous avons obtenu les symétries suivantes :

v = YO0y — 20, + v0, — ud,,

Uy = 20, — 20, + U0y — Wy,

vg = 20y — Y0, + w0, — v0,,

vy = t0y — u0, — v0, — Wiy, — 2p0,,
vs = 0y,

ve = 0, + Y0, + 20, + t0,,

Vo = @0y + 10y — 20,

vg = BOy + B0y — Buy0y,

Uy = Y0, + V10w — Y120,

vg = 00,.
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(4.12)
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Encore une fois, pour cet exemple, nous allons nous intéresser uniquement & la sy-

métrie engendrée par vg. Toutefois, comme ’équation tridimensionnelle reste assez

compliquée, nous traiterons uniquement le cas bidimensionnel. Ainsi, 2 = 0 et w =0

et les équations (3.59) deviennent

Ey = uy + uug + vuy, +pr = 0,
Ey = vy + uve +vvy +py =0,

Es =u; +v, =0.

Calcul des invariants

Calculons les invariants de vg.

De (4.3), nous avons

dy dv dp dt  du dzx

B _E_—/Buy 0 0 0’

De cette équation, nous avons

Cl—t,

Coy = U,

C3 = I,
dy dv By
= & Bdy = Bdv & =fvt+cEScp=v— —
3 3, Bty B By =B 4 3

et
dy dp

B N —Buy

Y

1
& —Puydy = Bdp & _éﬁttyQ =Pfp+ceecs=p+

/Btt
25

(4.13a)
(4.13b)
(4.13¢)

(4.14)

(4.15a)
(4.15b)
(4.15¢)

(4.15d)

(4.15e)

Ainsi, les invariants de cette symétrie sont donnés par z, ¢, u, r = v — %y et 5 =
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P+ G5y°.

Réduction par symétries

Calculons u, ug, U, Uy, vV, Uy, Uz, Uy, D, Pz €t py en fonction des nouvelles variables

et de I’ancienne variable y qui devrait s’annuler plus loin.

w=u, (4.16a)
Up = Uy, (4.16b)
Uy = Uy, (4.16¢)
Uy = UpTy + UsSy = ._ur% + us%y = O> (416d>
v=r-+ %y, (4.16e)
oy — (H %y> S W@/ (4.16f)
Uy = (T + %y) = Tg, (416g>
Uy = (r + %y) =TSy + % = %, (4.16h)
p:s—g—;yQ, (4.161)
Dz = (3 - 5_292> = Sz (416.])
Bt 2) B Bt
b - (8 Bl Py Pu (4.16K)
v 287 ), B B

Remarque 4.4. Notons que u, = u; = r, = s, = 0, car r et s sont des invariants

dépendants.
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En effectuant la substitution dans I'équation de départ, nous avons

Ey = uy +uug +vuy +pp =0 & uy +uug + 5, =0, (4.17a)

EgEfut+ufuz+vvy+py:O<:)n+ur1+ri:O, (4.17b)
5

E35u1+vy20®ux+%:0. (4.17¢)

La solution de ce nouveau systéme est donnée par

u PEto

-
"= W’ (4.18)
s — (%55u — BHx + (280, — Boy)r + 1

32
ou o et 7 sont des fonctions arbitraires de t et ou h est une fonction arbitraire de

br—o.

En faisant les transformations inverses, nous obtenons

u— —ﬁt$ + oy
=— 5
A _
v — By + (8595 U), (4.19)
(%;‘3@1 — By %.3,3“@/2 + (268,00 — Bou)r + 7
N .32 .
De plus, si nous posons 3 = 1, nous obtenons
U = 0oy,
v =h{z— o), (4.20)

pP=—0urT+T.
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Maintenant, en ramenant w dans notre systeme, nous trouvons
wy + vw, +vw, =05 w=H(z— o0,y — th(zx — 7). (4.21)

Notons que si nous avions voulu faire une réduction par rapport a v, en plus de vg,

a moins de poser af(t) = % ou k est une constante, le systeme réduit obtenu aurait

été inconsistant et nous n’aurions trouvé aucune solution [24].

4.3.3 Equation de Riccati quaternionique

Dans ’équation de Riccati quaternionique [26]
DQ+ Q) =q. (3.69)
qui est équivalente au systeme d’équations

EIE—(uI+vy+wz)+u2+02+w2:q,

5
[

=w, —v, =0,
Ey=u, —w, =0,

Ey=v, —u, =0,

nous avons obtenu les symétries suivantes :

vy = O, (3.80a)
Vg = 0y, (3.80b)
vy = 0,, (3.80c)
vy =y0, — 20y + v0,, — WO, (3.80d)

vs = 20, — 20, + w0y, — Uy, (3.80e)
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Ve = 20y — YO, + ud, — v0,,

v7 = 20, + Y0, + 20, — u0, — V0, — WO,

vg = (2 — y? — 22)0, + 22y0, + 2220, + (1 — 2(zu + yv + 2w))d,
+2(yu — 2v)0y + 2(2u — W) Oy,

vg = 2zy0, + (y? — 22 — 22)0, + 2y20, + 2(zv — yu)d,
+(1 = 2(zu + yv + 2w))0, + 2(2v — yw) Oy,

Vg = 2320, + 2y20, + (2? — 2? — y*)d., + 2(zw — zu)9,
+2(yw — 2v)0, + (1 — 2(zu + yv + 2w)) 0.
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(3.80f)

(3.80g)

(3.80h)

(3.801)

(3.805)

Pour cette équation, nous ferons d’abord une réduction par symétries en utilisant la

symétrie de rotation vg et la symétrie de translation vs. Puis, nous referons le méme

processus, mais avec la symétrie « conique » vyg.

Invariants de la symétrie de rotation

Calculons les invariants de vg, la symétrie de rotation autour de 'axe des z et de

I'axe des w.

De (4.3), nous avons

@ dy du dv dz dw

—y oz  —v  wu 0 0’

et de cette équation, nous avons

C = Z,

Cop = W,

d d
@ :%yﬁxd:c:—ydyﬁxg%—ygzc&
d d
—u:—vﬁudu:—vdvﬁu2+vgzc4.
—v u

(4.22)

(4.23a)

(4.23b)

(4.23¢)

(4.23d)
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dy _  du

et nous devons encore résoudre = L

En posant y = psinf et u = Rcosyp, o p = \/c3 = Va?+y? et R = \J¢; =
Vu? + v?, nous avons

dy _ du o dy _ du
2 v VP9 JE-&
pcos@dd Rsin odyp
\/,02 — p?sin? 6 VER? — R?cos® ¢ (4.23¢)
S df = dy
= @ — 0 = Cs.

Maintenant, en posant 4 = Rcos! et 0 = Rsinl, ou I = ¢5 = ¢ — 6, nous avons
u=Rcosyp = Rcos(] +6)=R(coslcosf —sinlsinf) =dcosd —vsind (4.24)
et
v=Rsing = Rsin (I +0) = R(sinIcosf + cosIsinf) =dsind+ vcosh. (4.25)
Puis, en isolant © dans (4.24) et eﬁ remplacant dans (4.25) nous trouvons
@ =wucosf +vsind. (4.26)
De méme, en isolant 4 dans (4.24) et en remplacant dans (4.25) nous trouvons
0 = —usind 4+ vcos#. | (4.27)

L 4

Ainsi, les invariants de cette symétrie sont donnés par z, p = Va? + 9%, © = w,

4 =ucosf +vsinf et ¥ = —usind + vcosb.
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Réduction par symétries utilisant la symétrie de rotation

Calculons u, Uz, Uy, U U, Vg, Uy, Vs, W, Wy, Wy et w, en fonction des nouvelles
variables et de ’ancienne variable 3y qui devrait s’annuler plus loin. Afin d’éviter la

lourdeur, nous allons uniquement détailler le calcul de u,.

Uy = (Gcosh — Usind),

= U, cos 8 + Gi(cos ), — 0, sinf — ¥(sin b)),

x
= U,p, cos0 + U (—) — Dppysinfd — v (Q)
P/, P,

12\
= @y~ c0s0 + @ (— - 33—3) — 9, sin 0+ (%)
p PP p p
1 —cos? 6

:ﬁpc0829+ﬁ(
p

)
) 0, cosOsin 0+ 0 (79)

p

Gsin® @ + ¥sinf cos

= i, cos* 6 — 0, cos O sin 6 +
p

En appliquant le méme raisonnement aux autres variables, nous obtenons

u=1ucosf —vsind, (4.28a)
Uy = 1, 08> 0 — 0,sinf cos § + fsin’0 + Zsin@ COSQ, (4.28b)
u, = 1,sin 6 cosf — ,sin*H — isinf cosz +Dcos” 9, (4.28c¢)
u, = U, cosf — 0,sin 0, (4.28d)

v =1usinf + ¥ cos b, (4.28¢)
v, = 1i,5in 0 cosf + 9, cos® § — ﬂsin@cosz ~ sin’ 9, (4.28f)
v, = 1i,sin* 6 + 9,sin 0 cos § + flcos”f — Z) sin QCOSQ, (4.28g)
v, = U,sinf + 9, cos b, (4.28h)
w = 1w, (4.281)

w, = W, cosb, (4.28))
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wy = W,sind, (4.28k)

w, = b,. (4.281)

-
z

En effectuant la substitution dans le systeme initial,apres les simplifications, nous

obtenons
E1£—<ﬁp+%+ﬁ)z>+ﬁ2+f}2+w2:q, (4.29a)
E, =0, +tanf (4, —w,) =0, (4.29b)
Ey =14, —w,—tan(0v,) = 0, (4.29¢)
Ei=0,+ =0 (4.29d)
p

Toutefois, en mettant (4.29b) et (4.29¢) ensemble, nous avons

0, = —tanf (4, — 1W,)
= 4, — W, —tanf(0,) =0
& 0, — b, + tan® 0 (2, — ,) =0 (4.30)
& (1+tan?0) (i, — ) =0

:az—wpzo
et

4, — W, = tand(v,)
= 0, + tan 0 (i, — w,) =0
& 0, +tan?0(0,) = 0 (4.31)
& (1+tan®6)d. =0 |

= 9, = 0.

De (4.31) et (4.29d), nous avons 0 = ol ¢ est une constante réelle et de (4.30),

nous avons 4, = ,. Avec ces informations, nous devons trouver la solution de (4.29a).
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Malheureusement, il nous manque encore des informations pour pouvoir résoudre
I’équation (4.29a). Notons qu’en utilisant Maple 16 et qu’en supposant un potentiel
q= ';—z ou k est une constante, une solution faisant intervenir plusieurs fonctions de
Bessel est possible. Toutefois, dans les faits, cette solution n’est pas tres utile, car elle

est difficilement. manipulable.

Toutefois, en appliquant la symétrie de translation v3 = 0, qui implique une
invariance en z, nous avons que 4 et w ne dépendent pas de z. Par conséquent, de
(4.30), nous avons 4, = W, = 0. Donc, & = ¢, ol ¢, est une constante réelle. Ainsi

I’équation a résoudre devient
U e\’
— (ap + ;) + 4%+ (—1) +c3=g¢q (4.32)

qui est équivalente a 1’équation de Riccati
U %
@—a?+——<i>-ﬂ§+q:0 (4.33)
P P
kZ

En supposant ¢; =c; =0et g = o ol k est une constante réelle,’ alors la solution

de (4.33) est donnée par
L (ka + chk)
(p) =~ p(p2k — e2ck)

A

(4.34)

ou ¢ est une constante arbitraire. Ainsi une solution de notre systeme réduit est

2 <p2k + chk)

u= —p(ka_€2ck>’
o (4.35)
w = 0.

i. D’autres conditions ont été testées dans Maple 16.
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En faisant les opérations inverses, c.-a-d.

. ur vy
VIR VRt
B ay D2 A
U_\/m2+y2+\/:c2+y2> (450)
w=w,

nous trouvons

—kx [(3:2 + )k + 62‘:’“}
(22 + ) [(2? + y?)k — e>*]’

—ky [(2? + y?)F + 2] (4.37)
(.’132 + yZ) [(.’132 + yQ)k _ chk]’

v =

w = 0.

Ainsi, une solution de I’équation de départ (3.69) avec ¢ = —*—

—kx [($2 + y2)k + chk} —ky [($2 + yQ)k + 62(:/1

O A e @ [ o]

€9. (438)

Solution a I’équation de Schrodinger

D’apres le chapitre 2, du théoreme 2.66, nous savons que si nous possédons une
solution de I’équation de Riccati (3.69), alors nous pouvons obtenir une solution

de Iéquation de Schrédinger (2.12). Par conséquence, une solution de l’équation

(—A + L) Y(x,y, z) = 0 est donnée par

x2 +y2
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Y(z,y,2) = exp (—A[Q])
= exp (— /lmu(f,0,0)df _ /Oyv(x,n.,O)dn _ /Ozw(.r,y,g)du In 0)

. (_ s —kE (€2 4 %) d{)
1

£2 (€2F — g2ck)
v —kn [(22 + )k 4 ek
- exp (—/0 _ [ k _ elck]dn

(@2 +7°) [(2? + n?)

- exp (— ./OZ 0d§>

-exp (InC')
_ ( 2ck Ifzk)[efzck _ (T2+y2)k]xk C
zk(e2k — 1)(22 4 32 ) (e20k — 22k)
C [(a® +y?)F — |

(22 4+ y?)% (1 — e2k)

(4.39)

Ainsi,
C [(I‘? + yfz)k o chk]
(22 +y?)3 (1 - eh)

P(z,y,2) = (4.40)

est une solution de I’équation de Schrédinger lorsque ¢ = x2A—+y2

Invariants de la symétrie conique

Calculons les invariants de vip, une symétrie conique qui est loin d’étre triviale.

De (4.3), nous avons

dr dy 2dz duw dv dw (4.41)
rz  yz 22— (22+y?) zw-—z2u  yw-—z2v  :—(zu+tyv+ow) '

Pour calculer les invariants des variables indépendantes, nous allons utiliser les coor-

données cylindriques. Ainsi, z = pcosf, y = psinf, z = pcoty o p = Va2 +y? ,
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0 = arctan ¥ et ¢ = arctan .
T z

Par conséquent,

dr = cosfdp — psin 6d0,
dy = sinfdp + pcosfdo, (4.42)

dz = cot pdp — pesc? pdyp.

A partir de cette transformation, nous avons :

dr _ dy
Tz Yz
cosOdp — psin@df  sinfdp + pcosddf
pcosfpcoty  psinfpcoty
< dp — ptan8df = dp + pcot 8df (4.43a)
< 0= pdf
& C = 0

& ¢ = arctan ¥
T

et

dy  2dz
yz 2 — (22 +y?)
sinfdp + pcos@df  2(cot@dp — pesc® pdy)
psinfpcoty (pcot @)% — p?
dp  2(cotpdp — pesc® pdyp)
cotyp cot?p — 1

4

) . 2
& (cot® ¢ + 1)dp = 2pcsc” @ cot wdyp (4.43b)

d
& e _ cot wdy
2p

& Iny/p=—In|cscy| +1In\/ca
& ey = pesc

2%+ y? + 22

Vit +y?

& o =
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En manipulant ces deux constantes, nous trouvons comme invariants s = T% ett =%

our =%+ y*+ 2%

Nous devons maintenant trouver les invariants du systeme suivant :

d — zzdu _ zzdv - T zdw . (4.44)
TW— 22U Yw — 2V 5 — TU — YU — ZW

De ce systéme, nous avons v = fu. Puis en remplacant z, y et z par leur équivalence
S

respective sr2, tr? et rv/1 — s2r2 — t2r2 le systéme devient

du dw

dr = = . . 4.45
S T 1 I Co o TR 449

12/ 112321212 V11252122 r

La solution de ce systeme est

1 — 2r2(s2 4 42 1 —1r2(s? 4 t2
— ! (28 + >Cg + \/ ( >z'c4 +s (4.46a)
r T

u(x) =

et

2(s2 +12)/1 — 72(s? + t2) 1 — 2r2(s2 4 ¢2 1 —72(s% +t2)
w(x) = \/ c3 + ( >2'c4 + \/ :

ST 2r2s T

(4.46b)
Finalement, en isolant c3 et ¢4 et en ramenant les expressions en termes de x ,y et z,

nous trouvons les deux derniers invariants

U=c3= —7r%(1—2r%(s* +t*))u + 27"33\/1 —r2(s2 4 t2)w — r%s

(4.47a)

= (2 +19? — 22)u + (2z2)w —

et
V=c=1 {—47"3(82 + t2)\/1 —72(s2 + 1)y — 2r%s(1 — 2r%(s* + t*))w
+27"3\/1 —r2(s? + tQ)} (4.47b)
[ —dz(2® + y?) 2z 2rz
:z[T—2u+T.—2<x2+y2—22)w+r—2 .



Chapitre 4. Réduction par symétries 122

Ainsi, les invariants de notre symétrie sont

x

5= 5 (4.48a)
Y

=3, (4.48b)

U= (2 +9* - 2Hu+ 2z2)w — z, (4.48c¢)
J—42(z?+ %) 22 22z '

V=1 T—2U+T—2($2+y2—22>w+T—2 . (448d)

Réduction par symétries utilisant la symétrie conique

Nous devons maintenant définir u, ug, uy, U, v, Vg, Vy, Uz, W, Wy, Wy et w, en

fonction des nouvelles variables.

\/1 —r2(s? +¢2)

1= 4 1)

u = 5 U+ 1V + s, (4.49a)
72 T
2,3_42 2 t2 2s 1—T282+t2
s — s( 7"2(5 + ))U_ \/ ( )iV
T T
2r2s? — 1)(1 — 2r%(s? + ¢ 2st(1 — 2r%(s? + ¢2
e L T R N S R
r 4 (4.49b)
(1-— 27‘252)\/1 —72(s2 4 12) 2sty/1 — r2(s2 + 12)
+ 3 ZVS_ Z‘/t
T T
1 — 2r2%s?

?

72
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2+ P+ ) = 3) AT+ 12)\/1 — r2(s? + 12)

w, = 5 + %
Tes T8

4(s? + tz)(l — r2(32 + 12)) 4t(s? + ) (1 — (s + t2))

— U, — 5 Uy

res

1 —2r2(s? + t2 1 —r2(s2 4 12)
b 1—2r%(s +t2 1 —72(s% + t2)
( ¢ v
1—2r2%(s* + t2)

_ > ,

123

(4.49])

Finalement, en effectuant la substitution dans le systéme initial, nous obtenons

5% 4 t2

El = ——V2

1 U4+ U + sU, + tU, = risq,
3

E; = {47’15\/1 —r2(s? + tz)} U— [27’24 %

{47’315\/1 2(s% + 12) } U, + {47:3 V1 —r2(s2 +12)| U,

+ [2r23t] iV, + [1 - 2r232] iV, =0,

By = {47’1&2\/1 2(s% 4 t2) } U+ [1 — 27’2t2} 1V

{4rst2\/1 2(s? + 12) } U, + {47:3 t/1 — r2(s? + tQ)} U,

+ [s(2r* = D] iV, — [2r%5%] iV, = 0,

Ey= [t(l —2r%(s? + t2))} U - {Tt\/l —7r2(s? + tQ)} iV
— [st(1 = 2r%(s* + )| U, + [s2(1 = 2r°(s + £)) | U,
{T’St\/l—'f’Q 32+t2}z\/ {T.S \/1 82+t2}i\/t:0.

(4.50a)

(4.50b)

(4.50c)

(4.50d)
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Des équations (4.50b) et (4.50c), nous avons
Eé = tEg — E3
(4.51a)
=-—-V4+sV,+tV, =0,
et
Eg = tEg + E3
= {87%2\/1 2(s? + 12) } U+ [1- 4]V
(4.51b)
{87’5152\/1 (s + tQ)} Us + {87’5 t\/l 2(s2 4+ t2)| Uy
+ [47’25152 — 5] iV + {t - 47"25215] 1V =0.
Puis, de (4.50d) et de (4.51b), nous avons
By = /1 - r2(s2 + 1?)E} — 4rtE,
= {47'15 } U+ {\/1 —r2(s? + tg)} iV
(4.52a)
- {47’5152} Us + {47’524 U
— [5\/1 —r2(s? + tQ)} iV + {t\/l —r2(s? + tz)} iV, =0
et
E, = \/1 — 72(s%2 + t2) B + 41t E,
= [47’1&2(3 — 4r%(s* + t2))] U+ {(1 — 87"2t2)\/1 —r2(s? + tQ)} iV
— [arst®(3 — 4r*(s* + 1)) U, + [4r5°t(3 — 4r(s + )| U, (4.52b)

+ {(87’25152 - 5)\/1 —r2(s? + tQ)} iV,

+ {(t — 87‘25215)\/1 —7r2(s2 4 tQ)} 1V, = 0.

Maintenant, en isolant V' dans (4.51a) et en remplacant dans (4.52a) et dans (4.52b)

nous obtenons

FEy = {47’2&2} U— {47’5152} Us + {47’524 U + Pt\/m} W =0, (4.53a)
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et

Ef = [4rf(3 - 4r*(s* + )| U
— [drst®(3 — 4r?(s* + £2))| Uy + [4r5t(3 — 42(s> + £2))| U, (4.53b)

+ [2t(1 — 4r2(s? 4 £2)) 1 — r2(s? + t?)} Vi =0,

Puis, en isolant 4rt*U dans (4.53a) et en remplagant dans (4.53b), celle-ci devient

EV = {—4t\/1 —r2(s? + tz)} iV, = 0. (4.54)

Par conséquent, V; = 0. Donc, de (4.51a) , nous avons V' = ¢; st ou ¢; est une constante

réelle arbitraire.

Ainsi, le systéme a résoudre devient

s% + t2
2
t
El = ;U—I— sU, —tU, = 0.

=
If

1.t
U+ U+ -U+ U, =7'q— 2,
s s 4 (4.55)

2
Maintenant si nous supposons un potentiel ¢ = %{1—, alors la solution de (4.55) est

donnée par
2s
U = 4.56
(s2 4 t2) In (co(s? + ¢2)) (4.56)

ou ¢, est une constante réelle arbitraire. Ainsi une solution de notre systéme réduit
est

2s
(824 t2) In (ca(s2 + t2))’ (4.57)

V = ¢s1.
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En faisant les opérations inverses, c.-a-d.

- wr? 2 pd 2z xr? r2 rd
(4.58)
nous trouvons
: (22 4 2 — 22
u:—clfz—l— z(z®+y 2:2)v2 £
T r2(z2 + y2) In <02 (r :;y )) T
__ayz 2y(=® + y* — 2%) y
-4 2/ 9 5 221 y2 + (4.59)
™ 224y n (e (BHE)) T
2 .2 .2
ci(x*+y —z 4z z
e ( 2rt | 2 PEFTEARNEY
r r2n ey (42)) 7
Donc, une solution de I'équation de départ (3.69) avec g = ;% est
C1xz 2z(z? +y* — 2%) T
Q= |- P 2( 2 2 z?4y? Tt
T r2(z ~|—y)1n<02< = )) T
c1yz u(z? +y? — 22
iy y(=* +y 2>+ N . (4.60)
r @ 4y (o (ZE)) T
2 .2 .2
cplze+y —z 4z z
X 1 Y ) 4 2 e
T (e (ZE)

Solution a I’équation de Schrédinger

Encore une fois, d’aprées le théoreme 2.66 du chapitre 2, nous pouvons obtenir une

solution & I’équation de Schrodinger (2.12) & partir d’une solution de I’équation (3.69).
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2
Ainsi, une solution de I’équation (—A + (ﬁm) > P(x,y,z) = 0 est donnée

par

¥(z,y,2) = exp (-A[Q])
:exp{ (/11u§00d§+/ v(z,n,0 dn+/ (z,y,0)dC — lnC)}

i e 34

n
.exp ; + — 5 dn}
( v 1) (—uunz))) @t
01 z* +y° ) 4¢
- eXP 2 2 2 2 z?+y?
PP @4y + O (o (@)

+ m) d(] exp [In C|
In (ln (%)) —In(z) —In(ln (62))}
- exp [ln (ln (ﬁ)) - %ln (mz + y2) —In <1n <%)> + %ln (xQ)}

€X nimijc
Pla@ 2+ ) (a4 g2+ 22)

CIn@+y7+ zz)]
2

1
- exp [— In <1n (ﬁ)) + 3 In (3:2 + yQ)] -exp [In C]

= exp |—In(In(cy n|in|cy $2+y2
Aepl In (In (e2)) +1 (l ( (x2+y2+22)2>)}

1 _
- exp [——Q-In (.732+y2+22> +InC + s ]

= exp

2(x? + y? + 22)
2

Otn (e

2+y2+22)

B — i 12
In (e2)vx? + y? + 22 exp ( : )

2 (x2 +y? + 22)

(4.61)
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Ainsi,

Cln (cgﬁﬁ)?>

y2+22

; 5 c
In (e2)v/2? + y* + 2% exp ( 12 )

2(z® +y* +27)

b(z,y, 2) = (4.62)

2
est une solution de I’équation de Schrédinger (2.12) lorsque ¢ = (:NTZQW) , c2 > 0.



Conclusion

Par ce mémoire, nous sommes maintenant en mesure de mieux comprendre 1’équa-
tion de Riccati généralisée dans les biquaternions et par le fait méme l'article «On a
three-dimensional Riccati differential equation and its symmetries» publié dans Jour-
nal of Mathematical Analysis and Applications [26]. En effet, au départ, 1'équation
de Riccati standard a été présentée. Puis, les quaternions et les biquaternions ont
été abordés, ainsi qu'une généralisation de 1’équation de Riccati. Enfin, la théorie des
groupes de symétries a été utilisée dans trois exemples pertinents en physique. Notons
aussi que I’ensemble de ces éléments nous a permis de trouver une solution a 1’équa-
tion de Schrodinger stationnaire tridimensionnelle ayant un potentiel intéressant et

réaliste en physique.

Finalement, méme si plusieurs sujets ont été traités dans ce mémoire, il y a encore
des éléments intéressants qui n’ont pas été abordés. Ainsi, il serait pertinent de trouver
les symétries de ’équation de Riccati généralisée dans les biquaternions, plutot que
seulement dans les quaternions. De plus, dans le dernier chapitre, lors de la réduction
par symétries des différents exemples, nous avons effectué les réductions en choisissant,
certaines symétries. Idéalement, ces réductions pourraient étre faites avec toutes les

symétries en considérant les classes d’équivalence.
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A.1 Preuve du théoréme 2.9

Théoréeme 2.9 p. 24 :

Soit z,y € H, alors :

1. Sc(z) = =, 6. Ty =77,

2 x:%, 7. T =z,

3. 2% =7z = |z|?, 8. |xy| = |zllyl,

PR ) 9. [7)=|~al = al

5. 2+y=T+7, 10. (zy) t=yta7tay £0.
Preuve

1. Sc(x) ===

T+ Tg -+ T1€1 + Xoeo -+ T3e3 + Tg — T1€] — Loy — T3€3
2 2

= Sc (z).

r— To -+ 21€1 + Toeo + T3z — g -+ z1€1 + Zoes - Z3€3
2 2

= I1€1 + To€s + X363

=x.

3. 7 = Tz = |z|? : 1l suffit de développer les expressions et de réarranger les
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termes.

4. x7t = Zr 2 #0

]

T

x
R

w
8
+
<2
I
8|
+
<

T+y=(zo+yo) + (x1 +y1)er + (z2 + y2)ea + (23 + y3)es
= (zo+ Yo) — (x1 + y1)e1r — (2 + y2)ea — (x3 + ys)es
= (20 — T181 — T2€2 — T3€3) + (Yo — Y161 — Y2€2 — Y3€3)

=T+7.

TY = (2o + T1€1 + Toez + Z3€3)(Yo + Y181 + Y22 + Y3€3)

= (Toyo — T1y1 — ToY2 — Z3Y3) — (Toy1 + Z1Yo + T2yz — Tzyz)er

— (Zoy2 — 1y3 + T2yo + Tay1)ez — (ToYs + T1Y2 — T2Y1 + T3Yo)es

= (yo —Y1€1 — Y262 — yses)(l"o — Z1€6] — Tp€p — 33363)

=7
7. T==zx
T =g — L1€] — XTo€y — T363 = Tg + T1€1 + Toey + X363 = .
8. |zyl = |zllyl -

2y = 2977 = 297 T = z|y|°T = 2T|y|* = |2*|y|?

=|zyl = lzllyl.
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9. |z] = | — 2| = ||
Z| = |zo — m1€1 — T282 — T3€3]
= \/(I0)2 + (—Il)Q + (—IQ)Q + (—I3)2
= (=20)? + (—21)2 + (—22)? + (—13)?
= | — 1o — T181 — To€y — T3€3]
= |-zl
De plus,

| =] = \/(~20)2 + (—21)2 + (—22)? + (—23)2

:\/x3+x‘%+x§+r§

= |2l
10. (zy) =yt 2y #0:
] Ty vz UE y z ~1,.-1
(I’U)l: = = =———>s =Yy T .
=yl (ellwD)?  lyPlzl® Jyl? |2
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A.2 Preuve du théoréme 2.10

Théoréme 2.10 p. 24 :

Soit © = xg + z161 + Toeo + X363, QlOTS

1
1. T = ~3 (x + e1xe; + eawes + ezzey),
1
2. 19 = 1 (x — e1ze; — eaxey — eszes),
1
3. 21 = — (z — e1xe; + eazes + ezzes),
461
1
4. 29 = — (x + e1xe; — eaxes + ezzes),
462
1
5. x3 = — (x + eyze; + exxey — ezxes).
463
Preuve
. 1
1.7 = ~3 (x + e1xe; + eaxey + ezzey) :
1
~3 (x + e1xe; + esxey + e3xes)
1
=3 (xo + 161 + Toey + L3653 — To — T1€1 + Toes + T3€3

—Zo + T1€1 — Taey + Tze3 — Lo + L1671 + Tos — Ta€z)
= Xy — T1€1 — T2€9 — I3€3

=T
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2. z0 = — (z — eyze; — earey — e3xe;) -

1
4
(x — eyre; — eaxes — e3x€3)

(CL’O + 2161 + Tee2 + XT3€3 + Lo + T1€1 — Loy — T3€3

N N -

+1zo — T1€1 + To€y — Tz€3 + Tg — T1€] — To€y + T3€3)

= Ip.

3. 11 = — (z — eyxe; + exxes + ezxes) :

1

461
1
= 4— (l‘o + X161 + To€y + T3z + To + T1€1 — To€y — T3€3
€1

(r — eyze; + esxey + ezzes)

—To+ Ti€] — To€y + T3z — Lo + T1€] + Loy — T3€3)

= X.

4. 1y = 1o (z 4 eyze; — eaxes + e3xe3) :
2

1
— (z + eyze; — eqxey + ezxes)
462
1
= 4— (l‘o + x1€1 + Toey + T3€3 — Ty — T1€1 + Loy + T3€3
€2

+Zg — x1€1 + Loy — T3ze3 — Tg + X1€1 + Loty — ’L'3€3)

= T9.
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1
5. T3 = g (I + ej1xe] + esxey — 631‘63) :
3

— (z + eyze; + exzes — ezzes)
463

1
= e (2o + T1€1 + Toeg + T3€3 — To — T1€1 + Toey + T3€3
€3

—Zo + T1e] — Toey + Tzez + Tog — T1€] — Toey + T3€3)

= I3.
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A.3 Preuve du théoreme 2.11

Théoréme 2.11 p. 25 :

Soit x,y € H, alors :
1 [Sc(z)| < 2| et x| < |z,
2. lz+y| < |z| + |y| (inégalité du triangle),
3Nzl = [yl < |z =yl

Preuve

L. |Sc(z)]| < |z| et |x] < |z| :

Se (2)] = /23 < \Jz + 2% + 23 + 7} = [al.

De méme,

] = /ot + 28 + 23 < \Job + oF + 23 + o = 2.

2. |z +yl <zl + |y

lz+y)*=(z+y)(zFy)
= (z+y)(T+7)
= 2T + 27 + YT + ¥F

=z*+ |y +yz+x

|<d|
|

[

YT + -
2

= |z|* + |y|* + 2Sc (yz)

= |z|* + |y + 2

< Jz]* + |y|* + 2|yz]
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= |z|* + |y|* + 2[y||Z|
= |z|* + |y|* + 2|z||y|
= (|| + [y])?

= |z +y| < |z + |yl

3 |zl =l <z -y -

lz| = |y + 2z —y|
<yl + |z —y|

= [z — |y| < |z —yl.

De méme,

=|-(z-y|=|z-yl
Ainsi,

2| = lyl| < & —yl.
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A.4 Preuve du théoréme 2.16

Théoréme 2.16 p. 27 :

Soit x,y € H, alors :
1
L@ y=-Sc(zy) = —5(xy + yx),
1
2. & xy=Vec(zy) = é(wy —yx),
8. x* = —|z|%

Preuve

1
. x-y=—-Sc(zy) = —i(wy +yzx):

Ty =mY + oy + T3ys = —Sc(xy)

1 . 1 o 1
— @y +77) =~ (ay + 77) = 5 (ey + ya)

2
1
2. z x y = Vec(zy) = i(wy—yw) :

x Xy = (zoy3 — z3y2)er + (31 — T1y3)e2 + (21y2 — Toy1)es = Vec (xy)

1 _ 1 o 1
= 5(zy —2y) = S (2y ¥ 7) = S(ay - y2).
3. 22 = —|x|?
'=-zxz-xtaxxz=-z-x=—(2) +z}+23) =—|z]>
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A.5 Preuve du théoréme 2.17

Théoreme 2.17 p. 27 :

Soit x,y € H, alors :

2

1. x = # 0 si et seulement si x° est réel et négatif,

2. x =m0 #0 si et seulement si x> est réel et positif,
3. 2% = y? nYimplique pas nécessairement x = +y,
4. x est un nombre réel si et seulement si Vy € H, yxr = xy.

Preuve

1. z = x # 0 si et seulement si 22 est réel et négatif :

= : Soit x = x # 0. Par 2.16 (3), 22 = — (2 + 23+ 22) < 0 car 2%, z3 et 22 sont
positifs et un des trois n’est pas nul puisque x # 0.

« : Soit 22 < 0. Puisque x? = 23 + 2z071€] + 2T0To€3 + 2ToT3€3 — T2 — T3 — 3,

alors o = 0. Sinon z? n’est pas réel ou I'inégalité n’est pas respectée. De plus,

x # 0 pour satisfaire I'inégalité. Donc, x = x # 0.
2. r = 1o # 0 si et seulement si 22 est réel et positif :
= : Soit x =z # 0, alors 2% = z5 € RT.

< : Soit 22 € R™ et 22 > 0. Puisque 22 = a2 + 2x¢7161 + 2T0T262 + 2ToT3e3 —
z? — 22 — 22, alors z; = zo = z3 = 0. Sinon z? n’est pas réel ou l'inégalité n’est

pas respectée. De plus, z¢ # 0 pour satisfaire I'inégalité. Donc, x = xg # 0.

3. 22 = y? n’implique pas nécessairement z = Fy :

Soit z? = y? < 0, alors de 2.17 (1), zg = yo = O et &% = y°. Ainsi, —z-x+xTxx =
—y -y +y xy. Donc, 22 + 2% + 23 = y? + y3 + y3. Par conséquent, il suffit de

prendre z = e; et y = ey pour que z # Fy, mais que z2 = y? = — 1.
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4. z est un nombre réel si et seulement si Vy € H, yz = zy :

= : Soit x = g, alors

yz = (Yo + y1€1 + Y2e2 + Yze3)To
= YoZo + Y1Zo€1 + Y2To€2 + Y3To€s
= ZoYo + ToY1€1 + ToY2€2 + ToYzes
= 2(yo + y1€1 + Y22 + Yse3)

= zy.
< : Soit yx = zy, alors

(YoTo — Y171 — Y22 — Ys3Z3) + (Y1 + Y1Zo + YaT3 — Y3T2)e:
+ (YoZ2 + Yoo — Y1x3 + Y3z1)e2 + (Yors + Y122 — Ya1 + Y3Zo)es
= (ToYo — T1Y1 — T2y — Tayz) + (Toyr + T1Yo + Tays — T3Y2)er

+ (Zoy2 + T2yo — T1y3 + Z3y1)e2 + (Toys + T1Y2 — T2y + TaYo)es-

De cette égalité, nous avons les 4 égalités suivantes :

YoZo — Y1ZT1 — Y22 — Y3x3z = ZoYo — ZT1Y1 — TaY2 — T3Y3,
YoZ1 + Y1Zo + Yoz — Y3Ta = ToY1 + 1Yo + Ta2yY3 — X3Yo,
YoTo + Y2To — Y123 + Y321 = oYz + ToYo — T1Y3 + T3Y1,

YoT3 + Y1Z2 — Y2Z1 + Y3To = ZToyz + T1y2 — Tay1 + Z3Yo.
En simplifiant ces égalités, nous trouvons les trois égalités suivantes :

TalYz = T3z,
Z1Y3 = T3Y1,

T1Ys = Tolr-
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Puisque ces égalités doivent étre vrai pour tout y, alors z; = x5 = 23 = 0. Ainsi,

T = I et x est un nombre réel.
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A.6 Preuve du corollaire 2.20

Corollaire 2.20 p.28 :

Soitx=xo+x €Houx#0 etn €Z, alors

(cosp + w(x)sing)™ = cosny + w(x) sin ny.

Preuve

Pour n = 0, I’équation donne 1 de chaque coté.

Pour n > 0, nous devons utiliser I'induction. Soit (cosy + w(x)sinp)® = cosny +

w(x) sin ny, alors

(cos + w(x) sin )" = (cos ¢ + w(x) sin )™ (cos ¢ + w(x) sin )

= (cosny + w(x) sin np)(cos ¢ + w(x)sin )
= cosny cos ¢ + w(x) cosny sin ¢ + w(x) sin ny cos ¢

+ w?(z) sin nysin .
Toutefois, des identités trigonométriques nous avons

cosnp cos w = cos (n + 1)y + sin g sinny,

cosnpsin g = sin (n + 1)y — cos psinney.

De plus, nous avons aussi
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Par conséquent,

cosny cos p + w(x) cos nysin g + w(x) sin ny cos ¢ + w?(x) sinnysin @

= cos(n+ 1)p + w(x)sin (n+ 1)ep.

Ainsi, la relation est vraie pour n + 1. Par induction, I’équation est donc vraie pour

n > 0.

Pour n < 0, nous devons faire quelques manipulations algébriques. Ainsi, nous avons

(cos ¢ + w(x) sin )
|(cos p + w(x) sin )2
_ (cosp — w(x)sin p)

1

(cosp 4 w(x)sing)™! =

= (cos (—p) + w(x)sin (—p)).
Par conséquent, pour n < 0,

(cos p + w(z) sin )™ = (cos p + w(zx)sin ) "N

—_n

= (cos (=) + w(x) sin (=)

= cosny + w(x)sinnep.
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A.7 Preuve du théoréme 2.24

Théoréme 2.24 p. 30 :
Un automorphisme ou un antiautomorphisme m de lalgébre H peut toujours étre
représenté par :

m(x) =zo+ h(x), z€H

ot h est un automorphisme orthogonal dans R3.

Preuve
Soit m(1) = yo +y avec yo € R et y € R® Puisque m(1) = m(1?) = m?(1), nous
avons

Yo — |yI® + 20y = yo + Y-

Pour y # 0, 2yo = 1 et y2 — |y|> = yo. Toutefois, cela ne fonctionne pas, car de ces
deux expressions, nous trouvons —|y|* = %, qui est impossible. Ainsi, y = 0, donc
Yo = 1 et m(xo) = o pour zg € R. Par conséquent, pour un x = zo + x arbitraire, il
suit que

m(z) = zo + m(x).

Si m(x) = yo + vy, alors
m(z?) = —m(|z|*) = ~|z|* = yg — |y + 2y0y.

Nous devons donc avoir yoy = 0, et puisque y = 0 est exclu, car —|z|? = y3 est
impossible, nous trouvons yo = 0 et m(x) € R3. Ainsi, m(x) est un automorphisme
de R? et comme m(|z|?) = |z|?, la norme est conservée et m(x) est orthogonal dans

R3. |
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A.8 Preuve du théoréme 2.26

Théoréeme 2.26 p. 31 :

Pour z,x' € H et A\, X € R, lapplication p, posséde les propriétés suivantes :
1. py(Az + XNa') = Apy(z) + Npy(2),

2. py(xfbl) = py(l‘)py(z/),
3. py est un automorphisme isométrique sur I,

4. le produit scalaire canonique dans R* est invariant sur Uapplication p,, c.-d-d.

0u(@) - o) =2,
9. Pyby = Pyy';
6. py est homomorphe par rapport au produit vectoriel, c.-da-d. py(x) x py(x') =
py(x x ).

Preuve

L py(Az + Na') = Apy(z) + Npy(2') -

py( Az + Na') = y(Az + N2y ™ par définition de ’application p,
Y Y

~1 par distributivité

=yizy "+ yN2y
= Ayzy "t + Nyz'y™'  car A et A’ sont des nombres réels

= Ap,(z) + Np,(z') par définition de I’application p,.
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2. py(37) = py(z)py (@) -

py(zz') = yxa'y™ par définition de I'application p,
= yry tyx'y™' car y~ly = 1, 'élément neutre de la multiplication

= py(x)py(z')  par définition de I'application p,.

3. py est un automorphisme isométrique sur H :

1

Comme p,*(z) = y~'wy = p,-1 alors p, est un automorphisme.

De plus, |p,(z)| = |yzy~!| = |z, donc p, est un automorphisme isométrique.

/

4. py(z) - py(a") =2 -2 :

py(x) - py(a')

1

— 5(py(a;’)py(gy) + py () py () par définition du produit scalaire
1 S -

= §(y1"y_lyxy—1 + yzy tyx'y1) par définition de I'application p,

1 _ .
= 5ry Yy Ty +yay Ty F'G)  par 29 (6)

= %y(z'|y‘l|2f + zly 2y par distributivité et par 2.9 (3)
= %y(z'f + z?)wy par distributivité

= %y(x? +2'Z)y ! par 2.9 (4)

=y(z-2)y™? par définition du produit scalaire
=gy Nz 7)) car (z-2') € R

=z-7 car yy ' = 1.



Annexe A. 152

5. Pypy = Pyy

pupy (T) = y('zy )y par définition de I'application p, et p,

= yy'zy ly ! par associativité
= (y)zlyy)™"  par 2.9 (10)
= pyy(z) par définition de I’application py,.

6. p, est homomorphe par rapport au produit vectoriel, c.-a-d. p,(x) x p, (') =

pylx x x’)

py(x) % py(a’)
y(@)py (') — py(x)py()) par définition du produit vectoriel

(p
(ya:y yx'y™ — ya:'y_lya:y_l) par définition de I’application p,

— -1 par distributivité

1
T2
1
T2
]' / /

= Jylza’ —a'z)y
=Py

xzxax ar définition du produit vectoriel.
P
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A.9 Preuve du théoréme 2.29

Théoreme 2.29 p. 32 :

Soit x € Vec (H), en prenant y € H sous forme polaire avec |y| = 1, nous obtenons

py(x) = x cos2¢ + (w x &) sin2¢p + (1 — cos 2p)(w - z)w.

Preuve
En utilisant le théoréme 2.18, nous avons y = yo + w|y| ot y2 + |y|> = 1 et w? = —1.

Nous remarquons d’abord que dans ce cas, p,(w) = w, car
py(w) = (o + wlyDw(yvo — wlyl) = 15 + |y )w = w.
Ainsi,

py(Z) = Yoxyo — Yox|y|lw + |y|lwzyo — y|*wzw
= Yo + Yo|y|(wz — zw) — |y[*wrw

=z cos’ ¢ + (w X x)sin 2p — wzw sin® @.
Finalement, puisque
wrw =T + (Wr + zw)w = - 2(w - T)w,
en utilisant les identités trigonométriques, nous obtenons

py(x) = xcos2p + (w x x)sin 2 + (1 — cos 2¢)(w - x)w.
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A.10 Preuve du théoreme 2.30

Théoréeme 2.30 p. 32 :
Toute application p, est une rotation d’angle 2¢ par rapport a l'aze w. A Uinverse,

toutes les rotations dans R® peuvent étre représentées par une application Py -

Preuve
Soit une application p, et un vecteur . Nommons z’ = p,(x) le résultat de I’appli-
cation p, sur le vecteur x. Posons z et 2’ les parties perpendiculaires & w de x et &’

respectivement. Ainsi,

z=z+(w-z)w e =2+ (w z"w.
Comme l’application p, laisse le produit scalaire invariant et que p,(w) = w, nous
avons w - ¢ = w - &’. Finalement, en remplacant dans la formule d’Euler-Rodrigues,

nous obtenons

Z =2 - (w- -z w
=z — (w-x)w

)
=xcos2p + (w X x)sin2¢ + (1 — cos2¢)(w * )w — (w - T)w
=xcos2p + (w X x)sin2p — (w - &)w cos 2p

= (24 (w- z)w)cos2¢ + (w x x)sin 2¢ — (w - T)w cos 2¢

= 2¢c0s2¢ + (w X z)sin2p.

Cette derniére équation nous dit que z subit une rotation d’un angle de 2¢ dans le
plan orthogonal & w puisque dans ce plan, z et w x z forment un systéme orthogonal
de coordonnées. L.a composante de & dans la direction de w demeure inchangée. Ainsi,

cela décrit une rotation de R® par rapport a I’axe w d’un angle de 2.
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Nous devons encore montrer que toutes les rotations peuvent étre représentées par
un p,. Toutefois, si nous avons une rotation, nous connaissons I’axe de rotation w et
I’angle de rotation 2¢. A partir de ces informations, nous déterminons yy = cos ¢ et,

ly| = sin g, donc y = yo + wly|. u
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A.11 Preuve du théoréme 2.33

Théoréme 2.33 p. 35 :

Les rotations de H sont exactement celles des applications

x — axb
avec |a| = |b] =1 et a,b € H.
Preuve
Posons 2’ = axb et ¥ = ayb ou a,b,z,y € H et ou |a| = |b] = 1. Pour commencer,

nous remarquons que 'application x — axb est orthogonale, car

1, — _
'y = (@Y + )
1 - -
= §(axbayb + aybaxd)
1 - -
= §a(xbayb + ybaxb)
1 _ _
= §a(a:bby + ybbT)a
o
§a(:z:y + yT)a
1
5@? +y7)

=z-y.

Montrons maintenant que az est une rotation. Pour ce faire, nous devons montrer
que le déterminant de la matrice A correspondante est égale a 1. Notons que la

multiplication de deux quaternions est équivalente a la multiplication de deux matrices
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4 x 4 ayant la forme suivante :

o —X&1 —Ty —X3
ry To —I3 T2
Ty I3 o —I

T3 —To I Zo

ou la matrice représente le quaternion z = ¢ + 11 + Z2es + z3e3. Ainsi, dans notre

cas,

g —Q1 —G9 —aQj3
aq Qg —as as

det A = det = (a§ +a} + a5 +a3)* =
a9 as ag —a

=1,

a
az —Qz a4 Qo

De fagon similaire, nous obtenons le résultat pour xb.

De plus, nous savons que la composition de deux rotations donne une autre rota-

tion. Ainsi, z — axb définit bien une rotation.

A Tinverse, si une rotation R est donnée, alors posons R(eg) = s. Il suit que
R; = s7'R est une rotation ou Ri(eg) = eg. De cette fagon, les nombres réels sont
invariants sous R;, donc R; est une rotation dans R?, donc R; & la forme suivante :

Ry (z) = txt™!. Par conséquent, R(z) = stxt™!.

En posant a = st et b=t} nous avons |a| = |st| = [s|[t| =1 et |b| = [t7} =1, le

résultat voulu. [ |
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A.12 Preuve du théoréme 2.58

Théoreme 2.58 p. 46 :
Soit ¢ et 1 des fonctions allant de Vec (H(C)) vers H(C), alors

3
D(pp) = D(@)p + ©D() — 2 010, 1.
k=1

Preuve
Pour cette preuve, nous allons simplement développer D{(pt), D()y, BD(t)) et

3

—QZgokamkw. Par soucis de légereté, 0, := 0,,. De plus, nous posons ¢ = ¢y +
k=1

w161 + Paes + paez et Y = o + p1e1 + Paen + P3es.
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D(py)
= Dl(potho — 11 — w22 — w393) + (othr + @190 + w2t — wata)es
+ (pothe — ¢1¥s + watho + w31 )ez + (woths + P12 — 211 + w3tdo)es]
= — Oi(pothr + w10 + w23 — w3tha) — Dalpotha — w13 + w2tlo + w3th1)
— O3(otbs + P12 — p2th1 + p3vo) + A1 (potho — 801@01 pathe — p3ts)er
+ Oa(pots + @192 — wathy + wsvo)er + O3(poth2 — w113 + Patlo + w3t )er
+ O1(pots + p1th2 — wathy + @3vo)ez + Oa(wotho — P11 — Y2tz — w3tds)e
+ O3(potn + w1tho + paths — patz)er + Oi(pot2 — Y13 + Yatdo + Y3 )es
+ Oa (o1 + P10 + w2103 — w3the)es + O3(wotho — 11 — watb2 — p3ids)es
= — Oipothr — Orp1tho — Orpahs + D13 — ol — Y101Y0 — 20193 + 30192
— Oapotz + Dap193 — Dot — Dozt — polhha + p1023 — p202th0 — w3021
— O3pots — Ozp1¢2 + T3paths — D3390 — o033 — Y1032 + P203¢1 — 30310
+ (Orpotho — 01191 — Orpathy — Drpsths + podivo — P101Y1 — P201e — Pa0ids)es
+ (Oatpots + Oaprtha — Oaipathr + Oapstho + wo02Ws + 10292 — 20211 + @30a0) €1
+ (O3pothe — O3p193 + O302th0 + D33t + 00382 — Y1033 + p203%0 + 30311 )e
+ (Orpots + Orprbe — Orpathy + Orpstho + @oOiYs + 10192 — 20191 + p30190)ex
+ (Oatpotbo — Oaip1¥1 — Oapaths — Dapaths + woOatbo — Y1021 — 202102 — P30213)e2
+ (O30t + O3p10 + O3p2ths — Oapstha + 00311 + p103%0 + 20313 — w303¢n)en
+(
+(
+(

)

)

)

O1potha — 011303 + Orpatho + Orpath + wodith — 1013 + w20190 + 30191 )es

O2pothr + Oaip1tbo + O2paths — Oapstha + o021 + @102t0 + p20213 — w30atha)es
)

83900@00 - 33901101 - 33902@/)2 — 030313 + po03thg — 01031 — 2031hs — p30313)es.
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D(g)y
= D(wo + ¢r1€1 + pae2 + p3ea) (Yo + threr + aes + Pzes)
= [(—01p1 — Oaipa — O303) + (Orpo + Oaipz — Ozpa)er + (—01p3 + Datpo + Oz ip1)e2
+(O1p2 — D21 + Dsipo)es] (tho + Yrer + Yhaea + Pses)
= (=01p190 — Oaparho — O3ip3tbo) + (Oripotbo + Oawpstho — Dspatbo)er
(=01patho + Dapotho + Gsprtho) ez + (Dipatdy — aprtbo + O3potho)es
(=O1poth1 — Oaipathr + Ospatn) + (—Oip1ths — Dapathy — Dzipathr)en
(D121 — Dopr1¥1 + O30t )e2 + (Orpathy — Daipothr — Ozprin)es
(Orpathe — Oapotha — B3p1¥2) + (—O1paths + Daprv2 — Ozpota)en
(=010192 — Oopats — Oaipsiha)es + (Orpohe + Dapathe — Dapatha)es
(—01p2tb3 + Oaprbs — Dapotps) + (—Orpats + Dapoths + Dziprths)e

+ (=010t — Oap3ths + Ospatps)es + (— 011103 — Doat)s — Ospaths)es

+
+
+
+
+
+

= — Ovprvbo — O1paths — Orpoths + Orpathe
— Oxpatho + D213 — Oaipathr — Oaipoiha
— Oap3tho — Oapoths + D3patfr — 3172
+ (D10t — D111 — Orparhs — Drpsihs)en
+ (O2p3th0 — Oap2tn + Oaiprh2 + Dapoihs)en
+ (=03patho — Ozip3thr — Osipoth2 + Ozprihs)en
+ (=01p3tho + Orpathr — Orp1h — Drpotba)es
+ (Bapoto — Baprhs — Dapaths — Bapnifa)es
+ (G310 + Oaporp1 — Ozpahe + Ozpaths)en
+ (G120 + O1psthr + D1potpa — Drpr1¥hs)es
+ (=0ap11b0 — Oapoth1 + Oapaths — Oaipats)es
+ (Oapotbo — Ospr91 — Dspaths — D3psihs)es.
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vD(Y)
= (o — pr€1 — paez — p3e3) D(Yo + Yre1 + o€z + Vses)
= (o — pre1 — paez — pze3) [(—019Y1 — D2 — O393) + (Ortho + Dotz — Dsh2)er
+ (=013 + Oatho + Osth1)en + (0192 — Opthy + O31do)es)]
= (—po01¥h1 — wodath2 — wo0393) + (Poditho + polats — wolsyha)e
+ (—o01%s + w0210 + odsh1)e2 + (Poditha — @ol2thr + polsto)es
+ (101%0 + 0102103 — p10592) + (010191 + 10212 + 10513 )€
+ (210192 — 010291 + 0105¢0)er + (910193 — 10290 — 10391 )es
+ (20193 + 020000 + @2031) + (= 20192 + 0202101 — 20310) e
+ (02011 + 020212 + 020593 )ea + (020190 + P2021h3 — Y2031 )es
+ (30192 — 030291 + 305%0) + (—pa013 + 302100 + 30591 ey
+ (—p30ito — 030293 + P30312)er + (a301Yn + @30atha + 30593 )es
= — ol + 1010 — 20113 + 30192
— 000ah2 + 102103 + 20200 — p30atn
— 000393 — 010392 + 20591 + p30390
+ (L0010 + p1011 — 20192 — 30193 )€
+ (0002103 + 10212 + a0ty + w30210) e
+ (=000s¥2 + 1051b3 — 205170 + psOsihi)er
+ (—000193 + 10192 + 20191 — @30190)es
+ (po02tho — 010211 + 202tn — 30293 )e2
+ (00391 + 10590 + w20313 + 3031)2)€n
+ (o012 + 10193 + 20110 + 30191 €3
+ (—=@00oth1 — 10290 + 20293 + 3021 )es
+ (

O3ty — 10311 — 205109 + 50383"’-’"3)63-
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3
— 2 0Ot

k=1

= — 2(p101%0 + p1011e1 + ©101¢aes + 101933 + V202t + Pa0athiey

+ p202th2es + Yaathzes + 30300 + 3031161 + P30312es + W30313e3)
= — 2010190

— 220y

— 23030

— 201010161

— 202007101

— 20303911

— 201019967

— 2p20x 12

— 2(p30319€7

— 2p10113e3

— 2p200¢3e3

— 2p30313€3.

Ainsi, en mettant les premieres, deuxiemes, . . ., douziémes lignes de chaque termes

ensembles, nous obtenons 1’égalité

3
Digw) = D) + D) — 2 91dr, 0.

k=1



