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Résumé

Le potentiel coulombien-plus-linéaire est utilisé pour la description du systeme
quark-antiquark, mais les valeurs propres d’énergies qui y sont associées sont encore
a ce jour inconnues analytiquement. Ceci est lié au fait que la résolution de I'équation
de Schrodinger radiale pour le potentiel coulombien-plus-linéaire par la méthode de
Frobenius méne a une équation de récurrence linéaire et homogéne a quatre termes
entre les différents coefficients du développement en série. La solution de ce type
d’équation s’exprime a l’aide de fonctions combinatoires qui sont définies sur I'en-
semble des partitions ordonnées d'un intervalle. Ces fonctions permettent d’exprimer
la valeur d’un coefficient comme une combinaison linéaire d’autres coefficients. Ce-
pendant, les fonctions propres associées au potentiel coulombien-plus-linéaire ne sont
pas forcément normalisables. La normalisation sera seulement possible pour un en-
semble discret de valeurs d’énergie. Pour trouver ces valeurs, on exige que la fonction
racliale possede le bon comportement asymptotique et on lie cette condition a I'infini
avec la condition a l'origine par le biais des fonctions combinatoires. On obtient alors
une contrainte sur 'énergie prenant la forme d’une fonction polynomiale de degré

infini tel que les racines sont reliées aux énergies propres.

Samuel Lemay Adel F. Antippa, Ph. D.
(© Samuel Lemay, 2018






Abstract

The Coulomb-plus-linear potential is used to describe the quark-antiquark system,
but the associated energy spectrum is still analytically unknown. This is linked to
the fact that solving the radial Schrodinger equation for the Coulomb-plus-linear
potential with the Frobenius method leads to four-term linear and homogeneous
recursion relation linking the different coefficients of the series solution. Solution to
this type of equation is given in terms of combinatorics functions which are defined
on the set of all different ordered partitions of an interval. These functions let us
express the value ol one coefficient as a linear combination of others. However, the
eigenfunctions associated with the Coulomb-plus-linear potential aren’t necessarily
normalizable. The normalization will only be feasible for a discrete set of energy
values. To find those values, we force the radial function to have the proper asymptotic
behaviour and we link this condition at infinity to the condition at the origin with the
help of combinatorics functions. We then obtain a constrain on the different values

of energy given by the root of an infinite order polynomial.
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Chapitre 1

Introduction

L’arrivée de la mécanique quantique a apporté un regard nouveau sur plusieurs
aspects de la physique. L'un de ces aspects est la discrétisation de I’énergie. En effet,
pour plusieurs systemes physiques, le spectre d’énergie ne forme pas un continuum,
mais bien un ensemble discret de valeurs. La facon de discrétiser I’énergie provient
de considérations physiques que l'on impose sur la fonction d’onde d’un systéme.
Une de ces considérations est d'imposer que le carré de la fonction d’onde, c’est-a-
dire la densité de probabilité, soit normalisable pour les systémes liés. Etant donné
qu’il n’existe seulement qu’un spectre discret de valeurs d’énergies permettant de
normaliser la densité de probabilité, ce seront ces dernieres qui seront physiquement

acceptables.

Le probleme de la détermination des valeurs propres associées a un certain po-
tentiel peut facilement devenir trés complexe et seulement un tres faible nombre de
potentiels ont été résolus analytiquement. Parmi ceux-ci, on compte le potentiel cou-
lombien, le potentiel quadratique et depuis 1978 le potentiel linéaire [1]. L’objectif de

ce mémoire est de développer une équation permettant de trouver le spectre d’énergie



associé au potentiel coulombien-plus-linéaire donné par

vm=%+m—% (1.1)

Le potentiel coulombien-plus-linéaire, aussi connu sous le nom de potentiel de
Cornell, est utilisé en tant que potentiel phénoménologique qui sert & modéliser les in-
teractions entre quarks, et plus précisément pour décrire I'interaction dans le systéme
quark-antiquark (quarkonium), tels le charmonium et le bottomonium [2, 3, 4, 5, 6].
Ce potentiel sert également & modéliser d’autres systémes physiques. Notamment, il
est utilisé dans la description de effet Stark radial pour 'atome d’hydrogeéne [7] et

le plasma quark-gluon (QGP) [8, 9].

Ce potentiel consiste en un potentiel coulombien auquel on ajoute un terme li-
néaire. La partie coulombienne modélise l'interaction & courte portée, alors que le
terme linéaire garantit le confinement des quarks en étant dominant a longue dis-
tance. La forme des potentiels coulombien, linéaire et coulombien-plus-linéaire est

représentée sur la figure 1.1.

Le potentiel de coulombien-plus-linéaire a été étudié par le biais de nombreuses
techniques et également comme un cas particulier du potentiel de Kilingbeck V(1) =

—a/7 + br + cr? lorsque ¢ = 0.

Seetharaman et al. [10] ont utilisé 'approximation de WKB pour obtenir une
approximation analytique des valeurs propres du potentiel de Cornell en termes d’in-

tégrales elliptiques.

Chaudhuri et al. [11] ont utilisé la méthode du déterminant de Hill pour obtenir

ue approximation des valeurs propres du potentiel de Cornell. Ces valeurs d’énergies
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Vr)

-~ Coulombien
-— Linéaire

— Coulombien—plus—linéaire

FIGURE 1.1 — Représentation de la forme des potentiels coulombien, linéaire et coulombien-
plus-linéaire.

propres prennent la forme des racines du déterminant d’une matrice de dimension

infinie reliant les coefficients du développement de la solution.

Maksimenko et Kuchin [12] ont utilisé la méthode de Nikiforov-Uvarov pour trou-
ver les expansions asymptotiques des fonctions d'onde et des énergies propres asso-

ciées au potentiel de Kilingbeck.

Castro et Martin [13] ont utilisé la méthode des approximants quasifractionnels &
deux points, qui consiste a relier la série de puissances avec I’expansion asymptotique,
pour obtenir une expression analytique des énergies des premiers niveaux associées

au potentiel de Kilingbeck.

Christian et al. [14] on utilisé la méthode du Wronskien pour approximer les va-
leurs propres des systemes liés et ont testé les résultats avec des potentiels de la
famille de Kilingbeck. Ils ont trouvé les expansions asymptotiques des fonctions et

des énergies propres.



Lors de la résolution de I’équation de Schrédinger pour un potentiel radial de la
forme d’une somme de puissances de r, il est toujours possible d’exprimer la fonc-
tion d’onde comme le produit d’une fonction radiale et d’une harmonique sphérique.
Le probleme survient lors de la résolution de I’équation radiale par la méthode de
Frobenius. Cette méthode transforme la résolution d’une équation différentielle en
la résolution d’une équation de récurrence entre les coefficients du développement
en série de la solution. Cette équation de récurrence posséde toujours plus de deux
termes & I’exception des cas ol le potentiel est donné par —2 ou br®. Ces potentiels
représentent respectivement 'interaction coulombienne et I'oscillateur harmonique.
Lorsque I'équation de récurrence ne possede que deux termes, il est possible de la
résoudre et d’obtenir une solution en termes de fonctions spéciales. Dans le cas du
potentiel coulombien-plus-linéaire, ¢’est la présence du terme linéaire qui rend la ré-
solution de I’équation de Schrédinger impossible avec les méthodes traditionnelles
de physique mathématique via les fonctions spéciales en ajoutant deux termes sup-
plémentaires a I'équation de récurrence. En 1978, Antippa et Phares, ont publié une
méthode utilisant les fonctions combinatoires pour résoudre le probleme des fonctions
d’ondes et des valeurs propres d’énergie pour le potentiel linéaire [1]. En 2005, Plante
et Antippa ont utilisé cette méthode pour trouver les fonctions d’ondes du potentiel

coulombien-plus-linéaire [15].

La méthodologie utilisée dans ce mémoire sera semblable a celle d’Antippa et
Phares pour le cas du potentiel linéaire. Celle-ci consiste & lier les conditions limites
des fonctions propres a l'origine et a l'infini afin de déterminer une contrainte sur
les énergies propres. L’objectif de ce mémoire est alors de trouver, de fagon analy-
tique, la contrainte sur les valeurs propres de I’énergie d’'un Hamiltonien associé au
potentiel coulombien-plus-linéaire. Cette équation aura la forme d’une fonction poly-
nomiale de degré infini en termes de I’énergie dont les racines (zéros) sont reliées aux
valeurs propres d’énergies du systéme. Ce mémoire est une continuation directe des

travaux de Plante et Antippa. Les développements sur les fonctions d’ondes associées
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au potentiel coulombien-plus-linéaire obtenus en 2005 serviront pour l'élaboration
des conditions limites du probléme et ainsi, permettront de développer I'équation des

énergies propres.

Ce mémoire se divise en 4 chapitres. Dans le chapitre 2, un rappel des résultats
de Plante et Antippa est présenté. De plus, le comportement asvmptotique de la
solution est étudié et les conditions aux limites sont déterminées. Dans le chapitre 3,
I’équation de récurrence liant les coefhicients du développement en série est inversée et
résolue en termes des fonctions combinatoires que I’on exprime a 'aide des fonctions
de structure. Le chapitre 4 consiste a dériver des équations de récurrence pour les
fonctions de structure. Finalement, dans le chapitre 5, I’équation aux énergies propres
est développée sous la forme d'une fonction polynomiale de degré infini dont les racines

sont reliées aux valeurs d’énergie propre.






Chapitre 2

Les fonctions propres

En 2005, Plante et Antippa [15] ont trouvé une expression analytique des fonctions
propres associées au potentiel coulombien-plus-linéaire. Cette premiére section a pour
but de résumer les résultats importants obtenus par Plante et Antippa qui seront
nécessaires au développement de la contrainte sur les valeurs d’énergies propres. De

plus, dans cette section, le comportement, asymptotique de la solution sera étudié.

2.1 Equation radiale

Plante et Antippa ont montré que 1’équation de Schrédinger radiale pour le po-

tentiel coulombien-plus-linéaire (1.1) donnée par

h? d? Il +1)K? «
__Q—MW + (QTZ) + ‘/0 + KT — 7 Unl(r) = Enlunl(r)a (21)



ou p est la masse réduite du systéme, [ est le nombre quantique orbital, A est la

constante de Planck réduite et ol u,(r) est relié a la fonction propre par

Yt (7) = Y™ (0, &)1 umi(7), (2.2)

peut se réduire a une forme adimensionnelle donnée par

2 I(l+1) P .
{d—;ﬁ — R T+ ; + b | () = 0, (23)

en effectuant les changements de variables suivants

20\ M3 a2\ ? 2p \/?
$‘(uh> T, p:a(u) , et tn[‘:( H) (B — Vo). (24)

Rz Rk h2 k2

L’ équation (2.3) s’écrit alors a l'aide de la variable adimensionnelle z, du parametre
adimensionnel de couplage p et du parameétre adimensionnel ¢, lié a I'énergie du

systeme.

En utilisant la méthode de Frobenius, Plante et Antippa ont trouvé que la solution

qui ne diverge pas a l'origine peut s’écrire comme une série de la forme

Ung(z) = D bpz™ (2.5)

m=0

L’équation de récurrence reliant les différents coefficients de la série de puissance de

la solution prend alors la forme
m(m + 20+ )by, = —pbm—1 — tubm—2 + bz, meN, (2.6)
avec les conditions initiales

bm = Aogbmo  pour m < 0. (2.7
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Le symbole §;; représente le delta de Kronecker et est défini comme étant nul si 7 # 7
et égal & 1 si i = 7. Il est possible de réécrire I'équation (2.6) sous une forme ot by,

est isolé comme

bm = —,Df(m, Z)bm—l - tnlf(mv Z)bm~2 + f(m/ Z)bm—3a (28)
avec
1
Sl = a1 (29)
En définissant
fl (m) = —pf(m, l)a f?(m) = —tnlf(ma l)v f3(m) = f(mv l)/ (210)

’équation (2.6) peut également s’écrire
bn = f1(m)bm_y + fa(m)bp_z + f3(m)bm_3. (2.11)

Cette équation représente le lien entre les différents coefficients de la solution en série
(2.5). La résolution de cette équation de récurrence constitue un défi de taille qui sera

traité dans la prochaine section.

2.2 Résolution de I’équation de récurrence

Tout d’abord, il faut noter que I'équation (2.11) est une équation de récurrence
linéaire homogene a quatre termes avec des coeflicients variables et que ce type d’équa-
tion ne se résout pas avec les méthodes traditionnelles de résolution. En effet, pour
résoudre ce type d’équation, il est nécessaire d’avoir recours a une méthode introduite
par Antippa et Phares [16] utilisant les fonctions combinatoires. Plante et Antippa
ont d’ailleurs trouvé la solution de ’équation (2.11) en termes de ces fonctions combi-

natoires. La solution soumise aux conditions frontieres (2.7) du probléme peut alors
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s’exprimer comme

b = AoCa(0,m), (2.12)

ot C(0,m) est la fonction combinatoire spéciale de seconde espéce qui sera défini
a 'équation (2.13). Les fonctions combinatoires sont étroitement liées aux facons de
partitionner un intervalle avec un ensemble de parts donné. En fait, il est nécessaire
de trouver l'intégralité des partitions ordonnées d’'un intervalle afin de déterminer
la fonction combinatoire associée. Une fonction combinatoire est, en fait, une fonc-
tionnelle définie sur ’ensemble des partitions ordonnées d’un intervalle. Les fonctions

combinatoires spéciales de seconde espéce sont définies comme

Tmax (ml ,777.2)

Co(mi,ma) = Y Frm(mi,ma), (2.13)

r=1

ou r permet d’indicer toutes les partitions de l'intervalle [mi, mo] de 1 jusqu’au
nombre maximal de partitions rmax(my, m2) et ot n(r) représente le nombre de parts

contenues dans la partition r. La fonctionnelle ,f(r)(ml, ma) est définie par

Frim(mi,mg) = ﬁ fs,(55). (2.14)

j=1

ou ¢; représente la longueur de la j¢ part d’une partition et s; représente la position de
cette j¢ part, ot les fonctions fs,(s;) sont les coefficients de I’équation de récurrence
définie & 1'équation (2.10). On peut également exprimer les positions s; a l'aide de la

borne inférieure de l'intervalle et des longueurs de parts 6; comme
J
S; :m1+2(51‘. (21:))
=1
Dans le cas des fonctions fs,(s;) définies a I'équation (2.10), les fonctionnelles
i (0,m) se réduisent &

oy (0.) = (—p)P () ] £(55,0). (2.16)

J=1
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avec f(s;,1) défini par I'équation (2.9) et ol p; et py sont respectivement les nombres
de parts de longueur 1 et 2 associées & la partition r. Les fonctions combinatoires

peuvent alors s’écrire comme

Tmax (0,777.)

Col0m) = S (=p) (—ta T] £y, D). (217)

r=1 i=1

Pour faciliter I'indication des partitions, il est commode de remplacer la somme
sur 7 par une somme sur les partitions incluses dans un ensemble O(m,, my) re-
présentant I'ensemble de toutes les partitions de l'intervalle [m;, ms] en parts de
longueurs 1, 2 ou 3. Cet ensemble peut par la suite étre représenté par I'union
des sous-ensembles de partitions possédant précisément p3 et po parts de longueurs
respectives 3 et 2. On note ces ensembles de partitions Op, p, (M1, m2) et chaque
partition de cet ensemble possédera au total n = (mg — my — ps — 2p3) parts et
p1 = (mg — my — 2py — 3p3) parts de longueur 1. Plante et Antippa ont également

introduit les ensembles O,,(m1, ma, n)| qui représentent les ensembles

n=mg—mj;—pz2—2p3
des partitions de l'intervalle [m;,ms] en (mg —m; — pa — 2p3) parts et ils ont montré
que

Opaym(ml»m?) = Opz(mlvm%n” (2.18)

n=mg—m;—p2—2p3
Ceci permet, d’écrire la fonction combinatoire comme
|m/3] | (m—3pa) /2]

Ca(0m) = > > (—P)”‘(—tnz)“( > ]E[f(sj,l)) (2.19)

pa=0 p2=0 0€0p, (0,m,n) j=1

En définissant une fonction de structure 3;(m;, mg;n, pa) comme

,BL(mlc.mQ;n,pQ) = Z ﬁ f(Sj; 1), (2.20)

0€EOp, (my,m2,n) =1
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et en remplacant les indices p3 et py par j et i respectivement, on trouve que les

coeflicients du développement s’écrivent comme

[m/3] Lm=3))/2 ,
b = A(=1)™ Y (=1 Y. (=180, mym — 25 —4,4)p™ Y, (2.21)
j=0 =0

ou les valeurs de p; et n ont été remplacées respectivement par m—3j—2i et m—275—i.
Evidement les fonctions de structure consistent en elles-méme un défi de résolution

important qui fit traité en détail par Plante et Antippa.

2.3 Fonctions propres

A Paide des équations (2.2), (2.5) et (2.21), les fonctions propres peuvent s’écrire

comme

o mpl o Umla
) = KO, S (TS (1P S (1)
m=0 1=0 i=0 (2.22)

m—3j —2i1_i [,L,m
Ll

X By(0,mim — 25 — i,i)p

ou en utilisant les transformations de 1’équation (2.4), on obtient

ik (t+1)/3 | & [m/3] L(m=34)/2] _
Ul = 2oY70,0) () LD (-1 Y (-1
m=0 j=0 =0 (223)
) 30 ) 2/,1, m—2j—1
X G0, m;m — 25 —1,9)Ka™ TN Ey — Wo)' (ﬁ) r™.
)

On remarque que les fonctions d’onde dépendent de I’énergie F,,. Toutefois ce ne
sont pas toutes les valeurs d’énergie qui permettent d’avoir une solution normalisable.

La condition de normalisation de la fonction d’onde n,(7) s’écrit

00 ™ 27 .
1= /0 /O /O r2sinf [V (0, ) " un(r)| V™0, @)r i (r)drdfde
o0 T 27
= [Tt [7 [ siney; (6,007 (6. 0)dodg. (2.24)
J0O Jo Jo
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Puisque les harmoniques sphériques sont normalisées a 1, la normalisation de la fonc-

tion d’onde est équivalente a

00 FLQ 1/3 00
1:/O |u(r)|2d7":( ) /|u(:c)|2d:c. (2.25)

2uK 0

Cette derniére condition indique que la normalisation de la fonction d’onde nécessite
seulement que la fonction radiale u,,;(z) soit normalisable. On notera que si la fonction

radiale n’est pas normalisée a 1, la transformation

u(r)

, 2.26
(g2 lu(r)|2dr)'/? 220)

u(r) =

ramenera la normalisation a 1.

2.4 Comportement asymptotique

Uet 272 de P’équation ra-

Dans la limite ou x est trés grand, les termes en z~
diale adimensionnelle (2.3) deviendront négligeables par rapport aux autres termes.
L’équation (2.3) deviendra alors

d2
[ZZ; —x+ tn[‘| un(z) = 0. (2.27)

En effectuant le changement de variables y = = — t,;, 'équation (2.27) devient

[d—Q - y] unm(y) = 0. (2.28)

Cette équation est I’équation d’Airy et admet des solutions sous la forme d’une com-
binaison linéaire de fonctions d’Airy de premiere et de seconde espéce Ai et Bi donnée
par

un(T) = aAi(z — tny) + bBi(x — tn), (2.29)



14

ou a et b sont des constantes arbitraires. En revanche, pour que la fonction d’onde
Unim(77) (2.2) soit normalisable, il est nécessaire que uy(z) le soit ¢galement comme
le démontre I’équation (2.25). Puisque Bi(z) diverge a I'infini, il faut absolument que
b = 0 afin d’assurer la normalisation de la fonction d’onde. On aura alors que, dans
la limite ou x est grand, la fonction radiale u,(x) est proportionnelle & la fonction

d’Airy de premiere espece Ai(x — t,), tel que
Ut () = aAi(z — tyy). (2.30)

La condition frontiére sur uy(x) peut également s’écrire comme

Uy ()

lim ) =70, (231)

I—00 Al(l — L
ol g sera une constante liée & la normalisation de uy(z). Pour satisfaire cette condi-
tion, il faut remarquer que lorsque z est grand, les puissances élevées de z seront
dominantes dans uy(x). Donc, pour que la fonction uy(z) soit normalisable, il fau-
dra que les coefficients associés aux puissances z7 du développement de u(z), lorsque
7 tend vers l'infini, deviennent proportionnelles aux coefficients du développement en

série de Ai(z — ty).

2.5 Conditions frontieres

L’imposition que la fonction d’onde soit normalisable peut s’exprimer comme le
respect des bonnes conditions aux limites. Ces conditions aux limites se séparent en
deux groupes, il y a les conditions limites a ’origine et les conditions limites & I'infini.
Ces conditions sont d’une importance cruciale, car c¢'est I'imposition de celles-ci qui

discrétisent les valeurs d’énergie.
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2.5.1 Condition a lorigine

L’équation (2.6) lorsque m = 1, se réduit a
2([ + 1)b1 + pby + tbo1 —b_o =0, (232)

ou d’aprés les conditions frontieres (2.7), b_o = 0, b_; = 0 et by = Ay, ’équation
(2.32) devient

2(1+ 1)by + pAo = 0. (2.33)

Cette condition permet d’avoir un lien entre by = Ag et b; que ’on pourra combiner

plus tard avec la condition a I'infini qui sera discutée dans la sous-section suivante.

2.5.2 Condition a ’'infini

A partir de I’équation (2.31), on voit que la solution wuy/(z), lorsque 2 — oo, doit
étre proportionnelle & la fonction d’Airy de premiére espece. Cette condition sera
respectée si les coefficients, associés aux puissances 2™ pour n tendant vers I'infini,
convergent vers les coefficients d’Airy. La difficulté est que la fonction d’Airy de
I’équation (2.31) est translatée d’une valeur t,,. Les coefficients ne seront alors pas les
coefficients d’Airy pour le développement centré & x = 0, mais plutét une combinaison
linéaire de ceux-ci. Pour obtenir notre expression, on peut écrire la fonction d’Airy

et développer les puissances de (z — t,) a I'aide de la formule du binéme

Al(l - tn[) = i G,k(.’L' — tn[)k = i Qg Z <k> :L'k_i(—tn[)i, (234)

k=0 k=0 i=0 \?

ou les (’f) sont les coeflicients binomiaux. Puisque pour chaque valeur de k il existera

un ¢ < k tel que & — 4 = 7, on peut donc échanger la somme sur k£ par une somnie
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sur j en remplacant & par j + i. 1l faut noter en revanche que ceci affectera la borne
supérieure de la somme sur ¢, car pour chaque valeur j, il y a une infinité de combi-
naisons (k, 1) telle que & — i = 7, donc 7 sera sommé jusqu’a I'infini. On trouve alors

que le développement de Ai(x — t,;) peut s’écrire comme

( — tnt) Z (Z @j+i (J + Z) _tnl)i) . (2.35)

Le coefficient de la j puissance, a}, est alors donné par

a;(tu) = i Qjti (j _ZH) (—tm)* (2.36)

=0

et la fonction d’Airy translatée par t,, devient

(x = tu) ; )T (2.37)

Lvidemment, on voit de 1'équation (2.36) que dans le cas trivial ou t, = 0, on
retrouve que a}(0) = a;. Pour que 'équation (2.31) soit respectée, il faudra alors que
les coeflicients associés aux puissances z™, pour n tendant vers I'infini, convergent vers
les coefficients a’; multipliés par la constante de proportionnalité o, mais puisque la
fonction wg(z) posséde un facteur z+! supplémentaire (Voir eq. (2.5)), il faudra que

by tende vers yoaly 1. (tn). Cette condition s’écrira alors

N+I+1+1 :
lim by(l,ty) = hm 702a,\/+[+1+1< - + +Z)(—tm)l. (2.38)

N—o0 9
Notons que les coefficients d’Airy a, obéissent & I'équation récursive [1]

Qn—3

— " VYn> 2.39
n(n—1) nz3, (2.39)

Ap =

soumise aux conditions initiales

O (2/3)
M= _r(1/3)3 Fao,

as = 0. (2.40)
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La solution & I’équation (2.39), soumise aux conditions (2.40), est donnée par

(=1)'T(2/3)(1 — din)

s — . i€ {0,1,2}, N. 2.41
A3p+ 32p+22/3p!1—‘(p+2(2'+1)/3)a0 1€ {0 }, pe ( )

Cette relation se montre aisément par le principe d’induction mathématique.

Démonstration. D’abord, on remarque que les conditions initiales (p = 0) sont res-

pectées pour chaque valeur de 7.

Pour i =0:
@B
apg = F(2/3) ag = ap. (242)
Pouri=1:
@y T(2/3),,
T Y VE I Pao (243)
Pour i =2 :

En supposant que ’équation (2.41) est valide pour p = k& — 1, on montre qu’elle

est également valide pour p =k :

B a3(k—1)+i
kT Bk 1 )3k +i— 1)
(~1)T/3)(1 - bs) .
(3k + 1) (3k +i — 1)3206 D423k — )T ((k— 1)+ 2(i + 1)/3) °
(=1)'T(2/3)(1 — bi2) .
(6 + /3 (k + (i — 1))k ~ )IN((k — 1) + 26+ 1/3) ™

En séparant le calcul pour chaque valeur de 7, on trouve que pour i = 0,

B I'(2/3)
9k T h(k—1/3)3% 2083k — )Tk — 1+ 200 +1)/3)"

_ I'(2/3) .
T 3L (k 1 2/3) (245)
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pour i =1,
o _ —I'(2/3)
ST e+ 1/3)k3% 23 (k — D)IT(k— 1+ 2(1 1 1)/3) "
_ —I'(2/3) ,
- 32k+2/3LIT (K + 2(1 + 1)/3)a0, (2.46)
pour i = 2,
azgerz = 0. (2.47)
[

L’équation (2.41) permet alors de trouver n’'importe quel coeflicient d’Airy en

termes du coefficient ag.

On verra dans les prochains chapitres comment ’on peut utiliser les conditions aux
limites issues de la normalisation de la fonction d’onde et les {onctions combinatoires

afin de trouver une condition sur I’énergie.



Chapitre 3

Equation de récurrence

3.1 Inversion de I’équation de récurrence

Pour inclure la condition frontiére a I'infini dans les coefficients, il est nécessaire
d’inverser la relation de récurrence (2.6) afin d’exprimer les coefficients du dévelop-
pement en termes des coeflicients plus élevés. L’équation de récurrence inversée peut

s’écrire comme
bm = 91(m, Z)b'rnJr-l + _(]2(77% Z)b'rnJr-2 + g3(m) Z)b'rnJr-3 (31)
ou les fonctions g;{m, ) sont définies comme

gl(maz) :t‘nla g?(TrLﬁl) =p, g3(m71) = (m+3)(m+2z +4) (32)
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D’apres la méthode introduite par Antippa et Phares [16, 17], la solution de

I'équation (3.1) est donnée par

2
b = D C3(N + J,m, )b, (3.3)

§=0
ou les byy;, 7 € {0,1,2} sont choisis comme étant les conditions initiales avec N
arbitraire, mais supérieur & m — 2 et ou C§ est une fonction combinatoire contrainte
conjuguée de seconde espece. La preuve que I’équation (3.3) représente bien la solution
de I’équation récursive inversée est présentée a I'annexe A. Il reste alors & déterminer

les fonctions conibinatoires Cj.

3.2 Les fonctions combinatoires

Une fonction combinatoire est une fonctionnelle définie sur ’ensemble des parti-
tions ordonnées d’un intervalle. Leur utilité survient lors de la résolution d’équations
de récurrences linéaires et homogenes. Dans ce mémoire, on s’intéresse uniquement
aux fonctions combinatoires conjuguées qui sont utilisées pour trouver les solutions
des équations de récurrences inversées. Il est a noter que le terme conjuguée ne fait
pas référence & la conjugaison complexe, mais sert plutét a mettre en évidence les
liens entre la solution de 'équation de récurrence inversée et celle de I'équation origi-
nale. En revanche, pour alléger les appellations, le terme conjuguée ne sera pas écrit
pour le reste du mémoire, mais le symbole * sera tout de méme appliqué a toutes
les fonctions conjuguées. Pour construire les fonctions combinatoires, il est nécessaire

d’introduire le concept de partition ordonnée.



Chapitre 3. Equation de récurrence 21

3.2.1 Partitions

Il est & noter qu’un traitement plus général des partitions ordonnées est fait dans
I'annexe A et que cette sous-section représente le contenu de I'annexe A appliqué a
I’équation (3.1). On notera aussi que par partition, 'on entendra partition ordonnée

aussi appelée composition.

Supposons un intervalle [m;, ms| de longueur my — m; = m et 'ensemble
A={1,2,3}, (3.4)

appelé ensemble des parts. Les éléments de I’ensemble des parts sont les blocs fonda-
teurs des partitions et sont appelés parts. Une partition est la décomposition ordonnée
de cet intervalle a 'aide des parts de .A. On peut voir un exemple de deux partitions

ordonnées de I'intervalle [1, 11] & la figure 3.1.

| - 6 7 8 11

| 3 4 5 8 9 11
2 |1]1 3 1] 2

FiGuRE 3.1 — Exemples de partitions ordonnées de 'intervalle [1, 11] en parts de longueur
1, 2 et 3.

En définissant le nombre de fois qu'une part de longueur i apparait dans une

partition par p; et le nombre total de parts d’une partition donnée par n, on peut
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construire les deux équations

p1+ 2p2 + 3ps = m, (3.5a)

P+ p2tp3=n. (3.5b)

La premicre de ces équations représente la longueur totale de I'intervalle et la seconde
représente le nombre total de parts. On notera que pour une partition de longueur
nulle m = 0, I'équation (3.5a) impose que p; = ps = p3 = 0 et par (3.5b) on trouve

que n = 0.

Les équations (3.5) imposent alors deux contraintes sur les parameétres m, n, py,
po et ps, ce qui réduit le nombre de parametres indépendants a trois. En choisissant
m et p; comme indépendants et un troisieme parametre v qui sera introduit sous peu,
il sera possible de trouver les expressions de po, p3 et n comme des fonctions de m,

D1 et v.

On commence par évaluer le vecteur (p1, P2, p3) associé a une partition de longueur
m ou p; = 0. Dans un premier temps, considérons les cas ou m est pair (mody(m) =

0)! et ot m est impaire (mody(m) = 1) séparément.

Pour le cas pair, il est possible de diviser I'intervalle en /2 parts de longueur 2.
Cette subdivision ménera au vecteur (0,m/2,0). Pour insérer une part de longueur
3, il sera obligatoire de remplacer trois parts de longueur 2 par deux parts de lon-
gueur 3. [n introduisant le parametre v, il sera possible de construire I'intégralité des

partitions de ce type comme (0, m/2 — 3v,2v) pour v € {0,...,|m/6]}.

Pour le cas impair, il sera nécessaire d’avoir au minimum une part de longueur 3
de sorte que (m — 3) soit pair. On peut alors effectuer un traitement similaire au cas

pair et obtenir que les partitions seront de la forme (0, (m — 3)/2 — 3v,2v + 1) pour

1. Il est & noter que la fonction mod,(m) est la fonction modulo définie comme étant le reste de
la division entiére de m par n
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ve{0,...,](m—3)/6]}. Il est possible de combiner les cas pair et impair a l'aide

de la fonction modulo comme

(0, %} — 3v,2v + modg(m)> ,
efo . |==2emtn]

Pour le cas ou p; # 0, il suffit de remplacer la longueur de l'intervalle par m — p;

et d’effectuer un traitement identique pour obtenir la forme générale

(pl, m-p1-3 m2°d2(m_p‘) — 3v,2v + mody(m — p1)> ,
= {0’ N [m—P1~3 mﬁodz(m—Pl)J} ]

A partir de I’équation (3.5b), on trouve que le nombre total de parts est donné

par

m — p; — 3 moda(m — py)
2
m+ p1 — 2v — moda(m — pp)

= 5 : (3.8)

n(m,p,v) = pi+ — 3v+ 2v + moda(m — py)

Fvidemment, chaque partition aura ses propres valeurs de m, v, p1, ps. p3 €t 7,
mais deux partitions peuvent posséder les mémes sans étre identiques. En effet, I'in-
version de deux parts de longueurs différentes engendrera deux partitions distinctes
possédant les mémes parametres m, v et p;. La figure 3.2 illustre I'inversion de deux
parts de longueurs distinctes créant deux partitions ordonnées différentes, mais pos-
sédant les mémes parametres m, v et p;. Afin d’avoir une description complete d’une
partition, on associe a chacune un n-tuplet de parts 6; € A que 'on dénote par
Al(mg, my) = (61,02,...,0n), ou I'indice ¢ permet d’indicer toutes les partitions pos-
sédant n parts. Il est utile de constater que pour des raisons de simplicité ultérieure,

la part 4, sera la plus proche de la borne supérieure mo de l'intervalle, alors que la
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1 2 ] 3

FIGURE 3.2 — Inversion de deux parts de longueurs différentes dans une partition.

part 4, sera la plus proche de la borne inférieure m;. On définit ensuite les points s;

représentant les positions ou se termine chaque part comme

i

S; = My — Z 0r avec Sp = mg et S, =mi, (3.9)
k=1 "
et le (n + 1)-tuplet des points SZ(maq, my) = (S0, 81, ., 5n).

3.2.2 Construction des fonctions combinatoires

Comme il a été énoncé précédemment, les fonctions combinatoires se construisent
a partir des partitions d'un certain intervalle. On commence par introduire la fonc-
tionnelle G2(mqy, m;). Cette fonctionnelle est associée a la g-ieme partition ordonnée

en n parts de l'intervalle [my, my] et est définie par
G2 (mg, my) H (85,1). (3.10)

ol les gs (s;.1) sont les fonctions de I'équation (3.1) évaluées aux points s; définis
& I'équation (3.9). Puisque qu’une partition aura p;, ps et p3 parts de longueurs
respectives 1, 2 et 3 et que les fonctions g1(s;,1) et g2(s;,!) sont indépendantes de

s;. pour chaque fonctionnelle G%(mq, m;), on pourra mettre en évidence p; fois ¢, =
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g1(8;,1) et pa fois p = g2(s5,1). On notera que g1(s;,!) dépend du nombre quantique

orbital [ a travers la valeur d’énergie propre t,;, alors que g»(s;,[) est totalement

indépendante de /. La fonctionnelle G4(msy, m;) se simplifie alors a
Gi(ma,my) = th o7 [] g5,(s5, 1), (3.11)
j=1

ou gs, (s, 1) est définie par

1 si 6]' 7é 3
g, (5,,1) = . (3.12)
gg(Sj, l) si 5]‘ =3
Les fonctions combinatoires spéciales de premiére espéce sont définies comme
Qmax(ml\m2)n)
Ci(mag, my,n) = > Gllmg,my). (3.13)

q=1

Ces fonctions permettent ensuite de définir un autre type de fonction combinatoire

que 'on appelle fonction combinatoire spéciale de seconde espéece

Cs(mg,my) = Z C1(maq,m1,n), (3.14)

neN (ma—m1)
ou N(mg —my) est 'ensemble de toutes les valeurs possibles de n pour une partition
de longueur mgs — mj. On peut alors exprimer les fonctions combinatoires spéciales

de seconde espéce comme

Tmaz (mZ 11 )

Cilmy,mi) = Y. Giglma,ma), (3.15)

r=1

ou l'indice r permet d’indicer toutes les partitions indépendamment du nombre de
parts n(r) qui, en revanche, dépendra de la partition et donc de r. Il est & noter que les
fonctions combinatoires Cj(ma, m;) sont obtenues en sommant 'intégralité des fonc-
tionnelles G7,,)(my, m1) associées a chacune des partitions de l'intervalle [my, mol.

D’un autre coté, il est également possible de définir des fonctions combinatoires sur



lesquelles on impose certaines contraintes. Tel est, le cas pour les fonctions combina-

toires contraintes de premiére espéce

Ci(mg, my,n,d) = Z GZ(my, ma), (3.16)
g€Q(ma—m1,n,d)

ou Q(mg—my,n,d) est 'ensemble de toutes les partitions de 'intervalle [m;, mo| en n
parts telles que la premiére part é; est de longueur supérieure & d. En d’autres mots,
les fonctions combinatoires contraintes de premiere espece sont tres semblables aux
fonctions combinatoires spéciales de premiére espece a I’exception que la premiére part
soit supérieure & d. Les fonctions combinatoires contraintes conjuguées de seconde
espéce s’obtiennent comme la somme sur {outes les valeurs possibles de n des fonctions

combinatoires contraintes de premiére espece

Cs(ma,my,d) = Z Ci(ma,my,n,d). (3.17)
neN(mg—my,d)

ou N(mg—my,d) est I'ensemble de toutes les valeurs possibles de n pour une partition
de longueur mqo — m; telle que la premiére part est supérieur a d. Tout comme les
fonctions combinatoires spéciales de seconde espece, il est possible de remplacer les
deux sommes sur n et ¢ par une seule somme sur 7, mais comme on peut 'imaginer, les
fonctions combinatoires contraintes sont plus difficiles a évaluer que leurs consoeurs
spéciales. 1l est donc plus pratique de pouvoir les exprimer comme une combinaison
linéaire de fonctions combinatoires spéciales. Le lien entre les fonctions combinatoires

spéciales et contraintes de seconde espéce est donné par

C;(m%lml': d) = Z gak(m2 — Gk, Z)C;(m2 - akaml)- (318)

ar€A
ag>d

La démonstration de cette équation est présentée dans 'annexe A pour I'équation

(A.41).
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3.3 La somme sur r

Afin d’évaluer la somme sur 7 introduite a I'équation (3.15), il est commode de
classer les différentes partitions dans des ensembles disjoints. Tout d’abord, on intro-
duit ensemble de toutes les partitions de 'intervalle [mq, ms] en parts de longueur 1,
2 et 3 que l'on dénote O(my, mq). On dénote ensuite les sous-ensembles Oy, (ma, mq)
qui regroupent toutes les partitions de O(mq, m;) ayant précisément p; parts de
longueur unité. 11 est & noter que les ensembles O, (m2, m) sont disjoints, car une
partition ne peut pas avoir simultanément p; et p} parts de longueur unité si p; # pi.
Puisqu’au maximum, un intervalle [m;, ms] peut avoir m parts de longueur unité et

qu’au minimum 0 part, on peut exprimer l’ensemble O(msy, m;) comme

m
O(mg,ml) = U Opl(mg,ml). (319)

p1=0
Comme il a été mentionné précédemment, le parameétre v, apparaissant a I’équation
(3.7), permet de fixer les valeurs de ps et ps. On peut alors introduire des sous-
ensembles de O, (Mg, m1) ayant une valeur particuliere de v. Ces sous-ensembles
seront dénotés O, ,(mg,m;). Pour des raisons similaires au cas précédent, les en-
sembles Oy, (Mg, m1) sont tous disjoints. En prenant I'union de tous les ensembles
Op, »(m2, my) pour chaque valeur de v (voir I'équation(3.7)), on peut exprimer I'en-

semble O, (Mg, m;) comme

\‘m——pl -3 mod2(m—p1)J
6

Opy (ma,m1) = U Opy w(ma, ma). (3.20)

v=0

En combinant les équations (3.19) et (3.20), on obtient

\‘m—pl —3 modg(m—py)
m 6

O(ma,my1) = | U Op, v(ma,my). (3.21)

p1=0 v=0



28

Puisque la somme sur 7 consiste a faire une somme sur I'intégralité des partitions
de Pintervalle [rn),ms], il sera possible de la remplacer par une somme sur tous les
éléments de 'ensemble O(mo, m, ), mais puisque cet ensemble est le résultat de 'union

dec plusieurs ensembles disjoints, la somme sur r pourra s’écrire comme
p d| )

mi)

(ma,my
2

m—p]—3 mody(m—p))
Tmaz 6

= i_o > > : (3.22)

v=0 0€0p, v(ma,mp)

Puisque n’importe quel triplet des parameétres m, n, py, pa, p3 et v peut décrire la

partition, il y aura une correspondance biunivoque entre les éléments de O,, ,(m2, m;)

et de l'ensemble O, (1mg, my,n) e TEPL 0= moda(m=p)) ou n est lié a m, p; et v par

I'équation (3.8)

Opl,u(mQ; ml) = OPI (mQa m’l)n)

n=m+p1—2u— madgy(m=-p;) . (323)
2

L’équation (3.22) devient alors

\"m—pl—a madp(m—py) J
6

=> % S (324

v=0 0€0p, (ma,m1,n)

Tmaz

(ma,
>
r=1

En insérant les équations (3.11) et (3.24) dans I’équation (3.15), on trouve que

\‘m—m -3 rﬂ;dz(m-m) J
Citmam) = 3% S me el 6
1= j=1

p1=0 v=0 0€Qy, (ma,m1,n)

Puisque les valeurs de p; et de py sont les mémes pour toute partition o € O, (mg, my,n),

il sera possible de les faire commuter avec la somme sur ces partitions pour obtenir

\‘m—pl 3 modz(m—pl)J
6

Clmaym) =Y X @ Y [IdGnh  (3.26)

p1=0 v=0 0€0y, (ma,my,n) j=1
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De fagon analogue avec les références [1] et [15], on introduit les fonctions de structure

conjuguées ;' (mq, my;n, p1) qui seront définies par

Bi (ma, my;n, ;) = Z Hgfsj(sjvl)- (3.27)

0€0p, (ma,my,n) j=1

Les fonctions de structure conjuguées g} (ms, my;n, p1) seront étudiées en détail dans

le chapitre 4. A P’aide de ces fonctions de structure, 1'équation (3.26) devient

\‘m—p —3 modg{(m—p )J
m 6

C3(mg,my) = Z Z to o B (ma, ma; n, pr). (3.28)

p1=0 v=0

Il est nécessaire de se rappeler que les valeurs de py et n de la derniere équation sont
totalement déterminées par p;, v et la longueur de I'intervalle m. En revanche, pour

des raisons esthétiques on conserve la notation py et n.

3.4 Solution de I’équation de récurrence

A T'aide des résultats développés précédemment, il est possible de trouver la solu-
tion de ’équation de récurrence (3.1). En insérant ’équation (3.18) dans 1'équation

(3.3), on obtient

b =D Y Ga(N+ 7 — ar, DC3(N + j — ag, m)bn;. (3.29)

j=0arcA
ap>7

2

Puisque I’ensemble des ax correspond a l'intégralité des entiers entre 1 et 3, il est
possible d’effectuer le changement de variable i = a;. La somme sur a; pourra alors
étre remplacée par une somme sur 7 avec les bornes ipgin = 7 + 1 et imax = 3, de sorte
que

2 3
b= 2 g(N+j—i,)C5(N +3j—i,m)bny,. (3.30)
7+1

j=04=j+
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En insérant ensuite 1'équation (3.28) dans I’équation {3.30), on obtient

\‘N+j—1'—m—p1—3 modo (N+3 1.—m—p1)J
6

2 3 N+j—i-m
b = > Gi(N+j—i, 1) Y S RPN (N i, p1 )b
j=01=3j+1 p1=0 v=0
(3.31)
En renommant le parametre p; par i, on obtient
\‘NJrj- i—m-—p—3 mod2(N+j—i--m—u.)J
2 3 N+j—i-m 6
bm = Z Z 91(1\7Tj~i, l) Z Z iﬁ,p”ﬁﬁf(N%—]—zm,n, /L)b[\H_J.
(3.32)

Cette équation représente la valeur du m® coefficient, de I'expansion en série (2.5),
en termes des coeflicients d’ordre supérieur. Dans le chapitre 5, I’équation (3.32) sera

utilisée pour trouver la condition qui rendra les u,(z) normalisables.



Chapitre 4

Fonction de structure conjuguée

La détermination des fonctions de structure 3} (maz, mq;n, p1) est une tache ardue.
Dans un premier temps, il est nécessaire de constater que celles-ci sont en réalité des
fonctions combinatoires définies sur les ensembles de partitions O, (mg,m1,n). Il est
alors possible d’utiliser 'homomorphisme H défini a 'équation (A.28) pour lier les
ensembles O, (M2, m1,n) aux fonctions B}(mg, my;n,p1). Cet homomorphisme est
défini par

(m + 6;,m) — g5,(m),
(m, m) — go(m) =1, (4.1)

2= X,

U—>.

Malgré la grande complexité des fonctions combinatoires, il est préalablement
possible de trouver plusieurs conditions qui déterminent & l'avance si la fonction

combinatoire sera nulle.

i. Si me < my, alors m = my — my < 0 et les équations (3.5) n’admettent aucune

solution. On en conclut qu’il n’y existe aucune partition allant de m; a mag et
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il

1v.

donc que la fonction de structure est nulle.

. Sl mq = my, alors m = mg — m; = 0 et les équations (3.5) n’admettent qu'une
b

solution si m = p; = py = p3 = 0. On en conclut qu’il n’y existe aucune partition
allant de mq & mg lorsque n # 0 = p;. Donc, a ’exception de la fonction de struc-
ture 3f(my,m;;0,0), toutes fonctions de structure de la forme /3 (my, my;n,p;)

est, nulles.

Si n < p;, alors I'équation (3.5b) n’est pas respectée et il n’y a donc aucune

partition possible lorsque n < p;.

Sin < [(my —my)/3], alors I'équation (3.5h) devient

Mo — M Mo — m
p1+p2+p3:n<{ 23 IJS 23 ! (4.2)
= 3p; + 3p2 + 3ps < Moy — my. (4.3)
En y insérant I’équation 3.5a, on obtient
3p1 + 3p2 + 3ps < p1+ 2p2 + 3ps = 2py +p2 < 0. (4.4)

Cette équation ne possede évidemment aucune solution, donc il n’existe aucune

partition de I'intervalle [mq, ms] lorsque n < [(mg —my)/3].

Si n > mg — my, alors I'équation (3.5b) devient

P1+ P2+ Pp3=n>1me— m. (45)
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En y insérant 'équation 3.5a. on obtient

p1+ P2+ s > p1+ 2p2 + 3ps = po + 2p3 < 0. (4.6)

Puisque cette derniére équation ne posseéde aucune solution, on en conclut qu’il

n’existe aucune partition de I'intervalle [mq, ms] lorsque n > mgy —m;.

En résumé, si les parameétres de la fonction de structure j3;(msq,mi;n,p;) res-
pectent une des conditions énumérées plus haut, cette fonction de structure sera

automatiquement nulle.

4.1 Cas fondamentaux

Comme il été mentionné précédemment, les fonctions de structure 3/ (mq, my;n, p1)
sont des objets trés complexes a évaluer. En revanche, pour quatre cas particuliers,
les fonctions S3f(mg, m1;n, p1) prennent une forme compacte. Ces cas correspondent
a la fonction de structure de longueur nulle et aux fonctions de structures ne pos-
sédant qu’'une seule partition composée uniquement de parts de longueur respective
1, 2 et 3. Ces fonctions de structure prendront les formes B/ (my,m;n,p;) pour
me —my =0, 8/ (m1 + n,mq;n,n) pour p; = n, B7(mq + 2n, my;n,0) pour p; =n et

Bt (m1 + 3n, my;n, 0) pour ps = n.
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4.1.1 Partition de longueur nulle

Si I'on se référe & la condition ii, les fonctions de structure de longueur nulle qui
ne sont pas nulles ont obligatoirement p; = n = 0. Dans le cas ot p; = n =0, la
seule partition sur I'intervalle [m, m4] est la partition ne possédant qu’une seule part
de longueur nulle. De 'homomorphisme 4.1 la fonction combinatoire g} (my, mq;0,0)

est définie par

B (m1,m1;0,0) = H ({(m1,m1)}) = go(mn) = 1. (4.7)

4.1.2 Partition composée de part de longueur 1 ou 2

Pour la fonction de structure de la forme 5} (mq + n,mi;n,n), on aura que

B (my 4+ n,my;n,n) = > 11 ggj(sj, [). (4.8)

Oeop1=n(m1 +n,my :n) Jj=1

Puisqu’il n’existe qu’une seule partition ayant seulement des parts de longueurs unités

et que la fonction gi(s;,l) = 1, la fonction de structure se simplifiera &

8/ (m1 +n,my;n,n) = 1. (4.9)

Pour la fonction de structure de la forme 8] (m; + 2n, my;n,0), on aura que

Br(ma + 2n,mi;n,0) = Z H gfsj(sja ). (4.10)

0€0;p, =o(ma1+2n,my,n} j=1
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Puisqu’encore une fois, il n’existe qu'une seule partition n’ayant que des parts de

longueurs 2 et que la fonction g5(s;,{) = 1, la fonction de structure se simplifiera a

Bl (my +2n,my;n,0) = 1. (4.11)

4.1.3 Partition composée de part de longueur 3

L’évaluation de la fonction de structure de la forme Sf(m; + 3n,m;n,0) est
plus complexe que les deux derniéres. En effet, le fait que la fonction g4(s;,[) # 1
complique légerement 1’évaluation du produit. La fonction de structure s’écrira donc

comme

n

B/ (mq + 3n,my;n,0) = > [T 95, (55, 0), (4.12)

0€0p, =o(m) +3n,m;,n) j=1
ou a nouveau, il n’existe qu'une seule partition ayant uniquement des parts de lon-
gueurs 3. De plus, puisque tous les segments sont de longueur 3, les positions des
parts seront données par s; = m1 + 3(n — 7). A 'aide de la fonction g5(s;,!) définie &
I'équation (3.12), les fonctions de structure de la forme S8} (m; + 3n,m;;n,0) seront

alors données par

n

Bl (m1 + 3n,m1;n,0) = > [T g5,(s5,0)

0€0p, =a(m1+3n,m,n) j=1

= ﬁ g3(m1 +3(n — j), 1)

j=1

= (my+3(n—3)+3)(m1+3(n—7j)+20+4)
7=1

= 3" [[(m/3+n+1-3)(m/3+n+2/3+1/3+1-j)

= 3% [(my + 3n)/3]™ [(mq + 3n + 20 + 1)/3]™

= 3% [(my + 3)/3]™ [(my + 20 + 4)/3)", (4.13)



36

ou les symboles de Pochhammer ont été utilisés. Ces symboles seront développés en

détail dans 'annexe B.

4.2 Equations de récurrence pour les fonctions de

structure

Les fonctions de structure possédant plus d’une partition sont beaucoup plus
complexes a évaluer. Pour cette raison, il est commode de développer des équations
de récurrence permettant de relier une fonction de structure avec les fonctions de
structure définies sur un intervalle de longueur inférieure. On divise les équations de
récurrences en deux types : les équations de récurrence linéaires et les équations de

récurrence non linéaires.

4.2.1 Equations de récurrence linéaires

Les équations de récurrence linéaires seront créées en réduisant la longueur de I'in-
tervalle & partir de m; (ascendante) ou my (descendante). Ces équations sont d'ailleurs

les cas les plus simples d’équations de récurrence pour les fonctions 3 (mqg, my;n, p1).
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Ascendante

Chaque partition de I'ensemble O, (my,m;,n) doit obligatoirement commencer

par une part de longueur 1, 2 ou 3. On peut donc exprimer cet ensemble comme

Op, (ma,m1,n) = Op—1(ma,my+1,n—1)® (my 4+ 1,m4)
U Oy, (ma,mi +2,n—1)® (my +2,my)

UOpl(mg,m1+3,n—1)®(m1+3,m1). (414)

En appliquant "’homomorphisme H a I’équation (4.14), on obtient 'équation de

récurrence
Bl (ma,mi;n, ;) = gy(m1)B (mg,my +1;n—1,p1 — 1)
+ g;(m1>/3;(m2,m1 + 2)” - 17p1>
+ g3(m1)B; (me, m1 +3;n — 1,p1)
= Bf(mo,my+1in—1,p — 1)+ 5/ (me,my + 2,7 — 1,p1)
+ g3(m1) B (ma, mu + 3;n — 1, p1) (4.15)
Descendante

Chaque partition de ’ensemble O, (mg,m;,n) doit obligatoirement commencer

par une part de longueur 1, 2 ou 3. On peut donc exprimer cet ensemble comme

Op, (ma,my,n) = (mg,mg—1)® Op,_1(mg — 1,mq,n — 1)
U (ma,mg — 2) ® Op, (Mg — 2, my,n — 1)

U (ma,mg — 3) @ Op, (ma — 3, my,n —1). (4.16)
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En appliquant ’homomorphisme H & l’équation (4.16), on obtient I’équation de

récurrence

B (ma,my;n.p) = gy(ma— 1B (mg—1,my;n—1,p — 1)
+ gy(ma — 2)B (m2 — 2,mi;n — 1, py)
+ g3(ma — 3)B; (me — 3, ma;n — 1,p1)
= Bfma—1,myn—1,p1—1)+ 3 (me—2.my;n—1,p)

+ ga(ma — 3)B; (mg — 3, ma;n — 1, p1). (4.17)

Les équations (4.15) et (4.17) sont respectivement les équations récursives ascen-

dantes et descendantes des fonctions de structure 3 (ma, my;n,p1).

4.2.2 Equation de récurrence non linéaire

Pour déterminer cette équation de récurrence, on procede en deux étapes. Dans un
premier temps, on trouve une équation de récurrence pour les fonctions de structure
de la forme 3} (mq, my;n,0), soit les fonctions de structure n’ayant aucune part de

longueur unité. Par la suite, on trouve les valeurs de 5} (mq, my;n, p;) a l'aide des

valeurs de 3} (mgq,my;n,0).

Equation de récurrence pour les fonctions j3;(mgy, my;n,0)

L’équation de récurrence pour les fonctions de structure de la forme 3} (mg, my;n, 0)
avec p3 parts de longueur 3 est obtenue en termes des fonctions de structure 3} (mq, mn}; n’, 0)

avec ph < ps parts de longueur 3.
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On commence par introduire les ensembles 7 (mg,m1,n) correspondants aux en-
sembles des partitions de l'intervalle [m;, my] en n parts de longueur 2 et 3. On

remarque immédiatement que
T(m'2>ml)n) = Op1=0(m27m17n)7 (418)

ot Op,=¢(m2, my,n) est défini a I'équation (3.23).

On introduit ensuite des sous-ensembles de T (mg, mq,n) que I’on note T;(ma, my, n),
1=0,1,2,...,p3 Les éléments de ces sous-ensembles respectent deux contraintes ad-
ditionnelles :

(i) les derniéres 4 parts sont de longueur 3,

(i) la (n — 1)® part est de longueur 2 1.

La forme des partitions de ces ensembles est illustrée a la figure 4.1.

ny 31 m+31+2

o

3 3 2

T

FIGURE 4.1 — Représentation des partitions de 1’ensemble T;

On note que I'on peut représenter 7 (mg, m,n) comme l'union des sous-ensembles

ﬁ(mQ) my, Tl)

3
T (ma,m1,n) = | Ti(ma, m1,n) (4.19)

=0

1. On notera que I'exigence d’avoir une part de longueur 2 rendra I'équation de récurrence invalide
pour le cas fondamental composé uniquement de parts de longueur 3.

3i % ———2(0-p5-1)+3(p3—1) ———
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et que les sous-ensembles 7;(maq, m1,n) sont disjoints, tel que
Ti(ma, my,n) mﬁ(mg,ml,n) =g, i#]. (4.20)

On note également la correspondance entre les sous-ensembles T;(mgq, mq,n) et les
ensembles de la forme O, —¢(me, my +31+2,n —¢— 1). En effet, chaque partition de
Op,—o(ma,m1 + 3t + 2,n — i — 1) auquel on ajoute une part de longucur 2 et i parts
de longueur 3 correspondra a une seule partition de 7;(mg, m1,n) et chaque partition
de T;(mg, my,n) auquel on retire les i derniéres parts de longueur 3 et la part de

longueur 2 correspondra a une seule partition de Oy, _o(mg,m; +3i +2,n — 12— 1).

Une somme sur les éléments de Oy, _q(ma, m1,n) peut alors étre exprimée comme

Yo=Yy =Yy 21)

0€0p, =o(m2,m1,n)  TE€T (mz,mu,n)  =07€T;(mz,mi,n)
Les fonctions de structure de la forme 3 (ma, mq;n,0) étant définies par
n

Bz{(m% myn, 0) = Z H gg] (3]', l), (422)

0€0p, =0(m2,m1,n) j=1

deviennent, en utilisant I'équation (4.21)

n

p3
B (mg,mysn,0) =% > 1T 95,(s5,0)- (4.23)

1=0 reT;(my,m1,n) j=1

Pour chacune des partitions de la somme précédente, les ¢ derniéres parts sont de
longueur 3 et la (n — 1) part est de longueur 2. Ceci permet de séparer le produit

comme

1 5, (s:1) = (H g@(sﬁz)) Gy(5nsr ) ( 11 ggj<sj,1>). (4.24)
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Les positions des 7 derniéres parts, définies & I'équation (3.9), seront dans ce cas

données par

Smoisk=my +3(— k), k=1,...,i. (4.25)

En effectuant le changement d’indice &k = j —n+1 et en se rappelant que g5(s;,1) =1,

’équation (4.24) devient

T g5, (51,1) = ( g:sj<sa»l>) (Tt +36-010). (426)

j=1 j=1 k=1

En utilisant la définition de g5(s;, 1) et les symboles de Pochhammer, I’équation pré-

cédente peut s’écrire comme

T g5 (55,1) = (H g (s, m) 3% [(my + 3)/3)% [(my + 20+ 4)/3) . (a.27)

Jj=1 J=

—

On peut maintenant réécrire I'équation (4.23) comme

Bi (ma2,m1;n,0) = i > (nﬁ g{;j(-sj,l)) 3% [(my + 3) /3] [(my + 20+ 4)/3)"

1=0 7€7;(ma,m1,n) j=1
(4.28)

Puisque le produit possede 7 + 1 termes en moins, on pourra utiliser la correspon-
dance entre les sous-ensembles 7;(mg, m1,n) et les ensembles de la forme O, _¢(me, my+

3i +2,n —1i—1) pour obtenir

Blmamin0) = 32 ¥ (T 0]

1=0 0€0p, =o(m2,m1+3i+2,n—i~-1) \ Jj=

x3% [(my + 3) /3] [(my + 20+ 4) /3] . (4.29)
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De plus, puisque la fonction de structure de la forme 3} (mq,m; + 3i4+2,n—1—1,0)

est définie comme

n—i—1
B (mo,my +3i+2,n—4i—1,0) = > ( gf;j(sj, 1)) , (4.30)
oeoplzo(mz,m1+3i+2,n i- 1) 7=1
I'équation (4.29) devient
p3
Bl (mg, my;n,0) = Z,Bl*(mg,ml +3i+2,n—1i—1,0)
i=0

3% [(my + 3)/3]" [(rnq + 20+ 4)/3)% . (4.31)

Cette équation est I’équation de récurrence régissant les fonctions de structure ne
possédant pas de part de longueur unité. Cette équation est cruciale, car les fonctions
de structure de la forme ] (mq, my,mn,0) seront utilisées dans le développement de

I'équation de récurrence pour les fonctions de structure de la forme 3} (ma, mq;n,pl).

Equation de récurrence pour les fonctions 3/ (msg, my;n, p;)

L’homomorphisme (4.1) permet de lier les fonctions de structure aux ensembles

de partitions comme

Bi(ma, my;n, p1) = H (Op, (Mg, my,n)). (4.32)

7 7
Soit les sous-ensembles de O, (mg,m1,n) avec p; > 1 notés Sp2P3(mg, my, n)

correspondants aux ensembles de partitions de l'intervalle [m;,m;] en n parts avec

p1 parts de longueur unité obéissant aux contraintes suivantes :

1. les (ph + p4) derniéres parts ne sont pas de longueur unité,
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2. la part & la position (n — py — p}) est de longueur unité, *

3. la longueur totale des (p) + p3) dernieres parts est (2p}, + 3pf).
On notera que py, et p§ représentent respectivement le nombre de parts de longueur
deux et trois se retrouvant apres la derniére part de longueur unité. De plus, on
constate que py sera limité a l'intervalle 0 < pj < po, alors que p4 sera limité a
I'intervalle 0 < p4 < p3. On peut également alléger la notation des équations qui
suivront en introduisant les parameétres n’ et m’ définis par n' = p, + pj et m' =
2p, + 3p4 et représentant respectivement le nombre total de parts et la longueur
totale des parts suivant la derniere part de longueur unité.

/ ’
L P . P . ’
La forme des partitions des ensembles Sh2 *(mg, my, n) est illustrée a la figure 4.2.

my my+2ph+3p's- m+2py+3ph+1

1

2p'2+3p's i (Pr=1)+2(p2-p2)+3(p3—p3) -

FIGURE 4.2 — Représentation des partitions de ’ensemble S,Z;f’% (mao, m1,n)

On notera que les ensembles Sp2"™*(my, m1,n) sont tous disjoints, tel que

PP . Py.P5 — / " o 1
Splz 3<m27m17n‘)m8p12 3(m2,mlv”) ——@7 D2 #pQ ou p37€p3' (433)
p . o . DY, P} .
A Paide de 'opération de fusion, I’ensemble Sp2™?(maq, m;, n) peut s’exprimer comme

Sﬁ?’pé(mbml’n) = Op,1(ma,mi+m' +1,n—n"=1)

R{mi+m +1,m;+m'} @ Op—olmy +m',my,n). (4.34)

2. De fagon analogue au cas p; = 0, 'exigence d’avoir une part de longueur unité rendra 1'équation
de récurrence invalide pour toutes fonctions de structure de la forme g} (ma, my;n,0).
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De plus, I'ensemble O, (mga, my,n) avec p; > 1 peut s’écrire comme 'union des

DY, PS .
ensembles Spf"®(mg, mq, n) pour chaque valeur de pj, et pj possible

P2 I3
Opl(m27ml3n) = U U ng’pa(m27m1,fn). (435)
Py=0p3=0

En combinant les équations (4.34) et (4.35), on obtient

P2 P3
Op, (Mg, m1,n) = U U Opy1(ma,my +m'+1,n—n' —1)
py=0p3=0

@{my +m +1,my +m'} @ Op,—o(my +m',my,n'). (4.36)

En appliquant I’homomorphisme H sur I'équation (4.36), on trouve que

P2 Pp3
H(Op (ma.my,n)) = > > H(Op_1(mg,mi+m'+1,n—n"—1))
py=0p;=0
xH ({mi1+m +1,my+m'}) H(Op—o(m1 +m',my,n')). (4.37)

On sait que H ({m;+m' +1,m; +m'}) = 1, car la fonction combinatoire as-
sociée & une partition de longueur unité est simplement gi(s;,!) = 1. La derniere

équation peut alors s’écrire a ’aide des fonctions de structure comme

P2 P3
Br(ma,misn,pr) = Y. > Bilme,mi+m +1Ln—n"—1p —1)
py=0p3=0
X,Bl*(ml +m’7m1,n’)0), (4.38)

En remplacant n’ et m’ par leurs valeurs en termes de ), et ph, on obtient
Lj 2 3

P2 p3
3 (ma mynpr) = Y Y B (ma my +2ph +3ph+ 1n —phy —ph — 1,p1 — 1)
py=0p3=0
x 37 (my + 2p, + 3p3, m1, ph + p3, 0). (4.39)
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Chapitre 4. Fonction de structure conjuguée 4

En effectuant les changements d’indices p5, = 7 et pj = 7, on obtient

P2 P3

By (mg, my;n,pr) = ZZ,B[*(m%ml +2i+3j+Ln—i—j—1,p —1)
i=0 j=0

Cette équation est une équation de récurrence non linéaire pour les fonctions de struc-

ture de la forme 3/ (mq, my;n,pl).

Pour trouver la valeur d'une fonction de structure a 'aide de 1'équation de ré-
currence (4.40), il est donc nécessaire d’évaluer, a I'aide de I’équation (4.31), toutes
les fonctions de structures de la forme 3 (m,my;n,0) pour m; < m < mg. Par la
suite, on utilise ces résultats afin d’évaluer les fonctions de structures de la forme
B (mq, my;n, p}) pour pi > 1 a laide de I'équation (4.40) en commencant par pj =1

et graduellement jusqu’a p] = p;.






Chapitre 5

Les énergies propres

5.1 Contrainte sur ’énergie

Dans le chapitre précédent, on a trouvé comment exprimer un coefficient du dé-
veloppement en série de la fonction radiale (2.5) en termes des coefficients d’ordre
supérieur. Ceci permet d’exprimer la condition frontiere a l'origine (2.33) en termes
des coefficients plus élevés qui, en revanche, pourront étre reliés & la condition de
frontiére a l'infini (2.38). Puisque (I + 1) # 0, la condition frontiere a I'origine (2.33)

peut étre réécrite sous une forme plus compacte comme

1 p 1-s

5=0

Cette équation représente la proportionnalité entre les deux premiers coefficients du
développement en série. Il est & noter que l'on a privilégié la notation by plutét que
Ag. Ceci a pour but de mettre en évidence que I'indépendance de la condition initiale

Ao sera transmise a la constante de proportionnalité vy de ’équation (2.38).
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En insérant I'équation (3.32) dans I’équation ({5.1), on obtient

1 0 1-s 2 3
Z gi(N -+ 37— l,l)
s=0 |:2(l + 1 :\ ]2)72:;}—1
{Nﬂ' iy p—3 modg(N+j—i—s—p)
N+j—i—s 6
>, Yo P8I N+ — 1,50, wbyyy,  (5.2)
n=0 v=0

ou en introduisant la fonction vp,,(n) = [%’—QJ, on obtient

> ZZglN-i-]—ZD

1-
s=0[ /+1)] 3=01i=7+1
N+j—i—5 Vmax(N+j—i—s—p)

> > P BN +§ =i, sin,w)bnyy. (5.3)

p=0 v=0

Certes, ’équation (5.3) permet de lier la condition a 'origine avec les coefficients
supérieurs. Toutefois, afin d’utiliser la condition frontiere a 'infini (2.38), il est né-

cessaire de prendre la limite de 1'équation (5.3) lorsque N — oo,

1

0 = lim {2_:[2(1)3‘1)] ZZﬁN—i—]—z/)

N—
roo 7=01i=3+1

NA4j—1—-5 Umax(N+j—i—s—p)

> PP B (N + 35 — i7'9§n;ﬂ')bN+j}

p=0 v=0
1 0 1-s 2 3
= lim (N +3—14,1)
N=oo g[Q(Z"‘l)} JZ(M;H

N+] i— SUnldx(1V+] i §— ,LL)

Z th PR3 (N +j — i, 5:m, 1)
I_L:

> (A+]+l+1+k> }

LT

o Z AN+j+1+1+k

k=0
1 00
. p
= lim (N + 5 —1,1) kanis
voN_m{sgo [Q(H - zzg ERL)IC I

N+]+l+1+k,‘ N+j—i—5 Umax (N+j—i—s—p)
( | ) (54)

l1-s

) > > p“Bl (N + 7 —i,8;n,p)tor

=0 v=0
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Le résultat est alors une équation polynomiale de degré infini en t, que l'on
dénotera H(p,t,;). On note également que la constante vy # 0 et qu’elle pourra étre
éliminée pour obtenir simplement H;(p,t,) = 0. De plus, en définissant une suite de

fonctions {H™ (p,t,)} qui converge vers H(p, tn;), on obtient que

(@
(@3]
p——

Hi(p,tw) = lim H™(p, tw), (5.

ou les H[(N)(p,tn[) sont définis comme

1 1-s 2 %]
p
Hz (p,tnz) = E {2(l+ 1)} E , E , 9:(N +j —i,1) E :(_1)kaN+j+l+1+lc
s=0

7=01i=35+1 k=0

. 3 S PN = st (56)

(N +iHl+1+ k) N-+j—i=s vmax (N+I—i—s5—ps)
X
p=0

On peut ensuite introduire un ensemble de suites convergentes { K{¥)(p,1)} représen-
tant les coefficients de chaque puissance d’énergie 7, associée a H( )(,0, tnt). H( )(p tnt)

prend alors la forme

(0, t) = Y KMo, )8, (5.7)
r=0

En définissant la limite de ces suites par K,(p,!) telle que
Kr(p,1) = Jim KM (p,1) (58)

et en utilisant les équations (5.5) et (5.7), on trouve que H;(p,t.) est donné par

o0

0= Hu(pota) = Jim B (p,t0) = Jim 3" K (o, 06, = L Kelo )t (59)

=0 r=0
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Pour obtenir les coefficients K{V)(p, 1) il est nécessaire de factoriser les coefficients

de chaque puissance de ¢,;. En comparant les équations (5.6) et (5.7), on trouve que

o0 1 1-s 2 3
kit = >t Y v

=0 s=0 I+1 =0 i=3
> k N+]+l+1+k
Z(’l) AN+j++1+k 1
k=0
N+j—i—8 vmax(N+j—i—s—p)
3 ST pPBH(N 4G — i, sin, it (5.10)
u=0 v=0
En effectuant le changement de variable » = k£ + pu, la somme sur k pourra étre

remplacée par une somume sur 7, alors que la somme sur p verra ses bornes modifiées.
En effet, pour chaque valeur de 7, il y aura r combinaisons de k et p tel que r = k+ 4
sir < N+j—i—s. Alinverse, il y aura N 4+ j — i — s combinaisons de k et p
tel quer =k+psir> N+ j—i—s Onen conclut que la borne inférieure de p
reste alors inchangée, alors que la borne supérieure sera la valeur minimum entre r

et N+ 7 —1i—s quel'on note min(r, N + j — i — s). L’équation (5.10) devient donc

0 1 1-s 2 3
SRPG = 3 |ty X 2 v ei—i

=0 s=0 3=01=35+1
oo min(r,N+j—i—38) vmux(N+j—1—s—p)

Z Z Z (_1)T—I—LaN+]'+l+l+'r—/.L
7=0 n=0

v=0
(N+j+l+1+r—u

)p’”ﬁf(N +j—i.8n, p)t,.(5.11)
T—

En inversant les sommes sur ¢ et j et en réarrangeant 1’équation, on obtient
O

oo 1-5 3 41
WS 9 o e D ) SULES RN
r=0 7=05=0 i=135=0

min(r,N+7j—i—-38) Vmax(N+j—t—s—p)

Z Z (=1 an+jttrr4r—p

p=0 v=0
(N+j+l+1+r—u

_— )fWﬂN+j—L$nw)h®l@
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On peut & présent expliciter la somme sur ¢ afin de mettre en évidence le facteur £,

présent dans le terme g;. On obtiendra alors

00 00 p 1—s ( min(r,N —1-8) vmax(N—1—s—pu)
S K00 = 33 || { > Y O i
r=0 =0 s=0 u=0 v=0

ﬂWMW—ummml

1 min(r,N+j—2-3) vmax(N+j—2—s—p)

+ Z Z Z (=) M ansjris14r—p
+

j=0 u=0 v=0

" _ﬁvﬁﬁwﬂw+j—2&mmﬂf
- i

i(N+])(N+j+2l+1)

j=0
min(r,N+j—3-38) vmux (N+j—3—5—p)
Z Z <_1)T_uaN+j+l+l+r—p.
pn=0 v=0
N+g+l+1+7r— . i
( ! r—p u)ﬂmﬂf(NJr] —3,S;n,u)t;,}. (5.13)

Par indépendance linéaire des puissances de t,,;, on obtient alors que les coefficients

K™ (p,1) sont donnés par

KM 1) = 2{2 zi1)

( +l+7r—

r—1—pn

Z Z (_l)r_l_#aN-f-H-r—p.

} 1-s ( min(r—1,N—1-8) vmax(N—1—s—pu)
n=0 v=0

)pmﬁl< 1,8;71,/1)

1 min(r,N+j—2—8) vmax (N+j—2—5—p)

+Z Z Z (=) aNtjtit14r—p

v=0

N+ +l+1+
( J T )Wﬁ%ﬂN+J—Z&ﬂM)

2 min(r,N+j—3-5) Vmax(N+j—3—s—pu)
Y N+HNIN+j+20+1) > S (1) antjiii14r—p
3=0 1n=0 v=0

( AR )W%NN+j—&&mM}- (5.14)
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L’équation (5.9) représente la condition imposée & 1’énergie afin que les solutions
de I'équation différentielle (2.3) soient normalisables. Les énergies possibles seront
alors les racines d'un polyndme de degré infini en t,,. Evidemment, il est impossible
de trouver une forme fermée de toutes les racines de ’équation (5.9). En revanche, il
est possible d’obtenir une bonne approximation des valeurs propres en évaluant les
coefficients K™)(p, 1) pour un N assez élevé et en tronquant la somme de ’équation
(5.7) pour obtenir une expression approximative de Hy(p, t,). Ensuite, il suffit d’éva-
luer numériquement les racines de I'approximation de H;(p, t,;). Bien entendu, plus
la valeur de IV sera élevée et plus I’on conserve de termes dans la somme, meilleure
sera la précision sur les valeurs d’énergies calculées. A la section 5.3, un algorithme

est développé pour calculer les coefficients K™ (p, ).

5.2 Cas spécial du potentiel linéaire (p = 0) sans

moment cinétique (I = 0)

Il est également intéressant de remarquer qu’il existe un cas particulier ou le
polynéme H{p, tn;) posseéde une forme fermée. En effet, lorsque [ = 0 et p = 0, les

coefficients K,(p,!) se réduisent &

KT(O,O)z(_”#. (5.1]

o
—
c

Pour démontrer ce résultat, il est utile de constater que 1’équation (2.3), dans le

cas ou [ =0 et p = 0, devient ’équation (2.27)

2
{d— —z+ tnt} un(z) = 0. (2:27)

d;r2
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La condition (2.31) n’est donc plus valide uniquement dans la limite des grandes
valeurs de z, mais bien pour n’importe quelle valeur de z. Ceci implique également que
I’équation (2.38) est valide non seulement pour N — oo, mais aussi pour tout N en
général. On peut en conclure que les coefficients sont, dans ce cas précis, indépendants
de N

K,(0,0) = K™(0,0), N=23 ... (5.16)

On notera que ’équation précédente est valide a partir de N = 2 et non N = 1,
car la relation entre les fonctions combinatoires contraintes et spéciales (3.18) ne tient
pas lorsque l'intervalle est de longueur nulle (N — 1 = 0) et que cette relation a été

utilisée dans le développement de ’équation (5.14).

En choisissant N = 2, I’équation (5.14), lorsque p = 0 et [ = 0, devient

min(r—1,0) vmax(—)

E®(0,0) = Z Z L™ ag oy

2\ aamios 20— mody(—
( T 'u)p mody( )_3Uﬁ6(1a1'u v — moday( ,u),u)

r—1-— 2
min(r,j—2) vmax(j—2—p)

* Z (2+7)3+ 7)2 Z (_1)T_”a3+j+r—#

3=0 pn=0 v=0
3+ 77T =\ i-2-u-3medyli=2-p) o
p 2
T—

ol ) — 2+ p—2v —mody(y — 2 —
5 (-]_111;] 5 2 M,,u).

On notera que, de I’équation (5.14), le seul terme de la somme sur s restant est
celui oit s = 1 a cause du facteur p = 0 lorsque s = 0. De plus, le facteur pP2*! est
toujours nul puisque pg > 0 et donc la deuxieme somme de I'équation (5.14) dispara.it.
Finalement, on remarquera qu’il reste encore des termes possédant le facteur p, car

il est possible que I'exposant de p soit nul. Pour simplifier encore plus ’équation, on
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sépare la démarche en deux cas.
i) Pour r = 0, le premier terme de I’équation (5.17) disparaitra, alors que le second

terme s’annulera tout le temps a l'exception du casou j =2, u =0 et v = 0. On

obtient donc

KD(0,0) = (4)(5)a (3) 8 (1,150,0) (5.18)

Puisque a5 = 0, on obtient que le premier coefficient Kg(0,0) est nul.

ii) Pour r # 0, le premier terme s’annulera sauf si g = 0 et v = 0 et le second

terme disparaitra saufsi 7 =2, u=0et v =0

K®(0,0) = (=1)" agy (f J_r ;) B3 (1,1;0,0)
A (G)(~1) assr (51T>ﬁ3(1,1;0,oy (5.19)

En se rappelant que les fonctions de structure de la forme 53(1, 1;0,0) sont égales
a 1, en développant les coefficients binomiaux et en utilisant I’équation de récurrence

(2.39), on obtient

KO0.0) = (1) e D ()17, T
(1) la,, (r+ 2);7 + 1)r (—1) a5 (r+5)(r+4)(r :—; 3)(r+2)(r+1)
= (el (1) T
_(c1ya, S = B (5.20)

3! 2
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Les coefficients K, (0,0) sont alors bel et bien donnés par I’équation (5.15) avec

la condition que a_; = 0. En insérant ce résultat dans I’équation (5.9), on obtient

L —tuAi(—t)
—

co _1 Ta1~¥ , _[/n co r_
Ho(0, 1) = Z —( ) 1tn¢ = : Z ar—y(—tm) (5.21)
r=1

r=0 2 2

La contrainte sur I'énergie peut alors s’exprimer a l'aide de la fonction d’Airy
de premiére espece. En tracant le graphique de la contrainte (5.21), on voit que les

valeurs propres d’énergie correspondent aux zéros de la fonction d’Airy.

MM 409 5/52 619 794 9.02

FIGURE 5.1 — Représentation graphique de Hy(0,t).

Evidemment, le choix de N est totalement arbitraire, mais la simplification de
’équation (5.14) est plus corsée plus N est grand, ce qui explique pourquoi N = 2
a été utilisé. Toutefois, des calculs numériques montrent facilement ce résultat pour

n’importe quelle valeur de V.
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5.3 Résultats numériques

Comme il a été mentionné dans la section 5.1, dans la quasi-totalité des cas, la
fonction polynomiale H,(p,1,;) ne posséde pas de forme fermée. On utilise alors les
Hl(N)(p, tn), que l'on tronque a un certain 7, afin d’obtenir une bonne approximation
de Hy(p,tn). Evidemnment, plus N et r sont élevés, plus Papproximation se rappro-

chera de Hy(p, tw).

La premiére étape dans le calcul de Hl(N) (p,t) est de trouver les coeflicients
KM (p,1) jusqu’a un r donné. Toutefois, la détermination des K™ (p, () nécessite de
sont coté les valeurs des fonctions de structure conjuguées 3} (mq, mq;n, py). La pre-
miere étape est donc d’utiliser les résultats développés au chapitre 4 afin de trouver
I'intégralité des valeurs de 3} (mq, my;n, p1) nécessaire au calcul de chaque K™ (p, [).

Dans le cas présent, I’équation de récurrence linéaire ascendante (4.15) est utilisée.

La méthodologie consiste a calculer de facon récursive I’ensemble des valeurs de
3f(mg, m1;n,p1) pour un n donné et un ms fixé 4 0 ou 1 a l'aide de I'ensemble des
valeurs de 3] (mgq,my;n — 1,p1). On commence alors avec I'ensemble des valeurs de
3 (ma,m1;0,p1) qui sont toutes nulles, & 'exception du cas ou mg = m,; et p; = 0.
Dans ce cas précis, on a de I'équation (4.7) que G (m1,my;0,0) = 1. Puisque qu’au
maximum une partition de longueur my — m, peut avoir p; = mq — m, parts de lon-
gueur unité, il faudra calculer les fonctions 5} (me, my;n, p1) pour tout n et p; allant
de 0 a NV —s. Le tableau 5.1 montre les valeurs des fonctions de structure conjuguées

pour les trois premiéres valeurs de n.
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n=20 n=1
1 1
0 1 2 0 1 2
my 1 0 0 my 0 0 0
mi+1]0 0 0 my + 1 0 1 0
me m1+2[0 0 0 me T+ 2 1 0 0
m1+3 0O 0 0 ma +3 g3(m1) 0 0
m+4]0 0 O my + 4 0 0 0
n=2
”
0 1 2 3
m 0 o 0 0 0 ...
my + 1 0 0 0 O
my + 2 0 0 1 0
me Tt 3 0 2 0 0O
my + 4 1 gs(m1) +g3(m;+1) 0 O
my+ 5 gg(ml) + 93(7711 + 2) 0 0 0
my+6 | g3(myi)gs(m,; +3) 0 0 0

TABLEAU 5.1 — Tableaux des valeurs de 5] (mg, m1;n,p1) pour n = 0,1, 2.

Une fois que les fonctions de structure conjuguées sont calculées, il est possible de
calculer les coefficients KV)(p, ) & I'aide de I'équation (5.14). Pour vérifier la validité
des KM) il est nécessaire de calculer la valeur de ceux-ci pour plusieurs valeurs de
N de plus en plus élevées et d’examiner si ces coefficients convergent vers des valeurs
" fixes. Si tel n’est pas le cas, il sera nécessaire d’augmenter encore plus la valeur de NV

afin d’obtenir un résultat fiable.

Dans la section précédente, il a été mentionné que, dans le cas ou p=0et [ =0,
les coefficients K™)(0, 0) sont indépendants de la valeur de N choisie et que ces coef-
ficients sont donnés par I'équation (5.15). Cette propriété peut servir de test lorsque
I'on veut vérifier la validité de I'algorithme. Comme on peut s’y attendre, I'algorithme

qui fat développé dans le cadre de ce travail, a I'aide du langage symbolique Mathema-
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tica, reproduit bien les résultats attendus pour les coefficients K¥)(0,0) pour chaque

valeur de NV testées.

Dans le cas arbitraire oi [ = 0 et p = 0,05 ", le calcul des coefficients a été effectué
pour plusieurs valeurs de N. Les valeurs des sept premiers coefficients K()(0.05,0)
sont disponibles dans le tableau 5.2. On constate immédiatement que les coefficients
semblent converger rapidement vers une valeur relativement stable pour les pre-
miers coelficients. En revanche, a partir du coefficient KEEN)(O.OS, 0), ceux-ci semblent
converger beaucoup plus lentement et nécessiterait d’aller vers des valeurs de NV beau-

coup plus élevées avant d’obtenir une convergence.

N\r 0 1 2 3 4 5 6

3000 | -0.0044361626 -0.177421175 -0.12509 0.0021 0.029548 0.01323 0.00431
2999 | -0,0044361624 -0.177421170 -0.12506 0.0023 0.029596 0.01171 0.01185
1000 | -0.0042548855 -0.177429215 -0.12527 0.0022 0.029565 0.00787 -0.00740
999 | -0.0042549951 -0.177429447 -0.12529 0.0019 0.029553 0.01240 0.00250
998 | -0.0042549935 -0.177429428 -0.12522 0.0023 0.029595 0.01103 0.00456
300 | -0.0039777353 -0.177441781 -0.12560 0.0017 0.029559 0.01175 0.00128
299 | -0.0039777250 -0.177441702 -0.12546 0.0022 0.029593 0.01060 0.00133
100 | -0.0036231852 -0.177454759 -0.12594 0.0018 0.029568 0.00974 -0.00116
99 |-0.0036266554 -0.177456749 -0.12599 0.0015 0.029567 0.01131 0.00061
98 |-0.0036266030 -0.177456484 -0.12575 0.0021 0.029591 0.01041 0.00025

TABLEAU 5.2 — Tableau des valeurs des coefficients K\ (0.05,0) pour différentes valeurs

de N.

La figure 5.2 montre les courbes générées par les coefficients K)(0.05,0) en
tronquant la somme & différentes puissances de t7,. On voit & la figure 5.2 (a) que
les cing premiers coefficients pour différentes valeurs de N semblent générer la méme
courbe. En revanche, en ajoutant les deux coeflicients suivants (figures 5.2 (b) et (¢)),
on constate une séparation des courbes produites par les K")(0.05,0). La figure 5.2

(d) illustre ce qui se produit pour tout polynéme d’ordre supérieur & huit. Du moins

1. Il est & noter que plusieurs triplets (a, &, ) peuvent produire p = 0, 05.
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pour tout N < 3000, les courbes générées divergent grandement les unes des autres
a cause de la non-convergence des K(")(0.05,0) lorsque r > 6.

4 s

ZK:.\‘) 0.05.0) 1" ZK:’V‘ (0.05,0)1"
r=0 r=0
0.8
0.6 0.4
0.4
0.2
0.2
T
=05 1o 15 20 # 30 e
~02 ™ - -0.2
0.4
(a)
[ 8
3 KN 0.05.0) DKW (0.05.0) 17
r=0 r=0
0.8 [y
1.0 / / /,‘J ‘
0.6 0s / / / :
0.4 / / /
02 = --ui\w/_ e 25
= ~0.5 N
-0 - 1.0}
(d)
N: — 3000 — 2999 — 1000 — 999 — 998 --- 300 --- 299 --- 100 --- 99 --- 98

FIGURE 5.2 — Courbes générées par les (a) 5, (b) 6, (¢) 7, (d) 9 premiéres puissances de t.

La solution simple pour corriger ces problémes de convergences serait d’augmenter
la valeur de N de facon drastique. Malheureusement, la majorité du temps de calcul
provient de l'algorithme responsable de calculer les fonctions de structure conjuguées.
En effet, le temps nécessaire semble étre proportionnelle & N3 ce qui est logique en
se rappelant que chacun des trois paramétres prend des valeurs entre 0 et N et
qu’il y a donc un total approximatif de N3 valeurs & calculer. Ceci démontre donc les

limites d’obtention de résultats par des méthodes numériques. Le fichier Mathematica
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contenant l'algorithme qui fut étudié dans cette section est également disponible &

I"'annexe C.



Conclusion

Dans ce mémoire, une contrainte analytique permettant de discrétiser les valeurs
d’énergies associées au potentiel coulombien-plus-linéaire fut développée dans le cadre
de Plinteraction quark-antiquark. Précédemment, Plante et Antippa ont utilisé les
fonctions combinatoires pour trouver analytiquement les fonctions propres associées
a ce méme potentiel. Cependant, seulement certaines valeurs d’énergies permettent de
normaliser ces fonctions propres. La contrainte sur I’énergie est construite de facon a
exprimer la condition que les fonctions propres soient normalisables. Pour 'obtenir, le
comportement asymptotique de la solution normalisable fut étudié. Le comportement
asymptotique de la solution s’est révélé proportionnel a la fonction d’Airy de premiere
espece translatée par la valeur d’énergie du systéme. La contrainte s’obtient en liant
le comportement asymptotique des fonctions propres a la condition & I'origine a I'aide
des fonctions combinatoires. Cette démarche a permis d’exprimer la contrainte sur
I’énergie comme une fonction polynomiale en t,; de degré infini tel que les racines

de celle-ci sont reliées, par la relation (2.4), aux différentes valeurs d’énergies possibles.

Pour retrouver le spectre d’énergie associé au potentiel linéaire, le coefficient «
associé au terme coulombien devra étre nul ce qui impliquera que p sera également
nul. Les expressions des coefficients KT(N)(p, [) se simplifieront alors grandement, car
chaque partition tel que py # 0 amenera une contribution nulle & la fonction combina-
toire. Ceci transformera les fonctions de structure conjuguées développées au chapitre
1 en fonctions éponymes d’Antippa et Phares [1]. De plus, en ayant p = 0, la somme
sur s du chapitre 5 se simplifiera en ne laissant que le terme s = 1 et les seuls termes

de la somme sur v qui ne tomberont pas a 0 sont ceux tel que v éliminera le nombre
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de parts de longueur 2. Finalement, en effectuant les bons changements d’indice a
'équation (5.14), celle-ci se réduit & ’équation (4.27) de la référence [1]. La contrainte
sur les valeurs d’énergies dans la limite du potentiel linéaire se réduit alors a la méme

contrainte développée par Antippa et Phares en 1978.

Pour le cas du potentiel coulombien, I’équation aux énergies propres est plus diffi-
cile a évaluer que dans le cas du potentiel linéaire. En effet, la réduction du potentiel
coulombien-plus-linéaire vers le potentiel coulombien impliquera que % soit nul et
donc que la variable z sera également nulle et que les parametres p et t,; divergeront
par définition. Pour remédier & la situation, il est possible de redéfinir ces parametres.
mais dans ce cas, I’équation de récurrence associée a ce probleme sera grandement
différente, car le terme le plus élevé de 'équation n’apparaitra tout simplement pas.
La résolution de I'équation différentielle sera alors totalement différente, car celle-ci
sera. une équation a trois termes au lieu d’une équation a quatre termes. De plus, le
comportement asymptotique est développé sous 'hypotheése que le terme dominant
sera celui du potentiel linéaire et donc le comportement asymptotique utilisé dans le
développement de la contrainte sur les énergies n’est plus valide dans le cas coulom-
bien. Pour ces raisons, il n’est pas possible d’obtenir I’équation des valeurs propres

pour le potentiel coulombien & partir de la contrainte développée dans ce mémoire.

Les méthodes numériques ont également été explorées afin de trouver des ap-
proximations aux coefficients K™ (p,1). La méthode développée dans ce mémoire
est. fonctionnelle, mais nécessite des puissances de calcul grandement supérieures a ce
qui était attendu. Pour cette raison, des résultats numériques reproduisant les valeurs

d’énergies trouvées expérimentalement ont été impossibles a reproduire.

Le potentiel coulombien-plus-linéaire constitue la deuxiéme application des fonc-
tions combinatoires pour résoudre le probléeme de la détermination des fonctions
propres et des valeurs d’'énergies propres associées a un certain potentiel. La pre-

miere application fit développée par Antippa et Phares en 1978 [1]. En revanche,
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I'application de la méthode ne se restreint pas aux potentiels linéaire et coulombien-
plus-linéaire. Cette méthode peut étre utilisée pour n’importe quel potentiel tel que
I’équation de récurrence, associée a la fonction radiale, est linéaire. A titre d’exemple,
tout potentiel radial pouvant s’exprimer comme une somme de puissances de r peut
ramener le probleme & la résolution d’une équation de récurrence linéaire. Une fois
I’équation de récurrence linéaire trouvée, la méthode utilisée dans ce mémoire peut
facilement étre généralisée pour développer une contrainte sur les énergies sous la

forme d’une fonction polynomiale de degré infini.
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Annexe A

Méthodologie

A.1 Introduction

Les équations aux différences finies sont les analogies discretes des équations dif-
férentielles. Ces équations peuvent également s’exprimer sous la forme d’équations
de récurrence. Les équations de récurrence possedent plusieurs utilités dans de nom-
breuses branches de la science, notamment pour la description de phénomenes dis-
crets. De plus, la résolution d’une équation différentielle en série de puissance meéne
toujours a la résolution d’une équation de récurrence reliant les coefficients du déve-

loppement en série de la solution.

Les méthodes de résolution traditionnelles d’équations de récurrence permettent
notamment de solutionner trois types d’équations. Le premier type d’équations sont
les équations de récurrence linéaires et homogenes a termes multiples avec coeffi-
cients constants. On trouve la solution générale de ce type d’équation en trouvant
les racines du polynome caractéristique. Le second type, sont les équations linéaires
a deux termes a coefficients variables. Finalement, le troisieme type d’équations sont
les équations de récurrence linéaires a coefficients variables possédant plus de deux
termes. La méthode consiste généralement a observer la forme des premiers termes
afin de déterminer la forme de la solution, puis de la prouver par induction ma-

thématique. En revanche, en observant les premiers termes, il est rarement possible
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de trouver la bonne forme de solution a prouver par induction, ce qui rend ce type

d’équation tres complexe a solutionner.

L’objectif de cette annexe est de présenter la méthodologie de résolution d’une

équation de récurrence linéaire homogene inversée a coefficients variables de la forme

bm = Z gak(m)bm-i-ak-, (A1)
ar €A
avec les conditions frontiéres
bmij = Am+j, JEN,  j < max(ax), (A.2)

ou les fonctions g, () sont des fonctions arbitraires de m et ou I'ensemble A est
un ensemble de nombres entiers appelés ensemble des parts. La résolution de ce type
d’équations a été développée par Antippa et Phares en 1977 [16] et par la suite par
Antippa [17]. La méthode exprime les solutions de 1’équation de récurrence en terme

des fonctions combinatoires.

L’annexe se divisera en quatre sections. D’abord, on élabora le concept de parti-
tion ' qui est un outil fondamental dans le développement des fonctions combinatoires
puis on verra comment construire des ensembles de partitions et les équations qui lient
ces ensembles. Par la suite, le développement des fonctions combinatoires a l'aide des
partitions sera présenté. Pour finir, la solution d’une équation de récurrence linéaire

homogene inversée a coefficients variables sera donnée.

A.2 Partitions

Supposons un intervalle [my,msy] et un ensemble

A:{a],CLQ,---,(LN}, (A3)

1. Par partition, on entendra partition ordonnée ou composition.
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avec la condition

0<ay<ap<---<ap. (A.4)

Cet ensemble est appelé ensemble des parts. On note immédiatement que les N parts
de A sont supérieures a 0 et que celles-ci sont strictement croissantes. Une partition
est la décomposition ordonnée d’un intervalle a ’aide des parts de A. En déhnissant
le nombre de fois qu’une part a; apparait dans une partition par p; * et le nombre

total de parts d’une partition donnée par m, on peut construire les deux équations

suivantes
N
Y aip = mg —my, (A.5a)
i=1 N
i=1

La premiéere de ces équations représente la longueur totale de I'intervalle et la seconde
représente le nombre total de parts. Dans le cas ou I'intervalle est de longueur nulle,
soit que m; = ma, les équations (A.5) n'admettent que la solution ou l'intégralité
des p; sont nuls et donc que l'intervalle se partitionne en n = 0 part. De plus, si
me < my, les équations (A.5) n’admettent aucune solution. Ce résultat est cohérent
avec ce qu’on a construit jusqu'ici, puisque par définition, la borne supérieure d’un

intervalle ne peut pas étre plus petite que la borne inférieure.

Les parts d’une partition sont notés d; et sont éléments de I'’ensemble des parts A.
La ¢°® partition d’un intervalle de longueur m en n parts peut alors étre représentée

par le vecteur

AL(m) = (81,8, ..., 65). (A.6)

Il est & noter que 'ordre des parts dans le vecteur AZ(m) est important, car une
permutation de deux parts d; et i tel que d; # Jx créera une nouvelle partition.

A partir des éléments de AZ(m), on peut construire les positions s; des points o

2. On notera qu’il est impossible d'avoir un nombre négatif de part et donc les p; sont tous
positifs.
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commencen! chaque part
i
S0 =g, S = Mgy — Z(Sj, Sp =M. (A7)
j=1

On peut définir a partir de ceci un vecteur contenant les points ou se terminent ces
parts

S.Z(mg,m1> = (So,Sl,..A,STL). (A8>

Afin d’éclaircir le concept de partition, les partitions de I'intervalle [8, 15] avec les

parts de 'ensemble A = {2. 3,5} sont illustrées sur la figure A.1.

m n o q

8 13 15
7 2 1 5 2

8 10 15
7 2 2 2 5

8 11 13 15
7 3 1 3 2 2

8 10 13 15
7 3 2 2 3 2

8 10 12 15
7 3 3 2 2 3

FIGURE A.1 — Partitions de lintervalle 8, 15] en parts incluses dans 'ensemble {2,3,5}.

Les vecteurs AZ(m) et S2(mq,m;) associés a ces partitions sont donnés dans le
tableau A.1. Il est & noter que les partitions ordonnées sont introduites dans le but
de résoudre une équation de récurrence inversée. Pour cette raison, les vecteurs du
tableau A.1 débutent & la borne supérieure de l'intervalle et terminent a la borne
inférieure. Cette inversion est également illustrée a la figure A.2 ou les vecteurs asso-
ciés a la partition n = 3, ¢ = 1 de l'intervalle [8, 15] sont représentés en utilisant la

notation des équations (A.6), (A.7) et (A.8).
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Al (m) Sa(mg, my

A7) = (2,5) S3(15,8) = (15,13, 8)
A3(T) = (5,2) 52(15,8) = (15, 10, 8)
AYNT) =1(2,2,3) S1(15,8) = (15,13,11,8)
A2(7) =(2,3,2) S52(15,8) = (15,13,10,8)
A7) = (3,2,2) S3(15,8) = (15,12,10,8)

TABLEAU A.1 — Vecteurs A (m) et SZ(mg, m1) associés aux partitions de I'intervalle [8, 13]
en parts appartenant a {2,3,5}.

Al(s3 — So) = (01,02,03) S3(s0,83) = (S0, 51, 52, S3)
$3 $? $1 S0

03 ) 01

FIGURE A.2 - Représentation des vecteurs Al(s3 — sg) et S3(s3,s0).

A.3 Opérations et ensembles de partitions

Soit les partitions d’un intervalle [m;, ms] en n part que 'on dénote of (mg, my),
ou ¢ indice les différentes partitions. Il est possible de définir une opération non
commutative de fusion que I'on dénotera ©. On peut voir a ’équation (A.9) qu’une
partition d’un intervalle [m;,ms] peut étre décomposée en deux partitions sur les

intervalles [my, m] et [m, mgo| avec m; < m < msy
Opy 4y (g, M) = OF! (Mg, m) ® 02 (m,my), my < m < mg. (A.9)

Cette derniere opération peut étre représentée graphiquement a la figure A.3.

m; 8 m m S M ony oS4 $3 S
[6: ] & [ F o [6& [=[6 | d: |3

S1 1>
S, | 61 |

FIGURE A.3 — Représentation graphique de ’équation (A.9).
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Cette opération sera distributive sur l'opération d’union, au sens que la fusion
7
d’une partition of, d'un intervalle [m,ms| avec I'union de plusieurs partitions sur

!

[my, m] est égale & I'union de ces partitions fusionnées a o,

0%, (g, m) ® U o%(m,my) = 0% (mq, m) ® ol (m, my). (A.10)
q q

A Taide de l'opérateur de fusion, on peut écrire une partition comme un produit de

ses segments tel que
of (ma, m1) = (ma, $1) @ (51,52) @+ @ (8p_1,11), (A11)

ol les s; sont définis & 'équation (A.7). A titre d’exemple, la figure A.4 montre la

décomposition de la partition 0i(15,8) comme la fusion de ses segments.

8 11 13 15 8 11 11 13 13 15

FIGURE A.4 — Décomposition de la partition 01(15, 8).

Définissons par O(mg, m;), 'ensemble de toutes les partitions de I'intervalle [my, m5]

O(ma,my) = {0L(me,m1);n € N(mg —ma),g=1,...,qmaz(n)}, (A.12)

ou N (ma—my) est 'ensemble des valeurs de n possibles pour un intervalle de longueur

mq — my. On note également que pour un intervalle de longueur nul, on a

O(my,m1) = {og(m1,m1)}, (A.13)

car la seule partition allant d’un point vers lui-méme est la partition ne possédant au-
cune part. De plus, on note que puisqu’il n’y a aucune solution possible des équations

(A.5) lorsque my < my et que par le fait méme, il n’y a aucune partition possible,

O(ma,my) =@, si my < my. (A.14)
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Dans le cas de 'intervalle [8,15], cet ensemble serait I’ensemble des cinq partitions

illustrées a la figure A.1, soit
O(15,8) = {03(15,8),02(15,8),05(15, 8), 03(15, 8), 03(15, 8)}. (A.15)

L’ensemble de toutes les partitions ayant précisément n parts est noté O(mag, my,n).

En utilisant I’équation (A.12), on peut écrire que

O(mg,ml) = U O(mg,ml,n). (A16)
nEN(mzﬁml)
A titre d’exemple, les ensembles O(mg, my,n) associés & intervalle [8, 15] avec les

parts ax € {2,3,5} sont donnés par

0(15,8,2) = {0}(15,8),02(15,8)},

(A.17)
O(15,8,3) = {0}(15,8), 03(15,8), 03(15,8)}}.

On désigne par O, (m2,my), I'ensemble de toutes les partitions de O(mg,m,)
ayant comme premiere * part ay, et par O% (my, m;) I'ensemble de toutes les partitions
de O(mg, my) ayant comme derniére part ax. Afin de bien les visualiser, les ensembles

associés a l'intervalle [8, 15] sont donnés par

0(15,8) = {03(15,8),04(15,8),02(15,8)}, O?(15,8) = {03(15,8), 02(15,8),03(15,8)}.
O3(15,8) = {03(15,8)}, 03(15,8) :{ 0}(15,8)},
0s5(15,8) = {03(15,8)}, - 0%(15,8) = {0)(15,8)}.

(A.18)
Puisque les ay sont tous différents, on aura pour k # j, que
Oa, (M2, mq) N O, (Ma,m1) = & = O%(mg, m1) N O (Mg, my). (A.19)

3. On entend ici par premiére part, la part qui est la plus prés de mq et par derniére part la part
qui est la plus pres de m,.
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Puisque que toute partition doit obligatoirement commencer (ou terminer) par une

part de longueur a, € A, on aura que

O(mg,my) = U O, (Mo, my) et que O(mg,my) = U O (mg, my). (A.20)

ar€A ar€A

Les équations (A.19) et (A.20) se confirment aisément avec les ensembles (A.18).
Puisque tous les éléments de O,, (mg, m;) possédent le segment (mgy, mg — ax), il est

possible de décomposer I'ensemble O, (m2, m1) comme

Oy, (Mo, m1) = (Mg, me — ax) @ O(ma — ax, M) (A.21)
et de facon similaire on obtient

O% (g, my) = O(mg, my + ax) ® (my + ak, mq). (A.22)
En combinant les équations (A.20) et (A.21), on obtient

O(mg,my) = U (Mo, my — ax) @ O(mg — ax, my), (A.23)
acA

puis en combinant les équations (A.20) et (A.22), on obtient

O(TILQ,’H’LI) = U O(m;ml + ak) ® (m1 + ak,ml). (A24)

ar€A
Il est aussi possible de définir un dernier ensemble noté O(mgq, my,d) qui corres-
pond & 'ensemble de toutes les partitions de O(mq, my), tel que la premiére part est

de longueur supérieure & d. L’ensemble O(mg, my, d) est donc donné par

O(m27m1>d) = U Oﬂ-k(mQ,ml)?. (A25)

ar€EA
ap>d
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ou en combinant cette équation avec I'équation (A.21), on obtient

O(mg, mq,d) = U (ma, ma — ax) @ O(ma — ag,my). (A.26)

ag€A
ap>d

Dans le cas des partitions de 'intervalle [8,15] les ensembles O(15, 8, d) sont donnés
par
0O(15,8,0) = {03(15,8),02(15,8), 01(15,8), 03(15,8), 0
O(15,8,1) = {04(15,8),0%(15,8), 01(15, 8), 03(15,8), 0
0(15,8,2) = {03(15,8), 03(15,8)},
0(15,8,3) = {03(15,8)},
0(15,8,4) = {02(15,8)},
0(15,8,5) = @.

(15,8)},
(15,8)},

W ww

(A.27)

A.4 Transition vers les fonctions combinatoires

Il est possible d’introduire un homomorphisme H reliant les partitions & des fonc-
tions afin de transformer les équations de la derniére section en équations de récur-
rence. H enverra un segment (p + h, p) vers une fonction notée g(p). Le segment de
longueur nulle (p, p) deviendra simplement I'unité go(p) = 1. Finalement, les opéra-
tions de fusion et d’union d’ensembles disjoints deviendront alors respectivement la

multiplication et la sommation habituelles. En résumé, on aura

(p+ h,p) = gu(p),
(p,p) = go(p) =1,
& — X,

U-—2.

(A.28)
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On peut & présent évaluer une partition of(mj,mq) a 'aide des fonctions gs,.

L’équation (A.11) deviendra alors
0f (Mg, m1) = g5, (51)96,(52) - - G5, (5n) = [ g8 (s4). (A.29)

On peut alors associer a chaque partition ol (m;, my), une fonctionnelles GZ(mq, m;)
définie par

n

Ga(my,m1) = [] g,(s:). (A.30)

1=1
Dans le cas des partitions de 'intervalle [8, 15], les fonctionnelles GZ(15, 8) associées

seront données par

G3(15,8) = 92(13)g5(8), G5(15,8) = g5(10)g2(8),
G3(15,8) = ga(13)ga(11)g3(8), G3(15,8) = 92(13)35(10)g2(8), (A.31)
G3(15,8) = 93(12)92(10)g2(8)

Les ensembles O(mg,my,n), étant I'union de toutes les partitions ayant n parts,
deviendront la sommation sur ¢ de toutes les fonctionnelles G2 (mq,m,),
Graax (m2,m1,n)
O(mgy, my,n) — > Glma,m). (A.32)
q=1
La somme sur tous les fonctionnelles ayant précisément n parts est appelée fonction
combinatoire spéciale conjuguée de premiere espéce qui est définie par
Qmax(mQymlyn)
Ci(ma,my,n) = > Gi(mg,my). (A.33)
q=1
Les ensembles O(mg, m;), étant I'union de toutes les partitions, deviendront la

sommation de toutes les fonctionnelles G4 (mq, m,),

Gmax (777-21777-1 ,Tl)

O(ma, my) — > > Gi(mg,my). (A.34)

neN (ma—my) q=1
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De plus, la derniére somme représente 'addition de toutes les C(mq, m;,n) pour
chaque valeur de n. On définit de cette somme, les fonctions combinatoires spéciales

conjuguées de seconde espece qui seront notées C5(mq, my) et définies par

Gmax (mZ 7 177-)

Cy(mg,mi) = > Ci(mg,my,n) = > > Gi(mgq,my). (A.35)

neN (ma—m) neN(ma—mi1) g=1

On aura donc que I’homomorphisme envoie les ensembles de partitions O(my, my,n)

et O(mq, my) vers les fonctions combinatoires C}(mg, my,n) et Ci(maq, my)
O(ma, mq,n) = Cl(mag, mqy,n) et O(mg, my) = C5(ma, my). . (A.36)
Des équations (A.28) et (A.13), on trouve que
C;(mhml) = G(l)(ml;ml) = go(m1) = 1. (A.37)
De plus, de ’équation (A.14), on trouve immédiatement que
Cy(mg,my) =0, si mp < my. (A.38)
Pour le cas de 'intervalle [8,15], la fonction combinatoire prendra la forme

C5(15,8) = g2(13)g5(8) + g5(10)g2(8) + g2(13)g2(11)g(8)
+92(13)g3(10)g2(8) + g3(12)g2(10)g2(8).

(A.39)

De I’équation (A.24), on trouve que les fonctions combinatoires spéciales conju-

guées de seconde espéce obéissent a I’équation de récurrence

C5(ma, my) Z Ga, (M1)C5 (Mg, my + ak). (A.40)
ar€A

L’équation (A.26) permet de définir, a partir des fonctions combinatoires Cj(mq, my),

ce que 'on appelle les fonctions combinatoires contraintes conjuguées de seconde es-
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péce que I'on note C3(mg, my,d). L'équation (A.26) prendra alors la forme

C_’;(mz.,ml, d) = Z Ga, (M2 — ag)C (Mo — ax,my). (A.41)

ar €A
ag>d

En insérant 1’équation (A.40) dans I’équation (A.41) on trouve

C—’g(mg,ml,d) = Z Ga, (o — ak) Z gaj(ml)C;(mz — ak,m1 + a;). (A.42)
akE./g aJE.A
ag>

Puisque les sommation sur a; et ax sont indépendantes 'une de 'autre, il sera possible

de les faire commuter et ainsi obtenir

Cy(mg,my,d) = Y ga,(m1) DY ga (Mo — ax)Cs(my — ag,my +a;).  (A.43)
a;€EA ar€A
ar>d

Finalement en réutilisant 1’équation (A.41), on obtient

Cs(mg,my,d) = Z gaj(ml)C_’E(mg,ml + a;,d). (A.44)
a;eA
Dans le cas d’une partition sur un intervalle de longueur nulle, la fonction com-
binatoire C’;(ml,ml,d) ne possedera aucune partition tel que la premiere part est
supérieure & d & I'exception de la partition of(m;, m;) — go(m;) = 1. On aura donc
que

C3(my,my,d) = 1. (A.45)
Des équations (A.38) et (A.41), on trouve que

Ci(mg,my,d) =0, si  mg<my. (A.46)

Par ailleurs, on peut montrer que

Cy(ma+d,my, d) = bmpvdamy, M2 <my, d2>0. (A.47)
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Pour démontrer cette équation, il est nécessaire d’observer les trois cas, i) mo+d = my,

ii) mg +d < mj et iil) my < my < my + d, séparément.
i) Pour my + d = my, 'équation est vérifiée par 'équation (A.45).
ii) Pour mqy + d < my, ’équation est vérifiée par 1'équation (A.46).

iii) Pour my < m; < my+d, on a que la longueur de I'intervalle [m, mo + d] obéit,
amo+d—m; < my+d—m; < d. Puisque la fonction combinatoire C’;(mg—kd,, mi,d)
est construite sur les partitions de Pintervalle [my, ma + d] tel que la premiére part
est supérieure a d, mais que l'intervalle est lui-méme inférieur a d, on trouve qu'il
n’y a aucune partition satisfaisant la condition que la premiere part soit supérieure

& d. La fonction combinatoire C3(mg+d, my, d) est donc nulle pour my < my < ma-+d.

A.5 Solution de I’équation de récurrence inversée

Dans cette section, la preuve de la solution générale de ’équation (A.1) satisfaisant,

les conditions frontiéres (A.2) sera présentée.

Théoreme 1. La solution générale de l’équation (A.1) satisfaisant auz conditions

frontiéres (A.2) est donnée par

any—1

j=0

ot M > m+ 1 — ay, mais autrement arbitraire avec ay étant la plus grande part de

A.

Démonstration. 1l faut d’abord montrer que (A.48) est bien une solution de (A.1)
et montrer, par la suite, que (A.48) reproduit les conditions frontiéres de 1’équation

(A.2).
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1) Pour ce faire, on insére I’équation (A.44) dans I"équation (A.48)

aN—l

b= > > Ga(m)CH(M + j,m + ag, j) M- (A.49)

j=0 areA

Puisque les sommes sur j et ax sont indépendantes, on peut les faire commuter pour

obtlenir

an—1 N
b = Y Ga(m) D C3(M +jym + ak, 5)Amss- (A.50)
3=0

ar €A

Finalement, en réutilisant 1’équation (A.48), on obtient

b = D Gar(M)brta,- (A51)

ar€A

On voit alors que (A.48) est bel et bien solution de I'équation (A.1).

2) On évalue 'équation (A.48) pour m = M + k avec 0 < k < ay
ay—1 _
brik = Z C;(A4[+j,jw+]w,j)/\M+] (A52)

3=0

De I'équation (A.47), on trouve que

any—1
bk = Y OMajMIkAM45 = Ank- (A.53)
j=0
On retrouve alors les conditions frontieres (A.2). O

A.6 Conclusion

Dans cette annexe, la résolution d’une équation linéaire homogene a coefficients
variables a été présentée en détails. Tout d’abord, la notion de partition ordonnée fut
élaborée. Celles-ci forment les éléments de base sur quoi les fonctions combinatoires
sont construites. Par la suite, différents ensembles de partitions et leurs relations [t

présentés. Ensuite, on a introduit un homomorphisme H permettant de construire les
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fonctions combinatoires sur les ensembles de partitions et de transformenr les équations
reliant ces ensembles & des équations de récurrence entre les nombreuses fonctions
combinatoires. Pour finir, la solution en terme de fonctions combinatoires satisfaisant

aux conditions initiales fiit donnée.






Annexe B

Symboles de Pochhammer

Les symboles de Pochhammer descendant et ascendant sont aussi appelés facto-
rielle descendante et factorielle ascendante. On dénote le symbole de Pochhammer
descendant par z(™ et de facon analogue, le symbole de Pochhammer ascendant par

zI"l. Ceux-ci sont définis par

2l = ﬁ(l‘ —1+1i)= E-(%)—, (B.2)

ou I'(z) est la fonction Gamma définie par
[(z) = /°° Y eVdy. (B.3)
0

On note que pour un argument entier, la fonction Gamma se réduit a la factorielle

standard comme

(m+1)=m! (B.4)

et donc, que les symboles de Pochhammer pour un argument entier m deviennent

(B.5)
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Ces derniéres équations justifient les appellations factorielle descendante et ascen-
dante. Il est également possible d’exprimer le symbole de Pochhammer descendant
en terme du symbole de Pochhammer ascendant et vice-versa. En effectuant le chan-
gement d’indice i = n + 1 — i, le symbole de Pochhammer descendant peut s’écrire

comine

(n)

R/-\
I
;:]:'s

(z+1—1)= H1+1—n+1—z))

i

((z—n+1)=1+i)=(z-n+1" (B.6)

Il
—»

1

o~
Il

Avec le méme changement d’indice, on trouve pour le symbole de Pochhammer as-

cendant que

)
=z
I

—

©
Il
—

(x—1+1)= Hr—1+ (n+1-1")

((z+n—-1+1-)=(z+n—-1". (B.7)

I
s

1

.



Annexe C

Fichier Mathematica

Dans cette annexe, on présente les fichiers Mathematica contenant les algorithmes

servant & calculer les coefficients K(V)(p, ).

Dans un premier temps, la fonction servant a trouver les valeurs des fonctions de
structure est appelée GCreation et elle prend en argument m2 désignant la limite
supérieure des fonctions de structure, m1 représentant le commencement des par-
titions de la fonction de structure et [. Ces trois parametres peuvent étre associés

respectivement aux valeurs de IV, s et { de I’équation (5.14).

Cette fonction retourne ensuite un tableau des valeurs allant de |m2/3 — 2] &
m2 pour n, de 0 & m2 pour p; et de m2 —ml—3 a m2—ml pour my. A premiere
vue, ces choix de valeurs peuvent sembler arbitraires, mais ils sont en réalité choisis

afin de minimiser la mémoire nécessaire a ’entreposage des fonctions de structure.
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“alcul des fonctions de structure conjuguées de la forme f°; (m;,m;;n,p;)+
BCreation[m2 , ml_, 1] := (
Atemp = Table(0, {itn, 2}, {itpl, 0, m2 - m1}, {itm2, mI, m2}];

«Création de deux tableaux vides (initialises a 0) de dimension (mp;-m;+1)

B={}; («Création d'un tableau vide pour entreposer les données finaless)

pBtemp[[1l, 1, 1]] =1; (#Initialisation de la fonction de structure de

Calcul des fonctions de structure pour n>0w)
For[ltn 1, itn< m2-ml, itn++,
tialisation des variables qui interchange l'utilisation des deux
tableaux fAtemps
nancient = Mod[itn-1, 2] +1;
nprochain= Mod[itn, 2] +1;
teration sur chacune des valeurs de itpl entre 0 et m;-
n . entre m; et mpw
For[ltpl- 0, itpl s m2 - m1, itpl++,
For[:.tmz =ml, itm2 s m2, itm2++,
ftemp[ [nprochain, itpl+ 1, itm2-mI+1]] =
If[itpl !=0&&itm2 - ml > 0, Btemp[ [nancient, itpl, itm2 - mI1]], O] +
If[itm2 - ml > 1, itemp[[nancient, itpl+1, itm2-mlI-1]], 0] +
If[itm2 -ml> 2, itm2+ (itm2+2 1+ 1) Btemp[[nancient, itpl+1, itm2 - ml ~2]],

0] ; (*Evaluation des valeurs de 8 & l'aide de 1l'equation de recurrences

(#Ajout des valeurs de ftemp pertinentes a Sx)
If[itn > Floor[m2/3 -2] &&itn < m2,
AppendTo[f3, ftemp[ [nprochain, 1 ;;, m2-mli+1, m2-m1-2 ;; m2-ml+1]]];

Ajout des valeurs de fAtemp pour toutes les valeurs de n entre m2/3-

2 et m2 et de toutes les valeurs de m2 entre m;-m;-3 et my-m;*)

«Retour d'un tableau contenant les valeurs de f pertinentess)

Return[f];

)
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La fonction CoeffAiry a pour but de calculer les n + 1 premiers coefficients
d’Airy. La fonction utilise 1’équation de récurrence (2.39) et les conditions initiales
(2.40) afin de calculer de fagon efficace les coefficients d’Airy. On notera que bien
qu’il existe une forme fermée des coefficients d’Airy donnée par (2.41), il est tout de
méme plus rapide d’utiliser I’équation de récurrence lorsque 'on cherche I’ensemble
de tout les premiers coefficients et non un seul coefficient en particulier. La fonction

retourne les valeurs des coefficients sous la forme d’une liste de n + 1 éléments.

CoeffAiry[n ] := (
Airy={1/(3%(2/3) »Gamma[2/3]), -1/ (3*(1/3) »Gamma[1l/3]), 0};
Definition des trois premiers coefficientss

For[itAiry =3, itAiry < n, itAiry++,
AppendTo[Airy, Airy[[itAiry-2]]/ ((itAiry) » (itAiry-1))];

1;
Return[Airy];
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La fonction CoeffKrN a pour but de calculer les valeurs des r» + 1 premiers co-
efficients K™ (p, () définis & I'équation (5.14). La fonction prend en parameétre n
représentant la valeur de N, » déterminant le dernier coefficient qui est calculé, p
représentant la constante de couplage du probleme et I le nombre quantique orbital.

La fonction renvoie une liste des 7 + 1 premiers coefficients K™ (p, ).

CoeffKrN[n , r , 1 , p_] :=(
m2 = Length{B[[1, 1]11] - 1;
a = Coeffhiry[n+r + 1 +3]; (*Entreposage da:

coeff = Table[0, {i, 0, r}];

For(ste=0, 3ibes ¥ -A8E++;

coefftemp = {0, 0}; («Initialisation de
For[its =0, its < 1, its++,

For[u=0, u< itr-1, p++,
temp = 0; i1tialisation d'une variable de calcul temp

LInterval=n-1-its-u-3+«Mod[n-1-its-u, 2];

l'intervalle reduits

For[v =0, v £ Floor[LInterval/ 6], v++,
nParts = (n-1-its+u-2+«xv-Mod[{n-1-its-u, 2])/2;

ombre de parts)

If[LInterval == 6* v, ptemp = 1, ptemp = p * (LInterval/2-3xv)];
temp += ptempx 3[[its + 1, nParts - Floor[m2/3-2], u+1, n-1-m2 +its +3]] »
a[[n+1+itr-pu+1]]*Binomial[n+ 1 +itr-pu, iter-1-uj;
1
coefftemp[[its +1]] += (-1) "~ (itr-1-u) »temp;
1:
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Somme pour =1 et somme sur
For[itj =0, itj < 1, itj++,
For[u=0, us itr, u++,

temp = 0; (»Initi

LInterval=n+itj-2-its-pu-3+Mod[n+itj-2-its-pu, 2];

For[v =0, v S Floor[LInterval/ 6], v++,
nParts = (n+itj-2-its+pu-2xv-Mod[n+itj-2-its-pu, 2])/2;

temp += p * (LInterval/2 -3xv +1) *B[[its + 1, nParts - Floor[m2 /3 - 2],

pu+l, n+itj-2-m2+its+3]]*al[[n+itj+1+1+itr-pu+1]] %
Binomial[n+itj+ 1 +1+itr-pu, itr-pul;
1;
coefftemp[[its+ 1]] += (-1)* (itr - u) * temp;
1:
1

For[itj =0, itj s 2, itj++,
For[u=0, u< itr, pu++,

temp = 0; (+«Initialisati i1'une variable d

LInterval=n+itj-3-its-u-3xMod[n+itj-3-its-u, 2];

For[v =0, v s Floor[LInterval/ 6], v++,

nParts = (n+itj-3-its+u-2xv-Mod[n+itj-3-its-u, 2])/2;

Calcul de la wvaleur de n nomopre

If[LInterval == 6*v, ptemp = 1, ptemp = p ~ (LInterval/2-3xv)];

temp += (n+itj) *» (n+1itj+2 1 +1) xptemp*

ABl[its+ 1, nParts-Floor[(m2/3-2], u+1, n+itj-3-m2+its+3]] *
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af[[n+itj+1+1+itr-pu+1]] +*Binomial[n+itj+ 1 +1+itr-pu, itr-pul;

1

coefftemp[[its +1]] += (~1)* (itr - u) * temp;

coeff[[itr+1]] = p xcoefftemp[[1]] /(2% 1 +2) + coefftemp[[2]];
1/
Return[coeff]



