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Avant-propos

Au cours des derniéres années, j’ai eu I'occasion de collaborer avec mon directeur
de maitrise, M. Sébastien Tremblay, dans le cadre de ses recherches. La motivation
fondamentale du mémoire que je présente ici est d’étaler les résultats que nous avons

obtenus au cours de cette période.

Le processus ayant mené & la confection de ce mémoire a réellement débuté lors
de mes deux derniers étés de baccalauréat, alors que j’ai eu le plaisir de décrocher
deux bourses du Conseil de recherches en sciences naturelles et en génie du Ca-
nada (CRSNG). Gréce & ces stages, j’ai pu me familiariser avec les fonctions pseudo-
analytiques, sujet d’expertise de M. Tremblay, et surtout éplucher la littérature per-
tinente du domaine. C’est lors de ma malitrise que j'ai commencé a travailler plus
sérieusement avec mon directeur sur les fonctions pseudo-analytiques. Lors de ces re-
cherches, nous avons été en mesure d’appliquer certains résultats provenant d’articles
antérieurs et de les remodeler, leur trouvant une portée nouvelle. Le fruit de notre
travail fut ensuite couché dans article [1], article qui fut par la suite publié en octobre

2013 dans le Journal of Physics A.

Avant, de commencer, je tiens tout d’abord a remercier mon directeur de recherche,
M. Sébastien Tremblay, pour tout son support, pour sa conflance & mon endroit et
pour sa passion contagieuse envers les mathématiques. Je souhaite également souligner

Papport du Conseil de recherches en sciences naturelles et en génie du Canada et



111

du département de mathématiques et d’informatique de 'UQTR, pour leur soutien
financier, qui fut amplement apprécié au fil de mes études universitaires. Je veux
finalement remercier mes parents, mes collegues et amis, ainsi que ma copine, qui
m’ont offert des fondations solides et, chaque jour, un environnement propice pour

réussir.
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Chapitre 1

Introduction

Qu’arrive-t-il lorsque 'on décide de modifier la décomposition habituelle en parties
réelle et imaginaire d’une fonction complexe, remplacant le « 1 » et le « 2 » par deux
fonctions complexes prescrites « £ » et « G » 7 Une question toute simple, une réponse

pronfondément intéressante. . .

C’est dans les années 1950 que les mathématiciens Lipman Bers et Ilya Vekua,
géographiquement éloignés et avec leur approche propre, ont chacun tenté une ré-
ponse a cette question. Ainsi, la théorie des fonctions pseudo-analytiques voyait le
jour. Reconnue aujourd’hui comme I'une des plus intéressantes extensions de l’analyse
complexe, cette branche s’est avérée des plus efficaces afin d’offrir des systemes infinis
de solutions aux équations de type elliptique. De récents travaux, qui pavaient la voie
a une utilisation concrete des fonctions pseudo-analytiques dans 1’étude d’équations

physiques utiles, ont engendré la renaissance de la branche et une foison d’articles.

Comme expliqué en avant-propos, dans ce document, 1’objectif central sera de pré-
senter ’article scientifique bati au cours de ma maitrise. Dans ledit papier, on analyse

le lien profond découvert entre une classe particuliere de fonctions pseudo-analytiques
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et un couple de systémes importants du modéle supersymétrique (en physique quan-
tique). En utilisant les nombreux outils que propose 'analyse pseudo-analytique, on
démontre ensuite comment, il est possible de construire un ensemble infini de solutions
pour ces systémes supersymétriques, et méme d’exprimer toute solution des systémes

en termes des éléments de cet ensemble.

Ce mémoire comporte trois sections principales. Dans la section I, on met la table
avec la présentation de certaines notions préliminaires incontournables pour bien com-
prendre le contenu de article. La section Il contient ’article scientifique, point focal
du mémoire, dans sa langue anglaise d’origine. Un résumé en francais l'accompagne,
expliquant grossiérement les sujets qui v sont abordés et les résultats qu’il contient.

Enfin, la derniere section propose une discussion générale sur l'article.



Chapitre 2

Notions préliminaires

Afin de favoriser une bonne compréhension de I'essence de ce mémoire, quelques
notions nécessitent une exploration adéquate. La motivation de ce chapitre consistera
justement a étaler quatre concepts-clés. Tout d’abord, il sera pratique d’introduire la
transformée de Darbouz, pour le cas unidimensionnel. Puis, nous définirons I'idée
de complétude d’une suite de fonction. lLes séries de Taylor, étroitement
liées a la complétude, mériterons ensuite notre attention. Finalement, puisque le coeur
méme du présent travail porte sur les fonctions pseudo-analytiques, les bases de
cette théorie seront exposées. Nous décortiquerons particulierement en profondeur les

puissances formelles, objets primordiaux de cette théorie.
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2.1 Transformée de Darboux en une dimension

Il est & noter que la présente section a été construite & partir de l'ouvrage [].

Considérons ’équation différentielle de second degré
" (z) + u(z)(x) = E¥(x). (2.1)

Ici, la fonction % : R — C est I'inconnue, la fonction complexe u est fixée, et
E consiste en un parametre réel de I’équation. Dans le domaine de la mécanique
quantique, cette équation est désignée sous le nom d’équation de Schrodinger

unidimensionnelle.

Soit ¢, une solution particuliere de 'équation (2.1), associée a une valeur Fy du
parameétre F. Autrement dit, —¢” + u¢ = Ey¢p. Alors, pour toute solution v de

I’équation (2.1), la transformation

R w’—%w

est appelée transformation de Darboux (selon ¢) de 1), ainsi nommée en 1’honneur
de son créateur, le mathématicien Jean Gaston Darboux (1842-1917). Le théoreme qui

suit permet de saisir 'intérét que présente cette transformation.

Proposition 2.1.1 Soit ¢, une solution particuliére de [’équation de Schridin-
ger (2.1) associée a une valeur (fizée) Ey. Soit 1, une solution quelconque de (2.1)
associée & une valeur quelconque Ey. Alors la transformation de Darbouz W de 1
satisfait la relation

— !_l.' " —+ 17,?," = El’L_""\
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/
Preuve On sait par définition que ¢ = ' — a Y. En utilisant les propriétés de

¢

base de la dérivée, puis en effectuant quelques simplifications élémentaires, on trouve

aisément que

~ " " N2 /
_¢//:_¢///+¢—w ¢¢ (]5 (Qs) / (f)_

"
¢ 2 ¢? ¢

En utilisant la définition donnée pour %, puis en appliquant de nouveau les simplifi-

cations élémentaires qui se présentent, on découvre ainsi que

—1};”%—&1}; — _¢///+¢7¢_¢¢ w+¢)

¢ e ¢,,+u¢,_¢_

s Pt

Puisque 1 est par hypothese solution de ’équation de Schrédinger (2.1) avec £ = Ej,
on peut remplacer toutes les occurences du terme " par l'expression (u — Ej)y
dans I’équation précédente. De cette maniére, aprés manipulations simples, on obtient
I’équation

¢ m ¢ I¢ 1 ¢ /

"+ = ¢<—u’+F pe —E1¢> + Y'E

Finalement, il ne reste plus qu’a substituer les occurences du terme ¢ par I’expression

(u— Ey)¢, pour conclure apres simplifications que

g = w(—El%)W'EI - El(w'—‘l;'w) — B9

La précédente proposition assure que la transformation de Darboux d’une fonction
1 satisfait une nouvelle équation de Schrodinger, analogue a celle satisfaite par 1. La

fonction u est modifiée, mais la valeur donnée au scalaire E reste intouchée.

‘Remarque 2.1.2 Dans les sections subséquentes, la fonction particuliére ¢ utilisée
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pour définir la transformation de Darbouz sera toujours de type eX®) et sera associée
d la valeur O de E. La fonction réelle x(z) sera bien sir rigoureusement définie en
temps opportun. Dans cette situation, la transformation de Darboux unidimensionnelle
(associée a €X) d’une fonction iy donnée correspondrait d

v = ¢’—<(‘3X)Iw> = w’-ﬂ?/) = ¢ —x"Y

eX

Il faut toutefois mentionner que la transformation qui sera utilisée correspondra a.
une transformation de Darboux étendue, en deux dimensions. Dans ce cas, I’équation
de Schrodinger sera un systéme, 'inconnue sera une fonction allant de R* & C? et la

transformation de Darboux consistera en une matrice de format 2 x 2.

2.2 Complétude

Le concept de complétude d’une suite de fonctions est omniprésent dans ce mé-
moire. Puisqu’il sera amplement utilisé tout au long du document, il convient donc de
proprement l'introduire, et surtout de I'assortir de certains exemples notables. Les dé-

finitions et résultats présentés dans cette section proviennent largement de I'ouvrage

[3].

Définition 2.2.1 Soit V', un espace vectoriel sur le corps R ou sur le corps C, muni
d’une norme ||-||. La suite W = (w,)%, de vecteurs de V est dite compléte dans V
si tout élément de ’espace peut étre approché de maniere arbitrairement précise, selon
la norme ||-||, par les éléments de W. Autrement dit, pour que W soit compléte, on
doit avoir que pour un vecteur v € V arbitraire,

N(e)

Ve > 0 dN =N()eN Jdag, ai,...,0, € K: V= Y apwn| <,

n=0
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ou K désigne le corps approprié (R ou C).

Remarque 2.2.2 Lorsque l’espace vectoriel concerné et la norme utilisée ne pré-

sentent aucune ambiguité, on dira seulement que W est compléte.

Remarque 2.2.3 Une confusion est a €viter ici. La complétude d'une suite de vec-
teurs, que ['on vient de présenter, et la complétude d’un espace, qui concerne la conver-
gence des suites de Cauchy dans l'espace, sont deux notions entierement distinctes.
Dans le présent document, toute référence au terme « complétude » se rapportera a

la complétude d’une suite.

Un critére alternatif pour établir la complétude est présenté dans [3]. On y dé-
montre que la suite W = (w,)% , est complete dans l'espace vectoriel normé V si et

seulement si pour chaque forme linéaire L sur V, on a que

L{w,) =0 VneN = L=0surV.

Un autre critére particulierement utile pour établir la complétude est fourni par le
théoréme de Lauricella. Ce résultat, qui met en lumiere le caractere «transitif» de
la propriété de complétude, est particulierement efficace, comme il sera souligné plus

tard.

Théoréme 2.2.4 (Lauricella) Soit V, un espace vectoriel normé et soit (v,)2,,

une suite compléte dans V. Alors, pour toute autre suite (w,)2>, de V,

(wy,) est compléte dans V 551 (wy) est compléte dans (v,) '
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Preuve (i) Si (w,) est complet dans V, alors tout élément de V', en particulier

les v, peuvent étre arbitrairement approchés par une combinaison linéaire finie des

premiers termes de (w;).

(i) Soit z € V et € > 0. Comme (v,) est complet dans V', alors

Hao,al,...,aNEK:

N
£ — Z UpUn
n=0

<€
5

Dans ce qui suivra, il est supposé que tous les coefficients a, sont non nuls. Si jamais
un (ou plusieurs) des coefficients était de norme |a,| nulle, nous n’aurions qu’a tout

simplement ignorer ce coefficient, sans dommage pour la validité de la preuve.

Puisque (w,) est complet dans (v,), on a en particulier que

N.
n £
VneN dbn0,b01,...,b cK: Up— Y by wi|l < ——— .
n n,05 Un,1 n,Nn | n ;) it I 2(1\[ + 1)|an|
Aidés de l'inégalité du triangle, nous trouvons donc que
N N, N N N Ny
n=0 j=0 n=0 n=0 ) n=0 j=0
N N ‘ N,
< xr — Z ApUn|l + Z AnUn — Qn Z bn,jwj
N N Np |
= €T — Z AnUn|l + Z |an| Up — an»jwj
n=0 n=0 3=0
€ €
< -+ (N+1)=— — = €.
-2 ( >2(N +1)

1. Il y a ici abus de langage, puisque la suite (v,) ne forme clairement pas toujours un espace
vectoriel. Toutefois, ce qui est entendu par complétude ici est facilement visible : il s’agit toujours de
la possibilité de trouver une approximation arbitrairement précise de tout v, grace a la suite (wy,).
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Nous trouvons la combinaison linéaire finie des éléments de (w, ) recherchée. [

Présentons quelques exemples de systémes complets.

Exemple 1 (Weierstrass) Soit une variable réelle x. La suite (™), est compléte

dans l'espace vectoriel Cla,b|, assorti de la norme supremum

£l = o /()]

Il s’agit du théoréme d’approximation de Weierstrass. Une preuve populaire
et plutot élégante de ce résultat bien connu, concoctée par S. N. Bernstein, est présentée

dans Uannexe Al.

Exemple 2 Soit la variable réelle x. La suite (x™)°, est compléte dans l’espace vec-

toriel L]a,b] (assorti de la norme inhérente a l'espace, soit ||-||,).

Preuve Tout d’abord, soulevons qu’un résultat classique de la théorie de la mesure
assure la densité des fonctions continues dans I'espace L[a,b] (voir, par exemple, le

volume [4]7). Autrement dit,

VF € Lla,b] Ve>0 3G € CJa,b]: |F-G|, <e. (2.2)

Soit f € L[a,b] et £ > 0. La densité (2.2) nous assure que

SoeClal: [ If@) - gllds < =

2. Dans ce volume, on prouve plutdt la densité de 'ensemble C,(IR), mais toute fonction de C.(R)
est continune. De plus, mentionnons que la preuve effectuée dans le volume concerne L(R), mais
qu’une démarche identique assure le méme résultat pour La, b].
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Or, puisque g € C|a, b], nous savons par I'exemple 1 qu’il existe un polynéme fini p

tel que
l9(x) — p(a)] -
arggz\b g\t P < _2(1) — Cl5
£
- _
= |g(z) —plz)| < 30 —a) z € [a,b]
:>/| |dzc</—dar:—E
9 s 20b—a) T T 2
En utilisant I'inégalité du triangle, on trouve que
b £ £
[17@ = p@ls < [ (17@) - 9@+ lg(a) - plo)] )z < 5+ 5 =<
Par conséquent,
Vf € Lla,b] Ve >0 (Ip : polyndéme fini) : \f—pll, <e.

Terminons avec un exemple concernant les fonctions complexes, le théoréme

d’approximation de Runge.

Exemple 3 (Runge) Soit C, une courbe de Jordan. Soit Int C, ’ensemble constitué
des points sur et a l'intérieur de la courbe C. Considérons H(C), ’ensemble des
fonctions f : Int C — C holomorphes sur Int C, et soit une variable complexe z. Alors
la suite (2")22, des puissances naturelles de z est compléte dans [’espace vectoriel

H(C), assorti de la norme supremum

[flloe = sup [f(z)] .

z € IntC



Chapitre 2. Notions préliminaires 11

Ce théoréme nécessite au moins un résultat préliminaire non trivial. Sa démons-

tration, légérement robuste, se retrouve donc en annexe A2.

2.3 Séries de Taylor

L’idée de série de Taylor, c’est-a-dire la représentation de fonctions (infiniment
différentiables) comme combinaisons linéaires des puissances de la variable de réfé-
rence, constitue une piece fondamentale de ’analyse fonctionnelle, réelle ou complexe.
Bien qu’il s’agisse d’une notion plutot élémentaire, il est incontournable de lui consa-
crer malgré tout une courte section, en raison du lien capital qu’elle partage avec
I'objet de ce mémoire. Ici, nous nous contenterons de présenter simplement et brie-
vement la série de Taylor en plus de discuter un peu de sa relation a la notion de

complétude, sujet de la section précédente.

Débutons par les séries de Taylor réelles. Soit f(z) : R — (R ou C), une fonction
infiniment différentiable en x5 € R. Alors on appelle série de Taylor de f autour

de zp la série entiere
n

oo p(n) T
Z% ! —(! )(5'3 — xp)", (2.3)

ot f™ désigne la n® dérivée de f. On dit que la série ci-dessus converge vers f en un

certain point z; € R si

n!

oo Fn) (2,
flz) =" A )(5'31 — 2o)",
n=0

ou I’égalité ci-dessus représente la convergence des sommes partielles, c’est-a-dire

N r(n) |
lim zof—n(!‘ff’)-ul-xo)“ )| =0

Nooo | —

Il est immédiat d’apres la définition que la série converge vers f en au moins un point,
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soit zg. On appelle domaine de convergence vers f de la série de Taylor (2.3)

le plus grand intervalle autour de z sur lequel la série de Taylor (2.3) converge vers

f

La série de Taylor réelle pose certaines difficultés. Tout d’abord, méme dans le
cas ou f est infiniment dérivable, rien ne nous assure que la série (2.3) converge
ailleurs qu’en z(. Pis encore, méme si ladite série converge dans un intervalle donné
(de longueur non nulle) autour de g, il se peut que la convergence ne se fasse pas vers

f partout sur cet intervalle. L’exemple habituellement utilisé pour illustrer ce danger

est celui de la fonction

qui est infiniment dérivable en zog = 0. La série de Taylor de g autour de x5 = 0
converge vers la fonction nulle 0 partout sur R, et donc la série converge vers g seule-
ment en zo. En somme, il est plutét compliqué d’identifier I'intervalle de convergence

vers la fonction de référence d’une série de Taylor réelle.

De maniére relativement surprenante, le passage au cas complexe permet une pré-
sence beaucoup plus concrete et forte des séries de Taylor. L’étude de leur convergence

y est d’ailleurs infiniment plus aisée, comme en témoigne le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1 (Taylor) Soit f, une fonction complexe holomorphe en 2z, € C.
Soit R > 0, le plus grand rayon tel que f est holomorphe sur la boule ouverte B(zo, R),

centrée en zo et de rayon R. Alors, pour tout z dans B(zy, R), la relation

est vérifie, ou l’égalité ci-dessus est envisagée de la méme maniére que pour les séries

de Taylor réelles®. De plus, sur la boule fermée B(zg, 1), 0. 0 <1 < R, la convergence
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de la série de Taylor vers f est uniforme.

On dit que la fonction f est analytique en z; si elle peut étre représentée par une
série de Taylor dans un voisinage autour de zy. A la lumiére du théoréme précédent, on
comprendra pourquoi les termes « holomorphe » et « analytique » sont utilisés sans
distinction pour caractériser une fonction complexe. Voici quelques-unes des séries de

Taylor courantes ainsi que leur domaine de convergence vers leur fonction de référence.

Fonction f(z) | Série de Taylor associée Domaine de convergence de la

série vers f

5
e nZZO ] C

‘ oo it
sin(z) ngo(—l) 2nt 1 C

! i . ::0 2" (série géométrique) | z € C: |z| <1
Log(z) i (1) e )" zeC: |z—1 <1

Le théoreme de Taylor nous assure que si une fonction f est holomorphe sur une
boule fermée B(zg,7) donnée, alors la série de Taylor de f centrée en z, converge

uniformément vers f(z) sur cette boule fermée, dans le sens ou

N pm)(,
BT SEACCTFEER )

Ve >0 dN = N(e) e N: max ”
n=0

2€ B(zo,r)

O —
Dans un premier temps, ceci signifie que la suite {(z—zo)”} , st compléte sur H(B),
n=

l'espace vectoriel des fonctions holomorphes sur (et restreintes &) Pespace B(zg,7),

3. On se souviendra que I’holomorphicité d’une fonction donnée en un point donné implique
I’existence de dérivées d’ordre arbitraire de cette fonction en ce point. Ainsi, f est infiniment dérivable
partout sur la boule ouverte B(zp, R).
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assorti de la norme | f||,, = max |f(z)|. Ce résultat n’a rien pour étonner, compte
2 B(20,7

tenu du résultat similaire présenté a l'exemple 3. Mais il v a plus.

Par définition, la complétude de la suite {(z — zo)”}:ozo signifie que pour un £ > 0
donné, on peut trouver une combinaison linéaire des premiers termes de la suite qui
approxime f avec une erreur maximale de ¢. Nouveau &, nouvelle combinaison ...
Or, apres examen de la relation (2.1), on note que dans le cas présent, la combinaison
linéaire qui approxime f ne dépend pas de ¢, ou plutot la dépendance est moindre. En
effet, pour une fonction f € H(B) fixée, nous gardons toujours la méme combinaison

linéaire ; nous ne faisons que lui ajouter ou lui enlever des termes selon la valeur du &

choisi. Autrement dit, pour une fonction f donnée, chaque élément de la suite (2 —zp)"

(n)
M). En ce sens,

est attaché a un coefficient fixe | il s’agit, comme on I'a vu, de |
n!

o0
on pourrait dire que la suite {(z — zo)”} . satisfait une « complétude forte » sur
n=

H(B).

La complétude d’une suite n’implique pas nécessairement qu’une condition de
« complétude forte » est satisfaite. En d’autres mots, si une suite {u,} est complete
dans un espace vectoriel normé V', alors il n’est pas, en regle générale, possible d’ex-

primer tous les éléments de V' comme une série infinie en termes des u,.

2.4 Fonctions pseudo-analytiques : une introduc-

tion

La théorie des fonctions pseudo-analytiques fut développée principalement au mi-
lieu du 20¢ siecle. Son existence est principalement due & deux personnages, qui en
ont assuré les fondations de maniére indépendante. Il s’agit de Lipman Bers (1914-

1993), mathématicien américain d’origine lettone, et d’Ilia Vekua (1907-1977), qui a
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oeuvré en mathématiques dans I’ancienne union soviétique. L’approche favorisée dans

ce mémoire est directement inspirée de celle de Bers.

Paire génératrice

Notation 1 Awvant tout, procédons a l'introduction de certaines notations de base,
qui demeureront en vigueur pour l’entiéreté du document. Ces notations sont en total
accord avec celles employées dans [5]. Comme variables complexes, nous privilégie-
rons l'utilisation de z = x + 1y et de { = € +1in (ou z,y,( et n sont des variables
réelles). Pour désigner le complexe conjugué d’un nombre [d’une variable], on coiffe
ledit nombre [ladite variable] d’un trait. On retrouve ainsi z = x —iy et { = & —in. Fi-
nalement, selon les conventions d’usage, les opérateurs de dérivation selon z et selon

Z sont définis par les relations qui suivent :
1(0 0 1/0 0
1T R e Py e
9 2 (01' Zay) 2 (5‘1’ —Hay)

L’analyse fonctionnelle complexe « classique » se fonde principalement sur la dé-
composition en parties réelle et imaginaire. Autrement dit, toute fonction complexe

w est envisagée selon sa représentation unique de la forme
w(z) =1 u(z)+17-v(z),

ou les fonctions a valeurs réelles u,v : C — R désignent respectivement la partie
réelle, notée Re{w}, et la partie imaginaire, notée Im{w}, de w. La théorie classique
privilégie donec, de maniére tout a fait naturelle, 'expression des fonctions selon la

base (1,47) du plan complexe.
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[’idée mise de I’avant par Bers consiste tout simplement & remplacer cette base
triviale par une autre, un couple de fonctions complexes (F, G), de maniére a ce que
toute fonction puisse étre exprimée comme combinaison linéaire de ces deux fonc-
tions. Afin-de s’assurer de I’existence et de I'unicité d’une telle représentation, on doit
imposer que

Im{FG}(z) # 0 (2.5)

partout sur le domaine de référence choisi.

Théoréme 2.4.1 Soit Q@ C C, un domaine du plan. Si la paire (F,G) satisfait la
condition (2.5) sur §), alors pour toute fonction complexe w, il existe une et une

seule paire de fonctions ¢, : C — R telle que

w(z) = ¢(2)F(z) + ¥(2)G(z2), Vz € Q. (2.6)

Preuve Soit w une fonction complexe définie partout sur €. Soient z; € et
m,n € R. Considérons les décompositions en parties réelle et imaginaire de F,G et
w: F=F+iF, G=G,+1G,, w=u-+iv. 1l est trés facile de vérifier que lo

condition (2.3) équivaut a la condition suivante sur {2 :

Fi1(2)Gy(z) — F5(2)Gy(2) # 0. (2.7)

Puisque (F, G) vérifie (2.5) sur Q, la relation (2.7) est satisfaite en particulier en 2.

De plus, I’équation (2.6) peut étre manipulée ainsi :



Chapitre 2. Notions préliminaires 17

u(z0) = mF(z) +nG1(z0
w(zg) = mE(20) + nG(z) < 0 () + (o)

'U(Zo) = mFQ(Zo) + TLGQ(Z())

Fl(Zo) GI(Z()) m U(Zo)
Fy(z0) Gol20) n v(20)

Comme

Fi(20) Gi(z0)
det = F1(20)G2(20) — Fa(20)G1(20) # 0,

FQ(ZO) Gz(zo)
la matrice est inversible et donc le systéme ci-dessus posséde une seule et unique

solution. Autrement dit,
V€ 3 (m(z0),n(2)) € R*: w(zg) = m(z0) F(20) + n(20)G(20).
Nous n’avons qu’a prendre ¢(29) = m(zg) et ¥ = n(z) pour chaque point 25 du

domaine €2 pour conclure. [ |

1l est & noter que, en inversant la matrice de 1'équation (2.8) dans la preuve pré-

cédente, on trouve explicitement que

wG —wG . P wF —wkF
F © - " \FrG-Fc

) dans Q. (2.9)

Dorénavent, nous désignerons par (F,G)-décomposition I'unique décomposition de

type (2.6) de w.

Définition 2.4.2 On dit qu’une fonction complexe f est Holder-continue sur le

domaine ) si

JK e R, da€(0,1]: V21,29 € Q |f(z1) = f(22)] < Klzy — 29| . (2.10)
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On voit aisément que la Holder-continuité est plus restrictive que la simple continuité,

et donc que toute fonction Holder-continue est continue.

Définition 2.4.3 Un couple de fonctions (F,G) qui satisfait la condition (2.5) par-
tout sur un domaine Q, et qui est tel que F, Iy G, Gs existent et sont Hélder-

continues sur §) est appelé paire génératrice sur ().

Dérivée et intégrale généralisées

La théorie des fonctions pseudo-analytiques repose largement sur le principe de
différentiation généralisée. Contrairement a la dérivée classique, cette dérivée n’est pas
immuable : elle dépend de la paire génératrice choisie et tire directement son essence

de la (F, G)-représentation (2.6).

Définition 2.4.4 Soit (F,G), une paire génératrice sur le domaine Q et soit w, une
fonction compleze admettant la (F, G)-décomposition w = ¢F + G sur . Alors, on
dit que w est (F,G)-dérivable en zy € Q si la limite

lim w(z) — ¢(20) F'(2) — ¥(20)G(2)

Z—Z0 > — 20

(2.11)

est définie. Cette limite, si elle existe, sera désignée sous le nom de (F,G)-dérivée

d

. o FG

de w en z et sera notée w(zy), ou encore —(d )w(zo).
z

Une fonction (F, G)-dérivable sur Pensemble du domaine est dite (F, G)-pseudo-

analytique dans €.

Remarque 2.4.5 La (F,G)-décomposition de la fonction F(z) est

F(z)=1-F(2)+0-G(2),
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d’ou, dans ce cas, ¢(z) =1 et(z) = 0. Par conséquent, pour tout zy € €,

lim F(z) = ¢(20)F(2) = ¥(20)G(2) — lim F(z) — F(z)

Z— 20 z — ZO zZ—2Z0 2z — ZO

= 0.

Un raisonnement analogue peut étre appliqué 4 G(z). Ainsi, F et G sont (F,G)-

pseudo-analytique sur ), et F'= G = 0.

Définition 2.4.6 Par coefficients caractéristiques de la paire génératrice

(F,G), on désigne les fonctions suivantes :

FG; — .G FG; — FG

a = ==

(FE) FG-FG' 97 FG-FG
4. _ FG.-FC _ FG.-FG
O FG - FG T PG -FG

Gréce a l'introduction des coefficients caractéristiques, nous sommes en mesure d’offrir
un critére alternatif vraiment pratique concernant la pseudo-analycité d’une classe

importante de fonctions, les fonctions de C*(Q).

Théoréme 2.4.7 Soit w, une fonction complezxe et (F,G), une paire génératrice sur
le domaine ). Supposons que les dérivées partielles w, et w; existent et sont continues

dans un voisinage de zo € Q. Alors, w(zy) existe si et seulement si
wz(20) = a(rc)(20)w(20) + b(rc)W(20)- (2.12)
De plus, st '&’)(zo) existe,
w(20) = wy(20) — Arey(20)w(20) — BireyW(20) = ¢:(20)F(20) + ¥.(20)G(20), (2.13)

ou ¢, sont les coefficients de la (F, G)-décomposition de w.
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Preuve Soit 2y € 2. Définissons la fonction complexe suivante :
W(z) == w(z) — ¢(20) F(2) — ¥(20)G(2).

Puisque les fonctions F' et G forment une paire génératrice, F,,G,, Fs et Gz sont

Holder-continues, donc continues, partout sur 2. Par conséquent,

W,, W5 existent et sont continues dans un certain voisinage de zg

— w,, ws existent et sont continues dans un certain voisinage de 2.

Par les hypotheses du théoreme, il est établi que W est dérivable par rapport a z
et & Z en 2, et que ces dérivées partielles sont continues dans un voisinage de 2.

Egalement, puisque W(z) = 0,

i V) = Wlz) . wlz) = d(20)F(2) — d(20)G(2) |

= Zzo Z—2p 220 Z— 20

Ainsi, W’(z) existe ssi w(zo) existe, et si tel est le cas, W'(z) = w(z). Or, il est
bien connu™ que si les dérivées partielles W, et W5 existent et sont continues dans
un certain voisinage de zy, alors une condition nécessaire et suffisante a ’existence de
W' (2p) réside en la validité de la relation Wx(29) = 0. Par transitivité de I'implication

double, nous trouvons donc que
w(zy) existe ssi Wi(zp) = 0. (2.14)

En utilisant (2.9), on peut représenter W (z) sous la forme qui suit :

4. Pour la preuve de cette affirmation, voir 'annexe B.
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Il vient donc, directement, que

= wz(20) + w(20)are(20) + W(20)bir.c)(20)- (2.16)

Par (2.14) et (2.16), nous prouvons la premiére partie du théoréme. Pour démontrer
la seconde assertion, nous procédons d’abord & la dérivation de I'équation (2.15) par
rapport & z plutdt que Z, puis utilisons le fait que W’(zp) = W,(20) = w(zo) (car

w(zp) existe), afin de découvrir que
w(zg) = w,(z) — Are(20)w(20) — Brayw(2o)-
Finalement, en exploitant la représentation
W(z) = (6(z) — ¢(20)) F(2) + (¥(2) = ¥(20))G(2),
il apparalt que

W(20) = ¢2(20) F(20) + (¢(20) = ¢(20)) F=(20) + 2(20) G (20) + (¥(20) — ©(20)) G- (20)

= ¢:(20)F (20) + ¥2(20) G(20).

L’équation (2.16) est désignée sous le nom d’équation de Vekua associée a la
paire (F,G). Elle représente (comme on le verra plus tard) une généralisation du

systeme d’équations de Cauchy-Riemann.
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Remarque 2.4.8 En relazant les hypothéses d’existence et de continuité des dérivées
partielles de w dans le théoréme précédent, nous sommes tout de méme capable de
déduire des conditions nécessaires a la pseudo-analycité de w en zo. En effet, pour

une fonction complexe w totalement arbitraire, la proposition suivante tient :
w(z) existe =  w.,(z), ws(z0) existent et ws(zo) = a(r)(20)w(20)+b e W(20).

Ce résultat, simple a déduire, est développé dans le volume [0)].

Remarque 2.4.9 4 partir de maintenant, lorsqu’il sera dit qu’une fonction est
(F, G)-pseudo-analytique, il sera sous-entendu qu’elle 'est sur un domaine Q) fixé mais
non explicite. De plus, st la paire génératrice a laquelle nous nous référons ne fait au-

cun doute, nous dirons simplement que w est pseudo-analytique.

Présentons également un autre théoreme plutét utile. Ce résultat permet d’ajouter
une corde a notre arc, puisqu’il offre une condition alternative pour établir la pseudo-
analycité. Sa preuve, tres similaire a celle du théoreme 2.4.7, sera ici épargnée, mais

elle se retrouve dans [6].

Théoréme 2.4.10 Soit la fonction w, dont la (F,G)-décomposition est w = ¢F +
WG, Alors, w est pseudo-analytique si et seulement si @ et i possedent les dérivées

partielles 0., 0 continues, et ¢zF + zG = 0.

Définition 2.4.11 Soient (F,G) et (Fy, G1), deuz paires génératrices sur un domaine

Q. La paire (Fy,G1) est appelée successeur de (F,G) si, partout sur (2,

ar G = arG) € bim,c) = —Bra) -

Dans ce cas, on pourra aussi dire que (F,G) est un prédécesseur de (I, Gy).
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L’intérét qui sera porté a l’idée de successeur s’explique en grande partie par le

prochain théoreme.

Théoréeme 2.4.12 Si w est une fonction (F,G)-pseudo-analytique et (Fy,G,) est

successeur de (F,G), alors w est (Fy, Gy)-pseudo-analytique.
Preuve Soit w, une fonction (F, G)-pseudo-analytique dont la décomposition est
w = ¢F +¢YG. Alors, par les théoremes 2.4.10 et 2.4.7,

w=¢,F+1,G (2.17)

et

¢=F + =G = 0. (2.18)

Or, puisque ¢ et 9 sont réelles, on a ¢z = ¢, et ¥z = ,. Ainsi, de (2.18) découle
¢ F+9,G=0. (2.19)

Les expressions (2.17) et (2.19) permettent une caractérisation de ¢, et 1, :

Gw Fuw

FG - FG’ ¥ FG - FG (2.20)

-

Comme ¢ et 9 sont réelles, et comme FG — FG est purement imaginaire, on trouve

br= — e = (2.21)

En dérivant (2.18) par rapport & 2, il vient que

¢zF + 102G + ¢F, + G, =0 . (2.22)
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Finalement, en dérivant (2.17) par rapport a Z et en utilisant les expres-

sions (2.20), (2.21) et (2.22), on trouve

(W)z = ¢z F + 9:2G + ¢, Fs + .G

= ¢2FE + ’lvz)zG? - %Fz - ’l,»/"'?Gz

Fgé 13) FG; 1OL FGH g_{_ R—;G
T p—— — — et — e ——
FG - FG FG - FG FG - FG FG - FG

¢

= arow — Brow

o ¢

= Ak )W Tt by oW (2.23)

Adonnons-nous maintenant & une analyse de la fonction w, afin de pouvoir établir sa
(F1, Gy)-pseudo-analycité. Par la remarque 2.4.8, puisque w existe, alors w, et ws
existent et sont continues. Or, Im{FG} # 0, dou F'G — FG n’est jamais nul. Cette
observation, jumelée au fait que F,, G, 5, Gz sont continues, permet de déduire que
les quatre coefficients caractéristiques de la paire (F,G) ont également des dérivées

continues par rapport a z et a z.

On réalise donc que w, A(rg) et B(g) ont toutes des dérivées partielles continues, ce
qui signifie par la représentation (2.13) que w possede elle aussi des dérivées partielles
continues. Il est donc a présent possible d’utiliser le théoréme 2.4.7 pour déterminer

que
w est (Fy, Gy)-pseudo-analytique <= (W) = am,c)W + b(plycl)ﬁ).

Par (2.23), la (Fy, G, )-pseudo-analyticité de w est assurée. |
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Définition 2.4.13 Une suite de paires génératrices {(Fu, Gm) oo, telle que
Vk € Z (Ey, Gi) est un successeur de (Fy_1, Gy 1)

est appelée suite génératrice. Si (Fy,Go) = (F,G), on dira que (F,G) est enchds-
sée dans la suite {(F,,Gm)}.

Il est désormais possible de définir sans embiiches les (F, G)-dérivées d’ordre supé-
rieur pour une fonction (F, G)-pseudo-analytique w. Suffit pour cela de trouver une
suite génératrice {(Fy,, Gm)} dans laquelle (F, G) est enchassée . Les (F, G)-dérivées

de w sont définies récursivement selon la formule

d(FuGn) 1)
dz w .

n| A

wl% =, w!

Comme conséquence du théoreme 2.4.12, si la fonction w est (F,G)-pseudo-
analytique, elle posséde toutes les (F,G)-dérivées d’ordre supérieur, et ce peu im-
porte la suite génératrice a laquelle on se réfere. Autrement dit, pour un ordre m

arbitrairement grand, w™ existe.

[l est a propos, maintenant que la dérivée pseudo-analytique est correctement

introduite, de s’attarder sur ’antidérivée.

Définition 2.4.14 La paire adjointe de (F,G) désigne le couple de fonctions

Définition 2.4.15 Soit I', une courbe de longueur finie allant de zy a z1, ou zp et

2, désignent des points du plan compleze. Alors la (F,G)-intégrale de la fonction w

5. Selon un théoréme du volume [63], il est slir qu’une telle suite existe toujours. Mais encore faut-il
la découvrir...



Chapitre 2. Notions préliminaires 26

sur la courbe I" est définie comme suit :

/Fw dircyz = F(z1) - Re {/FG*w dz} + G(z) - Re{‘/r Frw dz} :

Soit (F,G), une paire génératrice sur le domaine 2. Une fonction w continue sur§)
est (F, G)-intégrable si, pour toute boucle fermée A contenue dans un sous-domaine

simplement conneze de §2,

‘7{ w d(F)G)Z =0.
A

Par le théoréme qui suit, on pourra voir que la (F, G)-dérivée et la (F, G)-intégrale

sont bien des opérateurs inverses.

Lemme 2.4.16 Si, pour une fonction ¢ réelle, I’équation ¢, = ® est vérifiée, alors

P(2) =2- Re{/FCI) dz} + #(20),
ouI' est une courbe de longueur finie arbitraire allant de zg a 2.
Preuve Soit ®,+:®,, la décomposition en parties réelle et imaginaire de ®. Alors,

par définition de la dérivée partielle 8,, on trouve que ¢, = 2®; et que ¢, = —20,.

Ainsi, il vient que

2 [(@1 dz— @y dy) = [ (9 do +9, dy)
= / do //par définition de la dérivée totale de ¢
r

= ¢(z1) — ¢(20). //par le théoréme de Stokes

Par conséquent, on peut déduire que
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$(z1) = 2/F(<I>1 dz — @, dy) + é(z0).
Or, comme @, et ®, sont réelles, la derniére équation peut étre reformulée ainsi :
#(z1) = 2Re {/F(Q)l +1®y)(dx + idy)} + &(20)

— 9Re {.A@ dz} + 6(20).

Théoréme 2.4.17 La (F, G)-dérivée w dune fonction (F, G)-pseudo-analytique w
est (F, G)-intégrable. De plus, si w est de (F,G)-représentation ¢F + G, Uintégrale

est explicitement donnée par [’expression

/0 W i)z = w(z) = $(20) F(2) = ¥(20)G(2). (2.24)

Preuve [tirée de [6]] Dans la preuve du théoreme 2.4.12, il avait été découvert que

¢, et 1, peuvent étre exprimées selon la représentation suivante :

Soit I', une courbe de longueur finie allant de zy & z, deux points arbitraires de 2. Par

le lemme 2.4.16, il apparait donc que

#(z) = Re {/FG*'LCZ} dz} + ¢(20), ¥(z) = Re {/I;F*ﬁ} dz} + 1(2p).
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Ceci implique que

w(z) = ¢(2)F(z) + ¢(2)G(2)

(Re {/F G dz} 4 gb(z0)> F(2) + (Re {/pr dz} + 1//(20)> G(2)

= w(z) = / B direz + $(20)F(2) + $(z0)G(2).

r

En soustrayant le terme ¢(z0)F(z) + 1(20)G(2) de chaque c6té de la derniére

égalité, on obtient la conclusion recherchée. |

Le dernier théoréme confirme que nous possédons bien la 'antidérivée de la (F, G)-
dérivée définie précédemment. Effectivement, en théorie analytique classique, I'inté-
gration d’une fonction dérivée w’ permet de retrouver la fonction w, & une constante
¢ complexe pres. La quantité ¢ est une combinaison linéaire des éléments de la base
(1,4) :

Aw’ dz =w+ Re{c} -1+ Im{c} -i.

Le cas des fonctions pseudo-analytiques est similaire. En (F, G)-intégrant notre (F, G)-
P . Ve ] » N .

dérivée w, nous retrouvons notre fonction w, a une « constante pseudo-analytique »

pres. Tout comme pour la théorie classique, cette constante n’est rien d’autre qu'une

combinaison linéaire des deux éléments de notre base de référence :

/Z:ﬁ) dircyz = w(z) — ¢(20)F(2) — 9(20)G(2).

Remarque 2.4.18 Il ne fait aucun doute que la théorie des fonctions pseudo-
analytiques est une généralisation directe de la théorie des fonctions analytiques
habituelles. En effet, en considérant comme paire génératrice le couple (1,1), on

retrouve trés exactement la théorie classique. 1l est facile de vérifier que :



Chapitre 2. Notions préliminaires 29

e la (1,4)-représentation coincide avec la représentation en parties réelle et

IMAgInaire |

o l'équation de Vekua (2.16) associée d la paire (1,7) correspond ezactement

auz équations de Cauchy-Riemann ;

o la (1,4)-dérivée [la (1,7)-intégrale] correspond a la dérivée compleze habituelle

[Vintégrale compleze habituelle] par rapport a z.

Principe de similarité

La théorie pseudo-analytique et I'analyse complexe classique peuvent étre reliées
grace a un théoreme important, le principe de similarité, qui tisse une belle toile et

permet de faire fructifier nos connaissances des fonctions analytiques.

Théoréme 2.4.19 (Principe de similarité) Soit w, wune fonction pseudo-
analytique sur le domaine §2. Alors, il existe une fonction ¢, analytique sur §), et une

fonction s Holder-continue sur §) telles que
w = ¢e’.

Réciproguement, soit ¢, une fonction analytique sur §2. Alors, il existe une fonction
s Holder-continue sur Q, avec s(zg) = 0 pour un point zy fize au choiz dans 2, telle
que la fonction

w = ¢e°

est pseudo-analytique sur 2. Dans les deux cas, la fonction s est bornée sur ) par une

constante dépendant uniquement du domaine ) et de la paire (F,G).
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La démonstration de ce théoreme est présentée dans [6]. Le principe de similarité per-
met sans effort d’obtenir des versions analogues de résultats classiques valides pour les
fonctions pseudo-analytiques, avec des démonstrations qui consistent essentiellement

a ramener le tout a 'analyse classique. Relevons ici trois exemples de tels théoremes.

Théoréme 2.4.20 (Liouville) Une fonction pseudo-analytique bornée sur le plan ne

s’annule nulle part (y compris en o0), 4 moins d’étre la fonction nulle.

Preuve Par le principe de similarité, on sait que w = ¢e®, ou ¢ est analytique
dans le plan. Comme w et e° sont bornées sur le plan, alors ¢ l'est également. Par
le théoreme de Liouville de I'analyse classique, on conclut que ¢ est constante sur le
plan. Or, w(2) = 0. Comme s est bornée, e*(0) =£ 0, d’ol1 ¢(29) = 0. La constante est

donc 0, et ¢ = 0. [ |

Théoréme 2.4.21 (Module maximum) Soit w, une fonction pseudo-analytique
dans S et continue sur . Il existe une constante M, dépendant uniquement de )

et de la paire (F,G), telle que

Vz e Q lw(z)| < M - max lw(t)|

Preuve Par le principe de similarité, on sait que f = e®w, avec f analytique dans
Q. Comme w est continue sur {2 et s est continue (étant Hoélder-continue) sur 2, alors

f est également continue sur ).

En appliquant le principe du module maximum sur la fonction analytique f, on a
que

s(2)] . s(t)| 3
vee ] fu(z)] < max (|- [w(t)]) -
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On sait, par le principe de similarité, que s(t) est bornée dans  par une constante

K dépendant uniquement de §2 et de (F, G). On a donc que

V2 e 5] - Jw(z)] < e max w(t)|

te 00
= Vze jw(z)] < e *OleK max|w(t)] < eP*eX max [w(t)|
te o0 t€ 80
= VzeQ lw(2)] < e max |w(t)|.
t€ 99
En posant M = 2% on conclut. |

Théoréme 2.4.22 Une fonction rationnelle w, pseudo-analytique sur le plan, possede

exactement autant de zéros que de poles.

Preuve On sait que ¢ = we®, ou ¢ est analytique sur le plan. Comme s est bornée, e°
ne possede ni de zéro ni de pole. Par conséquent, ¢ et w comportent le méme nombre
de zéros et le méme nombre de poles. Comme ¢ est analytique, ’analogue du présent

théoreme pour les fonctions analytiques nous offre la conclusion recherchée. [ |

2.5 Puissances formelles

L’intérét actuel porté a la théorie des fonctions pseudo-analytiques réside en sa
capacité a fournir un systéme complet (localement) de solutions pour certains types
d’équations physiques intéressantes. Cette réalité est rendue possible grace aux puis-
sances formelles, entités que l'on va maintenant exposer. Commengons par cer-

taines définitions concernant les singularités dans le contexte de pseudo-analycité.
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Singularités et fonctions rationnelles

Définition 2.5.1 (Singularités sur le plan fini) Soit w, une fonction pseudo-

analytique (univaluée) sur le voisinage troué 0 < |z — zp| < r.

1. Siw est continue en zg, alors w est pseudo-analytique sur |z — zp| < r.

2. 81 w(z) - (2 — 20)™ ~ a lorsque z — 2q, alors on dit que w posséde un pole

d’ordre n en 2z

3. Si aucun des deux premiers cas n'est vérifié, on dit plutét que w posséde une

singularité essentielle en z,. °

Définition 2.5.2 (Singularités au point infini) Soit w, une fonction pseudo-

analytique (univaluée) sur le domaine r < |z| < 00, ot r € R.

1. Supposons qu’un des deux cas suivants est verifié :
(a) w(z) = AF(2) + uG(2), avec A\, 1 € R,

1
(b) w(z) = A\F(z)+uG(z) + zi +0 (W) lorsque z — o0, avec A\, p € R,
T z n

ne N etaeC*.
Alors, on dit que w est réguliére au point oo et qu’elle y prend la valeur

AF(00) + uG(00) avec une multiplicité n.

w(z)

2. 51 ~ a lorsque z — oo, on dit que w posséde un pole d’ordre n au

Zn
point oo.

3. Si aucun des deux premiers cas n'est vérifié, on dit que w posséde une singu-

larité essentielle au point co. ©

Une fonction w pseudo-analytique sur tout le plan complexe sera dite rationnelle

si elle ne possede comme seules singularités sur C U {oco} que des pdles. Autrement

6. Ces définitions sont basées sur des résultats obtenus dans le volume [3]
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dit, w est rationnelle si elle ne contient aucune singularité essentielle, sur C comme au
point co. La somme des multiplicités respectives de chacun des péles de w (incluant

le point 00) est appelée I'ordre de w.

Suite complétement normale

Introduisons maintenant un type de suite génératrice qui se révélera particuliere-
ment crucial pour la suite des choses (I’exposition donnée dans cette sous-section suit

celle de Bers dans [7]).

Définition 2.5.3 Soit une paire génératrice (F,G) sur le plan compleze. La paire est
dite compléte si les fonctions F' et G sont Hélder-continues sur le plan, si les limites
F(c0) et G(00) existent, si Im{F(00)G(00)} # 0 et si les fonctions F'(1/z) et G(1/2)
sont également Hoélder-continues sur le plan. Si, en plus, on a F(o0o) = G(c0) =1, la

paire (F,G) est dite complétement normale.

Remarque 2.5.4 Dans la définition précédente, les fonctions F'(1/z) et G(1/z) sont

définies en z = 0, en raison de l'existence des limites F(00) et G(00).

Définition 2.5.5 Une suite génératrice sur le plan constituée exclusivement de pai-

resss complétement normales est appelée suite complétement normale.

Il a été démontré par Bers (voir [7]) que toute paire génératrice complétement

normale est enchéssée dans une et une seule suite complétement normale.
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Puissances formelles globales

Définition 2.5.6 Soit (F,G) une paire génératrice sur le plan. On appelle puis-
sances formelles globales associées a (F,G), et l'on note Z™(a, zy; z) ot a € C,

20 € QL et n € N, les fonctions qui sont définies de la manicére suivante.

Tout d’abord, Z™(0,zy;2) = 0 sur C pour chaque n € N. Ensuite, pour a # 0 et
n =0, on définit
ZNa, z9;2) = MF(z) + pG(z),

ou A et p sont les uniques nombres réels tels que NF(z9) + uG(z) = a. Finale-
ment, pour n # 0, on définit 7™ (a, 29; 2) comme la seule fonction pseudo-analytique

rationnelle qui satisfait la relation

VAQIPIS

lim ‘< 2 70;2) =
o020 q(z — 2)"

et qui ne posséde aucun zéro ailleurs qu’en zy et aucun péle ailleurs qu’au point 0o

Le terme a est appelé le coefficient de la puissance formelle Z™ (a, 29; 2), le terme

zp est son centre et n est son exposant.

L’existence et l'unicité de chaque puissance formelle sont examinées (et démontrées)
dans [5]. Etalons quelques propriétés remarquables des puissances formelles. Pour la

démonstration, on a besoin d'un lemme qui se retrouve dans [5].

Lemme 2.5.7 Si une fonction pseudo-analytique w est telle que w ~ a(z — zp)"

[e] .
lorsque z — 2z, alors w ~ na(z — 20)" ' lorsque z — z. De plus, si w = O (|z|")

o] J—
lorsque z — 0o, alors w = O (|z|"1) lorsque 2 — oo .
7. Bien que le cas n = 0 soit différencié des autres valeurs de n ici, on pourrait en fait définir
ZO)(a, zg; z) de l]a méme maniére que les autres puissances et on obtiendrait toujours AF'(z) + uG/(z).
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Théoreme 2.5.8 (Propriétés des puissances globales)
Soit {(Fin, Gm)}, une suite génératrice complétement normale sur §). Pour chaque
m € 7, soit {Z™(a, 20;2)}°, la suite de puissances formelles associée d la paire

(Fin, Gr). On a, pour tout m € Z, que
(i)  Z™M(a,z20;2) ~ alz—2)" lorsque 2 — 2y ;

(i)  siag, ay € R, alors
Z(”)(ao-i—zal,zo, z) = aoZ(")(l 2052 )+alZ( )(z 205 2);

d B ,
(ii3) %Z}ff)(a,zo;z) = nZ,(:Hl)(a,zo;z) (ou n #0).
2
Preuve (i) C’est immédiat, par définition de la puissance globale.

(ii) Tout d’abord, on sait par définition que Z{™ (1, zo; 2) et Z\™ (4, zo; 2) sont (Fy,, Gn)-
pseudo-analytiques, donc la combinaison linéaire ag Z( )(1 zo,~) + ap ijj) (2, 205 2)

I’est également. Posons a = ag + ta;. On a ainsi que

ao Z8(1, 20:2) + a1 Z\V(i, 205 2)

lim

zZ—=z0 (Z_Zo)n

a ZWM(1, 2 a ZWM(i, 20 2
— _OhmM +—111mL0)

a 70 ( _ZO) a 720 (Z—Zo)n

a a; . ag +1a

a a a

Finalement, puisque les fonctions Z(™ (1, zg; 2) et Z™ (4, 29; 2) n’ont aucun zéro ailleurs
qu'en zp et aucun pdle ailleurs qu’en oo, il en va de méme pour la combinaison
ay Z\W(1, 205 2) 4+ aa ZUW (i, 20;2). On conclut donc que cette derniére satisfait tous
les critéres déterminant de maniére unique la puissance Z,(T?)(ao + iay, 20; 7).

U(Fn,Gm) o (n : : L
TZ’(")(G’ 20;2). Tout d’abord, on sait par propriété de la

(Frn, G )-dérivée que w est (Fi1, Gyr)-pseudo-analytique. Par le lemme 2.5.7, on

(iii) Posons w(z) =

peut affirmer que

z=z0 na(z — 29)" !

=1, (2.25)
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ce qui fait que w a un zéro d’ordre n—1 en zq. De plus, par la deuxiéme partie du lemme
2.5.7 et par la définition de Z{™(a, zy; z), w possede un péle dont 1'ordre maximal est
de n — 1. 1l est facile de voir que puisque Z,(,’:)(a, 20; z) Na aucun pdle sur le plan
fini, w n’aura lui non plus aucun péle sur le plan fini®. Comme une fonction pseudo-
analytique sur le plan posseéde exactement autant de poles que de zéros (théoréme
2.4.22), on établit non seulement que w posséde exactement n — 1 poles, tous en oo,
mais surtout que w possede exactement n — 1 zéros, tous en zy. Encore une fois,
on conclut que la fonction w satisfait tous les critéres qui caractérisent de maniére

. . n—1 '
exclusive la puissance anﬂ )(a, 205 2). [ |

Remarque 2.5.9 L’hypothese de compléte normalité sur les paires génératrices est
nécessaire simplement pour la derniére propriété. Les deux premiéres propriétés sont

donc vérifiées pour n'importe quelle suite génératrice sur €.

[’énoncé (iii) du dernier théoreme pave la voie a une nouvelle caractérisation

récursive de nos puissances formelles.

Corollaire 2.5.10 Soit {(Fn, Gr)}, une suite génératrice complétement normale sur
Q. Les puissances formelles définies plus tot peuvent étre générées grace a la formule

de récursion qui suit. Pour tout m € Z,

Z00(a, 20;2) = AF(2) + pG(z), ot \, i sont définies en 2.5.6;
A .
7MW (a, 29 2) = n/ Zf,::ll)(a, 20, 2)A(F G pour n > 0.
J zo

Preuve Soit n > 0. En (F,,, G,,)-intégrant entre zy et z de chaque coté de 'égalité

(iii) du théoreme 2.5.%, puis en utilisant le théoréme 2.4.17, on trouve

4
‘ . (n-1) i
7\ a, 2, 2) = n/ Tt (0,20, 2)d(p goy + $(20)F(2) + ¥(20)G(2),  (2.26)
20
8. Par sa définition, on remarque aisément que la dérivée généralisée, tout comme la dérivée
classique, n’introduit aucun pdle en un point fini ot il n’y en avait pas avant dérivation.
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ol ¢, correspondent aux parties de la (F,, G,,)-décomposition de Z{™(a, zy; ).

Par définition d’une paire complétement normale, les fonctions F,, et G,, sont
bornées sur le plan complexe (puisque F', G sont définies partout sur C et puisque

F(00) =1, G(o0) = 1), Par conséquent, la fonction
Wi(z) = ¢(20) Frn(2) +10(20) Gm(2)

est une fonction (F,,, Gp,)-pseudo-analytique bornée qui posséde un zéro en z = 2
(car W (z0) doit étre égale & la puissance nulle Z{™(a, zp; z) par définition de la

(Fn, G.m)—décomposition) :

Ceci signifie, par le théoréme 2.4.20, que W(z) = 0 sur C. [’équation (2.26) se

transforme donc de maniére a nous offrir la solution recherchée. [ |

Voici un schéma illustrant la récursivité présentée.

3 3 3

z® AR A% A
dir,G dirm .G d(ry, G
S R

A AR 2% Z
d G d F1.G d(r G
RS

A8 AR z z{V
dir.c) A 1) d(F3,Go)
N R N
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Remarque 2.5.11 Le corollaire 2.5.10 fournit une procédure explicite pour géné-
rer les puissances formelles associées a une paire génératrice complétement normale
(F,G) = (Fy, Go). L'accés a cette procédure est toutefois conditionnel a la possession
de la suite génératrice complétement normale dans laquelle (F,G) serait enchdssée.
Cette restriction est beaucoup plus encombrante qu’il n’y parait. En effet, il n’existe
a U'heure actuelle aucune technique générale permettant a coup sur de batir une suite
génératrice au milieu de laquelle une paire génératrice quelconque (F,G) serait en-
chassée. La demande supplémeniaz’re de compléte normalité ne fait qu’exacerber le
probleme. Ceci fait de la construction de suites génératrices un des principaur enjeuz

de la théorie des fonctions pseudo-analytiques.

Au-dela d’une simple définition, les puissances formelles constituent la généralisa-
tion directe des puissances classiques. En d’autres mots, les puissances Z,(;‘)(a, 20; 2)
sont aux fonctions (£}, G, )-pseudo-analytiques ce que les puissances a(z — 2o)" sont

aux fonctions analytiques (le lien entre les deux pouvait déja étre deviné grace a (i)).

Dans 'analyse complexe classique, les puissances a(z — zg)™ jouent un réle fonda-
mental pour la caractérisation des fonctions analytiques. On peut penser, par exemple,
aux séries de Taylor ou au théoreme d’approximation de Runge. Il est donc légitime de
se demander si les puissances formelles pourraient jouer un réle analogue pour les fonc-
tions pseudo-analytiques. Il s’avere que plusieurs résultats de cette nature existent.

Le reste de cette section sera consacré a présenter les plus intéressants d’entre eux.

Séries de Taylor généralisées

Pour pouvoir définir une généralisation des séries de Taylor pour les fonctions

pseudo-analytiques, on a besoin des deux théorémes suivants, prouvés dans [5].
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Théoréme 2.5.12 La limite d’une suite uniformément convergente de fonctions

pseudo-analytiques est pseudo-analytique.

Théoréme 2.5.13 Si la suite de fonctions pseudo-analytiques (wy,);<., converge nor-
. - . ©
malement vers une fonction w sur un domaine D, alors la suite (wy,)S2, converge

@)
normalement vers w sur D.

Supposons, d’abord, que la série

> 28" (an, 20; 2) (2.27)

n=0

converge normalement vers une fonction w (pseudo-analytique, par le théoréme
N

o . . . n .
2.5.12) sur un domaine D qui contient zg. Posons wy = zim G, 20, 2). On sait
0
n=0
que wy converge normalement vers w. Par le théoreme 2.5.8, on a donc

X diry.Go) i)
o ( Fp,Go n .
Wy = = 75 (an, 20; 2)
n=0 ~

N
= Z n Zf"_l)(an, 20;2) .

n=1

Par le théoreme 2.5.13, on obtient ainsi la convergence normale suivante sur D :
o~ (1)
< n—
w = ZTL Z; (anv20§z) :
n=1

En reprenant itérativement ce raisonnement, on trouve la relation générale suivante
pour k € N
W o_ N k)
k] ' n— .y
w — Z (TL — k')' Zk (an>20>~) )
n=k :
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ou la convergence en question est normale sur D. En prenant la valeur particuliére

2z = 2, on découvre

0 |
] — _ ™ k) -
w (ZO) ; (n N k)' k (a’TLu 20, 0)

K
= —le(amZo;Zo)

o!

o

— k!()\Fk(Zo) + /‘Gk(ZO))

= k!ak_ N

ce qui nous donne la relation

o
@ = wT('O) . (2.28)

Définition 2.5.14 On appelle série de Taylor généralisée de w autour de 2z

la série (2.27), avec les coefficients a,, définis par (2.2%).

Quelques résultats de complétude

Cette sous-section présente certains résultats de complétude pour les puissances

formelles. Les preuves, épargnées ici, peuvent cependant étre trouvées dans [3] ou dans

6].

Remarquons, comme premiere relation élémentaire, que la série de Taylor d'une

9. La puissance Zin_k)(an, Z0; 7o) est une intégrale de zp & zg (donc nulle) & moins que 'exposant
n — k soit 0.
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fonction représente toujours cette fonction lorsque ’on tend vers zp, c’est-a-dire que

N [n]
w(z) =Y Zén) (%, zo;z> = O(|z — zo|™") lorsque z — 2y . (2.29)

Théoréme 2.5.15 Soit w, une fonction pseudo-analytique définie pour |z — zp| < R.

0 [n]
- w .
Alors, la série Z(()n) (—',zo; 2| converge normalement pour |z — 29| < OR, ot ©
n!
n=0

est une constante positive qui dépend uniquement de la suite génératrice.

Le prochain résultat présenté est un analogue du théoréme de Runge de ’analyse

classique.

Théoréme 2.5.16 (Runge pseudo-analytique) Soit un domaine simplement
connexe ). Alors, pour toute fonction pseudo-analytique w sur 2, il existe une suite
de polynémes formels (combinaisons linéaires de puissances formelles) qui converge

normalement vers f sur 2.

Remarque 2.5.17 En utilisant la propriété (ii) du théoréeme 2.5.5, on est en

mesure de développer davantage le théoreme précédent jusqu’a en conclure que

{Zén)(l,zo;z) ; Zén)(z',zo;z)}ooo est complet pour l’espace des fonction pseudo-
n= .

analytiques sur €.

Puissances formelles locales

Supposons maintenant que l’on possede une suite génératrice quelconque sur un
domaine quelconque (possiblement borné) 2. Alors la relation (2.26) peut toujours

étre utilisée!
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Définition 2.5.18 Soit {(F,, Gn)}S__,, une suite génératrice quelconque sur le
domaine 2. On appelle puissances formelles locales associées a (F,G), toujours
notées Z™ (a, zp; 2), les fonctions définies selon la formule récursive suivante. Pour
n=20, on a

Z%a, 20;2) = AF(2) + uG(z),

o A ety sont les uniques nombres réels tels que ANF(zg) + uG(20) = a. Pour n # 0,

on a

Z"(a,z9;2) = n / Zf:jll)(a,zo; 2)d(Fr G (2.30)
E)
Etalons quelques propriétés remarquables des puissances formelles locales.

Théoréme 2.5.19 (Propriétés des puissances locales)
Soit {(Fin,Gm)}, une suite génératrice sur ). Alors, pour tout n € N et pour tout

m € Z, on a que
(i)  Z{(a,z;2) est une fonction (Fy, Gy)-pseudo-analytique ;
(ZZ) Vao,a1 eR Z7(7?)(CL0+Z.G'1,ZO;Z) = Qg Z,,(r?)(l,Zo;Z) + a; ZT(rTll)(Z-,ZO;Z);

dow - N
(117) %Zﬁ?)(a,%ﬂ) = nZ,(T'le)(a,zo;z)-

() ZM(a,2;2) ~ a(z— 2)" lorsque z — 2 .

Les puissances locales, non soumises aux mémes exigences restrictives que les puis-
sances globales, présentent un intérét moindre. Cette réalité est bien visible par les
résultats de complétude, qui se font plus rares'”. Que peut-on obtenir & partir des
puissances locales? Notons d’abord que la relation asymptotique (2.29) reste valide
pour les puissances locales. On est aussi en mesure de grappiller le théoréme suivant,

tiré de [7], qui fait appel aux suites génératrices périodiques.

10. A la section 4 du mémoire, on discute d’un lien possible entre les deux types de puissances,
permettant d’adapter certains résultats seulement & partir de puissances locales.



Chapitre 2. Notions préliminaires 43

Définition 2.5.20 Une suite génératrice {(Fy,, G} est dite périodique s’il existe
un entier positif r tel que pour tout m € Z, la paire (Fy, (v, Gimir) posséde les mémes

coefficients caractéristiques que la paire (F, Gr,)

Théoréme 2.5.21 Soit une fonction w pseudo-analytique dans un domaine §2. Si les
puissances formelles locales utilisées ont €té construites a partir d’'une suite génératrice
périodique, alors la série de Taylor généralisée engendrée converge dans un certain

voisinage de son centre.
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3.1 Introduction

Supersymmetric quantum mechanics (SUSY QM) [, 9] provides an interesting
framework to investigate the problem of spectral equivalence of Hamiltonians, which,
historically, has been constructed as a factorization method in quantum mechanics
[10] and as Darboux transformations in mathematical physics [11, 2, 12]. The SUSY
QM systems with an arbitrary (d > 1) dimensionality of space were constructed
and investigated in and, in the last ten years, more attention has been given in the
literature to the study of multidimensional — especially two—dilhensiona.l — problems
in SUSY QM [13, 14, 13]. Such multidimensional models contain matrix potentials
[16] which are not particularly exotic in quantum mechanics. For instance, the two-
dimensional generalization of SUSY QM considered in this paper was successfully
used by Toffe et al. to describe the spectrum of the Pauli operator describing spin 1/2

fermion in the external electrostatic and magnetic field [17, 18, 19].

On the other hand, theory of pseudoanalytic functions [5, 20, 21, 22, 23] is one of
the classical branches of complex analysis extending the concepts and ideas from ana-
lytic function theory onto a much more general situation and involving linear elliptic
equations and systems with variables coefficients. Its development in forties-fifties of
the last century was fast and deep and historically represented an important impulse
to the progress in the general theory of elliptic systems. Nevertheless the important

obstacles for a further development of pseudoanalytic function theory were its limited
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practical applications together with the fact that many important results remained in
the level of existence without a possibility to make them really applicable for solving
problems of mathematical physics. Recent progress in pseudoanalytic function theory
reported in [6] shows its deep relation to the stationary Schrédinger equation and
more general linear second order elliptic equations and includes new results which
allow one to make the basic objects of the theory and their applications fully explicit.
Among other results it is worth mentioning the possibility to obtain complete systems
of solutions to second order elliptic equations with variable coefficients and their use

for solving related boundary and eigenvalue problems.

3.2 Pseudoanalytic function theory

This section is based on some results presented in [5, 20, ¢i]. Let © be a domain in
R2. Throughout the whole paper we suppose that §) is a simply connected domain and

1,0 .0 1,90 .0
use the usual notations z = z+ly, Z = r—iy, 0, = 5 (——i—) and 0z = = (—+i~).

Definition 3.2.1 A pair of complex functions F' and G possessing in §) partial deri-
vatives with respect to the real variables x and y is said to be a generating pair if it

satisfies the inequality

Im(FG) # 0 in 2. (3.1)

The inequality (3.1) means that F' and G are independent in the sense that any

complex-valued function W defined in €2 can be uniquely expressed in the form
W =oF +9yG, Vzel),

where ¢ and 9 are two real-valued functions of the variables  and y. In other words,

the pair (F, G) generalizes the pair (1,i) corresponding to the usual complex analytic
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function theory. Sometimes it is convenient to associate with the function W the

function w = ¢ + iyy. The correspondence between W and w is one-to-one.

Definition 3.2.2 Let (F,G) be a generating pair in Q and the function W = ¢F+4G
be defined in a neighborhood of zo € 2. We say that the function W possesses the
(F, G)-derivative W at 2q if the (finite) limit

° d(pyg)W

W (z0) = i W(2) = d(20)F(2) = d(2)G(2)

dZ 2=2p 220 z — Zo

exists, where ¢(z) and ¥(29) are the unique real constants such that W{z) =

¢(20) F'(20) + % (20)G(20)-

Theorem 3.2.3 [5] Let (F,G) be a generating pair in some open domain §2 and
W e CYQ). The (F,G)-derivative W exists and has the form

W = (8,8)F + (8,4)C = ,W — AW — BW (3.2)

if and only if
oW = aW + bWV, (3.3)

where a, b, A and B are called the characteristic coefficients associated with the pair

(F,G) in Q, defined by the formulas

Fo.G — Go-F FO,G — GO F
S A Ve e "= hre =R TG
F9.G — GO.F F3.G — GO, F
— - _ Z— _Z :B — Z_ _Z ]
A=A FG - FG B=bwre ="pa "Fa

Notice that FG — FG = —2iIm(FG) # 0 from (3.1).
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Equation (3.3), generalizing the Cauchy-Riemann system, is called the Ve-
kua equation. A function such that W exists everywhere on Q is called (F,G)-

pseudoanalytic function.

Remark 3.2.4 We notice that the Vekua equation (5.3) can be rewritten in the form
¢zF + ;G = 0. Also, the functions F and G are (F,G)-pseudoanalytic functions
where J% =0= (O?

Definition 3.2.5 Let (F,G) and (F1,Gy) - be two generating pairs in Q. (F1,G1) is
called successor of (F,G) and (F,G) is called predecessor of (F1,G1) if

a(Fl,Gl) = a(pyc;) and b(Fl,Gl) = —B(ch;). (3.4)

This definition arises naturally in relation to the notion of the (F,G)-derivative due

to the following fact.
Theorem 3.2.6 Let W be an (F,G)-pseudoanalytic function and let (Fy,G) be a

successor of (F,G). Then W is an (F1, Gy)-pseudoanalytic function, i.e.

W = a(ryen)W + bp . ayW = apeyW — BiroyW.

This process of construction of new Vekua equations associated with the previous ones

via relations (3.4) can be continued and we arrive at the following definition.

Definition 3.2.7 A sequence of generating pairs {(Fmn, Gm)}, for m € Z, is called a
generating sequence if (Froy1, Gmy1) 15 a successor of (Fin, Gr). If (Fo, Go) = (F,G),
we say that (F,G) is embedded in {(Fp, Gm)}.
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We say that two generating pairs, (F,G) and (F,G) are called equivalent if F' =
a1 F+a12G and G = an F'+a2G, the aj, being real constants. A generating sequence
{(Fm,Gnm)} is said to have period p > 0 if (Fryqp, Gmyy) is equivalent to (F,, Gm),

that is their characteristic coefficients coincide.

Let W be an (F, G)-pseudoanalytic function. Using a generating sequence in which

(F,G) is embedded we can define the higher derivatives of W by the recursion formula

W[O] _ W W,[m_'_l] _ d(Fm'Gm)M/['m]

Az , mec Zzo.

Let (F, G) be a generating pair in 2. Its adjoint generating pair (F, G)* = (F*,G*) is
defined by the following formulas

F* e — .
FG - FG’ FG-FG
The (F, G)-integral is then given by

[ Wdir)z = F(21)Re [ G'Wdz +G(z1)Re | F'Waz, (3.5)
r r r

where ' is a rectifiable curve leading from 2y to z;.

If W = ¢F + 4G is an (F,G)-pseudoanalytic function where ¢ and 1 are real

valued functions then
/ Wdireyz = W(2) — ¢(20) F(2) — ¥(20)G(2).
20
This integral is path-independent and represents the (F, G)-antiderivative of w.

Definition 3.2.7 of generating sequence is the main ingredient for obtaining the
explicit form of formal powers for a certain Vekua equation. Briefly speaking, formal

powers are solutions of a Vekua equation (3.3) generalizing the usual analytic powers
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{(z — zo)"}::O in the sense that locally when 2z — 2 they behave asymptotically like
the usual powers and under some additional conditions on the coefficients a(r ) and
br,c) they form a complete system in the space of all solutions of the Vekua equation
in the same sense as the analytic powers {(z - zo)”}:ozo form a complete system in

the space of analytic functions.

Definition 3.2.8 The formal power Zf,?)(a, 20; 2) with center at 2y € ), coefficient a
and exponent O is defined as the linear combination of the generators F,,, G, with
real constant coefficients A, p chosen so that NFy,(20) + uGm(20) = a. The formal

powers with exponents n € Z~q are defined by the recursion formula

Z£?+1)(a7 20, Z) = (n + ].) / Zﬁ?—%—l(a7 205 C)d(F'nth)C (36)
20

The following properties can be derived from this last definition.

1. Z{(a, 20; 2) is an (Fy,, Gy,)-pseudoanalytic function of 2.

2. If a; and a, are two real constants, then Z{(a; +iag, 20; 2) = a1 Z{V (1, 20; 2) +
(ZQZ?S_?)(i, 20, Z).

3. The formal powers satisfy the differential relations

Z(n) B n—
d(meGm) dm (a,zo,Z) = annJrll)(a’ZO;Z)-
z

4. The asymptotic formulas

Jim Z(7(a, 20;2) = alz = 20)",

hold.
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It follows from (3.6) that once the generating sequence {(F,,G,,)} is known, the
formal powers Z,(,"]') (a, 20; 2), n € Zo, can be obtained by successive integrations. The

scheme of the (Fy,, G,,)-derivatives is the following :

dire) d(r .6 d(r.65)
N dz N dz N dz
1 1 1
ZMm 7z 7z 7z
dira) d(r 1) d(r,,62)
N dz N dz Ny dz
0 0 0
AC AR AR 7z

Definition 3.2.9 Let W(z) be a given (F,G)-pseudoanalytic function defined for

small values of |z — zo|. The series

Z™ (an, 20; 2)
n=0
with the coefficients given by
Wl ()
ap, =
n!

is called the Taylor series of W(z) at zy, formed with formal powers.

Definition 3.2.10 A generating pair (F,G) is a called complete if these functions
are defined and satisfy the Holder condition for all finite values of z, the limits F(0o)
and G(00) exist, Im(WG(oo)) > 0 and the functions F(1/z), G(1/z) also satisfy
the Hélder condition. A complete generating pair is called normalized if F(oc0) = 1

and G(o0) = 1.

For now on we assume that (F,G) is a complete normalized generating pair. Then

the following completeness results were obtained. (Following [5], we shall say that a
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sequence of functions f, converges normally in a domain 2 if it converges uniformly

on every bounded closed subdomain of €.)

Theorem 3.2.11 (Expansion theorem [7]) Let W be an (F,G)-pseudoanalytic

function defined for |z — 29| < R. Then it admits a unique expansion of the form

W(z) = > Z™(an, 20; 2) which converges normally for |z — 2| < OR, where § is a
n=0

positive constant depending on the generating sequence.

Theorem 3.2.12 (Runge’s approximation [7]) A pseudoanalytic function defi-
ned in a simply connected domain can be approached by a normally convergent se-
quence of formal polynomials (linear combinations of formal powers with positive ex-

ponents).

3.3 Two-dimensional SUSY QM

In [9] Witten proposed the conventional one-dimensional SUSY QM characterized

by the simplest realization of the supersymmetric algebra

{Q1,Q =18, [H,Q%=0, {Q",Q")={Q,Q7}=0, (3.7)

where {A, B} = AB 4+ BA and [A, B] = AB — BA. The operator H is the superha-
miltonian represented by the diagonal matrix diag(H®, HY), with H® = ¢t¢~ =
—? 4+ VO HY = g¢t = =324+ VW, ¢F = 04+ 9y and 9 = di The su-
percharge operators QF are off diagonal matrices with elements ¢*. The function
called the superpotential is a smooth function defined via the zero-energy wave func-

tion ¥y = exp(—yx) of the Schrodinger equation H®, i.e. H® = 0 (possibly after an

appropriate choice of the origin for the energy scale). The (anti)commutation relations
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of SUSY algebra (3.7) mean, respectively, factorization of Hamiltonians, intertwining

of H® with ¢* and nilpotent structure of supercharges.

Let us now consider the two-dimensional case where for convenience we use the
notations (z,y) = (z1,22), 0/0z = 0, and 0/0y = 0;. The direct generalization of
SUSY QM [24, 25, 2] satisfies the conventional Witten’s SUSY algebra (3.7). The 4 x 4

superhamiltonian is realized by the block diagonal matrix

HO9 0 0
H=| o H) o |,
0 0 H®

with the supercharges operators

0 0 0 0 0 ¢f ¢ O
X 0 0 0 X X 0 0 0 pT
=" and Q™ = (QY) = t
g 0 0 0 00 0 p;
0 pf py O 00 0 0
where
2
k=1

Here x € C?(Q, R) is a real-valued function of the variables x = (x1,z2) and €, is the
fundamental antisymmetrical tensor. In particular, we observe that (Qi)2 = 0 from
(3.7) imply that

2 2
> pigr =0 and > gipy =0. (3.9)
k=1 k=1
Moreover, a direct calculation from (3.8) shows that
9,7, g1 = 20,0;x.

From the first equality {Q*,Q~} = H in (3.7) the two scalar Schrodinger operators

CHO H® and the 2 x 2 matrix Schrédinger operator Hi(jl) are expressed in terms of
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the components of supercharges :

2
HO = Y gfgr = —-A+U9 = A+ Y (8x)* - 8%,

k=1 k=1
2 2
H® = S pipy =—0+UP = —A 4+ (8x)% + 02, (3.10)
k=1 k=1

HY = ¢ ¢f +ppf = 6i,HO +20,0,x,

where §; ; is the Kronecker delta, A = 87+93 and the zero-energy wave functions of the

scalar Hamiltonians H(© | H® are written as 1} = e X and y{” = eX, respectively.

The quasi-factorization in (3.10) ensures that the commutation relations in (3.7)
holds, and leads to the following intertwining relations for the components of the

superhamiltonian H:

2 2
1 _ _
H(o)q;r _ Z q,J{H,E, ) g HO — Z Hi(é)qk 7

100

k’zl Ic;l (311)
1 — 1) —
H(Q)p;r = ZPZHI(n)> D; H® = Z Hi(lc)pk'
k=1 k=1

These intertwining relations (3.11) imply that components of the vector wave func-
tions of the matrix Hamiltonian H,;(];) are connected (up to a constant) with the wave

functions of the scalar Hamiltonians H© and H® :

M E) = g O E), oM (x; E) = prp@(x; B),
) (3.12)
gV (xE), I(xE) =Y pivl (x; B).

1 k=1

] w

YO (x; E) =
k

We remark that H© and H® are not intertwined with each other and are not (in
general) isospectral, nevertheless relations (3.12) lead to the connections between the
spectrum of the matrix Hamiltonian HY) and the spectra of the two scalar ones
HO H®

HU = EV, H=diag(HY, H®), ¥ = 7 (3.13)
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and

HY® = B2, &= (i, vi))T. (3.14)

Here ‘equivalence’ means coincidence of spectra up to zero modes of the operators
g, pi. Using relations (3.12) the two-dimensional Darboux transformations [2, 12] D

and D' are defined by

o=pv, p=|" M (3.15)
g4 P2
and
+ o+
v-pie, pi=| " | (3.16)
P 3
where
D'D=H,  DD'=HWY. (3.17)

Moreover, pseudo-Darboux transformations D; and DI can be defined as

- - + 4+
p,=| M and  Di=| T2 " | (3.18)
% a P gl

ay  -mf )

where DlDI =H, DJ{DI = HY and HY := (1) (1)
—H21 H22

3.4 Pseudoanalytic functions and SUSY QM

Let us define first the following complex operators :

VZ@—azXC? V:az_azXC>
(3.19)
Vi=8+0.xC, Vi=0,+0dxC,
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together with the operators projecting the real and imaginary parts

1 1
Pt = (I P =_—(I-
S1+0), H(1=0),

where C' represents the complex conjugate operator. Operators (3.1%) are related by

the complex conjugate operator C' as
CV=VC and Ccv,=V,C. (3.20)

Defining now the operator P : C — R? by Pw = (P~, P*)Tw, we obtain the following

result.

Theorem 3.4.1 The following operator equalities hold :
DP=2PV, D'P=-2PV,, DP=2PV,,  DIP=-2PV, (3.21)

for any differentiable complex-valued function in Q. Moreover, the following factori-

zation are obtained

HP = —4PVV HOP = —4PVV,, HOP = —4PVV),

(3.22)

for any twice differentiable complex-valued function in €.

Proof Let w = w; + iwy be differentiable in §2, then

g Wo (01 + O1x)we + (=0 + Do x)wy
DPw = =
4 —a w (02 + Oax)we — (=01 + O1x)wn
— P[(al —i05) (wn + fwn) — (B — B2)x - (wy — iwg)]

= 2PVw.
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Other equalities in (3.21) are shown in a similar way and operator equalities (3.22)

are the results of (3.17) and (3.21). |

Remark 3.4.2 We note in particular that for any real-valued function in C*(Q) we

obtain the factorizations

HO = 4iV\Vi=4iV Vi, H® = 4}V = —4V,V,
HY +iHY) = 4iVVii, HY +ial) = —4v,

HY +iHY) = 4V Wi, HY 7Y = —avV,.

Remark 3.4.3 Operators H and HY can also be written in terms of complex ope-
rators 0., O as
|0.x|* — 820.x

H=—-A+4 (3.23)
10.x[* + 0:0.x

and

9,x|? + Re &2 — Im 6?2
HY = A +4 19:x] X X : (3.24)
—Imd2x  18:.x]* — Redx

Remark 3.4.4 From equation (5.73) we see that potentials U®?) defined in (3.10)
can be written in the form

1
8:R+ |R|> = ZU<‘l2>,

where R = —8,x for the potential U®) and R = 8,x for the potential U, This
equation corresponds to the complex Riccati equation (see [6] for more details on this

equation ).
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Let us now consider the Vekua equation VW =0, i.e.
OsW = 0:x W in Q. (3.25)

We call this equation the main Vekua equation. A generating pair for equation
(3.25) is given by
(F,G) = (eX, ie7X), (3.26)

such that apey = A(re) = 0, birey = Ozx and Brg) = 0.x. In this case, we note

that from (3.2) the (F, G)-derivative is given by

° _ d(F,G)W

W T = (0. - 0 C)W = VW = (CVOW,

where second and last equalities come, respectively, from (3.2) and (3.20). Also from
(3.3) and (3.4) we observe that for any given successor (F, Gy) of the pair (F,G) the

(£}, G1)-pseudoanalytic functions satisfy Vekua equation

vl'lU = O,

o

where, in particular from theorem 3.2.6, we have V1WW = 0 when W satisfies the main

Vekua equation (3.25).

Theorem 3.4.5 Let W € C3(Q) be a solution of the main Vekua equation (3.25).
Then ¥ = PW and ® = PV(I)/ are real-valued wave function solutions in the kernel of

H and HY | respectively.

Proof Since W satisfies the main Vekua equation VIW = 0 we know that W

exists and is given by W = VW. Moreover, we have that V;IW = 0 such that

- — 1
0=WVW = 0=PWW= _ZHPW’
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where the last equality comes from (3.22). Also, using again (3.22) we easily find that

HYPW = —4PVV,W = 0.

[
This theorem can be summarized in the following commutative diagram :
WekerV 25 U= (ImW, ReW)T € ker H
— d
V=9 D (3.27)

dz

WekerV, -5 ®=(ImW, ReW)T € ker HY.

Note that the operator 0; applied to a real-valued function ¢ can be regarded as
a kind of gradient, and if we know that 0z¢ = ® in a whole complex plane or in a
convex domain, where ® = ®, + i®, is a given complex valued function such that its

real part ®; and imaginary part ®, satisfy the equation

OQCDI - 81CI>2 — 0, (328)
then we can reconstruct ¢ up to an arbitrary real constant ¢ in the following way

3z, y) = 2 (/ (¢, b)de + /by c1>2(a,n)dn) +c (3.29)

where (a, b) is an arbitrary fixed point in the domain of interest. Note that this formula

can be easily extended to any simply connected domain by considering the integral
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along an arbitrary rectifiable curve I" leading from (a,b) to (z, )

oz, y) =2 </r & dx + <I>2dy) +c.

By A we denote this integral operator :

A[)(z, ) = 2 ( /F By + @Qdy> |

Thus if ® satisfies (3.23), there exists a family of real valued functions ¢ such that

dz¢ = @, given by the formula ¢ = A[®].

In a similar way we introduce the integral operator

A[d](z,y) = 2 (/F Oy dz — @Qdy) ,

corresponding to the operator @, and applied to complex functions whose real and

imaginary parts satisfy the condition
82@1 + 81@2 = 0.
Theorem 3.4.6 [26] Let W € ker H®) in a simply connected domain Q. Then the

real valued function Wy € ker HO such that W = W, +iW, is a solution of (3.25), is

constructed according to the formula

W, = e XA[ie*0z(e™XW))]. (3.30)

Given a function Wy € ker HO | the corresponding function W, € ker H®) such

that W = Wy + iWy is a solution of (4.25), is constructed as follows

V[/l = —exﬁ[ie*Q’cag(eXWQ)]. (331)
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Remark 3.4.7 Note that when x = 0 equations (3.30) and (3.71) are the well-known

formulas in complex analysis for constructing conjugate harmonic functions.

The following statements are direct corollaries of theorems 2.-1.5, 3. 1.6 and of the
convergence theorems 3.2.11 and 3.2.12 from Bers [3, 7]. We suppose that § is a
2 NS

bounded simply connected domain where the generating pair (3.26) is complete and

normalized.

Theorem 3.4.8 Any real-valued continuously differentiable wave function

U = (O pNT € ker H defined for |z — 20| < R admits a unique expansion of the

form
() © ( ImZzZ® (aglo , 205 2)
v |V -y ) | (3.32)
e n=0 \ Re Z"(a{? zy:2)
aéo) WO (2) d ay) 1 dF,_,.6.-1) W (z)
= an == 1
a(()z) W () a? n! dz W@ ()

whelr‘e W(O) — f(O) + 177/)(0)) f(O) — _eXZ[ie_zxaz(eX/l/)(o))] and W(Q) — 77[)(2) + lf(z)
@ = e XAlie™ 05 (e X9p())].

Expansion (3.32) converges normally for |2 — zo| < R.

Proof Let us first consider the component %(© of ¥. From a continuously differen-
tiable function 1/)(0) in the kernel of H©® we construct a continuously differentiable
solution WO = f(O 1 i) of the Vekua equation (3.23), where f© is given accor-
ding to equation (.‘-3,;}1) of theorem 3.4.6. Then from the expansion theorem 3.2.11
we obtain W Z AL ) 20; z) and first component of the vector in equation
(3.32) follows dlrectly Note that in theorem 3.2.11 we have § = 1 for the complete

and normalized generating pair (3.26) of the considered domain 2 (see [7] for details).

The second component (2 of ¥ is calculated in a similar way. [ ]
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Theorem 3.4.9 In a bounded simply connected domain Q0 such that x € C*(Q) the

sets of functions
>0

{ImZ(”)(l,ZO;z), ImZ(”)(i,zO;z)}| (3.33)
n=0
and
{ReZ(")(l,ZO;z), Re ZM(i, zo;z)} (3.34)
n=0

represent complete systems of solutions for the continuously differentiable functions

of the kernels of H® and HY), respectively.

Remark 3.4.10 This theorem means that any continuously differentiable element in
the kernel of H© (HW) can be represented by a normally convergent sequence of
formal polynomials formed by imaginary (real) parts of the functions Z™ (1, zy; 2)

and Z"™ (i, 29; 2) in any bounded simply connected domain Q.

Proof Due to property 2 of formal powers we have that for any coefficient a € C
the formal power Z™(a, 2o; z) can be expressed through Z™(1, zy; 2) and ZM (i, z0; 2).
Then due to theorem 3.2.12 any continuously differentiable solution W of (3.25) can be
approached by a normally convergent sequence of linear combinations of Z M)(1, 29; 2)
and Z™ (i, zy; z). Indeed, from theorem 3.4.6 every continuously differentiable func-
tion in the kernel of H(® (HW) is the imaginary (real) part of some continuously
differentiable solution of (3.25), we can therefore conclude that every continuously
differentiable function in the kernel of H(® (H(l)) can be approached by a normally
convergent sequence of linear combinations of imaginary (real) parts of Z(" (1, zg; 2)

and ZM (i, zp; 2). [ |
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3.5 Separation of variables and transmutation

operators

In pseudoanalytic function theory an important problem is to find the generating
sequence (3.2.7) such that a generating pair (F,G) of a given Vekua equation is
embedded and then use this gererating sequence to explicitly construct formal powers
(3.2.8) of the Vekua equation. For Vekua equations in the form of the main Vekua
equation (3.25) some results have been achieved by Bers [5] and, more recently, by

Kravchenko [6]. In what follows we present some of these results.

Let us first introduce orthogonal coordinate systems in a plane defined (see [27])

from Cartesian coordinates x,y by means of the relation
u+iv = &,

where ® = ®(z + iy) is an arbitrary complex analytic function, v = u(z,y) and

v = v(z,y). Quite often a transition to more general coordinates is used

{=¢&u) and n=nv).

Example 1 Polar coordinates can be defined as

u+iv=In(z+1iy), w=Iny/z?+y? ©v=arctan Y

X

More frequenly polar coordinates are introduced as

— y
r=e*=/2?2 +y% @ =v=arctan>.
T
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We can also define parabolic coordinates as

utiv=1/20x+1y), uvu=+vVr+z, v=+r—uzx

Usually the following new coordinates are introduced :

Other orthogonal coordinate systems (elliptic, bipolar) can be introduced in a si-

milar way (see [6, 27]).

Theorem 3.5.1 [6, 25] Let F' = eX and G = ie™ where x = x1(u) + x2(v), X1, X2
are arbitrary differentiable real-valued functions, ® = u+iv is an analytic function of
the variable z = z, + ixo in ) such that 0,9 is bounded and has no zeros in ). Then
the generating pair (F, G) is embedded in {(F,,, Gn)}, a generating sequence in §2
given by

((3Z¢>)me’<1+’<2, (6Z®)mie‘(X1+X2)), m even,
(Fm, Gm) =
((32@)m'e_X1+X2, (6Z®)m'ieX1‘X2), m odd,

for all m € Z.

This theorem opens the way for explicit construction of formal powers correspon-
ding to the main Vekua equation (3.25) when y is separable in terms of orthogonal

coordinates u(z,y) and v(z,y) in the plane.

For the Cartesian coordinates Bers obtained elegant explicit formulas for the for-
mal powers [5]. In this case the separable form of ¥ = x1(z) + x2(y) allows us to

write down a generating pair (F,G) = (eX1tX2 je~(a+x2)) as well as the generating
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sequence of period two (except when y;(z) = 0, then the period is one) embedding

this generating pair

(F_‘ G) — (eXH-Xz, ie*(XH—X'z)), (FI;GI) — (e—xﬁ-xz7 ieXI_X'Z),
(3.35)
(F27G2):(F7G)7 (F37G3):(F17G1)>"'

For simplicity we assume that x1(0) = x2(0) = 0. In this case the formal powers are

constructed in an elegant manner as follows. We define the auxiliary functions

X)) = X)) =YOry) = YO(y) =1, (3.36)
with .
XM (g) = n/X("_l)(s) exp {(—1)"‘2)(1(3)} ds, (3.37)
X™(z) = n/j(v("’l)(s) exp [(—1)"“2){1(3)} ds, (3.38)
YO (y) = n [y (s) exp [(-1)"2xa(s)] ds, - (339)
YO(y) = n [Y0D(s) exp [(=1)12xa(s)] ds, (3.40)

where z5 = (o, %) is an arbitrary fixed point in 2. Then for a = a; + ia; we have
Z™(a, 29, 2) = €72 Re , Z2M(a, 2p; 2) + 1e” XD Im , Z(M (a, 20; 2), (3.41)

where

Z™a, 205 2) =
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We introduce the infinite systems of functions

1@ X (K (2} k odd e xi@X®) (1) k odd
or(z) = . eulz) = (3.42)
eXl(I):XT(k’) (il?), k even e_X1(I)X(k) (T), k even
and
WY k) (y) | odd e—xz(y)f/(k)(y), k odd
Ue(y) = , kly) = (3.43)
ey (k) (y), k even e~ x2WY W () k even,

where k € Z>g.

Example 2 Consider the case when the superpotential is identically zero, i.e. x = 0.
Then it is easy to see that we have @p(x) = Ge(z) = (z — 20)* and Yr(y) = Yr(y) =
(y —yo)* for k € Zso.

Using property 2, following definition 3.2.8, every formal power Z(™(a, z; z) can
be expressed in terms of a linear combination of the formal powers Z(™(1, z9; 2) and
Z™(i, 20; ) which can be explicitly written in terms of the infinite systems of functions

(3.42) and (3.43) as
Z(O)(l, 20;2) = F = pothg = eXitxe, Z(O)(i, 20:2) =G = 1@07’50 — ie—(xﬁxz),

and, for n > 0,

1
= n . . n . -~
Y. (- (‘?k) Pnooptoe +1 Y (—1)F (‘?k + 1) On—2k-1%2k+1, nodd
Z(n)(l, 20; Z) — k=0 = ) k=0 Z
Tl/2 ; 5(71 — 2) . -
Z(‘l)k ( ) On—2ktak +1 Z (-1)* ( . )@n—zk—lwkﬂ, n even
2k P 2k + 1

k=0
(3.44)
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n even.

L 1
¢ n . fn\_ -
Z (_1)“1 (% 1) On—2k—1%2k+1 1 Z (—1)" <2k> Gr—optor, n odd
- k=0 + —~ ;
Z(n)(lazo;z) = 1
5(774 - 2) . n n/2 A ~
_\kF . , iy L
I;) (—1) (2k+1><ﬂn 2%—1%2k+1 +1I;)( ) (213)@" ok,

(3.45)

The (F,G)-derivative of formal powers Z(™ (a, 29; z) can be obtained using theo-
o (n)
rem 3.2.3, i.e. Z (a,20;2) = 0,Z2™(a, 20; 2) — (0.x) 2™ (a, 20; 2). However, it is more

efficient to remark that

o (n) d -
Z (a,20,2) = %Z(”)(a,zo;z) = an” 1)(a,z0;z)

is an (F}, G))-pseudoanalytic functions satisfying the Vekua equation (3.25) for x =
—x1 + X2 from the generating pairs (3.35). Then formal powers Zl(")(a, 20; %) can be

constructed by considering transformations
+x1 — Fxu and + x2 — £x2 (X2 invariant)

in the formal powers Z™(a, zp: z). These transformations imply that

Ok — Pry Pk — Orr Ve — Yry e — Uk (Ui, 4 invariants)
such that

Zl(otl» 20;2) = F1 = @otpg = e7X1HX2, Zl(%, 20;2) = Gy = oty = 107X,
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and for n > 0 we have

1 1
3n =1 S(n—1)
Y _ ) n N
Z (—1)F (‘)k-) On—okWar +1 Z (-1)* (% 1) ©n—2k—1¥2k+1, n odd
(n) . o k=0 b =0 +
Zl (17201 Z) — ]
n/2 . 5(” —-2) i )
A;O(_l)k (2L) P2 Pk +1 kZ:o (-1)* (21; i 1) Pn—2k—1%2k+1 n even
(3.46)
1
n n _
> (‘1)k+1< : )@n~2k—1¢2k+1 +iy (_1)k< ) o oxoe, 7 odd

Zl(n) (17 20; Z) =

“(n—2

2 (n—2) ; n/2 . )

k;) (—1)k*? <2k; n 1) Pn—2k-1V2k+1 + ikzo(—l)k (Qk) Cn—2kW2k, T even,
(3.47)

here Z{(a, %) = 2 (a,2;%)
where a, 29, 2) = —— a, 20; 2).

1 )y <0 n+1 0

In [29] it was shown that if the functions X; € C*(—a;,a;) N C—aj,a;] are such
that x;(0) = 0 and x; is bounded on [—a;,a;], where j € {1,2}, there exist the

transmutation operators 77, 75 defined as follows

Tif(x;)] = fla)+ [ Kz, tihy) - fB)de, 5 € (1,2},

—I;

where h; = 0,eY e the kernel K;(z;, s; h;) is given by

h; ) h; %
K@y, tihy) = 5 + K (5, 1) + 3]/t (K (x5, 5) — Kj(z;, —s)]ds
and the function K;(z;,t) is the unique solution of the Goursat problem [30, 31, 32]

2

Py a 'Y (
(532 - Qj(ctj))Kj(f’fj,t) = opfilEnt), 4= Oixs + (0"

1 rzi
Ki(wne) =3 [ als)ds, Kz, —z;) =0
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Moreover, T7 and T, satisfy the relations

T1 [.Tk] = Pk and TQ [yk] = wlm k€ Zzo. (348)

Another pair of transmutations 7y and T5 is constructed, one of the representations

of which can be given by the equalities

Bf(e)) = o) ([T 0, 5(s))ds + £0)), G € {12},
These operators satisfy the equalities

Tz¥| = ¢ and  To[y*] = tx, k€ Zso. (3.49)

The operators Ty and T» admit the representations as Volterra integral operators

Tlf(2g)] = fla) + | K, (2,8 —hy) - f(t)dt,
where the kernel K, (z;, ; —h;) has the form
= —x;(z5) i 0 (s) hj (=)
K;(zj,t;—h;) = —e™X7\% / —K;(s,t;h;) - €X' ds + —-eV :
—t Ot 2
Corollary 3.5.2 [31] The following four operator equalities hold on C'[—a;,a;]-
functions of the respective variable

8,6 T; = eXT;8;  and 8,6 T, = e N T;0; (3.50)

for j € {1,2}.

The integral counterpart of this corollary can be considered. Indeed, by applying the
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operator equality (3.50) on the antiderivative F; = /f(Il,IQ) dz; for j € {1,2} and

then integrating on x;, we obtain
eXijFj =/eX1Tj0ij dz; and e MTF; = /e_XJTjaij dz;,

i.e.

e T, /.fdxj = /erijd:L'j (3.51)

and

e_XjTj / fdl'] = /.G—ij:jfdl'j, (352)

for any continuous real-valued function f on [—a;,a;] for the variable z;.

We introduce the following operators
Ty = TWTLP" +iT, TP~
and
T, = T, P* + i TP~

From now on let Q C R = [—ay,a)] X [—ay, ay] be a simply connected domain such
that together with any point (z,y) belonging to Q the rectangle with the vertices
(z,v), (—=z,v), (x,—y) and (—z, —y) also belongs to Q. In such a domain application

of operators Tg and T is meaningful.

Theorem 3.5.3 For any 29,2 € 2 and a = a1 + iay € Z the following equalities hold
Tolaz"] = Z(a, 20;2) and Tif[az"] = Zl(n)(a, 20;2),

where

Z(n)<aa ZO;Z) = CLlZ(n)(l,ZO;Z) + aQZ(n)(i7 ZO;Z)

Z%"')(a, 20;2) = alZl(”)(l, 20;2) + ang(")(i, 20 2)
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for ZW(1, 20;2), ZM(i, 2; 2), Zl(n')(l,zo;z) and Zl(")(i,zo;z) given, respectively, by

equations (1.44), (1.45), (5.46) and (3.47).

Proof Using the binomial theorem for z = x + iy and fixed 2o = xg + iyg we have
that for n > 0

1 1
5(71—1) §(n—1)
TN 2k, 2k - k(T n—2k—1, 2k+1
Z (—1)"( )m” Y+ Z (-1) ( ) )z J , n odd
o = 2k 1 = 2k+1
n/2 5(77 - 2)
Z(_l)k ( n) $-n,42ky2k +i Z (_1)A < )l,-n—2k—1y2k.+1’ n even.
= 2k prs 2k+1

Applying the operator Ty on az" we find
Tolaz"] = a, {Tng Re 2" + i1 Ty Im z'”J
+aq [ —TyT5Im 2™ + iﬁfg Re z"} )

Then using properties (3.48) and (3.49), along with results (3.44) and (3.43), we obtain

the desired result. The proof is similar for the operator T}. [ |

Theorem 3.5.4 For any complez-valued continuously differentiable function w defi-

ned in §) the following operator equalities hold :

VTO = Tlaza VlTl = Toaz’ (353)
d
deorr, —myp, A0S0 g, (3.54)
dz dz

Proof For w = w; + iw,, where wi, w, being real-valued continuously differentiable
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function defined in €, let us consider the first equality in (3.53)

Tiosw] = 5(TVToP* +iTi TP~ ) ((ywy — Gyws) +i(Byws + dyw1))

(ﬁTgalwl — fngag’wQ + l.le;Qal’LUQ -+ iT1f202w1>

[N R N I i N

(eXITQe_XlTlalwl — e_X2T16X2T262w2 + iG‘”UTQQXlTlallUQ
+ieX2Tle_X2T262w1>,

where, in the last equality, we use the fact that transmutations 77, Tl act only on
variable z (TQ, /_fg act on variable y). Last equation is now written such that we can

use corollary 3.5.2. We find
T, [0zw] = %(eXITﬁle_Xllel — e X2 9peX2 Towy + 16X T8, Ty ws
+ieX2T1826_X2T2w1>
— %(ehale_’“Tngwl — e X2 9,eX2 T\ Towy + ie X1 81X T} Tyw,
+ieX2626_X2T1T2w1>

1 o~ o~ ~ ~
= 5 {(61T1T2w1 — aQTlTQ'LUQ) + i(alTngwg + 02T1T2w1)l

| | L
—5(51X1 + 102x2) (T Towy — TV Tows)

Other equalities in (3.53), (3.34) can be shown in a similar way. |

From equalities (3.53), we observe that operator T maps complex analytic func-
tion into (eX1*x2 ie~(x1+X2))_pseudoanalytic function, i.e. into solutions of the Vekua
equation (3.25). In the same way, operator T; maps complex analytic function into
(e7x1Hx2 jeX17X2).pseudoanalytic function, i.e. into solution of the Vekua equation

nw =0.
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The integral counterpart of theorem 3.5.4 is given in the following.

Theorem 3.5.5 For any continuous complez-valued function w defined in Q the fol-

lowing equalities hold :

[ Tolw}dip,e¢ = Tu [ wdd] (3.55)

[ Tl dire = To| [ wad], (3.56)

where T" is a rectifiable curve in €.

Proof Let us consider equation (3.53) with w = wy + iwy and = & + in. We have

(F1,Gy) = (e7xatx2 jeXx17X2) and (Ff, GT) = (—ie7X1tx2 ex17X2) such that from (3.5)
/TO F1 G1) ( = e —x1(z)+x2(y Re/. eXl*XzTO[w]dC
r
+ e @2 Im / e X X2 [w]d(,
r
where I' is a rectifiable curve leading from zo to z = z + iy in 2. We obtain

/ Tolw]d(p,c¢ = e xtHaw) / e (T1T2w1d§ - 7~117m12102d77)
T
+ iexl(z)_xz(y)/ e X1tX2 <T1TQIU1d77 +T1TQIU2d§).
r
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Now since operators 77,75 commute, as well as T3, Ty, we find

/To (Fy, Gl( = e—X1(z)+xz(y)/ <e—szzexlT1wld§_eX1fle—Xzf2w2dn>
r
+iex1 (@)= XZ(”/ (e XlTleszgwldn—l—exzfge"‘lflw2d§>

— exi@+xz y)( MTQ eX1T1w1d§—eX1T1 / e “Tzll)?d??)

+leX1(T) X’y (e XITI/ eXZTledn+eX2T2/ e X1T1w2d§>

= e~ x1(@)+x2(v) (e—mTQexlfl/ wrdé — emfle—XzT?/w?dn)
r r
+iex1(@)=xz(v) (e‘MTlexzfg/ wldn+eX2T2e_X1T1/w2d§>,
r r

where relations (3.51), (3.52) have been used in the last equality. Hence we obtain

/FTO[w] dimonC =TTy Re/r'wngriTjQ Im/ wd( = Tl[/ wd(].
T T

The other relation (3.56) is shown in a similar way. [

Theorems 3.5.4, 3.5.5 and 3.4.3 can be summarized up in the following commu-
tative diagrams. Let w be a continuously differentiable complex-valued function in 2

and x separable, i.e. x = x1(z) + x2(y) :
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Moreover, when w is analytic in {2 we obtain the following results :

PTO[/wdg]ekerH il TO[/wdg] AR /wdg N Tl[/wdg] i PTI[/'wd(]EkerH“)

1 ' ' ' 1
Lip (Re-[1 [1 twe 13D,
PT,[w] € ker HV & T [w] X w % Tolul £y PTolw| € ket H
1 der ) dire) 1
-D Ll . | e Z
v 2! dz v O: | Yo dz v 2D
PTy[0,w] € ker H £ To[0,w] Ko d,w T, T, [0, w] N PT.[0,w] € ker HV,

-~

where D, D; are the Darboux and pseudo-Darboux transformations defined by (3.15)

and (3.18), respectively.

Corollary 3.5.6 For any complez-valued function in C*(Q) the following operator

equalities hold :

HPT, = —PT,A and HYPT, = —PT,A.

Proof Using (3.22), (3.53) and (:3.51) we find
HPTO — —4PV1VTO - —4PV1T182 - —4PT08Z—8Z — —PT(JA.

The other relation is obtained in a similar way. [ |

3.6 Conclusion

Relations between Vekua and Bers derivatives operators were obtained in terms
of two-dimensional Darboux and pseudo-Darboux transformations. These relations

enable us to factorize hamiltonians H© and HY of the superhamiltonian H conside-



Chapitre 3. Article intégral 76

red in this work in terms of one Vekua operator and one Bers derivative operator. An
infinite system of solutions of the ground state for the two-dimensional SUSY QM sys-
tem was given in terms of the formal powers. Under certain additional assumptions,
completeness results for the system of formal powers, analogous to the expansion
theorem and Runge’s approximation theorem from classical analysis, were establi-
shed. For the specific case where the superpotential is separable, formal powers were
explicitly constructed. That specific case allowed us to use transmutation operators
to transform complex analytic powers to the constructed formal powers. Moreover, we
have shown how transmutation operators are related to Vekua, Bers derivative, Bers

integral operators and hamiltonian components of the superhamiltonian.

Our approach can also be applied to the two-dimensional SUSY QM system consi-
dered in this work with the superpotential x being a complex function, though in this
case complex numbers become insufficient, and one should consider the bicomplex

pseudoanalytic function theory [33].
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Chapitre 4

Discussion sur l’article

Maintenant que ’article a été proprement introduit, on discutera de quelques élé-
ments qui y sont rattachés. La prochaine section est divisée en trois parties, organisées
selon une chronologie naturelle. Tout d’abord sera présenté un bilan de la littérature
pertinente, afin de bien pouvoir situer I’article par rapport aux travaux antérieurs du
domaine. On retrouve ensuite un résumé en francais de l'article, accompagné d’une
mise en contexte du modele supersymétrique, ce qui permet d’apprécier un peu mieux
lintérét et la portée des résultats obtenus. Enfin, il sera nécessaire de préciser un flou,
une condition implicitement acceptée dans l’article mais vitale pour s’assurer de la

validité des résultats.
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4.1 Situation de P’article dans la littérature

Tel que déja mentionné, la renaissance récente de la théorie des fonctions pseudo-
analytiques provient des travaux de Kravchenko et de ses collaborateurs (surtout dans
26, 6] et aussi dans [34, 35]). Ces auteurs ont réussi a approfondir et avant tout & mieux
appliquer les résultats qui avaient été trouvés par Lipman Bers dans les années 1950
(réf. [5, 36, 7, 20]), revigorant 'intérét pour ’étude de cette branche. Plusieurs papiers
ultérieurs se sont ensuivis, certains d’entre eux explorant une extension des résultats
offerts (réf. [37, 38, 39, 33, 40]), d’autres proposant une analyse supplémentaire des
principes et des théoremes de complétude établis applicables aux équations de Sturm-

Liouville (réf. [28, 41, 42]).

Notre papier se place dans cette derniere lignée. Beaucoup des résultats obtenus
dans 'article proviennent directement des travaux de Bers et des développements
subséquents de Kravchenko, travaux qui forment la source de notre travail. On peut
citer par exemple le théoréme de Runge ([53, 7]) et le cas particulier du x séparable

(d’abord introduit par Bers dans [3] puis amplement développé par Kravchenko dans

[6]).

Notre étude des transmutateurs, quant a elle, prend surtout racine dans I’article
[29]. Bien que l'idée d’opérateurs de transmutation était déja connue, ce papier a
permis une définition plus concréte de ces opérateurs, offrant ainsi une liaison lim-
pide et adaptée a I’analyse pseudo-analytique. Notons que les transmutateurs ont été

subséquemment approfondis dans [31, 30].

Mentionnons en terminant que 'approche utilisée pour définir le SUSY bidimen-
sionnel, la forme qui a réellement rendu possible notre mise en relation avec la théorie

pseudo-analytique, a été introduite par Toffe et ses collaborateurs dans [13, 19].
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4.2 Reésumé en francais de article

Le motif de I’article présenté est essentiellement d’étudier et d’approfondir le lien
découvert entre la théorie des fonctions pseudo-analytiques et un systéme important
du modéle supersymétrigue (SUSY) en physique des particules en mécanique quan-

tique.

Mise en contexte : Modeéle supersymétrique

En physique des particules, le modele dit standard admet deux types de parti-
cules : les fermions, qui sont des particules de matiére, et les bosons, qui constituent
les particules d’interaction, responsables des diverses forces. L’électron, une des com-
posantes de la matiére, est un exemple de fermion, alors que le photon, particule a la

base de la force électromagnétique, est un exemple de boson.

La supersymétrie (SUSY) est un modeéle mathématique, qui postule que chaque
boson est en association biunivoque avec un « superpartenaire », une particule de type
fermion. Ainsi, par exemple, le photon serait couplé avec une particule de matiére

supersymetrique.

La supersymeétrie est un des principaux sujets chauds de la physique des particules.
La principale raison en est que l'utilisation de ce modele dans les théories d’uni-
fication des forces permet 'abolition de plusieurs incohérences. En particulier, la
supersymeétrie explique des aberrations en lien avec le boson de Higgs, la particule
procurant leur masse aux autres particules. Ces aberrations sont, autrement, difficiles

a expliquer avec les théories habituelles.

Ajoutons a cela que le modeéle supersymétrique prévoit des superpartenaires de
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tres grande densité pour certains bosons connus, ce qui qualifierait ces particules
denses comme possibles composantes principales de la matiére noire. Puisque la
matiere noire est un objet particulierement méconnu et important, il s’agit d’une

motivation supplémentaire de taille en faveur de I’étude de la supersymétrie.

Présentation des équations

Le systeme d’équations en cause dans ’article, qui décrit ’énergie des bosons dans

le SUSY, est de la forme

HOQO — gy

(4.1)

HOp®? = py®
Les éléments H et H® sont des opérateurs hamiltoniens qui dépendent d'une
fonction réelle x appelée superpotentiel, donnée intrinseque du SUSY. Les fonctions
réelles U et U sont les inconnues du systéme. Finalement, la valeur propre E est
une nombre réel qui désigne le niveau d’énergie considéré pour le SUSY. La valeur

propre F = 0 est celle sur laquelle est portée notre attention.

On considere également un second systeme « complémentaire », décrivant ’énergie

des fermions, qui est de la forme
HY® = E® . (4.2)

L’élément H™) est une matrice d’opérateurs de format 2 x 2 dont les éléments dé-
pendent toujours du superpotentiel x !. Le vecteur ® contient les deux fonctions réelles
inconnues du systéme et la valeur propre F désigne toujours le niveau d’énergie du

systeme.

1. Comme la matrice H(1) n’est pas diagonale, on ne peut réduire le systéme & la forme simple
des deux équations du systéme bosonique.
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Les deux systemes peuvent étre associés griace a une matrice d’opérateurs D
dépendante de . 1l s’agit en fait d'une transformation de Darboux, généralisation
bidimensionnelle de la transformation présentée dans les sections préliminaires. Ce
lien assure que pour chaque vecteur solution ¥ = (¥(®; ¥() du systeme (4.1), le
vecteur transformé ® = DV est solution du vecteur (4.2) sur le domaine borné
et simplement connexe {2 considéré. Autrement dit, chaque solution du systéme

bosonique peut étre couplée & une solution du systéme fermionique *.

Liaison avec la théorie pseudo-analytique

On utilise le couple fonctionnel (eX; te™X), qui est une paire génératrice sur le
domaine considéré Q. En effet, sur Q, la fonction réelle x(z) est lisse donc possede des

dérivées partielles et

Im(eX(z)-ie_X(z)) = Im(eX(Z) -ie_X(z)) = Im(i) =1 # 0.

Puisque a(ex;ie-x) = Afex;ie-x) = 0, blex;ie-x) = Xz €t Blex,se-x) = Xz, '’équation de

Vekua associée a cette paire est,

et la (eX; te™X)-dérivée est

W o= w, — X0 . (4.4)

La relation essentielle entre (4.3), (4.4) et les deux systémes d’équations du SUSY
est cristallisée par le théoreme suivant de 'article (dont la démonstration est purement

calculatoire).

2. Une relation permettant le chemin inverse existe aussi.
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Théoréme 4.2.1 (traduit) Si une fonction w € C3*(Q) est solution de [’équation
T
de Vekua (41.3), alors le vecteur (Re(w); Im(w)) est solution du systéme bosonique
o] o] T
(4.1) et le vecteur (Re(w); Im(w)) est solution du systéme fermionique (4.2), tous

deuz pour la valeur propre E = 0.

Une fois ce lien établi, il suffit ensuite de cueillir les résultats de complétude décou-
lant de la théorie des fonctions pseudo-analytiques, moyennant certaines conditions de
continuité et de différentiabilité sur y. On peut d’abord établir ce résultat, appliqué

du théoreme 2.5.15 2.

Théoréme 4.2.2 (traduit) Tout vecteur de fonctions continiment différentiables
U = (\I/(O); \11(2)) qui est solution du systéme (4.1) pour E = 0 sur |z — z| < R

possede une expansion unique de forme

Q) oo [ Im Z0W(al® zy; 2)
o) n=0 \ Re Z™(al"), zy; 2)
0
ay) WO (z) t a) 1 dg,_1e0) WO (z)
= € = —
' )
af? W) (zo) ) o)

oti les fonctions complezes W et W™ sont construites a partir de U (pour les détails,

voir ’article). L’expansion donnée converge normalement pour |z — 2| < R .

On retrouve également la manifestation suivante du théoréme d’approximation de

Runge.

Théoréme 4.2.3 (traduit) Dans tout domaine borné simplement conneze §) tel que

x € CYQ), les ensembles de fonctions

3. 1l a été démontré dans [7] que, pour le cas présent, © = 1.
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{Im Z"W(1, 20;2) , Im Z™ (4, 2, 2)} 22,

et

{Re ZM(1,20;2) , Re Z(4, 2; 2)}%,

représentent des systémes complets de solutions pour les fonctions contindment diffé-

rentiables des noyaux respectifs de 'opérateur HO et de Uopérateur H®.

La validité de ces deux théoreme centraux sera traitée plus en profondeur dans la

troisieme sous-section de la discussion.

Cas particulier de superpotentiel

Il faut cependant garder en mémoire que la définition de puissances formelles et,
par extension, l’application véritable des théoréemes de complétude sont totalement
conditionnels au fait de posséder une suite génératrice (complétement normale *). Or,
tel que mentionné plus t6t dans le mémoire, il n’existe pas de processus général pour
définir une telle suite, encore moins avec la restriction supplémentaire de compléte

normalité.

On présente donc le cas particulier ou x est séparable, i.e.

x(2) = xa(u) + xa(v),

ou u + v est analytique par rapport & z (avec quelques conditions supplémentaires
de continuité et de différentiabilité). Pour ce cas, on connait une suite génératrice
satisfaisant nos demandes, et la forme explicite des puissances formelles engendrées

est déja bien documentée (introduite dans [3] d’abord, puis adaptée dans [6]).

4. Voir la discussion a ce sujet.
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Ainsi, le cas séparable nous offre une généreuse brochette de superpotentiels x
pour lesquels les résultats de complétude développés ont une portée beaucoup plus

réelle.

Transmutateurs

La derniére partie de l'article est consacrée a I'étude des transmutateurs Ty
et Ty, toujours pour le cas d’un x séparable. Ces opérateurs, récemment introduits
dans [29], ont comme effet d’amener une puissance classique az™ & sa puissance for-
melle associée 7™ (a, zp; ). Ils offrent donc un pont (3 sens unique) entre I’analyticité

classique et la pseudo-analyticité.

En plus de décrire sous quelle forme se présentent les transmutateurs pour les
systémes considérés, I'article développe également quelques relations particulierement
intéressantes entre les transmutateurs et les systemes bosonique et fermionique. On
peut principalement soulever les équations suivantes, valides sur €2 pour les fonctions
de C*(Q) :

HPTy=—-PToA et HWYPT, = -PTA,

ot H = diag(H®, H®) et A est 'opérateur laplacien. Ces relations révélent encore
davantage la profondeur de la connexion existante entre le SUSY bidimensionnel et

la théorie des fonctions pseudo-analytiques.
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4.3 Note importante : Puissances locales versus

puissances globales

Problématique

Apres lecture de l'article, une remise en question de la validité des résultats de

complétude semble inévitable, compte tenu du raisonnement suivant.

Dans Darticle, il est clair que les puissances formelles construites sont locales : le
domaine de construction 2 étant borné, des puissances globales ne seraient évidem-
ment pas pertinentes. Or, en se référant a la théorie, on réalise que les deux théoremes
principaux de complétude (les théoremes 4.2.2 et 4.2.3) requierent l'utilisation de
puissances formelles globales construites a partir d’une suite génératrice compléte-

ment normale.

Donc, question tout a fait légitime, sous quel principe pouvons-nous affir-
mer la véracité de ces deux théorémes de D'article ? Le raisonnement le permettant

est d’abord apparu dans [7]. Ici, je me baserai sur I'exposition de Kravchenko dans [6].

Exposition de la solution

Dans l’article, on considere, pour la fonction réelle x, la paire génératrice
(ex; z'e_X) sur le domaine borné et simplement connexe {2. On demande que x €
CHQ), et x doit étre définie sur un domaine a bordure lisse €’ qui contient . Sous
ces conditions, on voit immédiatement que eX est Holder-continue sur  (puisque

'ensemble C'(Q) est plus restrictif qu’une simple Holder-continuité).
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De plus, puisque x est bornée sur 2 (car continuité sur un compact) alors eX est
bornée inférieurement par un certain K > 0 sur ). On a donc que pour tout zj,

ZQEQ.,

, . Xx(22) _ ex(21) Mlzo — 2|7 M
je—X(21) _ ja—x(z2) == e e < M = _|22 — 31| ,

ex(z1) ex(z2) - K? K?

ou M € R% et 7 € (0;1], puisque eX est Holder-continue sur . On en déduit donc

que ie~X est elle aussi Holder-continue sur 2.

[’idée est tout d’abord de modifier la définition de eX sur la zone '/, puis
d’étendre cette fonction sur I’ensemble du plan complexe. Grace aux conditions exigées
a x sur €2, on est capable d’effectuer les modifications assez doucement de maniére a

ce que la fonction étendue satisfasse les conditions suivantes :

1. ex(?) et ex(1/2) sont chacune Holder-continues sur tout le plan complexe;

2. x =0 lorsque z — 00.

De cette facon, la paire génératrice étendue (eX ; ie‘x) est complétement normale,
la complétude étant assurée par la condition 1 et la normalité par la condition 2. Les
résultats de complétude s’appliquent donc sur ’ensemble du plan complexe pour les

puissances formelles générées a partir de la paire étendue.

Puisque la paire génératrice étendue correspond, sur le domaine €2, & notre paire
génératrice de départ (ex ; ie_x), les suites de puissances formelles globales et locales
seront identiques sur ). Grace a cette construction, on conclut que les résultats de
complétude, déja validées sur le plan, s’appliquent sur le domaine restreint {2 pour les

puissances formelles locales.
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Conclusion

En somme, dans ’article publié par M. Sébastien Tremblay et moi-méme, on uti-

lise la théorie des fonctions pseudo-analytiques pour générer les puissances formelles
0

{Z(”)(a, 20; z)}io et {Z(")(a,zo; z)}:ozo. Ces deux suite offrent une infinité de solu-
tions, respectivement, pour les systemes décrivant ’énergie des bosons et des fermions
dans le modeéle dit « supersymétrique » bidimensionnel (SUSY) de la physique quan-
tique. Ces deux ensembles constituent une généralisation des puissances classiques
{(z — zo)"}:ozo. Pour le systeme bosonique, on conclut également, moyennant certaines
conditions, & la complétude. Ceci signifie que les puissances formelles Z(")(a,zo;z)
peuvent étre combinées sous forme de série de Taylor afin d’approcher arbitrairement

n’importe quelle solution du systéeme bosonique.

Une limitation importante pour pouvoir appliquer les résultats trouvés est que
I’on doit posséder une suite génératrice qui enchésse la paire génératrice de référence.
Pour I'instant, de telles suites sont disponibles seulement pour certains types de SUSY,
comme par exemple lorsque le superpotentiel x est séparable. En conséquence, pour
pouvoir étendre davantage les résultats a un plus grand éventail de systemes super-

symétriques, on doit nécessairement s’attarder au probleme délicat de la découverte
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de suites génératrices pour diverses équations de Vekua. Or, ce défi s’est révélé parti-
culierement imposant, et les efforts en ce sens n’ont abouti, a ce jour, qu’a un succes

mitigé.

Néanmoins, cette contrainte n’amoindrit pas de beaucoup l'intérét que présentent
les conclLlsions obtenues. La classe particuliére de SUSY considérée dans ’article, ceux
dont le superpotentiel est séparable, représente a elle seule un groupe important de
systemes, et les théorémes de complétude développés sont puissants. Considérant ’en-
gouement scientifique que suscite le modele supersymétrique, les résultats présentent

sans aucun doute un intérét tout a fait appréciable.

Quant a elles, les relations trouvées par la voie des transmutateurs offrent une
fenétre qui laisse entrevoir un lien encore plus fort entre la supersymétrie et les fonc-
tions pseudo-analytiques, dans laquelle ces opérateurs de transmutation auraient un
role prépondérant. Cette avenue mériterait probablement d’étre explorée. Une autre
extension possible de article, d’ailleurs suggérée en conclusion de celui-ci, consisterait

a étudier les SUSY avec superpotentiel complexe, dans quel cas on devrait se rabattre

sur des fonctions pseudo-analytiques bicomplexes (réf. [33, 38]).
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Annexe Al

Ici, on prouve le théoreme d’approximation de Weierstrass. La démonstration pro-
posée est due a Sergei Natanovich Bernstein, qui la présenta en 1912 dans le volume
13 du journal « Communications of the Kharkov Mathematical Society », sous le nom
Démonstration du théoréme de Weierstrass fondée sur le calcul des probabilités.’ Au

coeur de cette preuve se retrouvent les polynémes de. Bernstein.

Définition 5.0.1 Soit f(z) : R — (R ou C), une fonction définie sur [’intervalle

[0,1]. Le n-iéme polynéme de Bernstein de [ est défini comme

Bi(fia) = 1 (5) ()0 -art
k=0

Il est utile pour ce qui suivra de faire ressortir quelques propriétés des polynomes
de Bernstein. Tout d’abord, il est clair que B,, est une application linéaire, c’est-a-dire

que pour deux fonctions f et g définies sur [0, 1] et pour s,¢ € C, on a

By(s- f+t-g;x)=s-Bu(f;2) +t- Bulg;7) - (P1)

1. La structure générale de la preuve, telle que présentée ici, a été prise dans [3].
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De plus, comme les termes ("‘), z* et (1 — z)"* sont tous positifs pour z € [0, 1], on

k

trouve quelques propriétés supplémentaires :

|B(f;z)| = Ball fl;2), (P2)
f>0sur[0,1] = B(f;z)>0 Vzelo1], (P3)
f>gsur[0,1] = Bu(f;z) > Ba(g;z) Vze[0,1]. (P4)

Dotons-nous d’un lemme qui simplifiera grandement notre tache.
1

Lemme 5.0.2 B,((z—x0)%z) = 2>+ (z—2%) —2zm0+75  Vn € N* ¥z, € [0,1].
n

Preuve Sin =1, la conclusion est trés simplement obtenue. Supposons que n > 1.
L’idée de la preuve est d’étudier séparément B,(1;x), B,(z;x) et B,(z% ), puis de

conclure en utilisant la linéarité de B,,. Tout d’abord, on a immédiatement que

B,(l;z) = é(@x“-u—x)"f‘ch

ou la derniére égalité provient du fait que la sommation présenté ci-dessus correspond

au développement du binéme de Newton (z + (1 — z))" = 1. Pour B,(z;z) et
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B, (2% 1), on doit s’en remettre au travail algébrique. On trouve que

By (z; )

: zH(1 = )"k par définition de la combinaison
ba! (k= 1)!(n — k)!
" ofn—1\ ,
z (k 1):61”_1(1 )nklf(k‘l) J/fcarn—k=n—-1—-(k-1)
k=1 -
n—1 n—1
z ( )xm(l x)n_l_m //changement de variable m =k — 1
m
m=0
z-1"1 =

m=0
-1
n—1 $7lz m (’I’L— 1>lm(1 x)(n—l)—m +
n m—on— 1\ m
-1
H xnz: (n B 1) ™1 — g)nHm
(L — m
n—1
z B,1(x;z) + — x By1(1;2)
n
-1 1
Tl rr 4 Szl = 2t —(z—1P)
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Donc, par linéarité de B,, nous concluons que

1
B.((x—20)%2) = Bp(2%;2)—2x0By(z;2) +23B,(1;2) = 2°+ (2 —2%) —2z07+12.
n

Grace a ce résultat, nous pouvons prouver le théoreme de Weierstrass.

Théoréme 5.0.3 (Weierstrass) Soit la variable réelle x. La suite (z™)3°, est com-

pléte dans espace vectoriel Cla,b], assorti de la norme supremum

1fllee = max |f(z)]

a<z<b

Preuve En premiére partie, on veut prouver le résultat pour C|0, 1]. Soit f € C]0, 1]
et soit £ > 0. Comme f est continue sur le compact [0, 1], alors f est uniformément

continue sur ce compact. Par conséquent,
, €
30 >0 V29 €[0,1] |21 —xa| <6 = |f(a:1)—f(a:2)|<§.

Soit M = m[%x] |f(z)| (le max existe par le théoréme des bornes). Considérons un
r€|0,1

élément quelconque mais fixé z € [0, 1]. Soit y € [0,1]. Si |y — | < 4, alors

[F(y) = fl2)] < % (5.1)
Si |y — z| > ¢, alors
, y—z\%? ¢ _
1) - f@) < f@l+ @) < 2 < 2M (B5) % 2 (s2)
—_—
>1 >0
En combinant les relations (5.1) et (5.2), il vient la relation générale suivante :
y—1\%> €
vyeo1]  Ifw - @) <2 (YE) L (5.3)
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On souhaite utiliser un polynéme de Bernstein pour approximer f. Pour chaque y €

[0,1], on a
1Bulf(w);y) — f(@)l = Bullf(y) — f(z)|;y) //prop. (P1) et (P2)
N2 &
< B, (2]\/[ (U 5 T) + 5; y) //(5.3) et prop. (P4)
2M 5
= S Bally=2)%9) + 5 Balzi ) / /prop. (P1)
= 2(;.}\2/[(3/2 + l(y — %) — 2yx + %) + % //lemme (5.0.2).

En prenant en particulier y = z, on trouve

2M ,

[Balf(2),2) = f@)] € S(a—a®)+

Do ™

Comme le z choisi était quelconque et comme 'expression (z — x?) atteint son maxi-
mum a 1/4,
M

vrel0,1]  [Ba(f(2),0) -~ f@)] € oo

+

[N

M
On n'a qu’a poser N(e) = 52 + 1 afin de trouver un polynéme approximant f a

une erreur de . En effet,

|Brey(F(2),2) ~ f@)] <

o0

Ainsi, (z") est compléte sur C|0,1]. Pour conclure a la complétude dans le cas

général de Cla, b, on remarque d’abord que I’application

¢: 0,1] — [a,b]

x — (b—a)z+a
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est un homéomorphisme (fonction bijective continue d’inverse continue). Maintenant,
soit g € Cla, b] et soit € > 0. Alors, g o ¢ est continue et est donc dans C[0, 1]. Do,
par la premiére partie de la présente preuve, il existe un polynéme fini p.(x) tel que

max [(go ¢)(x) — pe(x)| <e.
z€[0,1]

La fonction p, o ¢~1, étant la composition de deux polynomes, est elle-méme un po-

lynoéme. De plus, pour tout y € [a, b],

90) ~ (2t W = |lg20-p)(4))]

(go¢—pe)(z)| //car ¢(y) € [0,1]

< max |
z€(0,1]

<e€.

Comme y était quelconque, on conclut que (z") est compléte dans Cla, b] (par rapport

a la norme maximum).



Annexe A2

Pour en arriver & pouvoir démontrer le théoréme d’approximation de Runge, on
doit d’abord établir un théoréme préliminaire. Ce théoréme est également da a Carl

Runge.

Théoréme 5.0.4 (Runge) Soit C, une courbe de Jordan. Nommons Int C' la zone
constituée de C et de la région a Uintérieur de C. Soit f(z), une fonction holomorphe

sur Int C. Alors Ve > 0, il existe une fonction rationnelle R(z) de type

Rz)=Y =~  aeC beC-InC Vi

telle que
1f(z) = R(z)|<e VzeIntC .

Preuve La fonction f est holomorphe sur le fermé Int C. Or, le domaine d’holo-
morphicité d’une fonction est, par définition, un ouvert. Par conséquent, il existe
un domaine (ouvert) Q tel que C' C Q et f est holomorphe sur . Puisque Int C' est
compact, le lemme de séparation (voir, par exemple, le chapitre IX du volume
[43]) nous assure qu’il existe un contour simple C’ tel que C C C’ C Q. Et donc, f est

holomorphe sur Int C’ (ou la définition de cet ensemble est la méme que pour Int C).



Annexe A2 101

Par conséquent, par la formule d’intégration de Cauchy, la relation

ey =t [ TWy,

= 5.4
2mr Jort — 2 ( )

tient pour tout z € Int C'.

Comme f est holomorphe, donc continue, sur le compact C’, elle y est uniformément
p p ) .

continue. D’ou, pour tout € > 0, il existe un §(e) > 0 tel que
Vzi,20 € C' 7 |z — 20| < 8(g) = |f(21) — f(zo)| < <.

De plus, comme f est continue sur le compact C’, elle y est bornée. Posons donc
M = sup|f(z)] < oco. Posons également p > 0, la distance minimale entre les

zeC”’
courbes C et C".

Soient t1,ty € C” tels que |t; —to| < d(¢) et soit z € Int C'. Avec 'aide des derniers

résultats, il apparait que

fh) (k)

//manipulation algébrique

_ Jf(tl)—f(tz) L f®)(th —t)

tl—Z ty — 2 tl—Z (tl—Z)(tQ—Z)
|f(t1> — f(t2)| |j(t2)| : |(tl — tQ)‘ inégalité du triangle
= o o [y /e e rien
< 4 M(52(5)
p p

2
En posant ©(e) = min {(5 (%) ; %}’ on a que, pour tout z € IntC),

, M i
‘ f(tl) _ f(t2> < 6'0/2 + <2A/[) = £ . (55)

|t1_t2| <@(€> = ’tl—z tQ—Z p ,02
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Nous sommes préts a aborder la derniere partie de la preuve. Soit L' < oo, la
longueur de C’. Soit € > 0. Considérons une suite finie (to,t1,...,tn—1,tn = to)
d’éléments ordonnés sur C’, qui sont assez rapprochés les uns des autres de maniére

a ce que pour chaque i€ {0,1,...,n— 1},

>
t—t] <© <€ L/ﬂ> pour tout t sur l'arc t;/t;41 de C” . (5.6)

Alors, Vz € Int C', on a

1 f(t) 1 f(t:)
— dt — — tiv1 — &
2mi Jor t — z 2m’§)tl— (b1 )
1 n Lot f 1 n L[t f
N 2m /t 2m /t
1 721 rtia f(t) f(ti)
< — — dt
- 2w ; /tz t— 2 ti — =z
1 e-2rd gh
<5 L'W ;0 /t ot //par (5.5) et (5.6)
€
= — L/ — .
i ¢

En jumelant ce résultat avec (5.4), il vient que

1 & f(t)
z) — — —(ti1— )| <e Vze IntC .
F6) = 5 &g e =t
Re(2)
La fonction R.(z) est rationnelle et ses pdles sont en tg,?1,...,tn_1. Tous ces pdles

sont sur C’ (a Vextérieur de Int C), et donc R.(z) satisfait les exigences du théoreme.
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Avec l'ajout d’un petit lemme, nous serons en mesure de démontrer le résultat

principal.

Lemme 5.0.5 Pour tout p € N*, il existe une série de puissance du type

> ap(n)z”‘, ap(n) € C Vn,

n=0

qui converge uniformément vers la fonction W sur le domaine |z| < 1.
-z

Preuve Allons-y par induction sur p. (i) Cas de base : On sait que la série géomé-

e 1
trique »_ 2" converge uniformément vers la fonction ] pour |z| < 1.
-z
n=0

(11) Cas inductif : Supposons que pour tout 7 < p, il existe une série de puissance

o0
> a.(n)2" qui converge uniformément vers la fonction ﬁ pour |z| < 1. On a
-z

n=0
que, pour |z| < 1,

1 1 1 S n) (N n
=2~ (Q—2p 1-z (Z(m) (Z>

Comme les deux séries ci-dessus convergent pour |z| < 1, et qu’au moins une des

deux converge absolument (la série géométrique), le produit de Cauchy converge vers

| L
o7 pour |z| < 1. D’ou,

(1—2)pt!
T = S rewet = S (3 am)

(1_ Z n=0

= Z a,(k) € C est un nombre

Par fermeture dans le corps C, on a que ap1(n
k=0

complexe, et donc on trouve

Z api1(n)z™. (5.7)

(1 —z)ptL
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Reste a prouver que la convergence est uniforme. Pour ce faire, on utilise le M-test de
Weierstrass. On souhaite donc prouver que la série (5.7) converge absolument pour
|z| < 1. Par construction, on remarque que a,(n) est un polynéme (fini) de n. Par
conséquent, a,41(n) et ay11(n+ 1) sont deux polynémes dont le coefficient de la plus

haute puissance de n est identique. D’ou, pour |z| < 1, on a

lim |api1(n + 1)[ - [2]"*! = |z| lim |ap+1(_n +-1-)|

noeo apy1(n)] - [2]" noee _|ap+l(n)|

2] < 1.

Par le critere de D’Alembert, la série (2.7) converge absolument. Par conséquent, par
le M-test de Weierstrass, la convergence de (5.7) est uniforme. Le principe d’induction

nous offre la conclusion recherchée. [ |

Théoréme 5.0.6 (Approximation de Runge) Soit C, une courbe de Jordan. Soit
Int C', Pensemble consitué des points sur et a lUintérieur de la courbe C'. Considérons
H(C), l'ensemble des fonctions f(z) :Int C— C holémorphes sur Int C. Alors la suite
(2", des puissances naturelles de z est compléte dans lespace vectoriel H(C), as-

sorti de la norme supremum

[flle = sup [f(2)].

zeIntC

Preuve Premiére partie : Dans la premiere partie de la preuve, nous voudrons
prouver que pour tout ¢ fixé a I'extérieur de Int C', la fonction t_—l_‘ peut étre unifor-
mément approximée sur Int C' par des polynémes. Nous distinguons deux cas : soit ¢
est assez loin de C pour qu’il soit possible de tracer une droite qui sépare t de C, soit

c’est impossible. Voici une représentation graphique des deux cas.
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Cas 1 Cas 2

—
g
N
~t
N
—
<

Cas 1 : On peut trouver une droite

Dans ce cas, il est possible de trouver un cercle G (de rayon fini) qui contient C
dans son intérieur et qui ne croise pas la droite L. Soit zp, le centre de G. On vérifie

facilement, de maniére algébrique, que

1 1 1 :
— ) = _ (5.8)
_FT & t— 2 t— =z
t—to
Puisque le cercle G contient C' et que t est & 'extérieur de G,
Z=nl )y emee (5.9)
|t — 2]

Ainsi, en considérant la série de puissance présentée dans le lemme 5.0.5, on sait que

oo _ n . ’ 1
Z a1(n) <Z Zo> uniformément __ our Tt O
n=0 t— 2o 1 - t—to
Par (5.%), on déduit donc que
o0 y — n . , 1
Z ar(n) (2 — 2) 1 uniformément sur Tnt C
n=0 (t - ZO)n+ t— =2
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Autrement dit,

1 S (z — z)" | ,
Ve >0 dN(e) e N: t_—z_nzzoal(n)_(t—zo)”*f <€ VzEIntC..

Cas 2 : On ne peut trouver de droite

La courbe (' est bornée. Il est donc possible de trouver un point ¢* assez loin de C'
pour qu’il soit possible de le séparer de C' par une droite L. Comme C' est une courbe
de Jordan, la zone C — Int C' est connexe. Par conséquent, considérons une courbe [

de longueur finie qui ne touche pas C' et qui joint les points ¢ et ¢*.

La fonction (de variable z) « distance du point z & I’ensemble compact C' » est une
fonction continue sur le compact [. Par le théoréme des bornes, le minimum de cette
fonction, appelons le d, est atteint sur /. Comme [ ne touche pas C, d est strictement

plus grand que 0. Soit une suite finie d’éléments ordonnés sur [

(t =to,t1,...,ta =17)

telle que |t —t| <d Yie {0,1,...,M —1}". Soit ¢ > 0. On vérifie facilement que
1 1 1
. = . 5.10
_h=t -2 t—2z (5.10)
tl — Z

Par définition de d, on a que [t; —t| < d < |t; — z| pour tout z € Int C. Ainsi, par le
lemme 5.0.5 et la relation (5.10), il existe un N; € N tel que

1 M (t; — )" £

— < VzeIntC .
i, 2 e | <y VEED

2. Une telle suite existe puisque d > 0 et [ est de longueur finie.
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Posons @ (t ! ) — ial(n) (t, — )"

Par un raisonnement identique a celui employé précédemment, on sait que |to—t;| <

et que
1 1 1
: T 5.11
1_752—751 ty — 2 t — z (5:11)
tg == Z
Ceci implique, par le lemme (5.0.5), que pour n =0, 1, ... Ny, il existe un N2n+l) eN
tel que si s > N alors
tQ -1 ) g

—_— a —_—

‘(t — z)ntl Z i — z)k+1 2M(Ny + 1)ty — t|” max{|a;(n)|; 1}
partout sur Int C'. En posant Ny = ma,X{NQ(I), N2<2), e N2<N1+1)}, on trouve que pour
tout z € Int C,

@ () > i) (1~ 0 Z bt
o P 1 1 n1( g—z)"‘“
My 1 (ts — 1) |

< ;Ml(n)l-ltl—ﬂ"-

e — a e
(t; — 2)n 1 Z nt1( tz _ Z)A+1i

g £
) = —.
< WA Doy T o

Ly S \ (t2 — t1)" |
Posons @) (t ) = Zal(n). t, —t)" Zan+1 —Z)H—l , qui est un

9 — Z

polyndéme en termes de

Grace a une procédure tout a fait analogue a celle que nous venons d’employer, on

est en mesure de trouver une suite

Ql(tl— ) Q2<2—2> ”"QM<tMl—z>
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1
de polyndémes finis (respectivement en termes de , R ) telle
tl—Z tQ_Z tM—Z
que pour k=1,2,... M —1
(1) -q e Nla
g tk - ko tk+1 =% 2M -

De plus, on sait que lorsqu’on arrive au bout de la courbe [, le point t,; = t* peut étre

~

séparé de la courbe C' par une droite. Par conséquent, en utilisant le lemme 35.0.5 et

un raisonnement identique a celui du cas 1 on conclut que toute puissance naturelle
1 N o o .
de P peut étre approximée arbitrairement par un polynéme de z sur Int C.
M — 2
Ceci signifie qu'il existe un polynéme fini Q(z) tel que

‘QM ( ) - Q(2)| < VzeIntC .

£
tM—Z 2

On découvre, grace a I'inégalité du triangle, que

-] [ e )l e ) e )l

‘QM—l (ﬁ) — Qu <tM — 2)‘ ‘QM <tM — z) - Q(z)

< M-

= £

4+ £
2M 2

Seconde partie : Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme.
Soit, f(z), une fonction holomorphe dans Int C. Soit € > 0. Par le théoreme 5.0.4, il
existe un 7" € N, une suite de nombres complexes a1, as, . . ., ar et une suite de points

extérieurs a Int C' t1,ts, ..., t7 tels que

Vze IntC.

ey -3 2

k=1

wlm

Z—tk
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Or, par la premiere partie de la présente preuve, pour chaque £, il existe un polynéme

fini Si(2) tel que
G

— Sk(Z)

€
— Vzel .
s 1, <2T z € IntC

T
Considérons le polynéme fini S(z) := Y Si(z). Par I'inégalité du triangle, on a
k=1

T

A & £
—Sz)) <« —4+T— = ¢.
g W) < gt T e

k=1

Autrement dit, pour une fonction holomorphe sur Int C' donnée ét pour un € > 0
donné, on trouve une combinaison linéaire finie S(z) des éléments de la suite (2™)72
telle que

If = Sl = max |f(z) — S(z)

z€Int C

< €.
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Dans cette courte annexe, il sera montré que, dans le cas ot une fonction complexe
W possede des dérivées partielles W,, W5 continues dans un voisinage d’un point 2
contenu dans un domaine donné, une condition nécessaire et suffisante a sa différen-

tiabilité en zy est le respect de I’équation Wx(zy) = 0.

Soit W (z) = u(z)+1v(z), la décomposition en parties réelle et imaginaire de W.

Par définition des dérivées partielles 0, et O,

W, (2) = ((ux ) + i, — uy))

N = Do
TN

Wz(z) = = (uy — vy) +i(ve + uy)) :

On a donc que

W,, W5 continues <— Re(W.), Im(W,), Re(Wz), Im(Wz) continues
= Uy + Uy, Uy — Uy, Uz — Uy, Uy + U, continues

= Ug, Vy, Uz, Uy CONLINUES .

Or, par les théoréemes 2.8.1 et 2.8.2 du volume [44], nous concluons que, dans la mesure
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ou W, et W5 sont continues (ce qui signifie que uy, vy, vz, u, sont continues),

W est dérivable en 2o ssi Wz(z) = 0.



