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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions une version de la formule d’immersion de Fokas-
Gel’fand pour les surfaces solitoniques plongées dans des espaces multidimensionnels.
Une technique de construction des surfaces bidimensionnelles associées aux solutions
des systémes non-linéaires intégrables est présentée. Nous montrons qu’il est possible
de construire des surfaces solitoniques plongées dans des algébres de Lie associées
a trois formes de paires de Lax pour des équations différentielles ordinaires et par-
tielles intégrables. Les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi pour ces surfaces sont
des déformations infinitésimales de la représentation de courbure nulle pour ces équa-
tions. Nous conceritrons ce mémoire sur la caractérisation géométrique des surfaces
solitoniques pour plusicurs équations différentielles apparaissant en physique et en
mathématiques telles que les équations de Sturm-Liouville, des fonctions elliptiques
de Jacobi et de P-Weierstrass, de Sine-Gordon, de Bianchi, de Ernst et de Schrodin-
ger non-linéaire. Pour le cas des fonctions elliptiques de Jacobi et de P-Weierstrass
ainsi que pour I’équation de Strum-Liouville, la fonction d’onde du probléme linéaire
spectral a pu étre construite explicitement. Dans ce cas, nous avons pu construire
leurs surfaces solitoniques (plongées dans des espaces multidimensionnels euclidiens)
associées & différents types de symétries, plus particuliérement pour les symétries
conformes en paramétre spectral, pour les symétries de jauge ainsi que pour diverses

symétries généralisées.

Sébastien Bertrand A. Michel Grundland



Abstract

In this master thesis we investigate a version of the Fokas-Gel'fand immersion
formula for solitonic surfaces immersed in multidimensional spaces. A method to
construct bidimensional surfaces associated with solutions of integrable nonlinear sys-
tems is shown. We demonstrate that it is possible to construct solitonic surfaces
immersed in Lie algebras associated with three forms of Lax pairs for integrable
ordinary and partial differential equations. The Gauss-Mainardi-Codazzi equations
for those surfaces are infinitesimal deformations of the zero curvature representation
for these equations. We concentrate on the geometrical characterization of solitonic
surfaces for some differential equations arising in physics and mathematics such as
Sturm-Liouville, P-Weierstrass and Jacobi elliptic functions, Sine-Gordon, Bianchi,
Ernst and nonlinear Schrédinger equations. For the cases of P-Weierstrass and Jacobi
elliptic functions along with Sturm-Liouville equations, the wavefunctions of their li-
near spectral problem have been constructed explicitly. So we could construct their
solitonic surfaces (immersed in multidimensionnal Euclidean spaces) associated with
different types of symmetries, i.e. conformal symmetries in the spectral parameter,

gauge symmetries and generalized symmetries.
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Chapitre 1

Introduction

The book of nature is written in
the language of mathematics.

-Galileo Galilei

1.1 Objectifs

L’objectif de ce mémoire est d’utiliser une nouvelle version de la formule d’im-
mersion pour les surfaces solitoniques plongées dans des espaces multidimensionnels
(isomorphes & des algebres de Lie). Cette formule d’immersion a été proposée récem-
ment par Fokas-Gel'fand [38,39] (les conditions nécessaires), puis reformulée avec les
conditions suffisantes [49,51] pour construire des surfaces bidimensionnelles en terme
d’invariance des symeétries généralisées, des symétries de jauge [23,36] et des symé-
tries conformes en terme du parameétre spectral (la formule d’immersion de Sym-Tafel
[88,89]). Cette approche permet d’établir une transformation bijective entre ces sy-

métries pour les modéles intégrables et leurs surfaces correspondantes plongées dans
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une algebre de Lie. Il est démontré dans ce mémoire qu’a chaque symétrie commune
d’équation différentielle partielle (EDP) ou d’équation différentielle ordinaire (EDO)
intégrables et de son probléme linéaire spectral, il est possible de construire des sur-
faces solitoniques pour lesquelles les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi sont équi-
valentes aux déformations infinitésimales de la représentation de courbure nulle de
leur probléme linéaire spectral correspondant. L’énoncé inverse a aussi été démon-
tré. Si la fonction d’immersion d’'une surface solitonique plongée dans ’algébre de
Lie est donnée alors il est possible de déterminer toutes les symétries généralisées
de la courbure nulle (équivalente & 1'équation initiale) et de son probléme linéaire
spectral correspondant. Ces considérations théoriques sont illustrées par plusieurs
surfaces associées aux modeéles intégrables‘; soit les équations différentielles partielles
Sine-Gordon, Sinh-Gordon, Ernst, Schrédinger non-linéaire ainsi que Bianchi et soit
les équations différentielles ordinaires de Painlevé, Jacobi elliptiques, P-Weierstrass
elliptique, Sturm-Liouville ainsi que Riccati. Nous établissons pour ces modéles les
équations structurelles, plus particuliérement les deux premiéres formes fondamen-
tales ainsi que les relations de Gauss-Weingarten et Gauss-Mainardi-Codazzi, la cour-
bure de Gauss et la courbure moyenne de méme que la fonctionnelle de Willmore.
Ces éléments sont exprimés en terme des fonctions du modéle considéré. La procédure
proposée de construction des surfaces correspondant & des solitons de ces systémes

meéne & divers types de surfaces qui seront discutés dans ce mémoire.

Dans ce mémoire, nous avons plus particuliérement construit plusieurs nouvelles
surfaces solitoniques pour les équations différentielles elliptiques associées aux fonc-
tions de Jacobi. De nouvelles surfaces pour les fonctions ¢n et dn, avec sn qui était
déja connue dans la littérature [50], ont été présentées. Ces trois fonctions forment la
base des douze fonctions de Jacobi puisqu’elles permettent de générer les neuf autres.
Nous avons aussi présenté de nouvelles surfaces associées a la fonction elliptique de
P-Weierstrass. De plus, nous avons construit les surfaces pour 1’équations de Sturm-
Liouville et nous avons présenté les surfaces pour le cas du potentiel de Lamé pour

les trois types de symétrie, c’est-a-dire les symétries conformes selon le parameétre
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spectral, les symétries de jauge ainsi que les symétries généralisées. Nous avons trouvé
une nouvelle paire de Lax appartenant & ’algébre s[(2, C), puis nous avons construit
ses surfaces associées. Finalement, nous avons solutionné I’équation de récurrence de
I’équation de Sine-Gordon pour les ordres 0, 1 et 2 ce qui nous a permis d’obtenir des
symétries généralisées non-triviales et nous avons construit les surfaces associées et

caractérisé les surfaces.

1.2 Motivation

L’intéréet d’étudier les surfaces solitoniques des modéles intégrables est motivé par
diverses applications en physique dans les domaines suivants : gravité bidimension-
nelle [47], théorie des champs quantiques, théorie des cordes (bosoniques [65,80,81] et
supercordes [15]); en physique statistique : modéle de Ising [73], théorie des champs
de jauge (par exemple réduction des champs de Yang-Mills qui sont leur propre es-
pace dual vers le modéle de Ernst pour les ondes gravitationnelles cylindriques [1,8]),
transition de phase (agrandissement d’un réseau cristallin, déformation de membrane,
ondes de surface, etc. [32,76]) ; en dynamique des fluides : le mouvement des frontiéres

entre les régions de différentes densités et viscosités [20].

En biologie et en biochimie, les surfaces jouent un role essentiel dans plusieurs
applications des phénomeénes non-linéaires pour 1'étude des membranes biologiques
et des vésicules; par exemple pour les longues molécules protéiniques [33,70,79], le
modéle des membranes Canham-Helfrich [68]. Ces modeéles macroscopiques peuvent
découler de modéles microscopiques et permettent d’expliquer les propriétés de base
et les formes a I’équilibre pour les membranes biologiques et les interfaces des liquides

36].

En mathématiques, I'intérét porte sur la classification pour obtenir une liste des
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surfaces solitoniques associées aux modéles intégrables aussi compléte que possible,
d’identifier parmis elles les cas connus, incluant les cas oubliés depuis longtemps, de
découvrir de nouvelles classes de surfaces intégrables associées aux nouveaux systémes
intégrables, par exemple pour les équations de type Painlevé, de discuter de leur
structure de singularités associées aux équations de Painlevé ainsi que comment les

singularités se manifestent sur les surfaces.

1.3 Bref apercu de 'intégrabilité

La notion de systéme intégrable provient du contexte de la mécanique classique
pour les équations du mouvement qui peuvent étre résolues par quadrature. Dans
cette branche de la physique, un systéme mécanique est décrit par 2n coordonnées, p;,
g, © = 1,...,n et ’évolution de ce systéme est donnée par les équations du mouvement

dt ~ dp;’ dt — dg’

1=1,...,n,

ou H = H(p:,q;) est 'Hamiltonien [13]. Il a été démontré que ce type de systéme
mécanique a n fonctions en involution ! et indépendantes au sens qu’elles ont des gra-
dients linéairement indépendants, et tel que H est 'une d’elles. De plus, une fonction
f est dite la premiére intégrale du systéme si f et H sont en involution. La théorie
moderne des systémes intégrables a considérablement augmenté les classes exactement
résolubles. Ceci a permis d’explorer de nouveaux phénomeénes physiques tel que les

solitons et les « breathers ».

En 1968, Lax [69] a introduit le concept de paire de Lax pour 'équation Korteweg-
de-Vries (KdV) pour construire des solutions exactes par la méthode de diffusion
inverse [5]. L’équation de KdV était considérée comme la condition de compatibilité

d’une paire d’opérateurs linéaires commutants. De fagon plus générale, la notion de

1. Deux fonctions f et g sont dites d’involution si leur crochet de Poisson est nul. (Voir I’ Annexe

A .3 sur la structure de Poisson.)
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paire de Lax permet une autre représentation des équations du mouvement sous la

forme

o0,L = [M, L], (1.1)

ol les matrices dépendent des variables dynamiques et d’un parameétre spectral A € C.
Il est remarquable que 1’équation de Lax soit une équation d’évolution isospectrale
pour la matrice de Lax L. L’intégrale du systéme du mouvement apparait alors comme
les valeurs propres de l'opérateur linéaire L. Toutefois, il n’y a pas de méthode systé-
matique pour établir ’existence d’une paire de Lax avec un paramétre spectral méme
si le systéme est intégrable ou si une paire de Lax est connue explicitement sans son

paramétre spectral.

En 1972, Zakharov et Shabat [100] ont montré que la méthode fonctionnait aussi
pour une autre équation d’évolution non-linéaire, c’est-a-dire 1’équation non-linéaire
de Schrédinger. En utilisant ces résultats, Ablowitz et al. [3,4] ont étendu la méthode
de diffusion inverse vers les systémes matriciels et ont trouvé de nouvelles équations
qui peuvent étre résolues par cette méthode. Un exemple d’équation est 1’équation de

Kadomtsev-Petviashvili, qui est en fait une version de KdV en 241 dimensions.

1.4 Deécouverte des solitons

Le phénomeéne des solitons a été observé pour la premiére fois en 1834 par J. Scott

Russell [85]2 :

« J'étais en train d’observer le mouvement d’un bateau qui était rapidement
tiré dans un canal étroit par une paire de chevaur quand le bateau s’est.
soudainement arrété contrairement & la masse d’eau dans le canal qu’il
avait mise en mouvement; elle s’est accumulée a la proue du bateau dans

un €tat wiolent d’agitation, puis l'a laissé soudainement derriére elle, en

2. Traduction libre
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houlant de l’avant avec une grande vitesse, en assumant la forme d’une
large élévation solitaire, un volume d’eau bien défini, lisse et arrondi, qui
continua sa course tout le long du canal apparemment sans changer sa
forme ou diminuer sa vitesse. [...] Telle, dans le mois d’aott de 1834, a
€té ma premiére chance d’entrevue avec ce singulier et beau phénoméne,

[un soliton]... »

C’est en 1895 que Korteweg et de Vries ont dérivé 1'équation KdV [66]
duy = buly + Ugpy

le modele de la propagation d’'une onde d’eau dans un canal peu profond. Ils ont

obtenu des solutions sous la forme d’onde stationnaire qui ont la forme
u(z,t) = 2c®sech® (c(z + *t) + d), ¢,d € R.

Il s’agit d’une élévation solitaire de hauteur 2¢? se déplacant & une vitesse ¢? vers la
gauche. Il est & noter que les ondes avec de plus petites amplitudes voyagent moins

rapidement que celles & grandes amplitudes.

La théorie moderne des solitons a commencé avec I’étude numérique des interac-
tions d’ondes solitaires pour 1’équation de KdV par Zabusky et Kruskal [97] ou ils ont
inventé le nom soliton pour décrire ces ondes qui agissent comme des particules et qui
se collisionnent sans perdre leur forme. Ceci a mené aux solutions multisolitoniques

exactes et la méthode de diffusion inverse.

L’existence de solutions solitoniques de I’équation non-linéaire de Schrédinger a
été prouvée par Zakharov et Shabat [99] en utilisant la transformation de diffusion
inverse et pour les solutions & N solitons par les transformations de Darboux [72], la
méthode bilinéaire de Hirota [21,58,82] et les techniques Wronskiennes [41,42,77]. La
méthode d’Hirota est basée sur une transformation de I’équation de départ vers une
équation bilinéaire, alors les multisolitons sont exprimés sous la forme de polynémes de

fonctions exponentielles. Pour les techniques Wronskiennes, cette méthode formule les
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solutions solitoniques en terme du déterminant du Wronskien de NV fonctions. Cette
méthode permet une vérification assez directe que les fonctions obtenues satisfont

I’équation différentielle.

Une technique de construction des surfaces bidimensionnelles associées aux solitons
du systéme intégrable (pour les équations différentielles partielles non-linéaires et les
équations différentielles ordinaires non-linéaires) qui peut étre écrit sous la forme de
la courbure nulle sera présentée. Il sera démontré qu’il est possible de constuire des
surfaces solitoniques pour lesquelles les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi sont
équivalentes a des déformations infinitésimales de la représentation de courbure nulle

pour les équations considérées.

1.5 Plan du mémoire

Le mémoire est organisé de la fagon suivante. Dans le Chapitre 2, nous donnons
un apercu général de la théorie des groupes et de leur classification. Pour ce faire,
nous commencons par introduire le concept de groupes et de sous-groupes tout en
donnant des exemples bien connus. Par la suite, nous introduisons le concept d’espace
topologique (en général et de Hausdorft), d’application et de variété différentiable.
La section 2.3 est consacrée au groupe de Lie tandis que la section 2.4 améne le
concept d’algébre de Lie ainsi que les éléments, tels que les sommes directe et se-
midirecte, le centralisateur, le normalisateur, le radical, le nilradical, etc, permettant
de les classifier. Cette section donne comme exemple la classification de 1’algébre des
symeétries de I’équation de chaleur puis décrit la procédure pour classifier les algébres :
le twist de Goursat pour les algébres twisted et non-twisted et les algébres splitting
et non-splitting. A la section suivante, nous introduisons le concept de groupe local
de transformation. La section 2.6 discute des groupes de symétrie associés aux équa-

tions différentielles. Nous y décrivons la déformation des graphes par des éléments du
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groupe, la méthode des prolongations des champs de vecteurs dans I'espace de Jet ol
nous devons redéfinir la dérivée totale et introduire 'opérateur prolongation d’ordre
n, puis nous utilisons le critére de symétrie pour obtenir le groupe de symétries du
systéme d’équations différentielles et son algébre correspondante. Cette section pré-
sente beaucoup d’exemples, tels que les symétries de ’équation de chaleur et des
équations de Navier-Stokes. La section 2.7 est entiérement consacrée a la réduction
par symétrie des équations différentielles qui permet d’obtenir des solutions particu-
lieres de ces équations oul nous donnons la procédure et nous 'appliquons & I’équation
de Kadomtsev-Petviashvili. Dans la derniére section de ce chapitre, nous traitons de
'intégrabilité au sens de Painlevé. Pour ce faire, nous discutons des conditions né-
cessaires pour qu'une équation différentielle posséde la propriété de Painlevé. Nous
nous attardons plus particuliérement sur le test de Painlevé et nous ’appliquons, &
titre d’exemple, & 1’équation différentielle ordinaire de Painlevé P1 et & ’équation de

Sine-Gordon.

Le Chapitre 3 se concentre sur les surfaces solitoniques associées aux équations
différentielles ordinaires. La section 3.1 traite de la formule d’immersion de Fokas-
Gel'fand telle que les surfaces peuvent étre construites via trois déformations infi-
nitésimales, les symétries spectrales (ou la formule d’immersion de Sym-Tafel), les
transformations de jauge et les symétries généralisées. Dans la section suivante, nous
introduisons certains concepts de base de géométrie différentielle, soit les équations de
Gauss-Weingarten et Gauss-Mainardi-Codazzi, la premiére et la deuxiéme formes fon-
damentales et le repére mobile, les courbures moyenne et de Gauss ainsi que les points
umbiliques de la surface. Nous donnons par la suite une description quaternionique des
surfaces puis nous introduisons la formule d’immersion d’Ennerper- Weierstrass [37,93].
Nous terminons cette section par l'introduction d’une métrique pseudo-euclidienne
donnée par la forme de Killing et par la classification des surfaces invariantes présen-
tées par Bobenko [18]. A la section 3.3, nous introduisons les équations différentielles
elliptiques. Pour I’étude de ces équations, nous construisons une paire de Lax dans

'algébre de Lie sl(2,R) dont la représentation de la courbure nulle est équivalente a



Chapitre 1. Introduction 9

I'équation différentielle de départ. Ensuite, nous trouvons une solution au probléme
linéaire spectral et nous étudions certaines symeétries généralisées de notre équation de
départ. Nous caractérisons notre surface via les formes fondamentales, les courbures
et les points umbiliques. Dans la section 3.4, nous considérons le cas des fonctions
elliptiques de Jacobi ot nous donnons certaines propriétés et oli nous construisons des
surfaces pour les fonctions elliptiques ¢n et dn de Jacobi. La section 3.5 consideére les
fonctions elliptiques de P-Weierstrass ot nous donnons quelques propriétés associées
aux surfaces intégrables et oli nous construisons certaines surfaces solitoniques. La
section 3.6 est consacrée a la caractérisation des équations différentielles de Painlevé
P1 ot nous donnons la paire de Lax et ot nous étudions la formule d’immersion de
Sym-Tafel, puis nous donnons quelques propriétés de Painlevé P6. Nous consacrons la
section 3.7 a I’étude des surfaces associées au probléme de Sturm-Liouville. Dans cette
section, nous construisons une paire de Lax dans I’algébre s[(2, R) et nous solutionnons
son probléme linéaire spectral pour un potentiel arbitraire. Nous considérons un cas
particulier de ’équation de Riccati et nous la transformons pour retrouver ’équation
de Sturm-Liouville et donc avoir sa paire de Lax associée. Nous étudions également
I’équation de Lamé qui est un potentiel particulier de ’équation de Sturm-Liouville et
nous construisons des surfaces solitoniques pour les symétries spectrales, une transfor-
mation de jauge et pour quelques symétries généralisées. Finalement, nous étudions
dans cette section la caractérisation de la surface pour la transformation de jauge. A
la fin de ce chapitre, nous effectuons un résumé des conclusions et des perspectives

futures rattachées & ce chapitre.

Le Chapitre 4 se concentre sur l'étude des équations différentielles partielles via
leurs symétries et la surface solitonique associée. Ce chapitre commence par donner
une description des surfaces, ¢’est-a-dire que nous expliquons en détail la formule d’im-
mersion de Fokas-Gel'fand. Pour ce faire, dans un premier temps, nous introduisons
la notion de dérivée de Fréchet puis nous considérons une déformation infinitésimale
et nous cn étudions les conséquences différentielles et les conséquences pour la surface

construite. Nous étudions plus particuliéerement les déformations associées aux symé-
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tries conformes selon le parameétre spectral, aux symétries de jauge ainsi qu’aux symé-
tries généralisées. La section suivante traite exclusivement de I’équation-bien connue
de Sine-Gordon ou sa paire de Lax prend ses valeurs dans ’algebre de Lie su(2). Dans
cette section, nous trouvons les deux premiéres formes fondamentales, les courbures
moyennes et de Gauss pour la formule d’immersion de Sym-Tafel et pour les symé-
tries généralisées. Nous obtenons aussi des symétries non-triviales pour cette équation.
Par la suite, a la section suivante, nous traitons de I'’équation de Sinh-Gordon ot nous
comparons les résultats obtenus pour Sine-Gordon avec ceux de Sinh-Gordon. Dans la
section 4.4, nous étudions I’équation non-linéaire de Schrédinger via ses formes fonda-
mentales et ses courbures moyennes et de Gauss & la fois pour les symétries conformes
selon le parameétre spectral et selon les symétries généralisées. De plus, & la section
4.5, nous étudions I’équation de Ernst de la relativité générale dans 'algébre gl(2, C)
et également dans 'algebre s[(2, C). La section suivante est consacrée a I’équation de

Bianchi.

Pour ce qui est du chapitre 5, nous introduisons le concept de loi de conservation
et Popérateur d’homotopie. Nous commencons par introduire le théoréme de Noether
pour sa premiére formulation ainsi que pour sa deuxiéme formulation. Toutefois, cette
méthode est longue et fastidieuse, alors il est utile d’introduire 'opérateur d’homotopie
qui permet d’utiliser les symétries de changement d’échelle qui sont beaucoup plus
faciles a trouver. Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs exemples tels que KdV,

SWW ainsi que Sine-Gordon que nous étudions en détail.

Finalement, ’annexe sert a éclaircir certaines notions et définitions concernant les

systémes intégrables.



Chapitre 2

Apercu de la théorie des groupes et

de leur classification

Ce chapitre est inspiré de la littérature en général, néanmoins beaucoup de ré-
sultats proviennent du livre de Peter Olver [78|. Nous tentons ici de donner un léger
apercu de la théorie des groupes et de leur classification principalement via des dé-
finitions, des théorémes et des exemples. Dans la premiére section, nous définissons
ce qu’est un groupe pour permettre aux lecteurs de se familliariser avec le concept
si ce n’était pas déja le cas. Par la suite, nous introduisons le concept de variété et
d’application dans le section 2.2. A la section 2.3, nous introduisons le concept de
groupe de Lie. Il est & noter que ce sera les groupes de Lie qui seront principalement
utilisé tout le long de ce mémoire. De plus, il nous faut définir ce qu’est une algébre
de Lie, soit le générateur infinitésimal du groupe. Dans cette section, nous définissons
certaines propriétés qui permettent de classifier ces algébres et donc le groupe de Lie
associé. Nous décrivons aussi dans cette section comment effectuer la méthode de
Goursat [44] pour les sous-algebres dites splittings ou non-splittings. La connaissance
des groupes de transformation locale, discutés dans la section 2.5, est nécesaire & la

bonne compréhension des groupes de symétries des équations différentielles qui sont
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expliqués dans la section 2.6. Il est & noter que cette section et la suivante sont en fait
‘un résumé du livre [78]. En ce qui a trait au groupe de symétrie des équations différen-
tielles, nous expliquons la méthodes de la prolongation qui permet de trouver toutes
les symétries continues de ’équation associée. Nous utilisons entre autres I’équation
de chaleur ainsi que le systéme d’équations de Navier-Stokes pour illustrer la méthode.
La section 2.7 traitant de la réduction par symétrie est un exemple de l'utilité de la
théorie des groupes. En effet, la réduction permet d’obtenir des solutions non-triviales
a des équations différentielles autant ordinaires que particlles comme nous avons fait
dans cette section pour l’équatioﬁ de Kadomstev-Petviashvili cylindrique. Nous ter-
minons ce chapitre sur le test de Painlevé qui est la condition nécessaire & ce que
'équation (EDP ou EDO) soit intégrable en se basant sur [26]. Nous effectuons le test
de Painlevé sur la premiére transcendante de Painlevé dans le cas des EDO et sur

Téquation de Sine-Gordon pour le cas des EDP & titre d’exemple.

2.1 Groupes

Définition 2.1. Un groupe est un ensemble G avec une lor de multiplication
GxG—G:(g,h)—goh

qui 0béit aux lois sutvantes :

1. Associativité :
go(hok)=(goh)ok V g,hkeG.

2. Elément identité :

1l existe un élément neutre e € G qui doit étre unique tel que

goe=eog=g V geG.
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3. Inverse :
Il exite un inverse h € G unique pour chaque g € G tel que

goh=hog=e ot h=g'.

Définition 2.2. Un groupe est dit abélien, ou commutatif, si

goh=hog V h,ge€G.

Exemple 2.1 : Soit (R. +), les nombres réels sous l'action de 'addition forment un

groupe. L’identité est 0 et I'inverse de r € R est —r € R.

Exemple 2.2 : Le groupe des permutations. Soit S, ’ensemble des permutations
des nombres {1,2,3,...,n}. Une permutation de {1,2,3,...,n} est une bijection.

0:{1,2,3,..,n} = {1,2,3,...,n}.
Les éléments {o(1),0(2),...,0(n)} sont simplement les éléments originaux {1,2,...,n}
placés dans un ordre différent. Au total, I’ensemble S, contient n! éléments. .S,, est
un groupe sous la composition de permutations. En effet, 1’élément identité de S, est
simplement la permutation identique
o(1) =1, 0(2) =2, S o(n) =n.
La permutation inverse est construite simplement en renversant les différentes opé-
rations de G. C’est que, pour tout k& € {1,2,3,...,n} IN, € {1,2,3,...,n} tel que
o(Ny) = k (puisque que o est surjectif). De plus, Ny est unique puisque o est injectif.
Par conséquent, 'inverse de o est défini par
o ' {1,2.3,...,n} = {1,2,3,...,n} par k — Nj.
L’associativité découle de I’associativité de la composition de fonctions :
[(007) 0w](k) = (0 07)(w(k)),
= olr(w(k))],
= of(T ow)(k)],
=[oo(row)(k) Vke{l .., n}
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Alors, S, est un groupe.

Exemple 2.3 : L’ensemble des matrices n X n réelles (ou complexes) non-singuliéres
forme un groupe sous l'action de la multiplication matricielle, que nous appelons
GL(n,R) (ou GL(n,C)), le groupe général linéaire. Voici quelques groupes fréquem-

ment rencontrés,

GL(n,R) = {A € RV : det A # 0}, Général linéaire réel,
GL(n,C) = {A € C™™ : det A # 0}, Général linéaire complex,
SL(n,R) = {A e RV™:det A =1}, Spécial linéaire réel,
O(n) ={A e R™": ATA = [}, Orthogonal,
Un)={AeCvn": ATA =1}, Unitaire,
SU(n)={AeC™: ATA=1, det(A)=1}, Spécial unitaire.

Définition 2.3. Un sous-ensemble H d’un groupe G est appelé sous-groupe s’il est

lui-méme un groupe sous l’opération agissant sur G.

Exemple 2.4 : SL(n,R) est un sous-groupe de GL(n,R).
Définition 2.4. Si H est un sous-groupe du groupe G, alors ¥V x € G, nous définissons
zHz ' = {zhz™ : h e H},
que nous appellons le conjugué de H par x. Si
tHx ' =H Ve e

alors H est appelé un sous-groupe normal de G.

2.2 Variétés et topologies

Définition 2.5. Un espace topologique (X, T) est un ensemble X avec une classe T

de sous-ensembles de X défini de la fagon suivante :
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1. L’ensemble nide @ et l’espace entier X appartiennent a 7.
2. Toute intersection finie d’éléments de 7 est un élément de 7.
3. Toute union d’éléments de T est un élément de 7.

La classe T est appelée la topologie sur X et ses éléments sont appelés des ouverts. Un
sous-ensemble de X est dit fermé si son complément dans X est ouvert. La fermeture

S d’un ensemble S est l'intersection de tous les ensembles fermés contenant S.

Exemple 2.5 : Si X = {a.,b,¢,d}, alors

T ={2,{a}, {a, b}, {a,c}, ..., {a,b,c},.... {a,b,c,d}}
est une topologie sur X.

Définition 2.6. Un espace topologique est dit de Hausdorff si pour tout p,g € X
tels que p # q, il existe des ensembles ouverts S,, S, € T, tels que p € Sp,q € S, et
SpN Sy =6.

Exemple 2.6 : Topologie de Hausdorff. Dans l'espace R?, considérons tous les

disques ouverts de la forme
Be(zo) = {r € R*: |v — z¢| < €},

ol 79 € R? est un point fixé et ¢ > 0 est un nombre réel et positif. La topologie
est définie d’une telle facon que les ensembles ouverts consistent en toutes unions et
toutes intersections finies du disque ouvert dans R?. Cette topologie est clairement de

Hausdorfl.

Définition 2.7. Une application ¢ : (X, 7) — (Y,u) d’un espace topologique a l'autre
est dite continue si l'image inverse (sous ®) d’un ensemble ouvert quelconque de Y

sous u est un ensemble ouvert de X sous 7.
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Définition 2.8. Une variété M différentiable de n dimensions est un espace topolo-
gique de Hausdorff avec une collection d’applications (systéme de coordonnées)

gbiZM'—“)Rn,

tels que
1. Chaque application ¢; est une bijection d’'un ensemble ouvert u; de M wvers un
ensemble ouvert ¢;(u;) de R".
2. L’union de tous les ensembles u; est ['espace M.
3. Sur nimporte quelle intersection u, Nu;, Uapplication

(]ﬁi o (b;l : d)j(ui ﬂu]) — gbi(ui ﬂu])

est une application différentiable (C*®) de R™ vers R™.

|'Rn

@ oi(u;) B Qio @yt @ @;(u;)

L
>

.
-

FIGURE 2.1 — Variétés et applications

Les variétés sont utiles parce qu’elles nous permettent de généraliser le calcul

différentiel et les autres concepts de la géométrie non-plane. Localement, la structure

est toujours plane.
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Exemple 2.7 : Topologie de la sphére de rayon 1.
S*={(z,y,2) e R®: 2? + 9>+ 2* = 1}.

Il s’agit d’une variété non triviale de dimension 2. Aucun systéme de coordonnées ne

peut couvrir entiérement la sphére, alors nous prenons les ensembles ouverts
u; = S* —{(0,0,1)}, uy = S% — {(0,0,-1)}

en enlevant les poles « Nord »et « Sud »respectivement. Définissons les systémes de

coordonnées comme suit :

¢1:u1_>R2:¢1(1'7y72):( - y )1

1—2"1—2

Ty
2y = R%: oz, y, 2) = : :
ta : Uy ¢a(z,y, 2) (1+z 1+z)

Les systémes de coordonnées ¢, et ¢, correspondent & une projection stéréographique

au travers des « poles Nord et Sud »respectivement.
A A

an
Y,

(x.y.z)

(XY) \

FIGURE 2.2 — Projection de la topologie de la sphére en deux dimensions

m\jz
x
<
N

Définition 2.9. Si M et N sont deux variétés de dimensions m et n respectivement,
alors une application F' : M — N est dite lisse si pour tout systéme de coordonnées
¢ - u; — R™ dans M et pour tout systéme de coordonnées 1; : v; — R" dans N,
Uapplication

o Fodt: ¢u(u) € R™ = y;(v;) € R

est C* comme application R™ vers R™.
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A

VioFo®”

> >

FIGURE 2.3 — Applications lisses

2.3 Groupes de Lie

Définition 2.10. Un groupe de Lie est un groupe qui posséede aussi la structure d’une

variété différentiable, ou l'opération de groupe
GxG—=G:(g,h)—>goh

et Uapplication inverse

G’—%G’:gr—)g‘l

sont des applications lisses.

Exemple 2.8 : Le groupe G = R” sous l'addition est un groupe de Lie. En effet, les
opérations

R* xR" - R": (z,y) =z +vy

et

R*" sR": 22— —2x

sont lisses.
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Exemple 2.9 : Le groupe SO(2).

cosf —sinf
SO(2) = ,0< 6 < 2r
sinf/  cosé

C’est un groupe de Lie puisqu’il est associé avec la variété S de dimension 1, et

I’addition des angles et § — —8 sont toutes des opérations différentiables.

Définition 2.11. Une variété M est connexe si elle ne peut étre divisée en deux

parties non vides, My et My, telles que My N My et My N My sont toutes les deux

vides, ot M; est une fermeture de M;.

Proposition 2.1. 5t G est un groupe de Lie, alors la composante connezre de G

contenant l'identité est un sous-groupe normal de G.

Exemple 2.10 : Le groupe O(3). Le groupe de Lie O(3) a deux composantes

connexes -

1. La composante connexe & l'identité contient toutes les matrices orthogonales
(ATA = I) avec un déterminant de 1. Cette composante est un sous-groupe
de O(3) et est appelée SO(3), le groupe spécial orthogonal qui correspond aux

rotations en trois dimensions.

2. La composante qui n’est pas connexe & l'identité contient toutes les matrices
orthogonales avec un déterminant de —1. Cette composante correspond aux
rotations augmentées d’une réflexion (opération discréte). Ce n'est pas un sous-

groupe de O(3).
A€ O(3) et det(—A) = (—1)*det(A) = —det(A), T: A — —A.

Définition 2.12. Un sous-groupe de Lie H d’un groupe de Lie G est un sous-groupe

de G qui est lui-méme un groupe de Lie et ou la transformation de ['identité
id: H— G

est lisse.
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2.4 Algébre de Lie

Définition 2.13. Une algébre de Lie g est un espace vectoriel réel ou complexe avec
une loi de multiplication interne, [X,Y], appelée crochet de Lie qui posséde les pro-

priétés sutvantes :

1. Bilinéarité pour tout a,b € R( ou C),VX,Y,Z € g,

[aX + Y, Z] = a|X, Z] + b]Y, Z],

2. Antisymétrie pour tout X,Y € g,

Y, X] = -[X.Y],

3. Identité de Jacobi pour tout XY, Z € g,

X, [Y, Z]] + |Z,[X, Y]] + [V, [2, X]] = 0.

Une algebre de Lie est abélienne (ou commutative) si
X,Y]=[v,X]=0, VXYeg

Définition 2.14. Un sous-ensemble ty C g d’une algébre de Lie g est appelée sous-algébre

(de Lie) si 'ty est fermé sous le crochet de Lie hérité de g.

Si nous écrivons [hy, h] pour représenter {[X,Y]: X,Y € h}, alors b est une sous-

algébre si

[h,h] C b.

Définition 2.15. Supposons qu’une algébre de Lie g peut étre écrite comme une

somme,

g=201182
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(dans le sens d’une addition d’espaces vectoriels) ou gy et go sont des sous-algébres

de Lie. Soit [g1, 8], représente l'ensemble

{[X,Y]IXEgl,YEQQ}.

Si g1, 82] =0, g est appelé une somme directe de g, et ga, alors est elle dénotée par

8=20190

Si (g1, 92] C g2, g est appellé une somme semi-directe de g et ga, alors elle est dénotée

par

g=0D g

Exemple 2.11 : [’algébre de translation
t(3) = {Pla PQ)P?)}

définie tel que
[Pi’ Pj] =0

est une somme directe,

l‘/(3) = {P1} ® {PQ} @ {Pg}

Définition 2.16. Une sous-algébre ty d’une algébre de Lie g est appelée un idéal si

[6,9] 0,

c’est-a-dire
VX ebhVeg[X,Y]eh.
Il est a noter que si g = g1 P g2, alors go est un idéal de g.

Définition 2.17. Le centralisateur Cy(g) d’une algébre de Lie g est le plus grand idéal

b tel que
Cy(b) = {b € g[[b, 9] = 0},

c’est-a-dire la plus grande sous-algébre qui commute avec l’algébre entier.
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Définition 2.18. Le normalisateur d’une sous-algébre by d’un groupe de Lie g est la
sous-algébre

N ={Xeg:[X,Y] €h,VY €ph}.

Définition 2.19. Soit g une algébre de Lie. Considérons la séquence de sous-algebres

sutvante qui est déterminée récursivement

(0) —

g9 =g g% = [9(0)’9(0)]_’ g? = [g(l)’g(l)], o, gt = [g('n)7g(n)]7

oun=1{0,1,2,..} . Alors g est dit résoluble s’il existe un certain k tel que

o™ = {0}.

Sinon, elle est dite parfaite.

Nous pouvons ausst considérer la séquence de sous-algébres

go =6 08 =800l 02 =I[8900 - Bun+) =18 0n,

oun=1{0,1,2,..} . Alors g est dit nilpotente s’il existe un certain k tel que

g = {0},
ce qui revient a dire que sa série centrale se termine.

Définition 2.20. Le radical R(g) d’une algébre de Lie g est l'idéal mazimal résoluble.

Il est unique et contient tous les autres idéaux résolubles.

Définition 2.21. Le nilradical est 'idéal nilpotent mazimal. On peut montrer que

NR(g) € R(g) C g.

Définition 2.22. Une algébre de Lie g est dite simple si elle ne contient aucun idéal
non-trivial, ¢’est-a-dire que, ses seuls idéauz sont {0} et g. Une algébre de Lie g est

dite semi-simple st elle s’exprime comme la somme directe d’algébres simples.

Proposition 2.2. Toute algébre de Lie g de dimension finie peut étre décomposée

sous la forme

g=5P R(g)
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ot R(g) est le radical de g et S est semi-simple. Ceci se nomme la décomposition de

Léuvi.

Exemple 2.12 : L’algébre euclidienne.
e(2) = {1, P», L3}

1l s’agit de 'algebre euclidienne de dimension 2 contenant deux translations P;, P; et

une rotation Ls. Les relations de commutations sont
[P, Po] =0, [P, Lg] = =Py, [Po, L] = Py,
alors la séquence est
0% = (P, P, La}, o' = (P, R}, ) = {0},
ce qui indique que ¢(2) est une algébre de Lie résoluble. Toutefois,

g1 =0 =93 = ... = { A, P2},

alors e(2) n’est pas nilpotente. Le radical de ¢(2) est R(es) = eo, puisque ey est déja

résoluble.

Exemple 2.13 : L’algébre de Heisenberg. L’algébre de Heisenberg {e;, ¢s, e3} est
définie comme

{61; 32] = —eg, [61, 93] =0, [22, 93] =0,

alors

09 = {er 0,03}, g ={es}, 9% ={0},
go) = {e1, e 03}, gy = {es}. 8 = {0}

L’algébre de Heisenberg est donc nilpotente.

Exemple 2.14 : L’algébre sl(2,R). Soit sl(2,R) = {T, D,C}, on

D, T] = -T, [D,C] = C, [T.C] = 2D.
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Cette algébre de Lie n’est pas résoluble (et n’est pas nilpotente). En fait, elle ne

contient aucun idéal non-trivial. Ainsi, s{(2,R) est une algébre simple.

Exemple 2.15 : Symétries de I’équation de chaleur. L’algébre de Lie de symétrie
g pour I’équation de chaleur [78]

Up = Uy

est générée par six champs de vecteurs :

- X=0, T=20, translations en z et en ¢,
- D=wud,, L=2z0,+2t0, dilatations en w et en z, t,
- B =2t0, — zud,, Boost galiléen,

— C = 4tr0, + 420, — (2% + 2t)ud,, transformation conforme,

et par une famille d’espaces vectoriels de dimension infinie S(f) = f(z,t)0, ou f

satisfait I'’équation de chaleur f; = f,,.

En effectuant le simple changement de base que voici

- X' =X=0,
_T/Z:T:a[,
- D' :=D=ud,

— L':=1L— 1D =320, + t0, — Tud,
~ B':= B =2td, — zu0,
- "= 3C = xtd, + 120, — § (2* + 2t) ud,,
la table de commutation est donnée comme suit (pour les composantes & dimension

finie)
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ool | L' T ¢ | X B D
I 0o -7 ¢ -lx 1B 0
T | T 0 2! 0 2X 0
¢ | —¢' 2L’ 0 | -lB 0 0
X | ix 0o | 0o -D o0
B | -iB —2X’ 0 | D 0 0
D’ 0 0o 0| 0 0 O

TABLEAU 2.1 — Table des commutateurs de ’algébre de symétrie de ’équation de

chaleur

Nous reconnaissons 'algebre {L', 7", C'} comme s[(2,R) (simple), et {X’, B’, D'}
comme l'algébre de Heisenberg (résoluble). En fait, {X’, B/, D'} est le radical de g.
Alors la décomposition de Lévi de g est donnée par

g={L.T.C"yd {X' B, D}.

simple radical

2.4.1 Classification d’algébres simples

Pour traiter les algébres de Lie simples, il faut trouver toutes les sous-algebres
maximales de g. Pour ce faire, choisissons une représentation matricielle (réelle ou
complexe) de g de dimension finie. Cette représentation agissant dans un espace V
nous laisse deux choix possibles, soit que la sous-algébre maximale laisse des sous-
espaces de V invariants, soit qu’elle ne laisse aucun sous-espace de V invariant. S’il y
a invariance, on classifie tous les sous-espaces invariants selon l’action de G et nous
trouvons les sous-algébres de matrices laissant invariant chaque sous-espace. On dit
alors que la sous-algébre est plongée réductiblement dans l'algébre. Les sous-espaces
invariants sont caractérisés par leur signature (ou seulement par leur dimension dans

le cas d’un espace euclidien). Les matrices trouvées constituent la (les) sous-algébre(s)
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recherchée(s).

Si la sous-algébre ne laisse aucun sous-espace invariant, alors elle est soit simple,
semi-simple ou réductive. Une algebre réductive est la somme directe d’une algébre -
semi-simple et d’une algébre abélienne. On connait toutes les sous-algébres semi-
simples des algébres simples. On construit donc les sous-algébres réductives en trou-
vant les centralisateurs des algébres semi-simples dans g. Si une des sous-algébres
trouvées est simple, alors nous réappliquons la procédure, sinon nous utiliserons une

autre technique qui sera décrite plus loin.

2.4.2 Sous-algébres de sommes directes

Soit
g=hat
Il faut utiliser la méthode du twist de Goursat [44]. Cette méthode permet de détermi-

ner les sous-algébres twisted et non-twisted. Une algébre non-twisted est une algébre

conjuguée a une somme directe de sous-algébres h et ¥ respectivement ;

90:b0®E07 bogb1 EOQE

Une algébre twisted n'est pas conjuguée a une algébre de ce type. On commence

tout d’abord par classifier les sous-algcébres de fj et € sans oublier les sous-algébres
triviales. On forme alors une liste des toutes les sous-algébres de h et & avec leur
normalisateur respectif. On crée une liste des sous-algeébres non-twisted en effectuant

toutes les combinaisions

Si=bh; DY

possibles.
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Le twist de Goursat sert a généraliser les algébres twisted. Deux sous-algébres
hio Chettr, CE(jksont les dimensions des sous-algébres), peuvent étre torsadées
ensemble s’il existe un homomorphisme d’une vers l'autre. On choisit alors une base

de b;, = a1, ...,a; et nous construisons I'homomorphisme le plus général

m(a;) = Nb; € by, jzk=1

1

On utilise alors les propriétés des homomorphismes et la table de commutations pour

éliminer certaines des constantes. Par la suite, il faut appliquer le normalisateur
N(Bjas Gy) @ N(8rp, Ge)

pour simplifier les paramétres. Pour ce faire, nous utilisons la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff

Mye ™M =Y 4+ N\X Y]+ A;[X, [(X. Y]]+ ;—T[X, X XY+

2.4.3 Sous-algébres de sommes semi-directes

Nous voulons classifier les algébres de types
g=hdN,

ou NV est I'idéal de g, ce qui est simplifié si on peut trouver un idéal abélien. On débute
tout d’abord par la classification des sous-algébres de § (qui peuvent étre simples,
étre une somme directe ou une somme semi-directe). Nous devons alors construire les

algebres splitting et les algébres non-splitting. Pour les algébres splitting, la procédure

est la suivante :

1. Pour chaque sous-algébre h; de b, trouver tous les sous-espaces invariants N ,
de N qui sont également des sous-algébres, incluant les sous-algébres triviales

et N :

M,a g Na [M,a-,-/v’i,a] g -/V;',aa {bi:/\/’i,a] g -/V;',a-
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2. Classifier les sous-espaces selon 'action du normalisateur de b; dans Gj.

3. Créer une nouvelle liste de toutes les algébres splitting

S1(8) = {8ia € 9l8ia = i Mo}
et trouver le normalisateur de chacun des g; ,.

Afin de trouver les sous-algébres non-splitting, nous suivons la méthode suivante.

Pour chacune des sous-algébres splitting, nous considérons une base de la forme
gi,a:{Etqu}a EaEb, XJEN,
1<a<f=dim(h;), j<r=dm(N,.,).

La procédure est alors

1. Compléter la base {X;} vers une base de NV,
N={X,., X, Y1,.., Y}, r+ s = dim(N)

et former I'espace vectoriel

V= {ta+ ) cap¥, X;}, a=1,...f,  j=1,..m
pu=1
On écrit les relations de commutation
[Em Eb] = f;bEC, {an Xk] = afllev
[Ea; Y,u] = IOZ”,YU + UZLXm» [X’ia X]] = W.Z?‘Xm)
Y, Y, = ZUYU + ~/l"Z,Xm, (X, Y,] = /\;’MYU + T{Z}Xm.

I faut maintenant imposer que cet espace soit une algébre de Lie, du moins
[V, V] C V.
Cette condition implique que

(03 (o3 [ (57
CovPqy — Caupb# - Ccafab - _caucbuﬁ“u
ca#/\?u =0
pour toutes valeurs de a,b, «, j et v. En général, ces équations ne sont pas tres
simples & résoudre. Le travail est simplifi¢ lorsque certains coefficients sont nuls.

Le cas ou NV est abélien est évidemment le plus simple.
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2. Une solution aux équations précédentes forme une algébre de Lie. Nous réduisons

par la suite les constantes & I'aide du normalisateur

G = N(gi,aa G)_B JV(M,aa GN)

avec Gy = exp(N).

Si NV est abélien, on peut générer des cobords & partir de la table de commuta-

tions. En effet, nous calculons les commutateurs
[6a, Y, ].

Le résultat de ceux qui sont non nuls pourront, selon un choix libre de \, simpli-
fier certains coefficients. Il ne restera alors qu’a appliquer le normalisateur pour
simplifier au maximum les derniers coefficients. Ceci nous donne alors la liste

des sous-algebres non-splitting.

En appliquant ces procédures itérativement, nous obtenons une liste de toutes les
sous-algébres de g. Chacune des ces sous-algébres permet d’obtenir une réduction du
nombre de variables indépendantes de ’équation aux dérivées partielles (EDP) qui
possédait cette algébre de symétrie. Il est a noter qu’il peut exister des automor-
phismes externes, relatifs & ’équation. Ainsi, certaines sous-algébres peuvent fournir
la méme réduction. Habituellement, ces automorphismes sont assez simples a voir,
par exemple les réflexions x — —uz sur les variables indépendantes peuvent ne pas

modifier I’équation.

2.5 Groupes de transformations locales

Définition 2.23. Un groupe de transformations locales agissant sur R™ consiste en

un groupe de Lie G avec l'identité e et d’un ensemble ouvert V' défini cornme

{e} xR"CV CGxR"
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et une application lisse

¢o:V >R
qui satisfait les conditions,
1. ¢(e,x) = x, pour tout x € R",
2. ¢(g.d(h,x)) = ¢(g o h,x) pour tout g,h € G et x € R".
SiV =G xR, alors le groupe d’action de G est global. Toutefois, plus généralement,

pour chaque x € R™, Uaction du groupe est limitée a un certain voisinage de identité

e dans G. De la, nous référons au groupe de transformations locales.

Les générateurs infinitésimaux sont associés & un groupe de transformations lo-
cales. Soit g, 'algébre de Lie de G. Alors chaque élément @ € g génére un sous-groupe
4 un paramétre exp[ta] de a. Le générateur infinitésiinal de R™ correspondant est le

champ de vecteurs ¢(«) dont la valeur a = € R™ est

sell, = 5| alexp(ia), o) 21)

Siz = (z!, ..., zP) sont les coordonnées de R?, alors les champs de vecteurs prennent

la forme

) )
14
oot Tt W5 (22)

7=¢(z)

Ainsi, le champ de vecteurs « qui génére la transformation & un parametre
¢(exp(ta),z) = (¢'(t,2), .., #(t, 2))

aux fonctions de coordonnées

A Tinverse, soit un espace vectoriel donné du type (2.2), le groupe de transfor-

mations & un parameétre généré est trouvé en solutionant le systéme d’équations aux
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dérivées ordinaires (EDOs)

di,
dt

Les champs de vecteurs de R™ peuvent aussi étre vu comme des opérateurs de
dérivées partielles de premiers ordre qui agissent sur des fonctions lisses F: R" — R :

oF _ oF
UF(x) = gl(x)(?'—.cl + ..+ 5”(1")81;

L’application ¢ de I'algébre de Lie vers le champ de vecteurs définie par (2.1) préserve
les crochets de Lie :

¢([e, B]) = [9(a), B(P)]. (2.3)

De 14, les générateurs infinitésimaux d’un groupe de transformations locales forment
une algébre de Lie de dimension finie d’un champ de vecteurs dans R*. A D'inverse,
avec une algébre de Lie de dimension finie du champ de vecteurs de R™, le théoréme
de Frobenius dit qu’il y a un groupe de transformations locales dont les générateurs

infinitésimaux sont précisément les champs de vecteurs en question.

Exemple 2.16 : Générateurs infinitésimaux et groupes de transformations
locales. Soit G = R avec la coordonnée t et considérons 'action de groupe sur R?
suivant :
z Y
bry) =7 |-
# v) <l—ty 1—ty>
icl

1 1
V:{<taxay):(y>0€tt<;)ou(y:())ou(y<()ett>a)}.

L’action n’est donc pas globale. Elle ne peut étre définie pour un point en dehors de

V. De la, les coefficients du générateur infinitésimal sont

& (z,y) = % (1 —Ity) - <ﬁ>
&(zy) = % (1 E/ty) - <(1_y7ty)2>

t=0

t=0
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Alors le générateur est
~ 9] L o}
v=ay— +y"—.
ox dy
Dans le but de retrouver notre transformation, nous résolvons les équations différen-

tielles pour Z = Z(z,y,t) et § = g(z,y,t)

@_5” 4 _ g
at Y TR
z(t=0) =z, y(t = 0) =y,
dy .,  dy —1
-1 y
quand t =0 - — = f(z,y). Alors §(z,y,t) = 7
Y 11—yt
dz . Ty dz Y -
i e 1_ytdt:>n7c n(l —yt) + In f(z,y),
:>j~:f(I’w,é,t=0,alorsIZf(x,y)ﬁf(%y»t)_

_1—yt'

Une fonction F': R* — R™ est dite G-invariante si pour tout z € R", F(gz) =
F(z) lorsque gz est défini. Similairement, un sous-ensemble S C R™ est appelé un sous
ensemble G-invariant si pour tout z € S, gx € .S quand gz est défini. Il est a noter que
si I est une fonction G-invariante, toutes les lignes de niveaux de £ sont des ensembles
G-invariants. Méme si un ensemble S d’une sous-variété donnée par un affaissement
vers zéro d’une fonction, et S est G-invariant, alors il n’est pas nécessairement vrai
que F' soit une fonction G-invariante. Le groupe de symétrie d’une ligne de niveau
d’une fonction (c’est-a-dire que le plus grand groupe de transformations laisse la ligne
de niveau invariante) va généralement contenir plus de symétries que le groupe de
symétries de la fonction. Le théoréme qui suit donne le critére infinitésimal pour

'invariance d’une fonction ou d’une sous-variété [78].

Théoréme 2.1. Supposons que G est un groupe de Lie de transformations connezes

agissant sur R™, tel que pour tout x € R", G, = {g : gz est défini} est aussi conneze.
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Soit F': R* — R™ une fonction différentiable dont les matrices de Jacobi sont de rang

mazimal en tout point de l’espace.

1. F est une fonction G-invariante si et seulement si
aFi(x) =0, k=1,..,m, (2.4)

pour chaque générateur infinitésimal o de G et tout x € R™.
2. La sous-variété S = {z : F(x) = 0} est G-invariante si et seulement si (2.4) est

satisfaite pour chaque générateur infinitésimal o et pour chaque r € S.

Preuve : La nécessité de I'équation (2.4) provient de la différentiation de I’équation
F(exp(ta)z) =0, a€g,r€ES,

par rapport & t et en I’évaluant a t = 0. Pour démontrer la suffisance, supposons que
le jacobien de F & z( soit de rang maximal. Alors, par le théoréme de la fonction

implicite, nous devons changer localement les coordonnées pour que F' ait la forme

F(l’l, ...,In) = (I’l, ,Im)

Ainsi S = {(0,...,0,2p11,..., 7,) }. La condition infinitésimale (2.4) implique que a,
lorsqu’il est restreint & S, a la forme 04m+1(.r)61"3—_4rl + ..+ a.n(.r)%, z € S. Alors
le sous-groupe & un parameétre exp(ta) obtenu en intégrant le systéme requis d’'EDO
laisse évidemment S localerhent invariant. De la pour chaque z € S, il y a un voisinage
N, de 0 dans g tel que pour o € N,, exp(ta)z € S. Maintenant exp :g — G recouvre
un voisinage suffisament petit de 0 dans g d’une maniére homéomorphique sur un
voisinage de e dans GG. Ainsi pour chaque z € S, il y a un voisinage N, de e dans G
(dépendant continuellement de z) tel que quand g € N,, gz € S. Finalement, pour
montrer que S est invariant sur G, = € S donné, soit H, = {g € G : gz est défini et
gz € S}. 1l est simple de montrer que H, est ouvert et aussi, si g € clos H,, alors gz
n’est pas défini. Ceci implique, par la connexion de G, que H, = G, et ainsi .S est en
effet invariant sur G. Pour prouver la permiére partie du théoréme, il suffit de noter

que F est invariant si et seulement si toutes les lignes de niveau de F' sont invariants.

Toutefois, la seconde partie du théoréme implique la premiére partie. ]
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2.6 Groupe de symétrie des équations différentielles

Cette section est principalement un résumé des résultats présentés dans le livre de

P. Olver [78] concernant les groupes de symétrie des équations différentielles.

Soit
A,,(:L',u,...,u(n)) =0 v=12..s, (2.5)

un systéme d’équations aux dérivées partielles, ou z = (z!,...,2P) € RP représente
les variables indépendantes et ou u = (ul,...,u?) € R? représente les variables dé-
pendantes. u(™ indique que la fonction A, dépend aussi des dérivées de u jusqu’a un

ordre n.
X ={zeRP}, U ={ueR%}, X xU = espace des coordonnées.

Les solutions u = f(xz) du systéme (2.5) sont identifiables avec les graphes I' qui sont

des sous-variétés de X x U de dimension p
['={(z, f(x))} C X xU.

Un groupe de symétrie du systéme (2.5) est un groupe local de transformations G
agissant sur X X U qui préserve I'espace des solutions de (2.5). Chaque solution de

notre systéme est transformée en une autre solution de notre fonction.

En général, pour une fonction u = f(z) donnée, définie dans un voisinage N d’un

point xg € X, le graphe de f est I’ensemble
L= {(z, f(x): 2 € N}.
Pour g € G fermé a l'identité e, nous pouvons définir 1’ensemble
gl' = {o(g; 7, u) : (z.u) € T'}.

Puisque G agit continuellement et ¢ laisse I' inchangé, nous pouvons trouver un voi-
sinage de e dans G tel que pour tout g a l'intérieur, gl' est le graphe d’une certaine

nouvelle fonction @ = f (@), explicitement construite comme suit.
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ST

FIGURE 2.4 — Génération de nouveaux graphes via la multiplication par le groupe.

Si ¢ = (g;z,u) = (F,1) ou &* = Xj(x,u),u* = UZ(z,u), alors le graphe gI" est

donné par les équations paramétriques

Bt = Xy(z, f(2)), 0% = U (=, f(2))
et nous trouvons f = go f en éliminant x des équations et en exprimant ¢ en terme

de la nouvelle variable Z.

Exemple 2.17 : Le groupe des rotations SO(2). p = ¢ = 1,G = SO(2) est le
groupe des rotations agissant sur X x U = R?. Les transformations sont
T =xcosf —usinf, & =zsinf +ucosf, on 0 < < 2nx.

Ainsi, si nous considérons la fonction f(z) = az + b, nous obtenons

7= Xo(z, f(z)) =xcos8 — (az + b)sinf = x(cosf — asinf) — bsin g,

u = Up(z, f(z)) = zsinf + (ax + b) cos§ = z(sinf + a cosf) + bcos b.
Nous pouvons solutionner la premiére équation pour x

_ I+bsind
cosf —asinf’

Alors,
U =zsinf + ucosb,

= zsinf + (ax + b) cos 4,

T+ bsinf bcos B{cos @ — asinb)
cosf —asinf '

= 7 )
(sind + acos (cos@ — asm@

B sinf! +acosf _ i
_cose—asm@ cos@—asm@
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La fonction transformée est, donc

i = f(), ot f(z) = SnbFacost, ;

cose—asinﬁr cosf —asinf’
Définition 2.24. Soit
Az, u™) =0, (2.6)

un systeme d’équations auxr dérivées partielles avec p wvariables indépendantes et q

variables dépendantes. Un groupe de symétrie est un groupe de transformations locales

G 'agissant sur X x U tel que chaque fois que u = f(x) est une solution du systéme
(2.6).
i=f(3)=gof(¥) geG

est ausst une solution du systéme (2.6) pour n'importe quel g € G.

Question : Comment obtenir le plus grand groupe de symétrie locale continu pour

un systéme d’équations différenticlles donné ?
Réponse : La méthode des prolongations des champs de vecteurs.

Nous allons construire un espace représentant les différentes dérivées présentes
dans notre systéme (appelé jet bundle) et alors nous réalisons le systéme comme une

sous-variété d’un tel espace.

Définissons le multi-indice J = (j,...7,) ot chaque j; est un entier non négatif et
nous définissons

Les diverses dérivées des variables dépendantes u® selon les variables indépendantes
z' sont exprimées en terme de k¢ ordre de dérivées partielles selon z*.

o

(3,] = Q.
ag;ljl ...ag;pjp
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Tel que
a[ J|ua

811]1 a_rp ’

Nous étendons l'espace des coordonnées X x U jusqu’au jet bundle

o _
uy =

Ve = {(',u%u3) : |J] < k}

qui est I'espace des coordonnées et toutes les dérivées jusqu’a l'ordre k inclusivement.

Soit un systéme donné,
AYz,u,uy) =0 1=1,..s
d’EDP, une solution est seulement une fonction lisse f : X — U, telle que

A(z; f(z),0,f(z)) = 0.

Si G est un groupe de transformations locales agissant sur I’espace X x U, il y a une
action locale induite de G sur 'espace de jet entier ). Ceci constitue la prolongation
d’une transformation de coordonnées de G vers une transformation incluant aussi les
dérivées. Le probléme est que les transformations de groupe et leurs prolongations sont
souvent fortement non-linéaires. Ceci peut faire en sorte que de telles prolongations
sont difficiles & utiliser. Toutefois, pour solutionner ce probléme, nous devons effectuer
I’analyse de prolongation au niveau de ’algébre de Lie ou tous les opérateurs sont

linéaires.

Soit un sous-groupe de G & un paramétre donné, nous définissons la k¢ prolonga-
tion de son générateur infinitésimal associé o comme étant le générateur infinitésimal

d’action de sous-groupe & un paramétre étendu jusqu’au k¢ ordre jet bundle.

Définition 2.25. Soit une fonction différentiable F(z,u,u;) donnée, nous définissons
la dérivée totale D; (i = 1,...,p) comme la dérivée de F' traitant w comme une fonction

de = qui est




Chapitre 2. Introduction 38

ot Ji = (1, s i1y Ji + 1y i1y s Jip)-

Exemple 2.18 : Dérivées totales. Pour p = 2,q = 1, k = 2, nous avons z* = (1, y)

et u = (u) donc les dérivées totales sont

D——+ua+u 8+u a+u a'+u ? +u 0
L *ou = Ou, v duy, T gy Y Oty wy Oy’
D 0 i N 0 N 0 N 0 N 0 N 0
= — Uyy=—— + Uyg=—— + Uyyy=—— + Uyye =—— + Uyzz ——.
Yo oy ) v du, Y Ou, oy Oty i Oty Y Dty

Exemple 2.19 : Dérivées totales et multi-indice. Si
F=zu, + y2uyum,

alors

2 2,
DIF = Uy + Uz + Y UgyUzx +y Uy Uz

étant donné un multi-indice J = (j1, ..., jp), nous définison

s

A

a j2 Ip

DJ - D1D1D11\D2D2D2/ Dpr...Dp.

Théoréme 2.2. Supposons o un champ de vecteur lisse

. ) g d
a = ;51(1:@811- + ZW(%U)%

a=1

dans U'espace X x U. Alors, la k¢ prolongation de o est le champ de vecteurs

g 0<|J|<k
0

pr(a) = a + Z Z (¢Q)J(z,u,uJ)aua
a=1 J J

dans le jet bundle Yy, ou les fonctions des coefficients (¢) sont données par

14 8Ua . 14
e $26) oS
=1

i=1
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Exemple 2.20 : Premiére prolongation de SO(2). p =¢ =1, G = SO(2) dont

les actions induisent des transformations de la forme
Z=u1xcosf — usind,
U =zxsinf + ucosb.

Le générateur infinitésimal est

0 0
a = ﬁ(r,u)a + d’(I,u)%,
ou
§(z,u) = —(xcosd — usind) = (—zsinf —ucosb)|,_, = —u,
df o
¢(z,u) = —(zsinf + ucos ) = (zcosf —usinb)|,_, = x.
dp o
Alors,
2
Yor T ou
9,

, oll

¢I = Dl‘(¢ - urg) + urrg’
= D, (T + uy) — Uty = 1+ (Ug)? + Wligy — Ulge = 1+ (ug)?,
alors

5] 0
Vv, - ., 7 il 2y 2
pr/o ua$+rau+(1+(ur))auz.

Exemple 2.21 : Prolongation d’ordre supérieur. Considérons lecasp =2,¢=1
général. Nous avons les variables indépendantes z,t et la variable dépendante u. Le

plus général espace vectoriel sur X x U est

0 0 0
o= §(r,t,u)8—r + T(I‘t,u)—a—t + qﬁ(z,t,u)%.

La premiére prolongation est
¢I = Dl‘(¢ - u:cg - utT) + u:c:cg + Uy T
= ¢1‘ + (/I)U.UI - gruac - gu(uz)Q - gur.’r T TpUt — Ty Uz Uy
— TUps + gy + Ty

- ¢:c + (¢u - g:c)u:c — TpUy — g'u,(u:tc)2 — TuUz Uy
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Similairement,

¢t = Dt(¢ —uz& — ULT) + Uz + Uy T,
¢L = ¢L - §LUI + (¢u - Tt.)ut - guuzut - Tu(ul)Q'

Pour la deuxiéme prolongation, nous avons

0 0 0
¢1‘f, ¢f.t
OUyy

pr®(a) = pr(a) + ¢** .
Oug Ouy,

Nous donnons la formule pour ¢**

(pm: = Dz((p - U1§ - ULT) + ulllg + Uzt T,

¢II = ¢a:a: + (2¢zu - ﬁzz)uz — Tz + (¢uu - 25111)(“/1)2

- 2Tzuu:c“'l. - fu'u.(uz)g - T'u,u(um)2ut + (¢u - 2£z)“.1‘1:

- 2TIUIL - 3£uuzuzz — TyUtUgzy — QTuuzuzt-
Similairement, nous pouvons trouver ¢' et ¢*!

P" = DLQ(¢ — uz€ — WT) + Uy + U T,

P = ¢tt + Ut,(2¢m - Tu) — gy + Ut2(¢uu - QTLu)
- 2Utuzgtu - U?Tuu - uguzguu + Utt(¢u - QTL)

— 2u&y — Uy Ty — 2uU 8 — UgUyu,

¢™ = Dy Dy(d — Ug — UyT) + Ugar§ + UsguiT,
¢ =ar + U (ru — Eot) + U(Dzu — Tat) + Uit (Puu — Eou — Tia)
U2 BT R — Ui T (b — Eo — 7))
— Uzz€p — UuTe — 2UzpUafu — 2UgiUn Ty — UpaUeu — UptUs Ty
Théoréme 2.3. Supposons que «x et 3 sont des champs de vecteurs lisses sur X x U.
Alors,
prPac + bB] = apr®a] + bprtP (6],
prFa, 8] = [prP e, pri? 8], (2.7)
ce théoréme est tiré de [78, Théoréme 2.39]. Nous pouvons comparer 'application de

I’équation (2.3) avec I’équation la prolongation de (2.7).
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Théoréme 2.4. : Le critére de symétrie. Supposons que A, (z,u™) = 0,v =
{1,..., s} est un systéme d’EDP. Soit G un groupe conneze de transformations locales

agissant sur X x U tel que pour chaque générateur infinitésimal o« de G,
(pr™a) (A, (z, ™) =0  quand A, (z,u™) = 0.

Alors G est un groupe de symétrie du systeme A, = 0.

Exemple 2.22 : Symétries généralisées. Considérons I’équation différentielle du
premier ordre

A=(u—2)u, +(u+2)=0
dont la premiére prolongation est
pri(a) = —ud, + 20, + (1 4+ u2)d,, .
En appliquant cette prolongation & notre équation, nous obtenons

pr(e)A = (—ud, + 20, + (1 + ul)dy ) [(v — 2)uy + (v + 7)),
= uy[(u — 2)uy + (u+ 7)),

= u,A.

Nous pouvons voir que cette prolongation est toujours nulle quand A = 0, elle est
donc une symétrie de 'EDO. Comme nous ’avons vu précédemment, si nous avons
une solution u = f(z) de A, alors la solution @ = 8 f(#) est aussi une solution de A.
Si la solution u est, par exemple, une spirale, alors la solution # sera aussi une spirale,

mais ayant subi une rotation.

Théoréme 2.5. Supposons A(u,u®)) =0 un systéme d’EDP avec p variables indé-
pendantes et g variables dépendantes, tel que les matrices de Jacobi de A ont un rang

mazximal en tout point. Supposons en plus que pour tout point
(20, 10) € Ya = {(z,u® : Az, u*) =0} C X x U,

il y a une solution u = f(z) définie dans le voisinage de xq tel que u(()k) =pr®) f(z0).

Supposons G un groupe de transformations locales connexe agissant sur X x U =
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RP x RY, l'espace des variables dépendantes et indépendantes. Alors G est un groupe
de symétrie du systéme si et seulement si pour chaque générateur infinitésimal o de
G,

pr® (o) [A(z, u)] =0 lorsque Az, u®) = 0.

Dans le but de déterminer le plus large groupe (continu) de symétries d’un systéme

d’EDP, nous devons;;

1. Commencer avec ’espace vectoriel le plus général et calculer sa prolongation.

2. Utiliser le théoréme du critére de symétrie pour déterminer les conditions aux-
quelles les coeflicients du champ de vecteurs doivent obéir pour que le champ

de vecteurs soit un générateur infinitésimal de symétrie.

3. Déterminer l'algébre de Lie des symétries infinitésimales, et intégrer pour trou-

ver le groupe G des transformations de symétrie.

Définition 2.26. Un groupe de transformations G & un paramétre est un groupe de

transformations agissant dans ’espace X x U dépendant de facon continue d’un pa-
rametre € tel que tout élément g € G est décrit par la valeur du parameétre €, c¢’est-
a-dire g = g(e). De plus, ces éléments forment un groupe agissant sur un élément

(z,u) € X x U de la fagon suivante :

1. L’élément identité est défini pour e =0 : g(0) - (r,u) = (z, u).
2. L’action est fermée et associative : g(e1) - (g(ea) - (z,u)) = g(er + €2) - (x,u).
3. L’action est infiniment différentiable par rapport au parametre .
Définition 2.27. Soit A un systéme d’équations différentielles d’ordre n et G un

groupe de transformations locale agissant sur ’espace des variables dépendantes et in-

dépendantes. On dit que G est un groupe de symétrie du systéme d’équations
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différentielles A si laction prolongée de G laisse l’ensemble des solutions Sp inva-
riant, ¢’est-a-dire que si (z,u) € Sa, alors (%,4™) =pr™g - (z,u™) € Sa, ot ul™

dénote les fonctions indépendantes et toutes leurs dérivées partielles.

Exemple 2.23 : Base du champ de vecteurs pour ’équation de chaleur.|78]

L’équation de chaleur & une dimension est
Up = Uyy. (2.8)

Iei, p = 2,¢ = 1,k = 2. Soit A := u; — uz, = 0, nous cherchons les symétries de

I’équation A = 0. Le champ de vecteurs le plus général est

o= §(1,t,u)g +7(z,t,u)—

o o
p " + o(z,t,u)—

0 ou’
Nous devons calculer la seconde prolongation

0 0

a—§—+ + 0
pr at

duy

¢1‘t ¢LL

auzt autt

0
T

Oum

ou les coeflicients ¢*, ¢, ¢*%, ¢**, ¢'* sont & déterminer en utilisant la formule de pro-

longation. En appliquant le critére de symétrie, nous calculons
(prPa)(A) = (pr®a)(u; — uz,) = ¢ — ¢™*.
D’aprés le critere de symeétrie, si & est une symétrie infinitésimale, nous devons avoir
— ™ =0 quand uy — uy =0.

Les coeflicients ¢! et ¢** ont déja été déterminés et nous pouvons les substituer dans
I’équation. Remplacant u; par u,, partout, nous égalons les coeflicients des diverses

dérivées partielles de u dans le but d’obtenir ses équations déterminantes :

= Uyplyy 0=27, (a)

— Uy 0=2r7, (b)

— (Ugz)® 0= —7u+ Ty (c
(

- (ur)2u11 0= Tuy
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— Ugllyy 0= —& + 27, + 3&, (e)
— Ugy 0=¢u—Te+ 7o — bu+26  (f)
— (uy)? 0=Euu (g)
— (ug)? 0 = —uu + 28zu (h)
— U, 0=—& = 20pu + &us (i)
-1 0= ¢ — Pra ()

Ce sont les conditions qui doivent étre satisfaites par £, 7 et ¢ si o doit étre une

symétrie infinitésimale. En suivant les étapes que voici :

- (a) et (b) = 7 =7(t),

— (c) est identiquement satisfait, de méme que (d),

- I’équation (e) montre que & = &(x, t),

— P’équation (f) implique 7, = 2&,, alors &, = 0,

— ’équation (g) est identiquement satisfaite et (h) montre que ¢ = a(z, t)u+p(x,t)
pour fonctions arbitraires « et 3,

— I"équation (i) implique que & = —2a,,

— finalement, I’équation (j) implique que o = gy et 3, = Piz, tel que ayu, =

O,Q:L‘L:Ojgtt:o.

De 14, nous obtenons

£ =1+ cax + 25t + degat,
T = ¢y + 2¢4t + 406252,
¢ = (c3 — csx — 2ct — cox”)u + Bz, 1),

ol ¢y, ..., cg sont des constantes d’intégration et 3 est une fonction arbitraire sujette a
la condition 8; = f,,. Puisque les constantes sont arbitraires et qu’elles ne dépendent
d’aucune facon entre elles, nous pouvons prendre les constantes une & une, en la
définissant a 1 et les autres a 0 sans perdre de généralité. En effectuant cette méthode,
nous obtenons une base pour notr(;; algebre de Lie caractérisant totalement notre

espace vectoriel.
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De la, I'algébre de Lie de symétries infinitésimales est générée par les six champs

de vecteurs suivants :

_ 9 2l
M= 5 Y PP
2 =2t— — zU—
2= 5 W= e T e
8 o .0 9
= u— =4rt— fc— — (x tu—
3 “Bu’ o 4Tfax+4f T (* 42 )uau,

(qui forment la base de I’algébre de Lie de I'’exemple 2.15) et par la famille d’espaces

vectoriels de dimension infinie

0

ou [ satisfait I’équation de chaleur, c’est-a-dire

Bt = Bacz

En intégrant, nous trouvons les groupes de symétrie de ’équation de chaleur (2.8) &

un parametre :

z t u Type transformation
Gy T4+ A t ) Translation en z
Gy x t+ A U Translation en t
G3 T t ety Dilatation en u
G, et e u Dilatation en z et en t
Gs | z— 2Xt t uee=A%) Boost galiléen
Gs ad ! uv/1 + 4\t exp —Aa” Transformation conforme
1+4Xt | 144X 1 +4Xt
Gg T t u+ \3(z, t) Principe de superposition

TABLEAU 2.2 — Groupes de symétrie et leur interprétation physique pour I’équation

de chaleur.

ou G provient du fait que I’équation (2.8) est linéaire.
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Exemple 2.24 : Base de ’algébre des équations de Navier-Stokes. Les équa-
tions de Navier-Stokes pour un fluide incompressible sont données par

P, + uu, + vuy + wu, = Au,

P, + uwv, + v, + wv, = Av,

P, + vw, + vwy + ww, = Aw,

Uz + vy +w, =0,
Dans ce cas, p = 3, soit (z,y, 2), et ¢ = 4, soit (u,v,w, P). Un champ de vecteurs

typique dans X x U = R3 x R* est donné par
& = gax + 77<9y + Caz + qbau + wav + Xaw + Wap,

ou les fonctions-coefficients dépendent de (z,y, z,u,v,w, P). Le critére infinitésimal
de symétrie pour les équations de Navier-Stokes donne

T 4 ud” +vd? + wet + ud + uy +ux = ¢ + Y + 9%,

7+ u)® + oY + w + v + v + v x = Y5 P+

7+ uxt +ux? +wx® +wed +wyp +wx = X+ x4 x*,

¢T+ Y+ &7 = 0.
Ici ¢/, ¥/, x’ et m/ sont les fonctions-coefficients de la seconde prolongation de c. A

partir de 14, nous obtenons les équations suivantes

0= ¢P — uy&p — UyTlp — U‘ZCP:

& + 1. =0, £+ =0,
n:+ G =0, by + 1 =0,
Yu +& =0, Xu +& =0,
¢w + G =0, Yy + G =0,
Xv+ 1, =0, ¢y =mp + &,

wv:WP+77y» Xw:WP+Cz:
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ce qui nous donne la solution générale

§=ct+orx+ ay+ sz, N = Cy — 4T + C7Y + Cp2,
¢ =c3— 5T — CeY + 72, ¢ = —cru + cqu + 5w,
WY = —cqu — C7V + Cgw, X = —C5U — CgU — C7W,

T = cg — 2¢7P.

Pour terminer, nous sommes en mesure de générer la base du champ de vecteurs, soit

Q) = az)
Qg = ay)
Q3 = 02;

g = YOy — x0y + 10, — ud,,
s = 20y — 10, + w0y, — U0y,
ag = 20y — Y0, + w0, — V0y,
a7 = a0y +y0y + 20, — ud, — v0, — wo, — 2P0p,

Qg = ap.

Il est facile de vérifier que les six premiers cas forment les générateurs infinitésimaux du
groupe d’action du mouvement des rigides. Les trois premiers cas sont les translations,
les cas 4, 5 et 6 sont les rotations. Nous pouvons voir aussi que les équations de
Navier-Stokes sont invariantes sous translation de pression. Pour le cas 7, il s’agit

d’une transformation d’échelle, soit
Cr: (erz, ey, ez, e, e M, e rw, e TP,

Ceci implique que si (u,v,w, P) sont des fonctions dépendantes de (z,y, z) qui sont
solutions des équations de Navier-Stokes, alors I’équation suivante est aussi une solu-
tion

(@, 0,9, P) = (e Mule ™z, ey, e72), e Mu(e), e Pw(e), e P P(e)).
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2.7 Réduction par symétrie des équations différen-

tielles

Lorsque nous sommes confrontés & un systéme d’EDP compliqué provenant d’un
probléme de physique important, la découverte de n’importe quelle solution explicite
quelle qu’elle soit est d’un grand intérét. Ces solutions explicites peuvent étre utilisées
comme modeéles pour la physique expérimentale, comme références pour les simula-
tions numériques, mais aussi elles peuvent souvent refléter le comportement asympto-
tique ou dominant de solutions plus générales. La méthode utilisée pour trouver des
solutions invariantes sous l'effet d’un groupe procure une méthode systématique et
calculatoire pour déterminer de larges classes de solutions particulieres. Ces solutions
invariantes sous l’effet d’un groupe sont caractérisées par leur invariance sous certains
groupes de symétrie du systéme d’EDP. Plus la solution est symétrique, plus la solu-
tion sera facile & construire. Le théoréme fondamental des solutions invariantes sous
Ieffet d’un groupe énonce grosso modo que les solutions qui sont invariantes sous un
groupe de symeétrie & r paramétres du systéme peuvent étre trouvées pour un systéme
d’équations différentielles impliquant r variables indépendantes de moins que dans
le systéme original. En particulier, si nous utilisons le méme nombre de parameétres
moins un qu’il y a de variables indépendantes (p — 1 = r ou p est le nombre de va-
riables indépendantes), alors toutes les solutions invariantes sous ce groupe peuvent
étre trouvées en solutionnant un systéme d’EDO. De cette facon, il est possible de ré-
duire un systéme monstrueux d’EDP vers un systéme d’EDO plus simple pour lequel
il est plus facile de trouver des solutions explicites. En pratique ces solutions peuvent,
dans le plupart des cas, étre efficacement trouvées et souvent nous donnent les seules

solutions explicites connues.

Par exemple, considérons 'EDP non-linéaire de Kadomstev-Petviashvili cylin-
drique (cKP)

u o
A = |uy + buty + Upgy + o 1:+ Euyy =0
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ainsi que le champ vectoriel
U= faa: + /vLay + 70, + @0y,

tel que les fonctions &, u, 7 et ¢ sont données par

T t? (2 T, T 2t2
§=oz— o <_Ttt— Lt —> Y - ;myﬂLU(t),

3 3 t 2
2 T g
L -7 — — .
L 3 t ; Yy T nit),
T =7(t),
2 T t t T
¢ — —§TLU, + Tgfl' — @ (2t7-ttl + TLL) y2 — 3—a (27h + tntt) Y + Er,

ou les fonctions 7, n et ¢ sont des fonctions arbitraires de t. Nous pouvons aussi les

réécrire en terme de la base de dimension infinie

2 T T, t2 /2 T, T
’Ul(T) = 7'(91 + (57} — ?> yay + [gtl - E <§T“ — ?, + ﬁ) ’y2‘| ar

2 T t
+ {—gnu + 1—%:5 " 184 (2700 + 720) yz} O,

2t2 t
v2(n) = N0y — ;myar ~ 3 (27; + t1u) YO,
1
v3(0) = 00, + 601&,
La table de commutation est donnée par
[vi, vj] v1 (72) vy (12) v3 (02)
(% (7'1) (4 (T17L2 — ’i'ng) Vg (Tﬂjg — 12 (%7'1 — TTl)) V3 (Tl(j'g — %7.'10'2)
. - . 2, 2,
U2 (Th) U2 (Th (%Tz - 72) - T27)1) U3 (%7717)2 - %Uﬂh) 0
V3 (0'1) (2% (%7"20'1—7'2(.71) 0 0

TABLEAU 2.3 — Table de commutation de l'algébre de Lie pour l'équation de

Kadomtsev-Petviashvili cylindrique.

d’oul nous pouvons facilement voir que ’algébre L peut étre écrite comme

L ={v} P {ve,v3}
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de sorte que w3 est une sous-algébre abélienne de {vy, u3} et tel que {vq,v3} est le

nilradical de L.

Nous allons maintenant rechercher certaines solutions intéressantes. Comme pre-

miére réduction, nous allons prendre la sous-algébre v3(o), telle que nous avons les

égalités
gdu _
a o

Ceci nous donne les invariants

10,

I :=p=y, I:=0=t, Iy =2(p,0) =u— =—u,

6o

Ou encore
1o,
1) = N ——1.

En remplagant ce résultat dans notre équation de départ A, nous obtenons aprés

212 (Uu Lo )
2y, = — — 4+ —1,
op 3a \ o 2to

ol nous pouvons facilement intégrer pour obtenir

quelques simplifications

12 (U“ oy
2 =

Y (0w TN o
s Uy T ag) ¢ F 000wl

tel que v(t) et w(t) sont des fonctions arbitraires de ¢. Ceci nous donne la solution
particuliére

t?
u(z,y,t) = —3—(
a

Oyt [ 2 ]_O't
SRS t )+ - g,
o +2ta>y o)y +wl )+601

Nous pouvons aussi considérer la sous-algébre {vy, v3} pour réduire notre équation.

Nous avons donc les égalités

dy  dzx du 27

— =6 —, :
n  o—fy o —6fy 6"

Ceci nous donne les invariants

I, =0=t, ]2;:p:x_g_y+iy2)
n 2n
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Donc, u aura la forme

g

u(r,y,1) = z(p,0) + 617

f o,

Si nous calculons les différentes dérivées de u, nous avons

Uy = 2,
Ury = Zpp,
Ugy Z4p,
an f I
uu—zp9+zpp(2y—; 2—772—2—772>,

et en substituant dans notre équation de départ A, nous obtenons

o1 o f2 /n o fz 2

O=zpp+z2pp| 5y——y+-y —=|+6z,|2+—-y— -y | +62
g p"<772 no 27 2P ?” 1 g

f 0>2 ff

Zop | =Y — — | T 2,=— =,

pp(n U ‘n

9 1 Q of ao? 5f 9 o)
=zp9‘+6Zpr+6Zp + 245 + 2 2—t+m —Mﬁszp —4—t277—2—§; +5;y .

+ 2 +fﬁ+i
ot 42

Nous pouvons ici imposer des formes plus particuliéres pour nos symétries afin de

retrouver certaines équations biens connues.

Cas1:0=0etn=c/t

Dans ce cas-ci, nous avons
u=z(0,p), p=1x——1° 0=t,
o
ou z doit satisfaire I’équation
(20 + 622, + 23,), = 0

ou encore

29+ 622, + 23, = v(0)
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qui est ’équation de Korteveg-de-Vries (KdV) forcée et telle que v est une fonction
arbitraire de 8. Donc, en connaissant des solutions de KdV forcée ou non, nous pouvons

obtenir des solutions non-triviales de cKP.
Cas2:0=0etn=c
En prenant cette symétrie, nous obtenons une solution de la forme
u=z(p,0), p=u, 0=t
et ol z doit respecter ’équation

z
29+ 622, + 23, + — = v(6).

20
Si nous effectuouns la transformation z = —Zz, nous obtenons 1’équation KdV cylin-
drique forcée
. e z
zo—6zzp+z3p+% = 7(0)

encore une fois ol v est une fonction arbitraire de 8.

Suite & cet exemple, nous allons résumer la méthode & utiliser pour réduire les

systémes d’'EDP.

1. Nous devons d’abord trouver tous les générateurs infinitésimaux o' des groupes
de symétries du systéme en utilisant la méthode de prolongation expliquée pré-

cédemment dans ce chapitre.

2. Nous devons décider du degré de symétrie s des solutions invariantes, 1 < s < p.
Ce systéme réduit pour les solutions invariantes va dépendre de p — s variables
indépendentes. Pour réduire le systéme d’EDP & un systéme d’EDO, il est néces-
saire de choisir que s = p — 1. En général, plus le s est petit, plus la solution va

étre invariante, mais plus le systéme va étre difficile a solutionner explicitement.

3. Nous devons trouver tous les sous-groupes G de dimension s du groupe complet

de symétrie trouvé en 1.
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4. En déterminant le groupe de symétrie, nous pouvons construire un ensemble
complet d’invariants fonctionnellement indépendants que nous divisons en deux

types correspondants aux nouvelles variables indépendantes et dépendantes.

5. Nous devons, par la suite, calculer les différentes dérivées de notre ancien systéme

de coordonnées vers les coordonnées invariantes en utilisant la régle en chaine.

6. En substituant ces résultats dans notre équation de départ A, nous obtenons

notre nouveau systéme réduit.

7. Nous devons finalement résoudre ce nouveau systéme pour obtenir les solutions
invariantes sous l'effet du groupe choisi, puis les réécrire en terme des variables

du systéme initial.

En répétant les étapes de 4 & 7 pour chaque groupe de symétrie G de 1'étape 3,

nous obtenons un ensemble complet de solutions invariantes pour notre systéme.

2.8 Test de Painlevé

Suite & la réduction par symétrie, il est intéressant de trouver des équations réduites
intégrables au sens de Painlevé. Un moyen pour savoir si une équation différentielle
est intégrable, c’est-a-dire que sa solution peut contenir seulement des poles et non
pas des singularités critiques, il faut qu’elle posséde la propriété de Painlevé (pour
plus de détails voir |26]). La condition nécessaire (mais pas suffisante) pour qu’une
équation différentielle posséde cette propriété est qu’elle doit passer le test de Painlevé.
Pour ce faire, nous devons tester I'existence de toutes les représentations locales de la
solution générale via les séries de Laurent sur une variété non-caractéristique ¢(z,t) =
0 (telle que ¢, # 0). Ce test peut étre soit réussi peu importe ¢ et peut donc avoir la
propriété de Painlevé, soit étre réussi avec des conditions sur ¢ et donc peut étre dite
partiellement intégrable ou soit étre échoué, ce qui est caractéristique aux équations

différentielles chaotiques. Dans ce mémoire, seul le premier cas sera étudié.
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Soit une équation différentielle (ordinaire ou partielle) donnée
Alu] =0 (2.9)

qui est d’ordre N et polynomiale en u et ses dérivées, nous écrivons u en terme d’une

série de Laurent en £

(o]

u(x, t) = Zuj(x,t)ﬁj—p, (2.10)

=0
telle que ¢ doit tendre vers 0 comme ¢ et ou p doit étre un entier positif. Il est
important de noter que le choix d’un £ explicite est indépendant du résultat du test.
Les principaux choix de jauge pour le £ sont la jauge de Weiss-Tabor-Carnevale £ = ¢,
la jauge de Weiss-Tabor-Carnevale sans dimension £ = ¢/¢,, la jauge de Conte

. ¢ ~ 2
¢z - ¢¢zz/2¢z =0 Cbz

§

ainsi que la jauge de Kruskal
5 =& — IO(t)v

ou zg est une fonction arbitraire de t. Ce dernier cas est le choix le plus simple pour
le test, toutefois il ne peut pas étre utilisé pour obtenir des paires de Lax ni pour

trouver des solutions particuliéres.

Pour obtenir le couple (ug, p), il suffit de substituer la série de Laurent (2.10) dans
notre équation différentielle de départ (2.9). Par la suite, il faut effectuer la balance
entre les différents termes de cette expression polynémiale. Chaque solution différente
de (ug, p) définit une famille. Pour chaque 7 > 1, la relation de récurrence déterminant
les u; est

VJ >1: P(])U] = Qj ({’U,k,D['LLk},kJ € [07] - 1])7

ou P est un polynéme de degré au plus V. Les besoins principaux pour que le test
de Painlevé soit réussi sont que les zéros de P(7), aussi appelés les résonances de
Painlevé ou les indices de Fuchs, soient des entiers distincts et que pour chaque indice

1 et chaque choix de jauge ¢, la condition de compatibilité tienne pour ¢); = 0.
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Exemple 2.25 : Test de Painlevé pour 'EDO de Painlevé P1. A titre d’exemple

simple, prenons la premiére transcendante de Painlevé
wy = 6u? +1. (2.11)

Considérons le développement en série de Laurent
<
u = Z w P (2.12)
i=0

tel que € =t — ¢ty et tel que la seconde dérivée de u par rapport a ¢ est

cO

wy =Y (E—p)i —p— Vw2 (2.13)

i=0
En substituant les équations (2.12) et (2.13) dans notre équation de départ (2.11),
nous obtenons

o o 2

Y (i—=p)i—p—Dug =6 (Zuz{’“p) +1.

i=0 =0
Pour trouver les termes dominants, nous allons prendre seulement les termes ou 7« = 0,
soit

p(p + 1)uo€ P7% = 6ugl ™% + 1. (2.14)

Si nous essayons de balancer les ordres de € dans I’équation (2.14), nous voyons que
le plus bas exposant que nous pouvons avoir en balancant les deux premiers termes
est donné par p = 2. Si p = 2, nous voyons facilement que ug = u,* et donc ug = 1.

En substituant ces résultats dans ’équation (2.12), nous obtenons la série

[ee]
U = E w72, ug = 1.
i=0

Pour trouver les résonances, il existe un petit truc calculatoire. En effet, si nous

calculons seulement les coefficients de £™~P pour un u de la forme
y -2 , m—2
= U0§ + UJmé- )

nous pouvons beaucoup plus rapidement trouver les résonances. Dans notre cas, nous

obtenons

(m — 2)(m — 3upé™* = 12ugupé™ ™ = 12u,™ 4.
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Nous pouvons aisément voir que le coefficient sort de I’équation et nous laisse la

contrainte sur m

(m—2)(m—-3)=12

(Jue nous pouvons réécrire comme
(m+1)(m—-6)=0.

En faisant les calculs, nous pouvons voir qu’il y a bien résonance pour m = 6 (et pour
m = —1, malis puisque nous considérons seulement des entiers positifs pour %, ce cas
n’est pas utile) qui est un entier positif, donc la premiére transcendante de Painlevé

a réussi le test de Painlevé avec les coefficients

o0
. _§ : -2
U = uig )
1=0
uy = 1, u; =0, uy = 0, uz =0,
to 1
Ug = ——< Us - = Ug = C,

ou c et ¢y sont des constantes arbitraires et ot les coefficients u; pour j > 7 dépendront

uniquement des constantes ¢ et .

Exemple 2.26 : Test de Painlevé pour I’équation de Sine-Gordon. Soit 'EDP
de Sine-Gordon

93“ = sin 9

que nous pouvons réécrire sous la forme rationnelle

(y3 — y) (2.15)

DN | —

YYxr — Y2l =

via la transformation
y=e€
Il est & noter qu’il est toujours préférable de transtormer I’équation de départ pour

minimiser le nombre de termes & calculer. Dans ce cas-ci, nous avons pu passer d’un

polynoéme de dimensions infinie (sin ) a un polynéme de dimension 3. Considérons le
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développement pour y

avec le choix de jauge de Kruskal ¢ = z — z¢(t). Nous pouvons facilement calculer

toutes ses dérivées (nous allons noter & pour dz/dt), soit

yr = ) (i = p)y& P
=0

Yo = Z [P + (i — p)yitol 77,
=0

Yoo = Y [ =) 4+ (5= p)(i — p— Dudol P77
1=0

puis les remplacer dans notre équation de départ (2.15). Par souci d’espace, nous ne

considérons que les termes ou ¢ = 0 pour déterminer les termes dominants

gl)

En simplifiant, nous obtenons

Yo (p(p+1)fvoyo> _ %P YoPYo _ PYo (yo:to) _ % Y

ot gogp | gpgp gptl \gptl | T 2¢d oot

PioYe” Yo' Wo

§2p+2 - 25373 @'

En égalant les puissances des £, nous obtenons deux choix

2p+2=3p, = p=2,

2p+2=p, = p=-2

Le bon choix est le premier p = 2, dans le cas contraire, nous trouvons une série sans

pole. Donc, nous obtenons une équation pour g, soit
2. 2 2 3
P ToYy” = 4%0Yy” = Yo
et donc
Yo = 41y.

Pour trouver les résonances, considérons un y sous la forme

4

= o + Yy

Y
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et substituons cette forme dans notre équation de départ (2.15) et observons seulement

les coeflicients devant les £m 6
gmh 4(m—2)(m—3)ay Ym+ 247 Y +8(m—2)2 > Y +8(mMm—2) 3> Ym = 2444° Y,
nous pouvons simplifier le tout pour obtenir le polynéme

(m+1)(m —2)=0.

Il y a donc résonance quand m = 2. Si nous calculons les trois premiers coeflicients,
nous obtenons la série

4

y=?+0+0(t)+...

ou xy et C sont deux fonctions arbitraires de ¢ et ou les coefficients d’ordre plus élevé

vont seulement dépendre de ces fonctions.
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Symeétries d’équations différentielles
ordinaires et leurs surfaces

solitoniques

Ce chapitre porte principalement sur les surfaces solitoniques associées aux EDO.
Nous caractérisons ces surfaces via les premiéres et deuxiémes formes fondamentales
ainsi que les courbures (de Gauss ou moyenne) au moyen de leur paire de Lax et
de la forme de Killing. Nous cherchons aussi & construire les surfaces solitoniques
bidimensionnelles associées & ces EDO. Dans ce chapitre, nous avons généré de nou-
velles surfaces solitoniques associées & certaines fonctions elliptiques de Jacobi et de
P-Weierstrass ainsi que pour le probléme de Sturm-Liouville. Ce chapitre est basée

sur les livres [78,83] ainsi que les articles [48,49,51]|.

Nous allons tout d’abord établir la notation que nous allons utiliser, soit la notation
standard du livre de P. J. Olver [78]. Considérons u, une fonction de z, alors nous

écrivons

%y Luy, J=@enn), W=n,
0x

axn
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ou J est un multi-indice. Alors, une fonction f définie sur l'espace de Jet est notée

F(z, w, U, U, ) = flu], FO Ty, uy Uy, Uy ) = F(Ny, [u]).

La dérivée totale est donnée par

Il est & noter que u, = 0 ainsi que [D,, D,] = 0.

Si nous prenons un champ de vecteurs généralisés sous la forme d’une représenta-

tion d’évolution et sa prolongation,

. 0 L 0 0
g = Q[u]% — pr(vg) = Q[u]% + D,,Q%,

il est une symeétrie d'une EDO non-dégénérée Afu] = 0 si et seulement si

pr(vg)(Afu]) =0 lorsque Alu] = 0.

3.1 Surfaces solitoniques associées aux équations dif-

férentielles ordinaires intégrables

Considérons une EDO
Alu] = Az, u, Uy, Uy, ...) =0 (3.1)

qui admet une paire de Lax avec des matrices potentielles L(A, [u]) et M (A, [u]) ayant
leurs valeurs dans une algébre de Lie g qui est une représentation équivalente & (3.1)

vérifiant

D,M+[M,L]=0  lorsque  Afu] =0, (3.2)

telle qu’elle est intégrable si elle ne dépend pas du paramétre spectral A. Cette repré-

sentation de Lax (3.2) peut étre considérée comme étant les conditions de compatibilité
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du probléme linéaire spectral (PLS) pour les fonctions d’onde ¢ ayant leurs valeurs
dans le groupe de Lie G ou nous introduisons une variable auxiliaire y

Dag (A y, ) = L\ [u)$(A v, [u]),

Dyp(Ay, [u]) = M(X, [u])d(X, y, [ul).

(3.3)

A cause de la condition de compatibilité D,D,¢ = DyD,¢, nous avons que
DIDy(yb = D:E(A/[(rb) = Dy<L¢):
D,M¢p+ MD,p = D,Lé+ LD,¢,
D, M¢+ MLp = D,Lp+ LM¢,
DM+ ML=D,L+ LM

et donc

D.M — D,L+ [M,L] = D,M +[M, L] = 0.

Puisque L ne dépend pas de y, nous retrouvons la représentation de Lax (3.2).

Théoréme 3.1 (39). Pour toutes fonctions matricielles A(\,y, [u]) et B(A,y, [u])

ayant leurs valeurs dans g et vérifiant
D,A—D,B+[A M|+[L,B] =0, (3.4)

il existe une fonction d’'immersion F' avec les valeurs dans g dont les vecteurs tangents
sont donnés par

D, F=¢A¢ e  D,F=¢ 'Bs (3.5)

Lorsque A et B sont linéairement indépendants, F est une fonction d’immersion pour

une surface 2D plongée dans l’algebre de Lie g.

Preuve : Soit
po =1,

nous avons donc que

0=D,({) = Do(¢¢™") = (Do)~ + ¢(Dz¢p™"),
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Dy¢™" ==&~ (Datp)p™
et en vertu de ’équation (3.3), nous trouvons que
D¢~ = —¢7'L.
De facon similaire, nous pouvons trouver pour D, que
Dyd™t = —¢~ M.
En dérivant les équations (3.5), nous obtenons
DyD,F = —¢"'MA¢+ ¢~ (D,A)p + ¢~ A(Dy),
D:DyF = —¢'LB¢ + ¢ (D:B)d + ¢~ B(Dz),
= —¢'MA¢+ ¢ (DyA)p+ ¢ TAM + ¢~ LB

— ¢ HD.B)p— ¢ 'BLp =0,
= -MA+DA+AM+ LB - D, B—-BL=0

et donc nous retrouvons (3.4)

D,A— D,B+ [A, M]+[L,B] =0.

Comme il a été démontré dans [23,39,49,88,89], les trois termes linéairement indé-

pendants vérifiant (3.4) sont

A =a(N) aa/\L + (DS + [S, L]) + pr(vg) L, 56
B = (/\);/\M (DS + S, M]) + pr(Tig) M, |

ota=a(A) eC,S=S5(\y,lu]) est un élément arbitraire de 1'algébre de Lie g et
U est une symétrie généralisée de 'EDO A = 0. Le premier terme est associé a une
symétrie spectrale, tandis que le second terme représente une symétrie par rapport
a la jauge et le dernier terme est une symeétrie généralisée de 1’équation différentielle
ainsi que du PLS. De plus, il a été démontré dans [49] que la fonction F' avec des

valeurs dans g peut étre intégrée explicitement comme

()aﬁ* +<t> 'S+ ¢ 'pr(vg)p €g
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pourvu que v soit une symétrie généralisée du PLS (3.3) ainsi que de 'EDO (3.1)

A =0, en ce sens que

1. pr(vg) (DM + [M,L]) =0 lorsque D, M+ [M,L] =0,
2. pr(vg)(D.¢ = L) =0 lorsque D, — Lo =0,
3. pr(Ug)(Dy¢p — M@) =0 lorsque Dyp— M¢ =0,

ou nous considérons seulement les symétries communes.

3.1.1 Formule d’immersion de Sym-Tafel

Considérons le premier terme dans (3.6) qui admet une symétrie de (3.1) conforme
en parametre spectral qui obéit a (3.4)
0 9,
—L B =a()\)—
ox" 1N 3a

ol a()) est une fonction arbitraire de A. Le premier terme en A et le premier terme en

A = (l(/\) ]\/[a

B correspondent & la formule d’immersion de Sym-Tafel donnée par la forme intégrée

de la surface
0
ST —1
F?" =a(\)o —a/\q&.

Cette surface F°T posséde des vecteurs tangents de la forme

, 8 0
sr_ -1 ST _ -1
D,F5 = ag <_a T L) o, D,F5T = ag <_a/\ M) o. (3.7)

Si les vecteurs tangents dans (3.7) sont linéairement indépendants, alors la surface

FST existe et donne un plongement d’une surface 2D dans I’algébre de Lie g.

3.1.2 Transformation de jauge

Considérons les seconds termes de 'équation (3.6)

A=D,S+1S L] et B =D,S+[S.M].
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Le second terme en A et le second terme en B correspondent a la symétrie de jauge du
PLS. La surface F'° correspondant & ce terme de jauge peut étre intégrée explicitement

comme (voir [23,39])

FS = ¢_IS(/\7 Y, [u])¢7

si les vecteurs tangents sont linéairement indépendants
D.F® = ¢71 (D, S +[S, L]) ¢, D,F% = ¢ (D,S + [S, M]).
En effet, nous démontrons que ces vecteurs tangents respectent ’équation (3.4).

DyD,F® = —¢~"(Dy$)¢™ (D,S + [S, L|)¢ + ¢~ (DS + [S. L) Dy¢p
+ ¢ (D, D,S + [D,S, L] + [S, D, L])¢,

D,DyF® = —¢~H(Dy¢)¢ ™ (DyS + [S, M])¢p + ¢ (D, S + [S, M]) Dy
+ ¢ (D,D,S +[D,S, M| +[S, D, M])¢

et comme D,D,F* = D,D,F*, nous avons

-M(D,S+1S, L))+ (D,D,S + [D,S.L]) + (DS + [S. L))M
= —L(D,S +[S, M]) + (D, D,S + [D,S, M] + [S, D, M])
+ (D,S + [S, M))L,

D, S+[S, L], M] + [D,S, L]+ [L, D, + [S, M]| + [M, D, S] + [D, M, S] =0,
D,[M,S]+ D[S, L+ [D,S + [S, L|, M| + [L, D,S + [S, M]] = 0,
D,[M,S]+ Dy[S, L]+ [A,M]+[L,B] =0

et nous retrouvons finalement ’équation (3.4)

D,A— D,B+[A,M]+[L,B] = 0.

Pour que F' représente le plongement d’une surface, il est nécessaire que les vecteurs

tangents soient linéairement indépendants.
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Théoréme 3.2. : transformation de jauge. Si A et B sont une symétrie de

jauge du PLS et sont linéairement indépendants,
A=D,S+[S, L], B =D,S+[S M|,
et nous avons les vecteurs tangents
D, F® = ¢~ (DS + [S, L]) &, DyF* =671 (DyS +[S, M]) ,
alors nous pouvons intégrer afin obtenir F'° sous la forme

FS =815\ y, [u)e € g

3.1.3 Symétries généralisées

Les troisiémes termes en A et en B correspondent aux symétries généralisées (voir
[49]). Supposons que U est une symétrie généralisée d’'une équation différentielle

équivalente & une paire de Lax dans une représentation de courbure nulle
A=0<= D,L— D, M+ [L,M]=0.
Les matrices
A = pr(vp)L, B = pr(vp)M,
obéissent & (3.4). En effet,
DyA — DB+ [A, M|+ [L, B
= D, (pr(vp)L) = D (pr(vg) M) + [pr(vg) L, M] + [L, pr(dg) M],

=pr(D,L — D, M +[L, M]),

=0, lorsque A =0.

Ici, nous utilisons le fait que la dérivée totale commute avec la prolongation du champ

vectoriel. (Voir 78] page 300, Lemme 5.12.)
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Donc, il existe une fonction d’immersion F' avec ses valeurs dans l'algébre de Lie

g et ou les vecteurs tangents sont

D,F = ¢™'pr(vp)¢, D,F = ¢~ pr(ig)é.

Si A et B sont linéairement indépendants, alors la fonction £’ peut étre intégrée comme

F=¢pr(ig)¢ €4
si et seulement si ¥y est une symeétrie généralisée du PLS, c’est-a-dire
D,F = —¢~' Lo~ pr(vg)¢ + ¢~ Dupr(vg)e,
D, F = ¢~ 'pr(tig)(Da¢p) — ¢ Lpr(vig)¢,
D.F = ¢~ pr(vg)(Dag) — &7 'pr(ti)(Lg) + & (pr(vig) L)4,
D,F = ¢~ (pr(tig) L)¢.
Ceci est équivalent au critére de symétrie
pr(ig)(De¢ — L§) =0,  lorsque  Dyd— Lo =0.
Il en est de méme pour B, en effet
DyF = —¢~'M¢~'pr(dg)¢ + ¢ Dypr(g)¢é,

DyF = ¢~ 'pr(ig)(Dy¢) — ¢~ Mpr(ig)¢,
DyF = ¢~ pr(vg)(Dy¢) — ¢~ 'pr(vg)(Me) + ¢~ (pr(tg)M)e,
Dy F = 67 (pr(ii) M),

ce qui est équivalent au critére de symétrie

pr(vg)(Dy¢ — M¢) =0, lorsque D,p — M¢p = 0.

(3.8)
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3.2 Description des surfaces

3.2.1 Surface conformément paramétrisée

Soit F une surface lisse et orientable dans un espace euclidien de dimension 3. La
métrique euclidienne induit une métrique ) sur cette surface, qui & son tour génére la
structure complexe d’une surface R de Riemann. Sous une telle paramétrisation, qui

est dite conforme, la surface F est donnée par les vecteurs tangents :
F=(F,FF): R->R
et la métrique est conforme :
Q= e“‘idzl-déi,

ou z; est une coordonnée locale sur R. Si elle est conforme, on peut toujours trans-
former z comme f(z) et Z comme f(z), soit, respectivement, des transformations ho-
lomorphe et anti-holomorphe. La parameétrisation conforme donne les normalisations

des fonctions F(z, ?)

(F,,F,) = (F;,F;) =0

et aussi

1
<FZ: FZ> = Eeuv

ou les crochets représentent le produit scalaire
<a, b> = a1b1 + agbg + a3b3.

A partir de ces relations de normalisation, nous sommes capables de trouver la pre-

miére forme fondamentale
[=(F,F,) dz* +2 (F,, F3) dzdz + (F3, F5) dz?,

I = ¢e%dzdz.
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Il est & noter que si nous effectuons le changement de coordonnées suivant
z =T+ 1y,

nous obtenons les dérivées partielles pour z et
d 0 0 - 0 1
O =—=—-|=——-i1—1, 0:=—=—
0z 2\0dr Oy 2
ou encore pour z et y

0 0 N 0 ) 0 [0 0
- = L e — = .
dr 0z 0z dy

Ici, nous avons adopté une notation telle que F, et F; représentent la dérivée de la

fonction par rapport a son indice, soit respectivement %—f et %—;. Nous pouvons définir

N, le vecteur normal & la surface, de la fagon suivante
(F,, N) = (F;, N) =0, (N,N) =1.

Définition 3.1. On va noter o = (F,, F;z, N)¥', les équations du repére mobile sur

une surface satisfont les équations de Gauss-Weingarten (GW)

o, =Uo, o:Vo, (3.9)
do; do;
9z = Uk Ok T = VikOk-

Les matrices U et V sont fonctions de u, H, @, ou

Q: <(FZ)27N>7 <(FZ)5> :_Heuv
iU, 0 Q 0 0 %He“
U=110 0 1He"|, V= 0 u, Q
—H —2e7*Q 0 —2e7%Q —H 0

Qdz? est appellé le différenticl de Hopf. Cela est bien défini sur la surface et cette

grandeur Qdz? est invariante sous transformation conforme

dr dr
(dF.dFYy = {1 , ,
dy dy
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dx dx
— (dF,dN) = (11 , ,
dy dy
[ = (dF, dF) = e*dzdz,

IT = (d®F,N) = Qdz* + He"dzdz + Qdz°,

|t 0 . Q+ QHe* i(Q— Q)
o1 (Q-Q) —(Q+Q)+He

Les courbures principales k; et ky sont les valeurs de la matrice II.I7!. La courbure

de Gauss K et la courbure moyenne H sont données par

7

1 1
H= 5(/?1 + kg) = 5 tI‘(III_l)

K = kyky = det(I1T7") = H?* — 4QQe ™"

Le point ombilic P d’une surface F, est un point ou les courbures principales sont

égales

Proposition 3.1. Le différentiel de Hopf Q(P) est nul exactement au point ombilic

de la surface

H? - K =0.

La condition de compatibilité de GW est donnée par les équations de Gauss-
Manardi-Codazzi (GMC)
U — vV, + U, V] = 0.

Nous pouvons vérifier la compatibilité de ’équation (3.9) pour obtenir 1’équation ci-
dessus

0,; =Us0 +UVe =V, 0 + VU0,

donc

U: = V. + U, V] =0,
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AF Il T% by )\ [8F
O|oF | = | T} T2 byl| |0F],
N bl —b2 0 N
AF Il T2 by [(0F
O|8F | =Tk, T byl |dF]|,
N b b2 0 N

ou I'%, sont les symbols de Christoffel et oit les by; sont les coefficients de la deuxiéme

forme fondamentale. Nous avons les conditions

1. (OF,dF) =0, 6. (N,N) =1,

2. (OF,0F) =0, 7. (9°F,N) = Q,

3. (8F,0F) = Le¥, 8. (8OF,N) = LHe",
4. (BF,N) =0, 9. (dF,0F) = 0,

5. (9F,N) =0, 10. 8 (0F,0F) = 0.

Les équations de compatibilité pour les équations GW nous donnent
1 ,
éq de Gauss —> u,; + §H26“ —2|Q|*e™™ =0, (3.10)

1
éq de Codazzi — @z — éHze“ = 0. (3.11)

Si nous posons que ¢ = 0, alors de ’équation (3.11), nous pouvons voir que H doit
étre une constante pour que I’équation soit satisfaite. En reportant ces résultats dans
I’équation (3.10), nous obtenons

1

Uyz = _§H26u:
soit I’équation de Liouville complexe.
Théoréme 3.3. : Théoréme de Bonnet. Sie'dzdz est donné et le différentiel de

Hopf Qdz? ainsi que la fonction H satisfont les équations de Gauss-Codazzi, alors il

existe un vecteur d’immersion

F:7~2—>R3,
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ot R est le recouvrement universel de R. Cette immersion est unique jusqu’a une

transformation affine (translation et rotation).

3.2.2 Description quaternionique des surfaces

Il est commode d’utiliser les algébres de Lie et d’utiliser les isomorphismes SO(3)
équivalents & SU(2). Ceci nous permet d’écrire les équations de GW (qui sont des
matrices 3 x 3) sous une forme de représentation de Lax pour les équations différen-
tielles. Pour faire cela, nous utilisons ’algébre des quaternions H et nous considérons
le « multiplicative quaternion group »dénoté H, = H\ {0} ou la base standard est

{1,1,4,k} avec les propriétés
ij =k, jk =1, ki=j.

Nous pouvons utiliser les matrices de Pauli o, a titre de représentation pour les

quaternions
1 0 0 1 )
Jp = — 17 g — — 11,
01 10
0 — B 1 0 _
g9 = — 17, o3 = — 1k,
i 0 0 -1
_ 2 R
0105 = 1€k Tk; o; =00 =1, o, =0;.

Nous allons représenter I’espace euclidien avec la partie imaginaire des quaternions

3
X = —i ) Xo04 € Im(H) «— X = (21,72, 735) € R®. (3.12)

a=1

Le produit scalaire des vecteurs en terme des matrices est le suivant
1
(X,)Y) = —étr(XY) = —Re(XY),

XY = —(X,V)I+ X xY,
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1
X xY = [X.Y]

On associe aux vecteurs F' et N des matrices F' et N dans 'algébre de Lie su(2) en
vertu de la transformation (3.12). Si ® € SU(2) et i, j, k forment la base qui correspond

au repere mobile [, F},, N, alors les vecteurs tangents et le vecteur normal sont
F, = e*?971i0,
F, = e"?®71 5, (3.13)
N =3o1kd

et dans les complexes,
F, = —ie“/2p} —ie¥/2p~! P, (3.14)

(F,, F,) =0=(F;, F;) = Tx(F,F,).
Le quaternion ¢ satisfait
OF = —u/?® 71,
OF = —ie*?®7 15,
N =& 1kd.
Nous avons aussi les équations
U=g.67", V= g:67"
et nous voyons que U et V satisfont les conditions de compatibilité (courbure nulle).
U -V, + U, V] = 0.
Comme les traces de U/ et de V sont nulles, nous avons
Voo ==V = %-, Uy = —Uyp = %, Usy = —V1a.
Si Uy et Vi, sont les éléments de matrice de U et V, ceci implique
EgZ%H&N>—uhp=—m2=%Hw@
Foo=UF + QN — Ui = —Qe™%,

Foo =UsFs + QN — Vo = Qe /2,
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Théoréme 3.4. En utilisant 'isomorphisme entre SO(3) et SU(2), le repére mo-
bile F,, F3, N d’une surface (conformément) paramétrisée est décrit par les équations

(3.13) et (3.14), ou ® € SU(2) et les matrices U et V sont

Uy —u/2
T Qe
U= ) ,
1 u/2 _uz
_QHe 4

[— _TIHe“‘/Q

y=| 4 , ,
Je—u/2 L2
e
_Q 4
ou en terme de x, y,
Uy —u/2 1y u/2
1 —’LZ —QG H@
(I)Tqb_ — 3
‘ —u/2 | 117.u/2 Uy
Qe / + EH@ / ZZ
U —u/2 1 w/2
— —Qe + 3 He
P07 =4 4
Y ~N _—u/2 1 w/2 Ug

Les surfaces peuvent étre caractérisées par trois coefficients. Ce théoréme a été décou-

vert par Bonnet.

3.2.3 Formule d’immersion de Enneper-Weierstrass

Soit une surface lisse bidimensionnelle et orientable immergée dans un espace de

dimension 3,
X =(X1,X2,X3): DCC—oR,  X;=Xz2)
et ol nous assumons que la métrique est conforme
ds* = e*dzdz.
La normalisation des vecteurs de position est donnée par
(0X,0X)=0, (0X.0X)=0, (0X,0X)= %(32“,

(0X,N) =0, (0X,N) =0, (N,N)=0.
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Le repéere mobile sur la surface est noté
¢ =(0X,0X,N)*.
De la, les équations de Gaus-Weierstrass (GW) sont données par
06 =U¢,  0€ =V,

ou

20u 0 J 0 0 iHe™
U=10 0 He™ |, V= 0 20w J |,
—-H -2¢%2] 0 —2e ] —H
ou

J = (X, N),  H:=2e2(83X,N).

Les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (GMC) sont alors

= 1
00 + L H*e™ —|JPe =0,

dJ = %e?uaH, 0J = %ez'”éH.

I1 est & noter que si J n’est pas holomorphe, alors H n’est pas constant. De plus, le

signe de J n’est pas pertinent dans les équations de GMC si J est holomorphe.

Nous allons dériver les formules originales de Ennerper-Weierstrass (FEW) pour
I'immersion de surfaces dans R3 pour lesquelles les équations de GMC et GW sont

satisfaites. Considérons un vecteur complexe
u_).:<u)1,u)2,W3):aX ou 8X, wiG(C,

une matrice 2 x 2 de trace nulle

w3 W1 — Hwa
w1 + in —Ws3
et une application

J:C — w=wo; € su(2)
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qui satisafait

(©,5) = — det(w).

Si le déterminant est nul, alors le produit scalaire est w,? + w,? + w;? = 0. Ce qui

correspond aux conditions de départ,
(0X,0X) =0, (0X,0X) =0.
De 14, il existe un spineur complexe & deux composantes ® = (11, %) € C? tel que

W =

(0 _ —1thy Y1 ws3 w1 — Wy
e (hw)=| O T |
Py —thathy P11y w1 + 1wo —Wws
Donc, le vecteur nul & s’écrit en termes du spineur @

A 1 2 72 - L 2

8X1:W1:§(¢1 _wz): 0X1:w1:§(1/11 _¢2)a

_ 7 _ 1, - ‘

0Xy =wy = 5 (1/112 - ’¢’22) ) 0Xy =Wy = ) (%2 - ’L/)Qz) )

0X5 = w3 = =1y, 0X3 = 3 = —Yr1t. (3.15)
Assumons que ¥y, ¢ sont des fonctions holomorphes, c’est-a-dire

o = 0, i=1,2.

En intégrant I’équation (3.15) et en prenant en compte les conditions de réalité

Xi(z,2) = Xi(2,2), i=12,3,

nous obtenons FEW, (qui avait été découverte en 1864-1866 indépendamment par

Enneper et Weierstrass)

1 [* - ,
N + = 5 / ()2 = 9,%)dz,
Jo

[\Z)Ir—l
o\

7,111 + 9, 2)dz’ ——/ (1/)12+1/—122)d2',

L\DIN

0

/ (¢p120od2’ —/ Y1 — Pdz’ (3.16)

0

De la condition restante

(0X,0X) = ~é
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et de I’équation (3.16), nous obtenons
u = In(p), ot p= ||+ |t #0.
En substituant ce résultat dans les équations de GMC, nous obtenons

_ 1
&ﬂﬂﬁ)+§H%g—UVﬁQ=0

0J = 2p*0H, dJ = 2p°0H.

Exemple 3.1 : La formule généralisée d’immersion de surfaces dans R3.
Soit ¥, et 1, des fonctions complexes de z et de z € C telles qu’elles satisfassent les

équations de type Dirac
Oy = qui, My = —qipr, qg:DcC—R, (3.17)

ol ¢ est une fonction & valeur réelle de z et z. L’équation (3.17) implique les lois de

conservation suivantes

3(1,?) + 8(u?) = 0.
O(,%) +8(6,2) =0, (3.18)

a(?/)ﬂ/_b) - 5(LT’17/)2) = 0.

Il est & noter que nous devons au moins avoir le méme nombre de lois de conservation
que de dimensions. Il est possible d’obtenir ces lois de conservation et plusieurs autres

. au moyen de 'opérateur d’homotopie que nous allons traiter au le chapitre 5.

Comue conséquence des lois de conservation (3.18), nous définissons

% (%2 - "222) ) 0X1 = (1512 - ¢22) ;

5X, = % (W2 =32,  0Xs:= _% (.2 +9,%) |

5X1 =

DO | =

0X3 1= — Uiy, 0X3 = —1as.

En tenant compte des conditions de réalité X;(z,z) = X;(z, 2) pour 7 = 1, 2,3, nous
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intégrons et nous retrouvons FEW [93,37]

% /(7/;12 - 7/)22)d2/ + (1/)12 - 1522)d5/»
Jy

Xo(z,2) = %/(&12 +1by%)dz — (wiz +1py%)d7
5

Xi(z,2) =

X3(2,2) = — /(@El@bgdz' + 1y — hodZ’.
Y

Les équations pour le repere complexe satisfont les équations de Gauss-Weierstrass et

sont satisfaites par les contraintes suivantes sur les deux composantes du spineur ¢
J - 17[}2871[_}1 - d—}lawza H = Q/pa
u = lInp, p =i + |¢s]*.

Les premiére et deuxiéme formes fondamentales sont données par

. | dzx dx
(dz,dz)= |1 , , z =1+ 1y,

dy dy

. {dx dz

—(dz,dN) = | IT , ,
dy dy
i 10 ir J+J+ He™ i(J —J)
== e 3 = —_ —_
0 1 i(J—J)  —(J+J)+ He*

Les vecteurs tangents et normal sont

OX = (V% — 0%, i(¥h,* + ¥,7), —2un1es) |
(

X = (9,2 — hy?, (1,2 + 1y2), —2Un )
0X x 0X 1 - - _
= —im = ]_) (¢1w2 + w1¢2»i(¢1¢2 - ¢1w2)> |¢1|2 - |¢2|2) :

Les courbures Gaussienne et moyenne sont respectivement

K =det(IT- 1Y) = —p*00Inp,
Lo 7y _ 4
= tr(J]-17Y) = 2.
H 2tr([ I ,
Les équations correspondantes pour GMC prennent la forme
= 1
90Inp* + —¢* —2|J|*p 2 =0,
2 (3.19)
dJ =2(pdq — qdp),  OJ = 2(pdq — q0p).
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Dans le cas particulier oi H = 1, alors les surfaces de CMC sont caractérisées par
H=1&qg=0p. oJ =0.

En introduisant ces conditions dans nos équations de type Dirac (3.17), nous obtenons

les équations de Gauss-Weierstrass
by = (|t1]* + || )iba, Dby = —([91]* + [42]*)eir. (3.20)

Ce systéme est équivalent aux équations de GMC (3.19) lorsque la condition suivante

est, respectée

La classe des surfaces CMC est déterminée par 'expression (3.16) ou les fonctions
complexes 1; doivent obéir au systéme GW (3.20). Il existe une correspondance un &

un entre le modéle CP! (N = 2)

—

2w -
- — " Awdw = 21
00 T ol Owdw = 0 (3.21)

et le systéme GW (3.20).

1. Si 4 et 1y sont solutions du systéme GW (3.20), alors w est défini par

_ %
(e

W

et est une solution du modéle C' P!,

2. A I'inverse, si w est une solution de (3.21), alors les solutions ; et 12 du systéme
(3.20) prennent la forme

Vow y v ow
,) =& 735

1 =ewi e W
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3.2.4 Meétrique euclidienne et pseudo-euclidienne sur les sur-

faces

Nous introduisons deux possibilités pour une métrique induite sur les tangentes aux

surfaces F' € sl(2,R). Nous prenons comme base pour sl(2, R) les éléments suivants

1 0 01 0 -1
€1 = ; €y = ) €3 =
0 -1 1 0 1 0

Il est a noter que nous aurions pu prendre la base suivante

1 0 00 01
61 = s (—3+ — s e_ =

0 -1 10 00
Un premier choix de métrique serait de décomposer la matrice dans la base {e;, €s, €3}
et d’utiliser la métrique standard euclidienne, c’est-a-dire, étant donné XY € sl(2,R)
avec

X:Xiei, Y:Yiez-, 1= 1,2,3,

alors le produit interne et la norme dans I'espace euclidien sont définis par

(X,Y) = XY, lz|| = VXX,

Cela constitue un produit interne sur les vecteurs tangents pour les surfaces F' €

sl(2,R). Avec ce produit interne, nos surfaces sont des variétés riemanniennes.

Il est commode d’introduire une métrique pseudo-euclidienne sur les surfaces. Nous
pouvons également utiliser un produit symétrique bilinéaire défini par la forme de

Killing, B(X,Y). La forme de Killing sur s/(2,R) est donnée, & un facteur prés, par
B(X,Y) = tr(XY).

L’avantage principal de cette forme est qu’elle est invariante par rapport a la conju-
gaison par le groupe. Compte tenu de la forme des vecteurs tangents, les quanti-
tés géométriques associées aux surfaces seront indépendantes de la fonction d’onde
¢ € SL(2,R)

B(¢""Ag, 67 Bg) = tr(¢ " A¢¢ ™ Bg) = tr(AB).
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En terme de la base {e1, ez, e3}, X, Y € 5l(2,R), la forme de Killing B(X,Y') peut étre
représentée comme
X! Yl 1 0 0
X=X, Y=|y’, BX.Y)=XB;Y', B;=[01 0
X3 Y3 00 -1
La forme de Killing posséde la signature (2,1) et donc induit la métrique pseudo-

euclidienne sur les tangentes a la surface donnée par la fonction d’immersion F' €

sl(2,R). Nos surfaces sont des variables pseudo-riemanniennes.

3.2.5 Classification des surfaces

La construction de surfaces pour les systémes intégrables est assez directe. Par
contre, il est non trivial d'identifier de telles surfaces possédant une caractérisation
géométrique invariante. Une liste de telles surfaces a été présentée par Bobenko dans
[18] :

1. Surface avec une courbure moyenne constante : H =constante,

2. Surface avec une courbure de Gauss positive et constante, H > 0,

3. Surface avec une courbure de Gauss négative et constante, H < 0,

4. Surface avec une courbure moyenne d’harmonique inverse, (1/H),z, ou z est une
coordonnée conforme de la premiére forme fondamentale et z est le complexe
conjugué de z,

5. Surface de Bianchi : (1/v/—K)., = 0, ol u et v sont des coordonnées asympto-
tiques,

6. Surface de Bianchi & courbure positive : (1/v/K),z, oil z est une coordonnée

conforme de la deuxiéme forme fondamentale,

7. Surface de Bonnet : membres d’une famille non-triviale de surfaces isométriques

avec les mémes courbures principales,
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8. Surface minimale : H = 0.

Il est bien connu que les surfaces minimales sont associées a 1’équation de Liouville
—20
Quu + 01}1} — € = 0.

Les surfaces minimales et ’équation de Liouville ont été étudiées dans la littérature
et ne seront pas considérées ici. Les surfaces de type 1 et 2 de la liste précédente sont
associées a I'équation de Sinh-Gordon, tandis que les surfaces de type 3 sont associées
a I’équation de Sine-Gordon. Les surfaces de types 4 & 6 sont associées a certains
systémes d'EDP intégrables non-linéaires. Les surfaces de Bonnet (7) sont, quant a

elles, associées & certaines EDO non-linéaires du second ordre.

Comme application du théoréme 3.1, nous pouvons obtenir certaines déformations
des surfaces intégrables 1 a4 7. Chaque surface déformée a les propriétés suivantes :

— Elle est associée au méme systéme d’équations non-linéaires et intégrables que

la surface intégrable de base correspondante.

— Elle est paralléle a la surface intégrable de base correspondante.

— Elle peut étre décrite sous une forme invariante.
En particulier, si K et H dénotent la coubure de Gauss et moyenne de la surface
déformée, alors la déformation des surfaces de types 1 & 7 considérée ici a les propriétés
sulvantes :

— Pour les surfaces de types 1 et 2, leurs déformations sont des surfaces de Wein-

garten linéaires

aH+oK+1=0, c,c€cR, (3.22)

telles que ¢z < ¢;°.

— La déformation de surfaces avec une courbure de Gauss négative et constante
(3) forme des surfaces de Weingarten linéaires de la méme forme que (3.22),
mais telles que ¢y > ¢,2.

— La déformation des surfaces de types 4 satisfait la condition d’invariance

2 H + 12K
0 (1+/1 + p )zO, LER

020z H+ uK
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— La déformation des surfaces de type Bianchi est caractérisée par la condition

d’invariance

o2 1 H
— —_ - 2 :O, ER
oudv (KJF“KJFM) H

— La déformation d’une surface de Bianchi avec une courbure positive satisfait la

condition d’invariance

o2 1 H
—_ bl 220, ER
82&2\/K+”K+” s

— La courbure principale de la surface déformée dans la famille de Bonnet coincide,

mais les surfaces ne sont pas isométriques.

3.3 Equations différentielles ordinaires pour les équa-

tions elliptiques

Considérons une équation autonome du second ordre donnée par
/ . y o ,
we =5 f0),ob ) = 5/ () (329

et ou f'(u) est arbitraire. Il est évident que I’équation (3.23) admet une intégrale
premieére

(us)? = f(u), uy = ey/ f(u), =1

et que les solutions de (3.23) vérifient

du
/W:Hm, 7 € R
Comme
uz(20) = f(u(o))
et que

u?(z0) = 0, alors f(u(zg)) = 0.
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La constante d’intégration peut donc étre absorbée.

Considérons un cas particulier. Soit,

;(u) =R <u, P(u)) :

ol R est une fonction rationnelle de ses arguments et P(u) est un polynéme d’ordre

3 ou 4. Alors la fonction u vérifiant I'équation (3.23) est l'inverse d’une intégrale
elliptique [19]|. En particulier, c’est le cas lorsque f(u) est un polynéme d’ordre 3 ou

4.

3.3.1 Paire de Lax

L’EDO (3.23) admet la paire de Lax
f'w) — flu) —g(V) fu) —g(N)

utA WEAN | o= | ™ U+ A

1 0 U+ A — Uy

0

Notons que L et M prennent leurs valeurs dans ’algébre de Lie s1(2, R) et que
det(M) = —g(N)

et que le choix

nous donne que les éléments de L et de M deviennent des polynémes en u lorsque

f(u) est un polynome en wu.

Nous pouvons donc prendre

Uy mi92

M =
U+ A —u,

Trouvons m, et L

det(M) = —(u,)? — (u+Aymuz = —g(\),



Chapitre 3. Symétries d’EDOs

— flu) — (u+ A)myz = —g(N),

f(u) —g(N)
u+ A

Puisqu’on ne veut pas de pole, on veut que mqy soit polynomiale en

mi2 = —

(U + /\)m1-2|u:_,\ = 0,

donc

DM+ ML — LM =0,

_ f(u) —miy
D,M=]" 7 u+]
Uy 7 — Uz
Soit la base de s[(2,R)
00 0 1 10
e = , €y = ) €3 = )
10 00 0 -1

telle que nous décomposons L dans cette base
L= 1161 + l2€2 + l3€3

et donc, nous vérifions que M et L vérifient la relation (3.2)

) m 0 —(u+ A 2U
‘_"M) 61] = v ) [jwa 62] = ( ) )
—2U, —Miy 0 u+ A
, 0 -m
_AM, 63] =2 2 ,
u+ A 0

0= D, M+ [M, L),

"(u) —m
_ Ugpr + llmlg — l2(4 + /\) —’UI% + 2l2’u£ - 21377112
Uy — 2[1’&1 + 213(11, + /\) —Upy — 11m12 + lQ(U + /\),

0 =Uyy + llm12 — lQ(U + /\),

miz + f'(u)

Y + 2louy, — 2l3ms.

0=—u,

84

(3.24)
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Nous calculons les coefficients de I’équation (3.24)

I = Upe + 1117212
u+ A
20 — 1

20u+A)

13 = Uy

Puisque nous avons un degré de liberté pour les constantes /; d’un point de vue
calculatoire, nous choisissons [} = % et nous aurons
fw)  flu) —g(N)
L= % u+ A (u+ )2
1 0

Nous pouvons vérifier la compatibilité de la paire de Lax

D.¢ = Lo,
Db = Mg,

(3.25)

qui nous redonne nos équations de départ

DM+ [M,L] =0 <= (uz)? = f(u) et uy, = %f’(u)

3.3.2 Fonction d’onde

L’objectif de cette sous-section est de solutionner le PLS, c’est-a-dire de trouver
une fonction d’onde ¢ qui va satisfaire le PLS. Les solutions des fonctions d’onde

vérifiant le PLS sont notées par

b= $11 P12 € SL(ZR),

¢21 ¢22

ou son déterminant est de 1 et avec les composantes [52]

$11 = 114 + 201, $12 = 3014 + CaP1-, c; € R,
$o1 = 1024 + C202, P22 = C3dar + CaPa—, 1=1,2,3,4
et ou
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Goz = Vut N,
- du
+v/9(\) <y+/ 2¢(u+ N) f(u)ﬂ |

Le choix de € vient de u, = €1/ f(u). En vue de la demande que ¢ € SL(2R), c’'est-a-

Yy = exp

dire que le déterminant doit étre de 1, nous choisissons

—1
01202:§etc3:—c4: 5 g(/\)'

3.3.3 Symétries des équations différentielles ordinaires asso-

ciées aux intégrales elliptiques

Considérons un champ de vecteurs généralisés sous sa forme évolutive

. 0
Ug = Q[U]%
qui est une symeétrie généralisée de 'EDO (3.23), c’est-a-dire
; i 1,
pr(v) | taz — 5/ (u) | =0, lorsque Uz = 5 f(u) =0
est vérifié. Nous pouvons trouver ’équation déterminante de la fagon suivante. Comme
0 0 0 0 0
Uo) = Qulz— + DyQ=— = Qulo— + D:Q-— + (D,)* ,
pr(tie) = Qulz + DyQ7 — = Qlulg. + DQp = + (Da) @5 —
les équations déterminantes pour () sont
1 1
(D.)*Q — §f”(U)Q =0, lorsque  ugy — o f'(u) =0. (3.26)
Puisque nous avons défini la dérivée totale de la fagon suivante
0 0 0

ox ou O,

I'opérateur (D,)? sera

0? 0 0 0 J 0

2

-7 < ) . A

(D2) ox? oo ou 2z ou Or + Stae O, Ox
0 5 07

Les caractéristiques @Q; sont des solutions de 1’équation déterminante (3.26)
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1. Q1 = ug,
2. Qr=u, [ (F ()™ du,

3. Q3 = Tu, + Yu, pour le cas particulier ou f(u) = ¢; + coul, 7y, ¢1, ¢ € R.

1. Cas : @7 = uy.

On peut observé directement que I'EDO (3.23) est invariante sous translation en

z. Donc, le champ de vecteurs

0 0

—

Yo T g T Or
est une symétrie de 'EDO (3.23).

Lemme 3.1. Pour toute fonction G(\,y, [u]) qui ne dépend pas explicitement de x,

la prolongation du champ v, agit comme une dérivée totale

pr(5.)(Clu, A [u]) = Da(Glu M [u]) = =-Cly, A, u]) = 0.

Donc, nous avons

1 1
pr(Uy, ) A =D, (u” — if'(u)) =0 lorsque 1, — §f'(u) = 0.

Par analogie, la fonction d’onde ¢ et les matrices potentielles L et M ne dépendent
pas explicitement de z, donc

pr(ng)(DIQS - L¢) = DI(DI¢ - L¢) =0, lorsque D¢ — L¢ =0,

pr(Ug, )(Dy¢p — M¢) = D, (Dyp — M¢) =0, lorsque Dy¢p — M¢p = 0.

Pour une fonction arbitraire f(u), le champ 7, est une symétrie commune de ’'EDO

(3.23) et du PLS (3.3).
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2. Cas : 2 = 1Lgcf(]f(tL)){)’/2 du.

Nous pouvons vérifier que Qs = u, [ (F(w)) %" du résout équation déterminante
(3.26). Cependant, ce n’est pas une symétrie du PLS, car I'action de pr(vg,) sur le

PLS

. Uy — (Y4 + ) (9(/\))4%(1/4 — )
r(Ug, )(Dyp — M) =
pr(v,)(Dy¢ }) W) ) (s +9)
. g (s +92) (g(N)E (e — ¥o)
r(vg, )(Dy¢p — L) =
p ( Q )( ¢ ¢) 2(U+/\)3/2 f(u) 0 (7»[)+ _+_L/)_)

ne disparait pas pour toutes les solutions ¢ du PLS. Donc, bien qu’il existe une fonction

d’immersion F?? avec ses valeurs dans s[(2, R) avec les vecteurs tangents
D, F% = ¢~ (pr(vg,)L) ¢, DyF? = ¢ (pr(vg,) M) ¢,
la fonction intégrée F'92 n’est pas de la forme donnée dans (3.8),

F # ¢ pr(5a,)9.

3. Cas : Q3 = zu, + yu.

Cette symeétrie est valide seulement pour le cas particulier
! 1
f(U):Cl—f—CQU,, 122(1+;),’Y,01,02€R.

Il est facile de vérifier que @3 satisfait I’équation déterminante (3.26), mais son action

sur le PLS nous donne

pr(i0,) (Dy¢ — M) = L) [(1/4 +1p-) (g(N)) (s — w>]

Vu+ A 0 (Y4 +v)

pr(60,)(Dat ~ Lg) = 2L {

—(Ws + ) (gN) Py — o)
2u+ AT '

0 (s + 1)
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Donc, Ug, est une symétrie du PLS seulement pour le cas ¢y = 0 ou v = —1. Dans le
cas précédent, I’équation différentielle se réduit au cas dégénéré (u,)? = cou' et dans

le dernier cas, u satisfait une équation linéaire en x car (uz)? = ¢; + cax.

En résumé, pour une fonction arbitraire f(u), il existe des surfaces F?, F?2 et

F9 avec les vecteurs tangents
Dy F% = ¢7'pr(vig)(L)¢,  DyF® = ¢ pr(vig,) (M)¢.
Uniquemeﬁt pour ()1, la fonction d’immersion de la surface est donnée par la formule
FO' = F = ¢7'pr(,,)s.
Dans le cas particulier ou
f(u) = c1 + coud,

la surface F'%3 est donnée par
F = ¢ pr(ig, )¢,

mais uniquement dans le cas ou ¢; = 0 ou v = —1.

3.3.4 Premiére forme fondamentale des surfaces

Commencons par rappeler quelques équations. Les vecteurs tangents de la surface

F sont donnés par

D,F=¢'Ad,  D,F =¢ 'Be,

ot les matrices A et B pour la formule d'immersion de Sym-Tafel sont données par

0 0

ST _ g ST _ “
AT =a(Ngol, BT =a(\) M.

Dans le cas des fonctions elliptiques, les matrices potentielles prennent la forme,

0 MO (j'(u)—g(/\)) w.  _dte®
u+ /\ (u+/\)2 M — z u+A

L=1
2
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ou nous utilisons la forme de Killing pour définir le produit scalaire

(¢7'Ap, ¢~ ' Bo) = tr(¢™" Apg~" Bo) = tr(AB).

Nous pouvons écrire la premiére forme fondamentale de la facon suivante
I = gndz® + gradady + gaady?,
ou
g1 = tr(AST)?, g2 = tr(ASTBST), gao = tr(B3T)2

A titre d’exemple, la premiére forme fondamentale de la surface F° pour une fonction

arbitraire f(u) avec la métrique pseudo-euclidienne est donnée par

/

ST\ _ f—yg f'=q g f—yg
Is(F") = (2(u+/\)3 B (u+/\)2> dedy +2 <u+/\ * (u+/\)2> dy’”

Comme nous pouvons voir, dans ce cas-ci, gi; = 0, c’est-a-dire que la trace de (457)?

est nulle. Ceci implique qu’il s’agit d’un vecteur isotrope.

Voici un exemple de la procédure pour obtenir la premiére forme fondamentale. A

partir de nos équations de départ ainsi que de sa paire de Lax appartenant & s[(2, R)

1 ! 2 _
Ugy = éf (u), (ug)” = f(u),
fw)  flu) —gN)

0 _
A VRS W (YRR VE e 5l(2,R),
2
1 0
A OIS
V=] ° u+ A € sl(2,R),
U,—f—/\ —Uy

nous pouvons aisément trouver les matrices AST et BT & l'aide des équations ci-

dessous
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ou
) =g’ (N) O fw) —g(N)]
AST — @ ’ e ’ (Wt AP | esl(2,R),
0 0 |
o W —9(N) g ]
BT = a()) (u+ A2 wt+A| esl(2,R).
1 0

De 14, nous pouvons trouver la premiére forme fondamentale
I5(F°T) = g11dz* + 2g12dzdy + goody®,

ou
1 1 1
g = itr <A5T2> , g1 = itr (ASTBST) ,  Gog = itr (BST2> }

I est & noter ici que le facteur 1 a été choisi en fonction de la base sl(2,R).

g1 =0,

a2 () =9V flw) — g
g12 = 5 <2 (’LL+ /\)3 (u+ /\)2 ) ;

) f(w) —g(A) | g(N)
922 = a”(N) ( (u+ )2 +u+/\) '

Nous obtenons donc le méme résultat que précédemment.

I5(F*T) = a*(\) KQf((Z);j)(g/\) - fl((i)g/\g)lg(/\)> dxdy
flu) =g(n) | g o]
+( (u+ N)? +u+/\>dy]

Il est aussi intéressant de connaitre la signature d’une base de sl(2, R). Soit la base

suivante

X=X"LXLX)eR & X = X'e, e; € sl(2,R),
0 1 0 -1 1 0

61: y 62"__ 9 63_ )
10 1 0 0 -1

alors nous pouvons écrire un vecteur isotrope de la fagon suivante

0 m
X = o X =02 -0
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Ceci nous fait une norme nulle, il s’agit donc d’un vecteur isotrope

m?  m?
XIP=0-—+—=0.
A partir des opérations suivantes,
1 1 10 1 1 -1 0
—tr{eje;) = =tr =1, —tr(eges) = —tr = -1,
2 2" \o 1 2 2 \o0o -1
1 1 1 0 1 1 01
—tr(ejeg) = —tr =0, —tr{eses) = —tr =0,
2 2 \o -1 2 2 \10
1 1. (0 —1 1 1 (10
§tr(€1€3) = §tr Lo =0. 5‘51‘(6363) = §tr - =1,
il est simple d’obtenir la signature
1 0 0

1 ; i
B(X,Y) = §tr(XY) = X'b; Y7, bij =10 -1 0.
0 0 1

qui est dans ce cas la signature (2,1). Nous pouvons aussi le faire dans une autre base,

soit
0 0 01 1 0
€1 = ) €2 = ) €3 = )
1 0 0 0 0 -1
1 I
1 00 1 00
—tr(ee;) = tr =0. —tr(egey) = tr =0,
2 0 0 2 0 0
1 0 0 1 1 0 —1
—tr(ejep) = tr = =, —tr(eges) = tr =0,
2 01/ 2 2 0 0
1 0 0 1 1 0
—tr(eje3) = tr =0, —tr(eses) = tr =1,
2 1 0 2 0 1
avec la signature
010
bij==11 00

00 2
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Si nous prenons le cas ) = u, de la symétrie généralisée, nous obtenons la pre-

miére forme fondamentale suivante

fr 2ff 2f(f—9) 220 2f(f =9\
Ig(F“") = — dxd —— dy”.
B(F) <u+/\ (u+A)fL (u+/\)3) ray+ 2 u+/\+ (u+ A)? v
Encore une fois, I’élément g;; est nul, donc A est un vecteur isotrope, ot
. . . 0
A = pr(vg)L, B = pr(dg)M, Ugy = U .

Dans ce cas la prolongation est

(7o) = the - + g +
T'Vp, ) = U,— Upp ——
prive, T Bu T Dy

étant donné que notre équation est tronquée a u,,.

3.3.5 Deuxiéme forme fondamentale des surfaces

Nous pouvons obtenir la deuxiéme forme fondamentale avec le méme principe,

toutefois les équations pour obtenir les coefficients sont quelque peu différentes
II = edz® + 2fdzdy + gdy?,

1 A 1 1
e=gtr (ND,*F),  f= S (NDDyF), g =gt (ND,?F).
Ici N est le vecteur normal & la surface. Il est donné par

A, B]

. _ e sy
o aE® A Bl =5 (4. B1)

Dans le cas de la formule d'immersion de Sym-Tafel, le vecteur normal est

1 0
NT = ¢! 9.
0 -1
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Nous avons donc les coefficients de la formule d’immersion de Sym-Tafel suivants

7

e = %tr (NSTDzQFST)

_ %tr (ONSTH ((AST), + [AST, L))

ff
N
=
s |
+ ||
>
e
[\&)
2 |
+
>l
%
N—_

f= %tr (N*TD,D,F°T),

— %tr (eNg™! ((A);" + (4%, M) = < -1 S 9 ) ,

UESV R CES)E
o= i (NTDE) = L (o (51, + 37 m)) = (20 )

1w+ A

Ceci fait en sorte que nous avons la deuxiéme forme fondamentale suivante
/ ! i / ! :

st (91 F=9 Ny (9L 5 T=9 N\,

(4(u+/\)2+2(u+/\)3 ey Tt

+ g’) dy?.

Maintenant que nous connaissons la premiére et la deuxiéme formes fondamentales,
nous avons complétement caractérisé la surface solitonique & une translation et une
rotation pres. La connaissance de ces deux formes fondamentales permet aussi de
connaitre la courbure de Gauss et la courbure moyenne, puis de ld nous pouvons
obtenir les points umbiliques ainsi que la troisiéme forme fondamentale. Nous verrons

ces quatre autres résultats dans la section suivante.

Pour le cas des symétries généralisées, commencons par définir les paramétres

Qe +2U—gn s_QU-9) _ Qf
L NS N (ANEG S ALY PRSIl T WA ut A

En introduisant ces parametres, nous avons une deuxiéme forme fondamentale avec

les termes suivants

D,
I= B’y — D, QQl dr? + 2 {’y(u%— A) —

DyQD.Q
Q?

71 dxdy

+ {DszQM(uH)—Q(f"f)

U — A
_m@(%Q
Q Q

§—2D,Q(u+ ) + QQuI)] dy?.
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Dans le cas ou @) = u,, nous obtenons

1 7
O=|-vy— D,~ / da? + 2 [y(u+ \)] dzdy
2 22U,

+ {5(%»—% (ﬂ> = Cpwe 2] dy

U — A Uy

3.3.6 Courbure de Gauss, courbure moyenne et points umbi-

liques

La courbure de Gauss K est donnée par ’équation
K = g
EG — F?
ou les coeflicients e, f, g, E, F, G sont ici les coefficients des premiére et deuxiéme
formes fondamentales. Pour ce qui est de la courbure moyenne, elle est donnée par

_ Eg+eG-2fF

H
2(EG — F?)

Pour le cas de la formule d’immersion de Sym-Tafel, nous avons

1 (f-yg : B
K:(’u+/\)2——/(u+'/\)—%(u+/\>, H:Z(u%-/\)—a,

avec

1 f—9 /-4 g f—g
a'_2<2(u+)\)3 (u+)\)2)’ 5'_u+)\+(u+)\)2'

Pour le cas des symétries généralisées ou ¢ = u,, nous obtenons

4(’LL + )\)2 4 ~y (DT')/)f’ _ f ’ /
f (5 - T) (5(“ TA) =@y T g B - flu A)]) ,

us(wtX) 1 (DS N(F [ f-g F
M= +f72< Uy ‘/)<4+f{(”+»2 u+AD'

K:

A partir des courbures K et H, nous pouvons trouver les points umbiliques. Ils sont
donnés par ’équation

H?> - K =0.
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Par exemple, pour le cas de la formule d'immersion de Sym-Tafel, nous avons des

points umbiliques lorsque ’équation

7 BB 1 [f—
0=3(u+/\)3—§(u+/\)5+a.2_+_< q)

200 \u+ A

est satisfaite.

‘3.4 Fonctions elliptiques de Jacobi

Considérons 1’équation différentielle pour les fonctions elliptiques de Jacobi

()2 = (1 — u2) (k1 + ko) = 1 = —2hkot® + (ko — k1)u (3.27)

~ /
o~

f(w)

pour le choix des constantes

TABLEAU 3.1 — Certaines fonctions elliptiques de Jacobi

k1 ks | Solution de (3.27)
1| —k? sn(z, k)

(k)2 | k? en(z, k)

—k2 |1 dn(z, k)

ol k est le module, avec les contraintes (k')2 +k* =1 et 0 < k, k' < 1 (voir Annexe

A.5 pour les propriétés.)

Les matrices L et M sont donc polynomiales d’ordre 3

uy  (uw—N)(ky + ko(u? + 2% = 1))
M = ,
U+ A _ — Uy

I 1 0 _3k2U + 2/\16271, + kl — kg — [CQ/\2

2 0
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ou les deux matrices font partie de sl(2,R).

En substituant f(u) et g(A), ou f(—=A) = g(}\)

o fu)y—g(N) (A= uP) (k= ku?) — (1= A2)(ky + ko A?)
M2 =TTE N u+ A ’

en simplifiant, nous avons

k)l — U2k'1 — k2u4 + k2u2 - kl + /\2]471 + k2/\4 — kg/\Q
u+ A
(A2 —u?)ky — ko(ut — M) + ka(u? — A?)

Tnlg — 3
U+ A

My =

k)

P

At u

Mz =

(k1 — ko + kao(u® + A%)) .

et finalement, nous avons

Mo = (/\ — U) (kl — k'2 + kg(UQ + /\2)) .

La fonction d’onde devient

(Vo) —uz)vs— (Vo +us)v- (Vo) +ue - = (/o0 -us Jus

2V NI
°= Vut (g o) Vu+ ANy —y) :
i 2¢/9(\)

ou

qpi:exp[ ey <U+/2(—udj———§ﬂ

Afin d’utiliser I'analyse des symétries, nous pouvons employer I’équation différentielle
pour u,, afin d’évaluer l'intégrale en terme de II(u,a,b), une intégrale elliptique du

troisiéme type. Nous avons que

du = ugdzr = £+/(1 — u2)(ky + kou?)dx
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et donc!

/' dx _i/ du
2u-+A) (u+ M) /(1 = u2)(ky + kyu?)’

co + L I ! —ka
= — U, —, e
TR\ AV g
T 2o N2 + (ky — k)N 4 2k,
NEY a2l T )

Dans ce qui suit, nous présentons certains graphes de surfaces induites. Les surfaces
dans les figures 4.1 et 4.3 ont des constantes choisies de telle fagon que g(\) > 0 et donc
les surfaces se comportent de fagon exponentielle. Les surfaces dans les figures 4.2 et

4.4 sont telles que g(A) < 0 et donc les surfaces ont un comportement trigonométrique.

FIGURE 3.1 — Surface de la symétrie généralisée pour la fonction cn(x, k) avec g > 0

k=02et A=1.2
1. Pour lintégrale, voir I'intégrale élliptique de 3¢ ordre dans [46].




Chapitre 3. Symétries d’EDOs 99

FIGURE 3.2 — Surface d’immersion de Sym-Tafel pour la fonction cn(z, k) avec g < 0
k=08et A=0.5.

FIGURE 3.3 — Surface de la symétrie généralisée pour la fonction dn(z, k) avec g > 0

k=0.87et A=0.09.
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FIGURE 3.4 — Surface d’immersion de Sym-Tafel pour la fonction dn(z, k) avec g < 0

k=05et A=12.

3.5 Fonction elliptique de P-Weierstrass

Considérons I’équation différentielle pour la fonction elliptique P-Weierstrass

(up)? = 4u® — gou — g3 == Uy, — 6 + % =0,

ol g2 et g3 sont appelés les invariants de la fonction P-Weierstrass. Si nous choisissons

g(A) = f(=X),
u —du? 4 u — 4N+ go

U+ A — Uy
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font partie de sl(2, R). La fonction d’onde est

(\/57 — Uy )Py — (\/57 + ug )Y _(\/57 — ug )Yy + (\/57"*‘ Uy )P
b= 2Vu+ A 2,/9Vu+ A
VT Ay + ) Vit A — 1)

2 2./9

- = exp [\@(yf/Q(udii/\))}

Afin d’utiliser I'analyse de symétries, nous employons I'équation différentielle pour u,

ou

comme

du = ugdz = £/4u3 — gou — gdz

afin d’évaluer I'intégrale elliptique du troisiéme type

/ dx / du
A : ’
2(u+A) 2(u + A)v/4ud — gou — g3
uU+a; a; — a a1—a2)
(A —a1)(2a; + as) a1 —as A—a; \ 2a; + ay

ou pour simplifier, nous utilisons les constantes ay, as pour représenter les racines du

polynéme f(u).

Puisque le PLS a été résolu, nous pouvons construire les surfaces solitoniques
associées & cette équation. Nous donnons ici deux surfaces a titre d’exemple. Nous
avons ici construit la surface associée & la symétrie conforme en \ avec les parameétres

A=0>bet gy =g, =08
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FIGURE 3.5 — La surface pour la formule d'immersion de Sym-Tafel avec les paramétres

A=05et gy =g, =0.8

Nous présentons aussi la surface associée & la symétrie de translation en x pour

les paramétres A =0.5¢et g, = go = 0.8

L%
300060 2 x10%

el e3

FIGURE 3.6 — La surface pour une translation en z avec les parameétres A = 0.5 et

g1 =g2=08
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3.6 Equations différentielles ordinaires de Painlevé

3.6.1 Caractérisation de ’équation P1

Considérons la forme de courbure nulle pour une EDO en z(t). Les matrices U*
sont définies sur 'espace de Jet pour t, z et ses dérivées. Le paramétre spectral est
considéré comme une variable indépendante. Nous utiliserons ici le troisiéme type de

paire de Lax, c’est-a4-dire ou la variable auxiliaire est le paramétre spectral.

Soit I’équation de Painlevé P1
Qz] =z, — 62° — t = 0.
Son PLS est donné en terme des matrices potentielles U([z], A} et U*([z], \) prenant
leurs valeurs dans ’algébre sl(2, R) [26,61,64]
. [0 A+2z ) ~z, 20427z 414 227
U - 5 U — 3
1 0 2(\ — z) x,

qui satisfont la représentation de courbure nulle du troisiéme type, soit avec les va-
riables indépendantes A et ¢,

Qz] = DyUY — DU + U, U%] = (24 — 62% — t) ey,

ol la base est définie ainsi

0 1 0 0 1 0
€1 = ) €y = ) €3 =
0 0 1 0 0 -1

Pour le cas de la formule d’immersion de Sym-Tafel, nous cherchons la surface associée

& la translation du paramétre,
ST -1
F = ¢7 Dy
Dans ce cas, nous avons les matrices linéairements indépendantes données par

AT = DU = ¢y, BT = D\U? = 2¢; + (4A + 2z)ey,
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qui proviennent des équations
DLFST — ¢—1AST¢’ D,\FST — ¢_1BST¢,

qui sont aussi linéairement indépendantes. De la, nous avons la premiére forme fon-

damentale

157 = 2dtd\ + 4(x + 2)\)d\*.
De plus, le vecteur normal est donné par ’équation
N = qb_lelqz‘).

Il est & noter que I'image de la surface est contenue dans un plan orthogonal au vecteur

normal. Pour ce qui est de la deuxiéme forme fondamentale, nous avons
O = —dt? + 4(x — N)dtd) + 2(42° + 4z +t — \B)d\?,
et de la, les courbures de Gauss et moyenne sont données respectivement par
KT =2z, H5T =2(2z 4 \).

Notons que la courbure moyenne ne dépend pas du parameétre spectral. Le signe de
la deuxiéme dérivée de P1 détermine ou les points sur la surface sont hyperboliques,
paraboliques ou elliptiques, c’est-a-dire que si la deuxiéme dérivée est plus petite que
0, il s’agit du type hyperbolique, si elle est inférieure & 0, il s’agit du type elliptique

et dans le cas K7 = 0, alors c’est parabolique.

Les points umbiliques sont donnés par I’équation

H? — K =42z + \)* - 2(62% +t) = 0,
=4(2x + \)? — 22, = 0.
La courbe A = —2x + ,/#* ne posséde pas de point umbilique quand KST < 0. Si

par contre K57 est positif, le long de cette courbe la solution sous forme de série de

Laurent diverge, il y a une perte de sens.
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D’autre part, on peut réécrire I’équation P1 comme comme un systéme Hamilto-

nien.
G=p, G=6¢ +q  G=1 p=q,

1 .
H= 51)12 —~2¢,° — 162 + pa.

La série de Laurent de la solution a la forme

[ ritt 5 pat?
~t 2Tt 08— — — 4 — |,
h _ 10 6 4
[ . TP
ga ~t7 |0+ 0t + 0t + 0 + 110 +t°+0t6+..}7
. rtt
o~ 13 (—2+0t+0t2+0t3—17—§+7~3t6+...],
_ [ T1t4 t5 T3t6
~tT =l gt 0 08 - - 2]
P2 _ 2 30 24 20

3.6.2 Propriété de ’équation P6

Soit I’équation de Painlevé P6

r”_l 1+L+ 1 2 E+L+L /
y—2 y y—1 y—t Y t t—-1 y—t v

yly -y -1 13 t—1 t(t —1)
t2(t — 1) [a+ﬁy2+7(y~ o }

+

ou y = y(t). La solution de Picard de 'équation P6 qui est un cas trés spécial, quand

a=8=v=0et = %, qui est écrite en termes de la fonction de P-Weierstrass

t+1
y(t) = 4P (cr1 () + cowa(t)|g2, g3) + BEIR (3.28)
ou
SR B =l ar - ne-2
g2 = 192 L) gz = 432 )

et oll wy et woy sont une paire de la période fondamentale

c1 =

k [ . .
—, c; = — € Q% les nombres rationnels positifs.
n n
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R. Fuchs a démontré que la solution de Picard (3.28) est développable & t = 0 comme

e27rik/n 2141

y(t) = 4 th ot + si

28l/n <

B | —

l
n
Dans le cas ou % > %, nous avons un développement similaire. Nous pouvons prendre

la limite quand ¢t — 0 dans le PLS

oy L
o= Alny(). 0, S = Bl v, (3.29)

ol z est le paramétre spectral. Alors, I'équation (3.29) est réduite aux équations

hypergéometriques de Gauss. Puisque ’équation (3.28) a un développement similaire

at =1, nous pouvons prendre une autre limite & ¢ — 1 dans I’équation (3.29).

o [ (2}

— = Az <= équations hypergéometriques.
yperg

0z \ y, s

Les équations hypergéometriques sont trés bien connues dans la littérature (voir [6]).

3.7 Probléme de Sturm-Liouville

Soit ’équation de Sturm-Liouville

dg—w—a(r Mw otz €RouC (3.30)
dr2 VOO ’ o

avec son PLS

D3¢ = Lo, Dy¢ = Mo,

telle que les matrices potentielles L et M ne dépendent pas de y, c’est-a-dire D, L =
D,M = 0,et ¢ = ¢(\,y, [w]) € G. Nous cherchons & construire le PLS en nous basant

sur [48]. Nous pouvons prendre

0 1
a 0
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comme matrice potentielle puisque

Il est intéressant de noter que cette matrice L posséde une trace nulle. A partir d’ici,

pour trouver ¢, nous avons

D, b1 P12 _ 01 b1 P12 _ P P

P11 P22 a 0 a1 P22 apn afra

En extrayant les quatre équations scalaires de ’équation matricielle ci-dessus, nous

obtenons

¢11,l‘ = ¢21) ¢12>l‘ = ¢227
P21 = P11, G222 = P21

Nous pouvons facilement substituer pour obtenir deux équations d’ordre 2, soit

¢11,m = agr, ¢12,m = apra.

Ces deux équations sont quasiment identiques & 1’équation (3.30). Il est & noter que
I’équation de Sturm-Liouville est d’ordre 2, et donc elle a deux solutions linéairement

indépendantes. Nous allons nommer ¢, := w, et donc

w o ¢
b= 12
Wy ¢12,l‘
Nous voulons que ¢ appartienne au groupe SL(2,R), c’est-a-dire que le déterminant

de ¢ soit de 1. Nous avons donc I’équation

W12, — Praw = 1. (3.31)

Nous pouvons facilement voir que la solution

1
¢12 == CL)/ —Qdé
0 W

satisfait I’équation (3.31). Nous connaissons maintenant ¢

x —_
w wf w™2ds w1 Wa

¢ = = € SL(2,R),

T — —
W wzf w2ds +w™! Wiy Waog
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ol wh, wo sont des solutions indépendantes. Il est toutefois essentiel que ¢ dépende de

y, alors nous effectuons le simple changement de variable w = h(y)w, tel que

A partir de ¢, il nous est possible d’obtenir M via I’équation

Wuw, —w, Lo Ly
1 2W2 A2,z W2
M=(Dy)o™ = | g
h W1z _FWZI —hwm hw1
R’ h'
T WiWa ¢+ Waw, —+(2wiws
w_ [ i) )
%(2(*)1,:0(*)2,1‘) _%(WIWQ,I + WQWI,:C)-

Comme la matrice potentielle A ne dépend pas de vy, alors nécessairement le terme
hl

5= a€R,C, donc h = e, et rétrospectivement w — e“w.

Il est & noter que la trace de la matrice M est nulle, elle appartient donc & 1’algebre

de Lie sl(2,R) tel que souhaité.

Définissons le terme myy comme
T
Mg 1= —2aW1 Wy = —2aw2/ w™2ds.

De 14, nous pouvons calculer w en terme de ms, soit
T
— my2
W 2d8 = T5 o
2aw

1 Mige M1
_ LA
w? 2aw?  aw3

puis en différenciant

et en isolant

Wy a mio.e
7 = _+_ ,
w mi2 2my
1 *oa
Inw==Inmys + —ds,
2 mio
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nous obtenons finalement

W = \/mnezp U Lds] = w,. (3.32)

mio

Pour obtenir ws, il suffit de remplacer w

x
Wy = wl/ w1_2d.5,

T 1 [* -9 s
= /misexp {/ —a—ds} P —aexp l—Q Lds'] ds,
a

mi2 mi2 mi2
*oa -1 T a
= /m2exp m—2ds %e:cp —2 m—2ds ,
. 1 1

et donc

wy = — ';;12 exp |:—/ miwds} : (3.33)

Il est & noter que les équations (3.32) et (3.33) concordent avec les résultats obtenus

dans [51].

A partir de w; et wy écrits en terme de myo, nous pouvons exprimer toute la matrice
1
potentielle M en terme de miy. Commencons par donner les dérivées de w; et wy

M2z + 2a T oa 2a — my2 « T oa
Wiz = erp —ds , Woy = — — €Tp | — —ds| .

2y/m12 mi2

Nous savons que

my = —Map = a(wiwsz + wWawr z).

En substituant, puis en simplifiant

m 4 \/,’?L_QCL — Moy _ mio . + 2a /112
ne ' da/may 2 /mn 22 )’

20 —my2, Mzt 2a

4 4

3

Nnous arrivons a

1
myp = —Mop = —ZM124-

2

Nous pouvons effectuer un calcul similaire pour obtenir ms;, soit

M2y + 2a> <2a — mlg,r> B 4a? — (mi24)?
2,/ day/m1z dmip

Moy = 20w z W2z = 20 (
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Par contre, pour le terme my;, 1l est possible de ’écrire avec la seconde dérivée de

mip. Voici comment 'obtenir. Tout d’abord,

W1 2z

w1

k)

d’autre part, nous trouvons aisément que

m12,1+2am L M2 [/I a d]+m12+2a a [/1 a_

Wep = | ————myy exp —ds| + —————exp ——ds

m A(maa)? B0 M Mig 2\/mi2 M2 mi2
a

x
(—(77112,1)2 — 2amag g + 2Myg e M2 + 2amag g + 4a2> erp [ mi2 S}

3

bl
3 z
4(myq)? V/Miexrp [ andS}
2 2
W1 zz (m12,:c> amig x M2 ¢x ale,:c a
I - - ~+ + + =0,
W1 4(m12) 2(m12) 2m12 2m12'2 (m12)2
(m12z)? ™12, 21 a®
Q1o = — +
4m12 2 mqo
et finalement
, 2 2
o Mizezr  (TMi2e) N o _
12 — = — = ma.
2 4mo my2

Afin d’alléger la notation, nous allons renommer le terme m, par f. Nous pouvons

donc écrire les matrices potentielles de la fagon suivante

ol ] fool-30

(b =
ﬁ% exp {f’r gds] QZGZ/;I exp {— [* %ds}

La condition de compatibilité du PLS (M, + [M, L] = 0) est satisfaite pour tout f

(3.34)

telle que
lez - 4afz - 2azf = 07 (335>

ou

_ fw (f)? @

“Tor ap TR

|
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En conclusion, n’importe quelle EDO du type de 3.30 peut étre résolue par cette paire

de Lax. Il est aisé de vérifier que 'équation (3.35) est satisfaite

“TRf T 2P PP

Ja,

2f  4f2 ' f? 2f  f2 0 2f5  f3

A titre d’exemple, si & = f, alors nous obtenons le cas stationnaire de KdV.

3.7.1 Equation de Riccati

Dans le cas de ’équation de Riccati

Y — a(@ + @y + ela)

nous pouvons utiliser la transformation

1

TE

£1&

pour ramener 1’équation de Riccati & une équation linéaire du deuxiéme ordre en w
1 a'/ /
w' — | —4+blw tacw =0
a

qui peut étre plus facile & résoudre. Dans certains cas, I’équation peut se réécrire sous

la forme
ou sous la forme

et donc

u” — (eq +¢*)u =0, e =1
Nous remarquons ici que nous retrouvons la méme forme que pour le probléme de
Sturm-Liouville, soit

v’ — a(z)u =0,
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ou
az) = ¢*(z) + ed'(2).
Nous pouvons utiliser, dans certains cas, cette méthode de fagon successive jusqu’a

I’'obtention de la solution.

Comme nous avons que

q2+6qx=a=2—f— (4f2 +%,

il serait intéressant d’obtenir f en fonction de g. Pour ce faire, nous allons demander

que ¢ en terme de f prenne la forme

_ Bfe+a
/
Nous aurons donc
: vz ;2 a® afy
¢+ = ep 4 (2 ep) L+ “/Qﬁ + (2687 — ¢v)

f f? f?

qui entrainera les conditions suivantes sur 3 et

1 1
f=5 B-B=—7 =1 2Wy-e=

Nous pouvons voir facilement que si

IB:_ A/2:1?

les conditions sont satisfaites. Nous avons maintenant ¢ en terme de f
¢f/2+a
= B
cependant nous cherchions f en terme de ¢. Suite & quelques transformations purement
algébriques, nous obtenons une équation différentielle de type Bernouilli linéaire non-
homogene

fo = 2eqf — 2eva.

La solution de f est donnée par

f= </€ — 2eva /z exp [—26 /5 qd&] ds) exp [26 /I qu] .
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La matrice potentielle M prendra donc la forme
e {ya — gexp [2¢ [* qds] (k — 2eva ["exp [—2¢ [* qd¢] ds)}
2vaq — ¢* exp [2¢ [* qds] (k — 2eva [T exp [—2¢ [” qd€] ds)
(k — 2eva [*exp [—2¢ [* qd€] ds) exp [2e [* qds]
—€ {’ya — qexp [26 fz qu] (k — 2eva fz exp [—26 fs qd{] ds)}

M:

qui obéit a la condition de courbure nulle
D, M+ [M, L] =0.
Afin d’alléger la notation, nous allons noter

Q= 26/ qds et P:=c- 26’7(1/ e 9ds.
Ceci nous donne les matrices potentielles

0 1 e (va — qe¥P) e?P
L= ) M =
a 0 2vaq — ¢*e%P  —¢(va — qe“P)

et la matrice ¢ est donnée par

T ge~ ‘VPQ T ge—
vV Pe@ exp (f gepﬂ-kay) Yo exp (—f “T?d‘g—ay)

QP o o
€ge — eva +a _ a — ege eva o
d 7 exp (fz ae”Ods +ay) d 7 exp (— fz ae”%ds —ay)

v/ Pe@ F 2av Pe@ P

¢ =

En ayant ces trois matrices, nous pouvons chercher les surfaces F' associées aux
symétries généralisées. Pour ces surfaces, nous aurons les vecteurs tangents donnés
par

D, F = ¢~ (progL) ¢, DyF = ¢~ (prvpM) ¢,
ou
vg = R[u]d,. (3.36)
Si nous appliquons l'opérateur prolongation sur I’équation de Sturm-Liouville/Riccati,

nous obtenons I'équation déterminante pour les symétries généralisées

D,*Rlu] - (¢* + eq:)Rlu] = 0 (3.37)
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ou sous sa forme développée

R, +auR, + uxQRuu + a,uR,, +au Ry, + PulRy, .,

—oR 4 2u, Ry + 20uR,,,, + 20uu, Ry, =0

Une symétrie qui satisfait cette équation est celle de la dilatation en u, soit
Rlu| = u.

Si nous remplagons R[u] dans I’équation déterminante, nous voyons qu’elle est iden-

tiquement satisfaite modulo I’équation de Sturm-Liouville
D *u — (¢* + €qp)u = ugy — (¢ + €gz)u = 0.

De plus, cette symétrie n’impose aucune restriction sur q.

Une autre symétrie qui respecte 1'équation déterminante est donnée par
R[u| = zu,,

toutefois, elle impose une condition & o = (¢?+eg,). Si nous remplacons cette symétrie

dans I’équation déterminante, nous obtenons

0= Dy, (zuy) — azuy,
= Dy (Uy + TUzy ) — QTU,,
= Upy + Upy + XU — QL UL,
= 20u + zD,(au) — azu,, modulo Uz, — ou = 0,

= 20u + xogu.

Puisque u n’est pas fixe, nous demandons que 2 + xa, = 0. De 13, nous pouvons

facilement intégrer pour obtenir que

C
o = ((]2 +GQ1') = ;
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Nous pouvons facilement résoudre g en terme de z puisqu’il s’agit d’une équation de

Riccati bien définie. Sa solution est

g 1-2p
T * (1—28)kz*f + 1’

q =
telle que k est la constante d’intégration et 3 est la constante de la solution particuliére

a=L, ﬁz%(li\/1+40).

Soit ’équation dont nous chercherons les caractéristiques différentielles
Uy, — e = 0, o= (q* +eqy)

et la paire de Lax

0 1 —1
L= . M= ofe ] ., esl(2,R).
Toutefois, nous pouvons réécrire M de la facon suivante puisque f := —2au,uq et

x —
uy =uug =u [ uds,

1+ 2uu,J —2u?J o,
M =a ) J::/u_ds.
2% 20,2 —1 - 2uu,J

Comme nous avons défini précédemment (3.36), (3.37), le champ vectoriel et I’équation

déterminante sont donnés par
vg = R[u]0,, D,*R—aR=0.

En appliquant l'opérateur prolongation sur les matrices potentielles L et M, nous

obtenons
0 0
A= pI‘(’UR)L = D 2 ’U,IIR )
U U
D,(uR)J —2uRJ

B :=pr(vg)M = 2a
D, (&) + 2D, Ru,J Dy(Ru)J
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ouAet B app‘araissent dans les vecteurs tangents,
D, F = ¢—1A¢, D,F = ¢~ 'Bg.
En ayant les matrices A et B, nous pouvons obtenir la premiére forme fondamentale
I = Edz? 4+ 2Fdzdy + Gdy?,

ol les coefficients sont donnés par

1
F= §tr(AB) = —2aRJ (D,’R — aR),

o (£) v (o (1)) 7]

Ces résultats impliquent que notre premiére forme fondamentale est donnée par

o () (. (8)) )

Nous pouvons voir que le vecteur tangent D, F' est isotrope. Pour trouver la deuxiéme

1
G = 5‘51‘(32) = 20,2

I=2a ([QRJ (aR - D,*R)| dzdy + a

forme fondamentale, nous avons besoin du vecteur normal N donné par

_ (4B _ 1 0
D,(In(uR)) —1

1
2

La deuxiéme forme fondamentale I est alors donnée par

I = edz® 4+ 2fdzdy + gdy?,

D.? D,’R
I = [ER - —} dz? + dauJ [ER _ e } drdy
U u U U
D, (uR)

+ a(—5Ru, + 3uD,R)

[Djffﬁ)m dy’.

+ 2aJ {DI(DyRu) - DyR R

+auugJ <—3Ruz + 5D, Ru —

Pour terminer, les courbures K et H,

_eg—f? _eG+Eg-2fF
K=Fc-m "= 2(EG — F?)
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sont alors

o 4 Da(DyRu) - D,RP=8 1 4(—5Ru, + 3uD,R)

R Qau?R?J {% — D-—'”2}

u

ug R

auuyJ (—3Ruz +5D,Ru — —[DI(”RNQ)

2au22J [2F - 22| ’

u

H="2 Dy (R/u) (uD,R — u,R)?
= — — S -
i 8au’R?J? {ﬁ _ M} 8au?R? {% _ D, R}
u U w

3.7.2 Equation de Lamé

Dans cette sous section, nous allons effectuer une dérivation de I’équation de

Sturm-Liouville vers I’équation de Lamé pour déterminer sa paire de Lax associée.

Considérons le probléme linéaire

0, ota=—gu)— g+ "
wr — aw = 0, a=—¢u) - — —
“ ’ ou 2ug 2u2gu u2

associé a ’équation différentielle non-linéaire
Use = g’ (1)
qui admet I’équation différentielle du premier ordre
w,® = 2g(u). (3.38)

Ici, la constante d’intégration est absorbée dans f puisque f est arbitraire. Considérons

le cas particulier o
g(u) = 2(«® + gou® + gau + k%),
g'(u) = 2(3u® + 24ou + Js).

De la
2

1 2 | o5 ~ 3.~ 2 - 2y, K ~
: a:%2(3u +2g2u+gg)—2—u22(u + gou +g3u+k)+$=2u+g2.
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L’équation (3.38) prend la forme

%UIQ =2 (v’ + Gou® + Gau + £*)
Uy = [4 (u3 + Gou? + Gau + kQ)] 1z ,

Pl) du
T = ——— 7
0 2 ('LL3 + gou® + gzu + k)

Définissons

nous obtenons alors

~ 3 ~ 2
u® + Gou® + Gau + k* = (ﬁ_%) + Go (a-@) + 73 (a——

~3 ~ o~
:a3+<—%+§3)ﬂ.+(—gi—%+—

ol

Ceci améne 1'équation (3.39) a

Pla) di
. / ( — 0,2 = 47° — goii — gs,
0

438 — gyt — g)'*

ce qui coincide avec la fonction de P-Weierstrass, soit la fonction qui satisfait

(P'(2))* = 4P(2) - 9:P(2) — gs.
De plus, nous avons
N ~ g2
uzP(z):>u:u—§:77(z)——

de I’équation (3.40), nous obtenons pour «

a=2u+g = (P(z)—~—> +b=2P(z)+;.

De 14, nous obtenons 1’équation de Lamé (n = 1)

wee — (2P(z) + W) w =0,  h

I

w| s

118

(3.39)

(3.40)

(3.41)



Chapitre 3. Symétries d’EDOs 119

L’équation de Lamé est pour n € Z™ un entier positif
Wz — (h+n(n+ 1)P(2))w =0, nez"
ou de fagcon équivalente
wer — [n(n + 1)c?sn(z) — h]w =0,
ot sn(x) est la fonction elliptique de Jacobi définie par
Izi/m[ﬂ——ﬁXI—c%%TJth
0

et ou c? est appelé le module de sn(z). Les périodes de base de sn(x) sont dénotées

par 2K et 2i K’. Nous sommes intéressés aux périodes réelles 2K qui sont données par

/2
K= / (1- czsn((ﬁ))_l/2 de.
0

Si nous introduisons un parameétre b relié & h par la définition de ’équation transcen-
dente P(b) = h, I'intégrale générale de 1’équation (3.41) prend la forme tirée de [60,

p.379]

v exp [2((b)]

5= () = (exp g0 22D =),

ou les fonctions ¢ et ¢ sont les fonctions de Weierstrass. En reprenant les résultats

obtenus pour le probléme de Sturm-Liouville

0 1
L= ,
a 0
AT
af = 5fee )
ey e~ %y [u2dr
b= J

ay —ay C =2 e”%Y
eYu, e urfu dr + %

et en I'utilisant pour le cas de ’équation de LLamé, nous obtenons

L= 0 1 M= aly(P1v2)  2anihe
9P(z)+Pb) 0] St s —ad(brn))
b= (0 (o

1,/)1,1 wQ,r
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ol 1 et 1, sont les solutions fondamentales de I’équation de Lamé. Si nous considérons

le cas de la formule d'immersion de Sym-Tafel,

F=¢"'0:,
ol nous prendrons la base
01 0 0 1 0
€ = 3 €0 1= s €3 1= 3
0 0 10 0 -1

FIGURE 3.7 — La surface pour la formule d’immersion de Sym-Tafel avec les paramétres

a=b=1letg=g,=0

Pour le cas de la jauge, considérons la surface

. : m 0
F=¢75¢, o S= =m es,

0 —-m

pour le cas ol m est une constante. Nous obtenons la surface
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FIGURE 3.8 — La surface pour la jauge avec les paramétres m = 1, g1 = g = 0 et

a=b=1
Dans le cas des symétries généralisées, considérons le champ de vecteurs
7 = Rul0,.

En appliquant la prolongation de ce champ de vecteurs sur I’équation de Lamé, nous

obtenons I’équation déterminante

Ryy + 2u, Ry + 20uRyy,, + uIQ + 20uu, Ry,
+a®u? Ry, + auRy + (2P (z)u + aug) Ry, — aR = 0.

Si R = R(z), nous pouvons trouver une solution explicite admettant un principe de

superposition en terme des fonctions de Weierstrass
R = c191 + catha.

La surface pour les symétries généralisées est donnée par
F=¢7" (prig),

ou le champ de vecteurs est donné par

T = (191 + Cof2)0y.
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FIGURE 3.9 — La surface pour la symétrie généralisée avec les paramétres ¢; = 1,

=1, gi=gp=1leta=>b=1

FIGURE 3.10 — La surface pour la symétrie généralisée avec les parameétres ¢; = 1,

=1, =g=10eta=—-1=—-b
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Caractérisation de la surface par une jauge

Prenons la jauge suivante

S=u , peR
0 —1

et écrivons les matrices A et B comme

0 2
A=D,S+[S L] =p ,
: —2a 0
0 2f
B=D,S+[S,M] = ,
—QCYf + facx 0

ce qui nous permet d’obtenir les coeflicients de la premiére forme fondamentale

1
E= étr(AQ) = —4)’q,
1
F = 5tr(AB) = —40*f + i fuz,

1 : . :
G = étT(BZ) = _4U2af2 + 2N2ffrru
pour finalement avoir
I =p®[—4ads® + 2 (fu — daf) dzdy + (2f for — 4o f?) dy?] .

Nous pouvons calculer le vecteur normal via I’équation
A,
R L = e,

De la, nous trouvons aisément que
1 2
e =5t (ND,*F) = 4po,
1
f= étr (ND,D,F) = p(4af = foz),

1 ,
9= 5tr (ND,*) = dpacf® = 241/ fea,

123
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ce qui nous donne la deuxiéme forme fondamentale
T = p[4ads® + 2 (4o — foo) dzdy + (daf? — 2uf fu.) dy?] -

Nous pouvons maintenant trouver les courbures de Gauss et moyenne respectivement

K: eg_f2 :iv
EG—-F? p?
H_Eg+eG—2fF -1

2AEG - F?)

Nous pouvons voir que ’équation des points umbiliques est identiquement satisfaite
H* - K =0,

ce qui montre que la surface n’admet pas de point umbilique.

3.8 Conclusion

1. Nous avons adapté la procédure de Fokas-Gel’fand pour construire des surfaces
solitoniques associées aux EDO intégrables admettant une représentation de Lax

pour les deux cas de repésentation de courbure nulle.

2. Nous avons démontré, comme pour le cas des EDP, que le probléme demande
I’étude des symétries conformes selon le paramétre spectral, les transformations

de jauge du PLS et les symétries généralisées du modéle associé et de son PLS.

3. Nous avons construit une paire de Lax pour une EDO du second ordre incluant,
parmi d’autres, le cas des intégrales elliptiques et le probléme de Sturm-Liouville.
Nous avons, par la suite, résolu le PLS et trouvé explicitement la forme la plus

générale de la fonction d’onde.
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4. Nous avons construit des surfaces plongées dans s{(2, R) par des méthodes ana-
lytiques pour le cas général ou (u,)? = f(u), avec une fonction arbitraire f(u)
et aussi pour 1’équation de Sturm-Liouville u,, — a(x)u = 0 tel que « est une

fonction arbitraire de z.

5. Nous avons identifié trois symétries généralisées de 'EDO elliptique et déter-
miné si elles sont également des symétries du PLS, c’est-a-dire si la fonction

d’immersion peut étre intégrée explicitement comme F = ¢~ prigg.

6. La procédure a été appliquée & des exemples, y compris les fonctions elliptiques
de Jacobi et de P-Weierstrass ainsi que Lamé. Nous avons trouvé les deux pre-
miéres formes fondamentales, les courbures de Gauss et moyenne pour les sur-
faces ainsi que les graphes des surfaces pour différents parameétres, ce qui nous

a mené a plusieurs types de surfaces.

3.9 Perspectives futures

Nous voudrions considérer des surfaces solitoniques plongées dans des algébres de

Lie associées aux équations KdV et mKdV, soit respectivement,
2
Uy + Uppy — Ouzu = 0, U + Uppr — Ouzu” =0,

ou encore de Schrodinger
2

— 1y, = V(z,t)u.

thu, = 2m

1. Les états stationnaires des équations de KdV et mKdV (u, = 0) sont liées aux

fonctions elliptiques de Jacobi et de P-Weierstrass tandis que les états station-
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naires de ’équation de Schrodinger sont liés & ceux de I’équation de Sturm-

Liouville.

2. 1l serait naturel de comparer les surfaces associées aux EDP aux surfaces des
EDO associées a leurs états stationnaires (la variable auxiliaire y serait mainte-

nant t).

3. Nous pouvons utiliser les solutions exactes pour la fonction d’onde pour les
états stationnaires afin d’étendre cette solution dans le voisinage des états sta-
tionnaires et chercher des solutions pour les fonctions d’onde pour les cas des

EDP.

4. Nous pouvons comparer les surfaces associées 4 des états stationnaires, qui dé-
pendent du temps de fagon exponentielle, aux surfaces des EDPs dans les voisi-
nages des états stationnaires. Nous pouvons effectuer une analyse asymptotique
ou de variation des parameétres afin d’étudier les surfaces des EDP utilisant les

surfaces des EDO comme approximations.



Chapitre 4

Symétries des équations différentielles

partielles et leurs surfaces solitoniques

Nous présentons dans ce chapitre certaines notions, définitions et théoréme de base
décrivant des surfaces plongées dans des algébres de Lie (espaces multi-dimensionnels).
Ces notions seront par la suite utilisées pour trouver les symétries généralisées des
EDP, dans ce cas-ci les équations de Sine-Gordon, de Sinh-Gordon, de Ernst, de
Schrédinger non-linéaire et de Bianchi, et leurs applications solitoniques. Nous basons

cette présentation sur les ouvrages de [49,78].

4.1 Description des surfaces

Définition 4.1. Soit V{6, ....,0n} et V;{61,....0x}, j = 1,.... N, les éléments de

Panneay R™WY) . La dérivée de Fréchet de U dans la direction U, est définie par

Dy 0 |
(D—9]> \I’j = &\I’{Hl, ...,93-4,9]- +€\Ilja9j+11 ...,HN}'EZO
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Exemple 4.1 : Soit
026
{6} = oudv

La dérivée de Fréchet de W{#} dans la direction »{0} est donnée par

(28, - 25 - cnt

—siné.

DO )T Budv

Définition 4.2. Supposons que l’ensemble de fonctions différentielles {0;(u,v)} sa-
tisfait le systéme d’EDP ;0] = 0 tel que j = 1,...,N. L’ensemble des fonctions
scalaires { g} est appelé une symeétrie généralisée du systéme 2 = 0 si et seulement
si {p}V sont des éléments de I'annean RW) et s'ils satisfont le systéeme d’équations
linéaires

N

Dy,

— =0 k=1,..,N.
> () =0 -

Exemple 4.2 : Une symétrie de I’équation de Sine-Gordon est un élément de ’anneau

RO qui satisfait
D¢
Oudv
Par exemple, ¢ = 06/0u est une symétrie de ’équation de Sine-Gordon. En effet, ¢

— (cosB)p = 0. (4.1)

est un élément de R et est solution de (4.1).

La dérivée de Fréchet peut s’écrire sous une forme équivalente en utilisant la pro-

longation d’un champ de vecteur wp

DSy,
Do, *

;= Prwy,fl,

voir la Proposition 5.25 [78, p.307].

4.1.1 Formule d’immersion de Fokas-Gel’fand

Supposons le systéme matriciel suivant d’'EDP Q[4] = 0 avec deux variables indé-

pendantes z! et 22 et les variables dépendantes #* sous la condition de courbure nulle
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(CCN) de la forme
Q6] = 0pld — 82V + U, V] = 0 (4.2)

qui admet un PLS donné par
Oy =Ud,  Opd = Vo, (4.3)

ou ¢(z!, 2% \) € G, U(zh, 2%, \), V(z!, 22, \) € g et \ est le paramétre spectral. Nous

faisons ’hypothése que le systéme (4.2) ne dépend pas du paramétre spectral \.

Il est & noter que aussi longtemps qu’il existe des matrices U,V € g satisfaisant
CCN (4.2), il existe une fonction d’onde ¢ qui prend ses valeurs dans le groupe G

correspondant a 'algébre g qui satisfait le PLS (4.3).

Considérons une symétrie infinitésimale du systéme matriciel d’'EDP (4.2) et de

son PLS (4.3) donnée par

u’ U A
Vii=|v]|+el|lB|, D<ecR (4.4)
(4 (0 X

avec la condition que U', V" € g et ¥ € G tels que U’, V' et ¢ satisfont le PLS et la
CCN. De telles déformations sont requises pour avoir la méme structure de singularité
quelf et V en A donnée par (4.3) et (4.2). 11 s’agit des matrices A(z!, 22, \), B(z!, 2%, \) €

g et x(z!, 2% \) € G telles que
Y =1y+ex €G

obéissent aux contraintes différentielles provenant des déformations infinitésimales de
(4.3) et (4.2). Les déformations infinitésimales des EDP (4.2) requiérent qu'il existe

des fonctions matricielles A, B qui prennent leurs valeurs dans g et qui satisfont
02 A — Opn B+ [A, V] +[U,B] =0. (4.5)

La déformation infinitésimale de (4.3) implique que

J
X —Ux + Ay,

o = Vx + By (4.6)

99X
0z?
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Preuve : Partons du PLS primé et utilisons les déformations infinitésimales (4.4)

pour obtenir par substitution directe
DIl'l/J + EDxlX = (Z/{l + EA) (1[) + €X> ;
D2tp + €Dy2x = (U + €B) (b + €x) .
En distribuant et en utilisant I’équation (4.3), nous obtenons
eDax =€ (U'x + AY) +€(..),
€Dy =€ (L{QX + Bz/)) +€2(...).
Les termes en €2 sont négligeables et donc nous pouvons retrouver les équations (4.6)
ox _ Ox

%_MX+A¢, @=Vx+3’d)-

Pour obtenir I'équation (4.5), il suffit de calculer la condition de compatibilité des

équations (4.6),

DU +U'Dyax + Dy2 At + ADy2tp = Dnld*x + U Dy x + D By + BDouap.
Modulo le PLS (4.3) et (4.6), nous avons |
DU x A UU AU Bip+D 2 A+ AU = DU x+UU U A+ Doy Bi+BU p.

Pour terminer, nous pouvons utiliser (4.2) pour faire disparaitre les termes contenant

X et en multipliant par /=% € G par la droite, nous obtenons
DpA— DuB+ AU+ U B] =0 (4.7)
qui est exactement (4.5). O

Théoréme 4.1 (38). Supposons que nous avons les fonctions matricielles U,V € g
et Y € G qui satisfont le systéme matriciel d’EDP (4.2) et son PLS (4.3). Supposons
que A, B € g sont des fonctions matricielles linéairement indépendantes qui satisfont
(4.5). Alors il existe une fonction d’immersion F(x!,x*) qui prend ses valeurs dans g

telle que les vecteurs tangents de la surface bidimensionnelle sont donnés par

O F = 1Ay, Oy F ="' By (4.8)
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Preuve : L’équation (4.5) représente les conditions de compatibilité pour (4.8),
donc la fonction d'immersion F existe & une transformation affine prés et peut étre

assumée dans g. U]

Corollaire 4.1. Supposons que nous avons les fonctions matricielles U,V € g et ¢ €
G satisfaisant (4.2) et (4.3) et les fonctions matricielles linéairement indépendantes
A, B € g qui satisfont (4.5). Alors, il existe une fonction matricielle x(zt, z2 \)
telle que A, B, x définissent une symétrie infinitésimale de (4.2) et (4.3). Il s’agit des
fonctions matricelles A, B et x satisfaisant la CCN (4.5) et le PLS (4.6).

Preuve : Nous avons & démontrer que lorsque A, B,U,V € g et ¢ € G satisfont
(4.2), (4.3) et (4.5), alors il existe des fonctions matricielles x telles que ¥ +ex € G
et qui satisfont (4.6). Du théoréme 4.1, il existe une fonction F' qui prend ses valeurs

dans g et telle que ses vecteurs tangents satisfont (4.8). Si nous définissons
X = 9YF,
en utilisant (4.8) la fonction y satisfait (4.6). Puisque F' € g, la formule
W =1+ ex =Y(1+€F),

ce qui implique que ¢’ € G. Ainsi, nous avons construit une déformation infinitésimale

de 1. U

Définissons [39]

ou DUy

A=a(N) 5y + (0 S +[S,U)) +ZD9n
v DV _.

B =a(\) 51 + (025 +[5,V]) +ZD9n‘I’ ,

ou D/DB™ est la dérivée de Fréchet dans la direction de §™. U™ représente I'ensemble
des fonctions scalaires {1"}] qui sont des symétries de ’équation (4.2). Les matrices

A, B € g satisfont (4.5) et alors il existe une fonction F' qui prend ses valeurs dans
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g qui défini une surface bidimensionnelle si A et B sont linéairement indépendants.

Dans [39], il propose une forme intégrée de cette surface

oY
F=qy! ( V+S¢+ZDQW )

Il a été démontré [49] que cette forme de surface est satisfaite si et seulement si {"}

est une symétrie généralisée du PLS (4.3) en addition au systéme intégrable d'EDP

équivalent a (4.2).

L’objectif est d’avoir une meilleure compréhension de la formule d’immersion dé-
finie par les vecteurs tangents (4.8) en utilisant la structure des groupes de Lie des

symétries généralisées, leur champ de vecteurs et leurs prolongations.

4.1.2 Symétrie généralisée et le probléme linéaire spectral

L’équation (4.5) est une déformation infinitésimale de la CCN (4.2). Cette défor-

mation peut étre générée par trois choix possibles de symétries

1. La symétrie généralisée de la CCN traitée comme une EDP en variables matri-

cielles u* € g

AN[6] = Dyaul? — Dypu®? + ut*®iel, = 0.

2. La symeétrie généralisée de I'EDP (4.5) Q[f] = 0 selon la variable dépendante 6.

3. La symétrie par rapport au probléme spectral A de I’équation
Q[8] = DozU*([6], \) — Dastd (8], A) + [ ([6], A), U*([6], )] = 0.
Jusqu’a maintenant, nous avons introduit deux types d’équations différentielles

AN[f] = Dpeu? — Dyl + utFu?le], =0,
Q8] = DU (6], \) — Dt ([6), X) + [U([6], A), U2 (6], \)] = 0.
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Ces deux types d’équations différenticlles sont équivalentes sous une paramétrisation

1

de u® en termes des variables indépendantes z', 22, X et des variables dépendantes 6*

ainsi que de leurs dérivées. Cette paramétrisation est obtenue par I’évaluation d'une

application 7
T() =U(0l.A) g, T(ug) =UFBLA) €9, (4.9)
ol on a noté [6] = (z!,22,6%,6%) € N ou N est I'espace de Jet.

Proposition 4.1. Soit g une algébre de Lie avec une base e; et les coefficients de

structures (’,’d Assumons que
u® = (u"'je]-) €g, a=12
sont des fonctions matricielles qui satisfont le systeme d’EDP
Au] = Dyu™ — Dyu®? + ul’ku2’lc,il =0, j=1,..5 (4.10)
et la fonction d’onde Ylu] € G est une solution du PLS associé
Doy = u™, =12 (4.11)

Soit U une champ vectoriel généralisé en termes des variables dépendantes u™’ et des

variables indépendantes r* = {z!, 22 z° = \}
3 .
U= Z Eu0y + ™7 [u]Oyes
i=1
avec la forme d’évolution
o= Qs Q] = ] - €l

Alors, les énoncés suivants sont équivalents :
(i) Tg est une symétrie généralisée de la représentation de courbure nulle A [u] = 0.
(i1) Il existe une fonction d’immersion F|u] dans l’algébre de Lie g avec les vecteurs

tangents

Do Flu] = ¢~ *Q[uly, a=12 (4.12)
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(iii) Il existe une fonction matricielle ¢[u| telle que la déformation infinitésimale

/

L » Q']
w | = | u? | e | Q)| 0<eeR (4.13)
W Y X[l

donne une symétrie généralisée infinitésimale du systéme (4.10) et de son PLS (4.11).

De plus, si (i) est satisfait, alors x = YF est une déformation infinitésimale de
¢ et si (11) est satisfait, alors F = 1~y a des vecteurs tangents qui coincident avec

(4.12).

Preuve : Commengons avec ’équivalence entre (i) et (ii). Du critére d’invariance
pour les symétries généralisées, nous savons que iU est une symétrie généralisée de la

représentation de courbure nulle si et seulement si
pr(tg)A = DoQ' — D1Q* + [QY, v?] + [ut, Q%] =0, (4.14)

quand A = 0. (Il est a noter que pour alléger la notation nous utiliserons la contraction

DIa = Da)

La fonction d’'immersion Fu] € g et les vecteurs tangents donnés par (4.12) vont
exister si et seulement si la condition de compatibilité pour les vecteurs tangents est
satisfaite. La condition de compatibilité pour (4.12) est exactement (4.14) et alors
la fonction d’immersion F' existe. Puisque les vecteurs tangents de F' sont assumés
comme des éléments de ’algébre de Lie g, nous pouvons supposer que F' est dans

'algébre & une constante d’intégration prés, donc (i)<(ii).

Pour montrer I’équivalence entre (ii) et (iii), nous devons nous rappeler que (ii)
est satisfait si et seulement si I’équation (4.14) est aussi satisfaite. La déformation
infinitésimale (4.13) est une symétrie du systéme d’EDP Afu] = 0 si et seulement si

(4.14) est satisfaite et alors (iii)=-(ii). De plus, la déformation infinitésimale (4.13) est
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aussi une symétrie du PLS (4.11) si et seulement, si

Dix = ulxy + Q', Dox = u’x + Q*1. (4.15)

Si nous définissons
X =L,

alors

Yl =y(l+eF) e

et (4.15) est satisfait quand 1 est une solution du PLS (4.11). De plus, la fonction
d’'immersion [ a les vecteurs tangents donnés par (4.12). Alors (ii)=(iii) et inverse-
ment, si (ii) est satisfait, alors

X =vF

est une symétrie admissible pour .

Pour I’équivalence entre (iii) et (i), si (iii) est satisfait, alors x satisfait les condi-

tions (4.15) et les surfaces sont définies par
F =147

et ont des vecteurs tangents qui coincident avec (4.12) pour lesquels la condition de

compatibilité pour (4.12) est exactement I’équation (4.14). O

Un champ vectoriel généralisé vy est une symétrie de la représentation de courbure
nulle A = 0 si et seulement s'il existe une fonction d’immersion F[u| qui prend ses
valeurs dans g avec les vecteurs tangents (4.12) qui sont équivalents & l'existence
d’une symétrie généralisée infinitésimale de la représentation de courbure nulle et de

son PLS (4.11).
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4.1.3 Formule de Sym-Tafel pour les symétries conformes selon

le paramétre spectral A

Le systéme de la représentation de courbure nulle Q[f] = 0 est invariant sous une
transformation conforme selon le paramétre spectral A\. Le champ de vecteurs associé

a cette symétrie est

. E‘) . o a o o,
U= —a(/\)a—/\, Ug = a(\)Dyu®? Ouci’ u® =uey. (4.16)

Le champ de vecteurs (4.16) géneére une symétrie infinitésimale
N =)\ —ea(N) et (u®) = u® + eDyu?, (4.17)

alors, de la Proposition 4.1, il existe une fonction d’immersion F'([u], A\) qui prend ses

valeurs dans g avec ses vecteurs tangents donnés par
D FT([u],A) = a(\Ny'Dyuyp,  a=1,2. (4.18)

Ceci implique qu’il existe une déformation infinitésimale & la fois pour la représentation

de courbure nulle A = 0 et pour son PLS (4.11) de la forme

/

ul ul Dyu!
u?| = |u?| +ea(N) | Dyu?
(0 (0 Dy

La matrice x définie comme x := ¢F est donnée par
x = a(A) Dy, F =a(\y "Dy
Les matrices A et B associées & la symétrie (4.17) sont données par
AT = a(N\)Dyute;, BT = a(\)Dyu*ie;,

La fonction F'([u], A) qui prend ses valeurs dans g détermine I'immersion d'une surface
bidimensionnelle dans g si les vecteurs tangents (4.18) sont linéairement, indépendants.

La forme intégrée de la surface est donnée par la formule de Sym-Tafel

FST =a\My'Dyyp  €g.
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4.1.4 Transformation de jauge de la fonction d’onde

Le systéme de la représentation de courbure nulle A[u] =0 et son PLS
Do = u*y, a=12 (4.19)
sont invariants sous la transformation de jauge Slu] € g
V=v+ex, x=5Y (4.20)

associée a la transformation infinitésimale du systéme

/

u! u! DS +[S,u]
w?| = |u?| +¢€ | DyS +[S, u? (4.21)
Y Y S

qui est une symeétrie du sytéme de la représentation de la courbure nulle A = 0 ainsi

que pour son PLS (4.19).
Le champ de vecteurs qui génére cette symétrie infinitésimale écrite sous sa forme
d’évolution est
o = (D157 + S*uttc]) B + (DaS? + SFutc),) Byes
et la fonction d’immersion qui prend ses valeurs dans g
FS =9 Iy =¢71Sy
a les vecteurs tangents linéairement indépendants
Dol =71 (DyS + [S,u®]) v,  a=1,2
Cela est consistant avec les vecteurs tangents donnés par

Do F = 97 Q% [uly, a=1,2
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4.1.5 Symétries généralisées de la représentation de courbure.

nulle

La représentation de courbure nulle est équivalente au systéme d’EDP selon les

variables dépendantes 6*
Qo] = Dold*([6], A) — Dald®([6], X) + [ (6], A), U*([6], M)] = C.

Le PLS
Dad’([e]’/\) ZUQ([Q],/\)d)([e],/\), a=1,2,

ou nous définissions [0] = (z!,z? 6% ,60%) dans l'espace de Jet N tel que la dérivée

totale est donnée par
Do = Ope + 65,8,  k=1,..,1
et le champ vectoriel généralisé et sa forme d’évolution sont donnés par
w = E'10]0 + " [0)0p,
wr = RMO)0,  RE[B) = 0] — €616
La prolongation de wg est donc
Prwg = Wg + DJR"[G]B%.

Le champ de vecteurs généralisé wg induit une déformation infinitésimale de la fonc-
tion §* par

(9/::)/ — (91;: + ERk[(g]
et donc induit une déformation infinitésimale des matrices U™
(U = U™ + eprwgld®([0], A).

Proposition 4.2. Supposons qu’il existe un systéme intégrable d’EDP sous la forme

de la représentation de courbure nulle

A([6]. ) = DiU* — DUt + (U U] =0 (4.22)
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qui est indépendant de X\ et est la condition de compatibilité du PLS
Dyd = U, a=1,2 (4.23)

pour les fonctions matricielles ¢ = ¢([0],A) € G.

Considérons un champ de vecteur généralisé w sous sa forme d’évolution
Wr = Rk[e]agk.

Alors, les énoncés sutvants sont équivalents

(1) Le champ de vecteur wg est une symétrie généralisée du systéme intégrable de EDP
(4.22) ;

(11) I existe une fonction d’immersion F = F([0],\) d’une surface dans l’algébre de

Lie g avec les vecteurs tangents
Do F([0],)) = ¢7H (prwald®) ¢,  a=1,2 (4.24)

ot les termes prwpld® sont linéairement indépendants ;

(1) Il existe une fonction matricielle x telle que la déformation infinitésimale

/

Ut Ut prwpld! _
w2l = |u2| +e | propts? (4.25)
¢ ¢ X

donne une symétrie généralisée infinitésimale du systéme intégrable (4.22) et de son

PLS (4.23).

De plus, si I’énoncé (i) est satisfait, alors
X = ¢F

est une déformation infinitésimale admissible de ¢ et si l’énoncé (iit) est satisfait,

alors la fonction dimmersion
F=¢"x=¢"(pwro) (4.26)

a des vecteurs tangents qui sont consistants (4.24).
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Preuve : Pour cette preuve, nous utilisons la Proposition 4.1 démontrant que
I'énoncé (ii) est équivalent a I'énoncé (iii), alors il reste & montrer que I’énoncé (i) est

équivalent a I’énoncé (ii).

A partir du critére d’invariance pour les symétries généralisées 78], le champ de

vecteurs généralisé wgr est une symétrie généralisée de (4.22) si et seulement si

prwrfl = prwp (Dgul) — prwp (Dluz) + [prwﬂul,uz] + [Ul,prwguz] =0, (4.27)
modulo 9 = DiU? — DU + U, U%) = 0. |

D’autre part, la condition de compatibilité pour les vecteurs tangents (4.24) est
D; (prwgl") — Dy (prwpd?) + [prwgtd', U?] + [U', prwrpld?] = 0. (4.28)
Comme il est démontré dans le Lemme 5.12 de [78, p.300].
[prwr, Da] = 0 (4.29)

et donc (4.27) est équivalent a (4.28).

Alors, si wr est une symétrie généralisée de (4.22), les équations de compatibilité
pour (4.24) sont satisfaites et la fonction matricielle F' existe et, & une constante

d’intégration prés, peut étre assumée dans l’algébre de Lie g.

A Tlinverse, si une fonction d’immersion F existe, alors (4.27) est satisfait et wg

est une symeétrie généralisée de (4.22). O

Nous avons formulé quelques conditions sur les champs de vecteurs généralisés wg
qui permettent I'intégration de la fonction d'immersion F([f], \) qui prend ses valeurs
dans I'algeébre g. Aussi, nous avons montré que si le champ de vecteurs généralisés
wp est une symétrie a la fois du systéme intégrable et de son PLS, alors la fonction

d’immersion peut étre intégrée explicitement.
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4.2 Equation de Sine-Gordon

L’équation de Sine-Gordon, quoique trés célébre en mathématiques pour ses sur-
faces pseudo-sphériques, apparait aussi dans une multitude de domaines en physique
[84], par exemple dans la théorie des particules élémentaires, dans la résonance ma-
gnétique nucléaire, dans la théorie de dislocation de cristal, la propagation du flux
quantifié pour les jonctions de Josephson, la propagation d’ondes ébrasées le long de
membranes de lipide ainsi que dans I'analyse des modes mécaniques de propagation

d’ondes non-linéaires, pour n’en nommer que quelques uns.

Ici, ’équation de Sine-Gordon n’est donnée qu’a titre d’exemple puisqu’elle est
déja trés bien connue dans la littérature. Soit I’équation de Sine-Gordon

6., = sinf et son PLS D, =U¢, Do =V,

ou les matrices U et V appartiennent a 'agébre su(2) et sont définies de la fagon

suivante
il A =6, 1 |—7cosf sinf
U=~ , V=— € su(2)
2 -0, =X\ 2A | —sinf icosf
avec les propriétés de cette algébre, tr(g) = 0 et g' = —g, ou g représente tous les

éléments de l'algébre su(2).

4.2.1 Formule d’immersion de Sym-Tafel

Dans le cas de la formule d’immersion de Sym-Tafel, nous avons les vecteurs tan-
gents
D F*" = ¢7H(DyU)¢,
D FT = ¢ (DyV)g,
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ou

11 0 —1 | —icosf siné
AT = DU = = C O BT=Dv = | T T e
9 2/\2 . . !
0 —1 —sinf  icosé

et A et B sont linéairement indépendants.

Nous pouvons vérifier que U et V satisfont le PLS gréace a 1’équation suivante
U -V, +[UV]=0,

qui est la condition de courbure nulle (CCN) qui est équivalente a I’équation de départ.

Pour les matrices dérivées, nous trouvons facilement que

10, |0 1
UI, - _7 9 : y
<11 0
g, | isinf  cosf
Va

2A | _ cosfl —isind

Pour ce qui est du commutateur, nous avons

: A =0, —icosf sinf
Uv = — : ,
4\ -0, =)\ —sinf  icosf
1 | Acos@ +10,sinf  iAsinf + 0, cosf
4\ —8,cosf +ilsinf —if,sinf + Acosd
i |—icosf sinf A =0,
VU = — : ,
4N | _sinf icos@ -0, =X

1 |Acosf —if,sinf —ilsinf — 0, cosb

4\ f,cosf —iAsinf if,sinf + Acosf

et donc, le commutateur est

1 10, sinf iAsin8 + 8, cos 8
U, V] =— .
2X ixsin@ — 0, cosb —i0, sind

De la, en combinant ces trois termes, nous obtenons les deux équations suivantes

19, . 0, .
ﬁsm@— ﬁsm@ =0
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et

- —ﬁCOSQ-l—iSln@-l—ﬁCOSQ—Ou

——23(03” —sinf) =0, quand 0, = sinf.

11 est nécessaire de calculer la premiére forme fondamentale pour obtenir les cour-

bures de I’équation de Sine-Gordon, ¢’est-a-dire
I = glldl'z + 2(]12d’I,'df + gggdtz.
Ici, nous avons que
1 ST\2 1 ST RST 1 ST\2
B =g = ‘itr(A ) ) F=gp= —itr(A B )) G =gy = —itF(B ) :

et nous pouvons trouver que

1 111 0 1 1 —¢ |—icosf® sind cos @
EFE=—tr| —— = -, F=——tr — =—
2 410 1 4 2 4x —sinf icosf 4X
1 1 -1 0 1
Gz——tr FEVY :—4
2 4\ 0 1 4\

De la, nous avons notre premiére forme fondamentale qui est

1 cos @ 1
I = —dz? —dt®.
Jda” + ipdudt + ot

11 est aussi nécessaire de calculer la deuxiéme forme fondamentale, mais pour ce
faire, nous devons déterminer la forme du vecteur perpendiculaire & la surface, ol ce
vecteur N7 est défini comme suit

[AST BST] b gl [AST, BST)
J-tu(ast psry o AT BT

Puisque nous connaissons A°7 et BST | il est simple de trouver ce vecteur perpendi-

NST — ¢—l ¢

culaire. Tout d’abord, nous avons pour le commutateur

[AST,BST]z_—i —3cosf  siné B —icosf —sind :_—isinﬁ 01
4xn? sinf  —icosd —sinf —icos@ 2X (10
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donc
-1 10
[AST, BST]2 == Sin2 0
4 0 1

Le dénominateur ||[A%7, B5T]|| dans I'’équation de N°7 est appelé la norme du com-
mutateur [A5T, B5T] et est égal a
sin’d  sind

ST ST —

Si nous définissons la base de su(2) de la fagon suivante,

0 -2 0 -1 —1 0
€1 — €y = €3 =

—i 0 1 0 0 =1
ceci fait en sorte que notre vecteur perpendiculaire est
N3 = ¢ lers.

Maintenant que nous avons notre N°7 | nous pouvons déterminer la deuxiéme forme

fondamentale qui est

I = edz? + 2fdzdt + gdt*

avec
]_ 2 ST ]- ST ]‘ 2 ST
e = —§tr(NDIF‘ ) f=—Ftr(NDuF ), 9=—5tu(NDF )-
Pour e, nous avons

e= _%tr(NDz(¢_1AST¢>>’

= —Su(eNg (AT + 457, U)),

1
= ——tr . —
‘2 .
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Pour f, nous avons
1
f= —Etr(ND,,(<j>‘1AST¢)),

_ —%tr(¢N¢_l(A{gT +[A,V]),

7 0 —i —icosf sinf icosf sinf
— ——tr . + ,
8A - 0 sinf  icosd sinf icosf
_ sin 7,
oo

Finalement pour g, nous avons
1 o
g =—5tr(NDy(¢ 1B g)),

= —%tr(«f»N«p‘l(Bf'T + (B, V).

i 01 6, | isinf  cost 1 -1 0 -1 0

= —1{r . —_ —— —

2°\ |1 0 2N _cosh —ising| M \|0 -1 0 -1
i, —cosf —isinf

T ot B

isin 8 cos

Nous avons donc la deuxiéme forme fondamentale qui s’écrit de la fagon suivante

ino
11 = —Sl%dxdt.

En ayant la premiére et la deuxiéme formes fondamentales, nous pouvons maintenant

calculer la courbure de Gauss K57 et la courbure moyenne H°?. Soit

2
KST — €g — f
EG — F?’
—(42%) " sin? 0 _ —(4X*)"tsin*6

= = —4)7,
(16A4)~1 — (16X%)~1cos2d  (16A4)~1sin®f '

5T _ Eg+eG—-2fF
2EG - F2)

~ 1A7'sing- (4X*)"tcost

) (16A4)~1sin? 4

= 2)cot 6.

Nous pouvons voir que la courbure de Gauss K°7 représente la courbure d’une

pseudo-sphére, mais que la courbure moyenne H°' n’est pas constante. Nous pouvons
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identifier ou sont les points umbiliques au moyen de I’équation
(HS'[')2 . KST =0

En remplagant et en simplifiant, nous obtenons

A 0
sin?f
Les seuls moments ot cette équation est satisfaite, c’est lorsque A = 0 ou § = +ico.

Il n’y a donc pas de point umbilique sur cette surface.

4.2.2 Symétries généralisées

Nous pouvons aussi trouver les courbures pour le cas des symétries généralisées.

Commengons par définir Wg, les symétries généralisées de notre équation de départ,

0
g = Rl =,
WR 6] 20
ou R dépend de z,t, 0 et de toutes les dérivées de §. Nous déterminons la prolongation

comme suit
0 0 0 o
Jr) = R|0|— + D, — + DR[O — + Dy RO — + ...
Pour que Wg soit une symétrie généralisée de notre équation de départ, elle doit obéir
a
pr(dg)A =0, quand A=86,—sinf=0.

En appliquant la prolongation exprimée précédemment sur notre équation de départ,

nous obtenons 1’équation déterminante
D, R[0] — R[f] cosf = 0. (4.30)

Nous pouvons facilement voir que si R[f] est égale a 6, ou §,, ’équation déterminante

est vraie
R:=0, — D,D?) — D;0cos® = Dy(8,, —sin8) =0,
R:=0, — D:D,§ — D,fcosf = D,(6, —sinf) =0,
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modulo 1'équation de départ. Nous pouvons voir que ces deux symétries représentent

des translations en z et en t,

0 0090 0
Wp=0y = = 77> = .

"00  9x90 Oz
Si nous gardons R général, nous pouvons définir les vecteurs tangents de la facon
suivante
D.F = ¢ tAg, D,F = ¢ ‘B¢,

ou A et B sont linéairement indépendants,

—iR, |0 1 R | isinf  cosf
A=pr(@p)U = = ,  B=pr(dr)V

= € su(2).
2 10 2\ —cosf —isinf

De 14, nous pouvons calculer la premiére forme fondamentale

1 1 [(—-R2|1 0 R?
E = ——tr(A%) = —= < =z
Qtr( ) 2tr 4 1o 1 4"

1 —4iRR, | —cosfl —isin®

isin @ cos 6

. R |-1 0 R?
—_ __ 2y . _ ~ el _
G = ——tr(B?) 2tr e o
0 1
Donc, nous avons
R, R,

Pour calculer les coefficients de la deuxiéme forme fondamentale, nous devons tout
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d’abord calculer le vecteur perpendiculaire.

[A,B]:_iRRz —cosf —isinf B cos 8 1sinf |
4A 7sinf cos —isinfl  —cos 6

—4iRR, | —cosf —isind

2A 1sinf cos
A, Bp = R 1O
b 4A2 0 1 k)

| R?R?
A, = =,

Nous aurons donc que

icosf —sinf

Mgt By
[—1r([A, B]?)]

Nous pouvons maintenant calculer la, deuxiéme forme fondamentale. Pour e, nous

sinff —icosf

avons

e= —%tr(ND$(¢_1Aa’>)),

- —%tr(¢N¢_l(Az +A.UD),

-
1 R, |0 1 e =0 —A —0, A
= ——tr [ Nt _iz_ + R_ — 7
2 2 v A A -6, X
. icosfd —sind —iR., |0 1 AR, | 0 1
= ——1Ir . — ,
sinff —icosf 2 10 2 1210

,\th sinf icosf R,\siné
= r =
icosf sinf 2



Chapitre 4. Symétries d’EDPs 149

Pour f, nous avons

f = —5t(ND(67Ag)),
- —%tr(qf)Nqb_l(At + 1A V]),

iR, |0 1 +RI —sinf icosf sinff —icosf
2 1 —icosf sind 1cosfl —sind

= —%tr dNg~!

0
iR, 1cosf  —sinf —sinf icost
tr
4\

sinff —icosf —icosf  sind

Pour ¢, nous avons

1
g = —5t(NDi(¢ 7' Be)).

= (6N (B, + [B,V])),

1 isin cos 8 icosf —sinf
= Lo (et [ B 4 B,

2 2A —cosf —isinf 2A sinf —icosf

. R 0 4 0 —i
A\ o i 0 ’

Rett tcosf —sinf icosf —sinf
— W , 7

4\ sinf —icos8 sinf —icos8

Rett -1 0 R@t
= ———{r = —.

4\ \0 1 2\

Ceci fait en sorte que la deuxiéme forme fondamentale est donnée par

R, \sinf Ro,
== dx? dt?.
1I 5 T+ o\

Maintenant que nous avons déterminé tous les coefficients de la premiére et deuxiéme
formes fondamentales, nous pouvons calculer la courbure de Gauss K et la courbure

moyenne H,

K:

eg — f* [ RR.0;Asinf 16A% \  4\%;sinf
EG — F2 4\ R2R2) RR,
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o Eg+eG—2fF 1 (RIR), R’Risinf\ (16)\*\ _ \ 0, N sinf
T 2ABG-F%) 2 8\ 8A2 RR2)  "\R R, )’

Les points umbiliques sont donnés par I’équation
H?* - K =0,

ce qui nous donne

_ , : 2
sin?d 6, 251n0_<sm9_&> o

R2 TR R.R \R, R

x

Pour le cas R = 8,, nous pouvons simplifier ces résultats pour obtenir

420, sin 6 o
K=" =4)°
etezt ’
01 Sin0
H=\|— =2
<0t + 01-t ) ’

ou la courbure de Gauss représente une sphére et ot la courbure moyenne est constante.

L’équation des points umbiliques
H*~-K=0

est identiquement satisfaite

(20)? —4X* =0,

ce qui exprime qu’il n’y a aucun point umbilique sur cette surface.

Par contre, en utilisant la symétrie ponctuelle de translation en z, soit R[f] = 6,,

nous obtenons respectivement la courbure de Gauss et la courbure moyenne

5 0,0, 0 6
_oqy2 Uil - Yt Ut
K =4 6.9, H—/\<011+01>.

En utilisant 1’équation des points umbiliques, nous obtenons

01‘1‘ 01! o
9_1- —97 = 0.

Si nous effectuons le changement de variables u = 6, et v = 8;, nous obtenons ’équa-

tion
Uqg Uy

= Z o,
u v
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et nous pouvons intégrer pour avoir
Inc+Inu=1Inv = cu=v

et donc

9[ - CHI.

Nous pouvons facilement voir que
O(z,t) = g(ct+ z),

ou g est une fonction arbitraire. Lorsque c’est le cas, il y a présence de points umbi-

liques sur la surface.

D’un point de vue plus général, nous avons la présence de points umbiliques lorsque

0s  DiR

6, R

En effectuant le méme changement de variable v = 8;, nous avons 1’équation

Dyv  D,R
v R’

ol nous pouvons intégrer de sorte que

En substituant ce résultat dans ’équation déterminante, nous avons

. . /(¢ gz .
Ot B 0.4 () _ Vau _ 0, modulo 8, — cos 88, = D, (6, —sind) = 0,

c(t)  (c(t)?  c(t)

d(t) =0,
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ce qui force la fonction ¢(t) a étre constante. Finalement, pour avoir des points umbi-

liques, 6 doit satisfaire la relation

9[ - CR.

Il est intéressant de comparer les formes fondamentales de Sym-Tafel et des symé-

tries généralisées.

Sym-Tafel Symétrie généralisé

I | Ydo? + fdudt + Jedt? | Fede® + Erar?

iné j.. RrAsing .2 RO: 742
11 — S8 Bedsing g2 RO gy

TABLEAU 4.1 — Comparaison entre les formes fondamentales provenant de la formule

d’immersion de Sym-Tafel et des symétries généralisées.

Nous pouvons voir que pour le cas de Sym-Tafel, les termes croisés dépendent
de 8 tandis que les deux autres termes sont soit nuls ou constants. Dans le cas des
symétries généralisées, les termes croisés sont nuls tandis que les deux autres termes

dépendent de R[A].

Si on se référe a 'article [39], nous avons un opérateur {2 qui nous permet d’obtenir

des symétries généralisées non-triviales pour ’équation de Sine-Gordon
R,=Q", Q=0+607%-0,0"0,.,  neN,
ou 9;! est I'inverse de I’application dérivée,
0, fo = 1,

et tel qu’il est possible d’échanger la variable z par ¢ pour obtenir un opérateur de
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récurrence similaire. Pour le cas n = 1, nous avons

Ry =18, +6,>—0,0,"0.,) 0.,
= 0,20, +0.% — 6,0 [0,,6,],

= 031 + 013 - 033 (%az_l [072]1) ;
1

Nous pouvons facilement vérifier que cette symétrie vérifie I’équation déterminante

(4.30). D’une part, nous avons

1
Ry =05, + 5913-,

Rl,zt - 04zt + 3sin 001011 + gHIQQIIta

1 .
Rygz —cosOR = 04, + 3sin 66,60, + 291291” — <031 + 5013) cosf. (4.31)

De I'autre, nous avons

B, —sinf =0,
D, (0, —sinf) = O,y — cos 00, =0,

D,* (0 — sin) = b4y + 35in 66,6, + (6,> — 63,) cos6 = 0.

e

En remplagant ces résultats dans 1’équation (4.31), nous pouvons voir aisément que
R; respecte 1'équation déterminante (4.30). Nous pouvons faire de la méme facon la

vérification pour R,

Ry = %0, = [8,2 +6,% — 0,070,260, = [0,2 + 6,% — 0,6.26,.] (egz i %0;*) |

) 5 3 -
= 05y + ~0,0_2+ =0_%05, + =6.°,
5 +2 Tx +21‘ 3 +81
ou
3

59 2428 4) Brrts modulo D_* (8., — sin#) = 0,

O5. 5
I N LY
RQ,./. < + 20 3 + 2 TI 8 e/

0.
et k=0,1,2,3,4,5 et on DF représente la dérivée totale appliquée k fois. Au niveau
des courbures, nous obtenons pour le premier ordre

4026, sin 6 6, sin @ )
Ky = ‘ . H =) + : ,
D (Ban + 163)(0an + 2626,,) ! (031 + 163 7 64, + 3626,,
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et pour le deuxiéme ordre

o _ 4020, sin 0
? " (s, + 50,02, + 50205, + 205) (B, + 563, + 100,0,,05, + 56020,, + 2620,,)’
H . )\ ¢9t 4 Sin@
2 "\ s + 260,02, + 36265, + 305 s, + 363, + 100,6,,05, + 5620,, + 2610, )

Certaines quantités géomeétriques apparaissent pour les solutions dans la théorie
des surfaces et dans la théorie des solitons. Pour toutes surfaces compactes connexes

orientées avec le méme caractére de Euler-Poincaré

1
X = —// V9K dzdt, 0 c R?%
27T 0

Pour I’équation de Sine-Gordon, nous avons

X = i// 0, sin fdzdt = 2,
2w JO

donc sont des ovaloides homomorphes & des spheéres. Une autre quantité intéressante

est la fonctionnelle de Willmore

W= / / JIH?dxdt.
JJQ

Si8,0,,0, tendent vers 0 quand z tend vers plus ou moins I'infini, alors

/ JaKdz =0,

o0

qui est le cas pour les solitons.

4.3 Equation de Sinh-Gordon

Partons, pour commencer, avec 1’équation de Sine-Gordon,

Azezz—sinez().
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En effectuant le simple changement de variable 6 = iw, nous obtenons
A = wy — sinhw = 0,
qui est I’équation de Sinh-Gordon. Nous avons le PLS donné par

1 Wy
¢, =U¢ = <§/\€3 + 761) ®,

¢ =Vop= ! (sinh wey + coshwes) ¢,

2\
ol la base ¢; est donnée par
01 0 -1 1 0
€1 = ) €2 = ) €3 =
10 1 0 0 -1

Le PLS respecte la représentation de courbure nulle (RCN)

U —V,+[U, V] = (wy —sinhw)e; = 0.

4.3.1 Formule d’immersion de Sym-Tafel

Pour le cas de la formule d’immersion de Sym-Tafel, nous avons les matrices A et
B
A=08U = %eg, B=0dV = #(sinhweg + coshwes).

A partir d’ici, nous pouvons trouver la premiére forme fondamentale,
I = Edz® + 2Fdzdt + Gdt?,

de la fagon suivante

E=—pur(4) =
coshw

F=——tr(AB) = e
1

G=-ztr(B*) = Yt
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ce qui fait
1 cosh w 1
I = —dz? t 4+ —dt?.
1 <+ 2 dzd +4/\4d

En cherchant le vecteur normal de la méme fagon que pour Sine-Gordon, nous

obtenons

(ij(/)_l = "iEl,

ce qui nous permet d’obtenir maintenant la deuxiéme forme fondamentale
I = edz? + 2fdzdt + gdt?,
ou les coefficients sont donnés par
1 2
e = —Etr (ND,*F) =0,
1 —i
f::—ﬁm(AULLthzzgfﬂnhw,
1
g:—En(NDfF)zQ
ce qui fait
I = —% sinh wdzdt.

Maintenant que nous avons la premiére forme et la deuxiéme forme fondamentales, il

est possible de calculer les courbures de Gauss et moyenne, soit respectivement

eg — f*

K=—2—"1_— 4\
EG — F? '
eG+ Eg—2fF .
= = —2iAcothw.
H ANEG — F?) 1A cothw
En observant I’équation des points umbiliques,
/\2
H*—-K=—"—+—=0,
sinh? w

nous pouvons observer qu'il peut y avoir des points umbiliques uniquement si A\ = 0

ou si w = F+oo. Il n'y a donc aucun point umbilique sur cette surface.
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4.3.2 Symétries généralisées

Pour cette équation, les symétries généralisées sont données par 1’équation déter-

minante

D.D:R— Rcoshw = 0,

ou R est la symétrie généralisée, telle que le champ vectoriel est défini ainsi

0
vp = Rlw|—.
n [ ]&u
En appliquant la prolongation du champ vectoriel sur les matrices potentielles du
PLS, on obtient les matrices A et B, soit

_D,R

A
2

R
e1, B = —12—)\ (coshwey + sinhwegy) .

En appliquant le méme procédé pour obtenir la premiére forme fondamentale que

pour I’équation de Sine-Gordon, nous obtenons les coefficients suivants

1 (D, R)*
E=——tr(A?) = -
Str(A?) = —
1
1, . R
G = —Etl(B ) = —4?,
et donc, la premiére forme fondamentale est donnée par
1 2,0 B
I= -1 <(DIR) dz~ + th )

En prenant le vecteur normal suivant
N = —i¢~ " (coshwes + sinhwey) ¢,

il est possible de calculer les coefficients de la deuxiéme forme fondamentale de la

fagon suivante

AD.R .
f sinh w,

1
€ = —Etl(NDTQF) =

1
f = —5te(ND.D.F) =0,

1 2 RL«}t
- = Py = 22
g 2tr(NDt ) 0
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La deuxiéme forme fondamentale est donnée par

AD, R
H =

. Rw, .
hwdz? + —dt?.
sinh wdz” + N

De la, nous pouvons facilement obtenir les courbures de Gauss et moyenne, soit

w, sinh w sinhw w
K =4 2" H=-X\ =,
RD.R ( DR T R)

Si nous prenons le cas de la symétrie ponctuelle de translation en z, soit R = w,, nous

obtenons les courbures

K:4)\2wlsinhw - <sinhw+ﬂ>

Par contre, pour le cas de translation en ¢, R = w;, nous obtenons
K =4)\% H = -2\

Quant & la recherche des points umbiliques de cette surface pour les symétries géné-

ralisées, nous obtenons

sinhw  wy
H?* - K = - =)=
(DIR R)

Pour le cas de la translation en t, I’équation est identiquement satisfaite, il n’y a donc
aucun point umbilique sur cette surface. Par contre, pour le cas de la translation en

x, il vy a des points umbiliques seulement quand ’équation suivante est respectée

wy sinhw — wyw; = 0.

Si nous comparons les résultats obtenus pour Sinh-Gordon avec ceux de Sine-
Gordon, nous pouvons voir que pour les deux cas, la formule d’immersion de Sym-Tafel
donne des pseudo-sphéres, tandis que pour les symétries généralisées, nous obtenons

des spheéres.
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4.4 Equation non-linéaire de Schrodinger

L’équation non-linéaire de Schrodinger (NLS)
1 + oz + v]glq = 0

modélise un large spectre de phénoménes physiques, que ce soit, par exemple, dans
les faisceaux optiques autofocussants pour les médiums non-linéaires [16,63,90], dans
I'étude de la modulation d’ondes monochromatiques en optique non-linéaire [14, 53,
62, 91], dans ’étude de la propagation des ondes de Langmuir dans les plasmas
[43,59,87], dans I’étude de la propagation de paquets d’ondes non-linéaires pour les
plasmas faiblement inhomogenes [22,75] et les mouvements d’un filament de vortex
isolé dans un liquide infini [30]. Cette méme équation apparait dans I'analyse des
ondes graviatationelles en eau profonde [31,54,98|, mais elle est aussi liée & ’équation

de Ginzburg-Landau en supraconductivité & basse température [34,92].

A partir de I’équation NLS
. 1,
1+ ¢z + 5lal"g = 0,
et de son probléme linéaire spectral

1 1 |i(5la® =A%) ig. — Ag
Dip=o| & De=g | T e
—q —iA i+ A —iglal® =A%)
ol les matrices potentielles font partie de l'algébre su(2), nous pouvons trouver les

courbures pour 'immersion de Sym-Tafel ainsi que pour les symétries généralisées.
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4.4.1 Formule d’immersion de Sym-Tafel

Dans ce cas-ci, nous avons

~ 11 0
AST =L € su(2),
210 —1
1 |—2:A —
BT = I e su(2),
201§  2ix

ce qui nous permet d’obtenir la premiére et la deuxiéme formes fondamentales

1 2
157 = Zd:c2 — \dzdt + </\2 + %) de?,

2A 2 . —z - z_
| < lgl° +4(3:9 — g q)) dvdt
2 2|q|

N <2iA(qz<7 — G@q) + (G — ¢:3) — 2|gl*(\* - |<J|2)> it
4/q|
De 1a, il est simple d’obtenir les courbures, soit

st _ (84— 40)* — 2il9]*(qg — ¢:9) — 2|4)°
lgl*

7

st _ 2iM%q — @) +i@q — a.4) — 2X°lq]* — 3Jal*
2lq/? '

4.4.2 Symétries généralisées

Définissons notre champ de vecteurs généralisés de la fagon suivante

s,

0
7= Q[q,q 5+ R[q’(ﬂa_q'

dq

Nous avons donc les équations déterminantes
: 2 2 1 2
iD,Q + D.°Q + lq| Q+§q R =0,

' _
—iD,R+ D R+ |q|°R + §q2Q =0.

160
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Deux solutions de ces équations pour ) et R, modulo NLS, sont
Q = Dy, R=D,q

ou encore

Soit les termes «, 3, v et § définis de la facon suivante

a:=QR, B = Qq+ Rgq, v = AG — 1qy, 5= =|q|* — N

2
Nous avons
: - — 2\
1 =de? + <7<RDTQ QD.R) -2 O‘) dxdt
4 4
N B2+ 2(D,RD,Q + \a) +iAN(RD,Q — QD,R) o
16 ’
i 1
o= ~ [RD,(Q*)q ~ QD.(R?*)q — 2i\afB] dz*
WY (2 [RD.(Q%)7 — QD.(R*)q ]

+ [Dea(RY — Q%) — QB(i0R + D,R) + RB(D,Q — i6Q)|dxdt

+%[—22’DantB +4(i(gz) — MR(g))(iD(Q + R) + M(R— Q)) + nﬁ]dt2> :

k1= Q(4(iDgy R + AD,R) + 4i6 (1D, R + AR) — 2i703)
+ R(4(iDQ — AD,Q) — 4i6(i.Q + AQ) + 2iB),
K = (((D2)? + af?) [(Dra)? + a(8? — 2X%a + 5iA(RD,Q — QD,R))])
[—4 ((De0)*(Ry — Q7)° + Q*8*(i6R + DiR) + R*8*(D,Q — 6Q)
— 2QB(i6R + D,R) Do Ry — Q) + 2RBD,a(D,Q — i6Q)(Ry — Q)
—20(i6 R + DiR)(D,Q — 10Q) ) + i(RD.(Q*)§ — QD+ (R?)q)
(=2iD,aDyf + 4(13(g2) — AR())(1D:(Q + R) + MR — Q)) + Br) ],

H = (V/(Da0e)? + o [Da(02) + a(8? = 230 + 5iA(RD,Q — QDIR))D_I
- Jio (=2iDp0 By + 4(19(g:) — AR(9)(1D2(Q + R) + A(R = Q)) + Br)
+ [2Xaf + i(RD-(Q*)7 — QDo (R*)q)] [5* + 2(D. RD,Q + \°e)
+iA(RD,Q — QD.R)| — 4i(i(RD2Q — QD,R) — 2\a) (Dsa(yR — 5Q)
~QB(i5R + D,R) + RA(D,Q — i6Q))).
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En conclusion, les courbures dépendent essentiellement de la solution. Pour le cas des
symeétries généralisées, les courbures de Gauss K et moyenne H dépendent de () et de
R. Selon les choix de la solution des équations déterminantes, nous pouvons construire

différents types de surfaces.

4.5 Equation de Ernst de la relativité générale

Considérons ’équation d’Einstein de la relativité générale

1 8rG
Ruu - Eg;wR + guuA = CTT/J,Ua

ou R,, est le tenseur de Ricci, R est la courbure scalaire, g,, est la métrique, A est
la constante cosmologique et T}, est le tenseur énergie-impulsion. Si nous posons un
univers vide, c’est-a-dire que le tenseur énergie-impulsion est nul et stationnaire, nous

obtenons 1’équation du vide d’Einstein
R, =0.
L’équation de Ernst de la relativité générale
(RE) AE = (VE)?,

ici écrite sans base spatiale explicite, fournit d’importantes solutions particuliéres de
I’équation du vide d’Einstein dans le cas ot le potentiel gravitationnel est axialement

symétrique.

L’équation de Laplace pour un systéme axi-symétrique en coordonnées cylindriques
est donnée par
VES = St 2 hyt fic =0
Toutefois, pour des raisons de symétrie du probléme, nous allons introduire les va-

riables complexes suivantes
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pour obtenir la forme

1ps 1p. &5
Eot 28+ 2 =

zz — Y, 4 2
2, 2, NOIG 0 (4.32)

ou & est le potentiel de Ernst
1 —
g=1-%
1+¢

et ol € est le potentiel gravitationnel. En effectuant cette transformation, nous obte-

nons 'équation elliptique analogue

1&52 + lpzfz - 52526

y Prg = 225 pa=0,
2p  2p §1* =1

fzz +

Il est aussi intéressant de noter que I’équation de Ernst semble intervenir aussi dans
un espace a plus de 4 dimesions. Dans article [74], I'auteur a réduit 1’équation du
vide d’Einstein de dimension 5 & un systéme d’équations différentielles dont ’équation
d’Ernst fait partie. Donc, I’étude de I’équation de Ernst pourrait peut-étre avoir des

répercussions jusque dans la théorie des cordes.

4.5.1 Matrices potentielles dans la base gl(2, C)

Nous avons le probléme linéaire suivant

1 E, A, 1 E N
d’; Dzd’

= —— = , cgl(2,C
=9 E4+E A, £, E+E £, & ¢ ol( )

ou le parameétre « non-constant » A dépend de z et z ainsi que du paramétre spectral

k
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De la, pour la formule d’immersion de Sym-Tafel, nous obtenons les matrices A5 et

BST

st_ M |0
E+E g,

&,
€ gl(2,C),
0

—A 0 &
L T ] )
A2 (5+5) g0

z

ol A, := 9\/0k. Ceci nous permet d’obtenir les deux premicres formes fondamentales

2 c c oo C_ ¢
st () (gzgzdz2 _EEt &G, o Bt dzz) |

(€ + &) )2 X
1— )2 EE +EE;

]IST: F157 C2C7 dzdz

ANk+M@»((€+&2) 2%

et, par la suite, d’obtenir les courbures

2 ; 2
K5T — _4/\_ = _—16)\4 (%) 7

A2 1— A2
AN (EE+EE; k4+iZ(2)\ [ E:E:+ E.E:
HT =g 2 [ ZE T ™22 ) g)\2 ).
/\k <6‘ng - 6‘26‘2> 1 - /\2 5252 - 5252

Nous pouvons voir que la courbure de Gauss dépend uniquement de A et Az, ou encore
de Z(z), de Z(Z) et de k. Par contre, la courbure moyenne dépend aussi de la premiére

dérivée de £, € par rapport & z, .

ur ui est de ints umbiliques, nous avons 1’équation
Pour ce st des points umbiliques, nous avons ’équatio

22 .6+ EEN\
H> - K=-—1]1 e EE =0.
&2[+(&&—&&)]

Premiérement, pour que le terme entre crochets soit 0, nous devons avoir que |£5]* +
|E.|* = 0, ce qui revient & dire que £ doit étre une constaﬁte, une solution triviale
non-intéressante. Le seul autre moyen pour que H% — K = 0, est que A\/\; soit nul.
Il peut étre important de bien connaitre ces deux équations pour chercher les points
umbiliques de cette surface, soit

k—iZ(z)

A=y —FF—
k+1Z(2)
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et

AN |
oo iz, (4.33)

Pour que A/\; soit nul, il faut, soit que A = 0, (c’est-a-dire k — iZ(2) = 0) ou encore

que k +1iZ(z) = 0. Dans ces deux derniers cas, nous aurons des points umbiliques.

Pour le cas des symétries généraliées, définissons notre champ de vecteurs généra-

lisés de la fagon suivante

_ 0 = 0 0 - =0
5= —_ — — Z)—. ¥
V= QIE, &5 + QIE Sz + RZ) 5 + R(Z) > (4.34)
Nous avons donc I’équation déterminante
p:D:Q+p:D.Q ED:Q+ED.Q | 2l
D, — -
82D2R+82D2R p282+p282 5y
+ % — 2 (R+ R)=0.

Deux solutions de cette équation pour ) et R, modulo SNL, sont

Q = D.E&, Q = D,¢, R=D,Z, R=0

ou encore

Q:ng, Q:Dgg—, R‘—"O, R:DEZ,

ce qui représente respectivement des translations en z et en z. Définissons ici quelques
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termes pour alléger la notation

a1 = (E+E)D,Q+E,) — E(Q+Q),

ag = (E+E) _/\D2Q+52 <k+z’Z> (
(

by := (E+ &) |AD:Q + &,

Q
_ i R
by = (E+E) AD2Q+EE<k—¢Z) <X+AR

bgg = (E +E_)(DZQ +E_g) - _E(Q +Q),

ol les matrices A et B s’écrivent

1 a a
A= —— ! 2 € 9[(27(:)’
(5 + 5) _a21 Q22
1 by b
B_ _ 11 012 EgI(Q,C),
(5 + 5) _b21 bao

ce qui nous donne la premiére forme fondamentale

1
=5y

+ [a1,? + anoan; + a,?] d2? + [by,? + biobar + byy?] dZ?) .

allbll + a12b21 + aglblg + aggbgg] dzdz

Définissons aussi

1
e \/(a12b21)2 + [ag1 (b1 — bag) + (a2 — a11)bia][a12(bae — b11) + (@11 — azz)ba]’

& :=(a1aba — agibra)[(a11 — a22).(E + &) + 2(az — a11) (&, + £.) + 2M a2, — ané)]
+ [a12(ba2 — b11) + (@11 — a22)bia]]a21,. (€ + 5_) —an (&, + 35_2) + /\gz(am —an)|

+ [a21(b11 — ba2) + (age — a11)bai]]a12,.(€ + 5) - alQ(E_z + 3E,) + AE.(a11 — az)],
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[ =(a12by1 — a91b12)[(a11 — G22):(E + &) + 2(ags — a11)(Ez + &) + 2M(a12€5 — 4 E5)]
+ [a12(bay — b11) + (@11 — a)b1a)[an) (€ + E) — an (€ + 3E7) + M- (a9 — a1y)]
+ [agi (byy — bx) + (22 — a11)bar][ar2.:(€ + &) — a12(&; + 3E:) + Az (an — an)),

G :=(a1ba1 — ap1b12)[(b11 — b22)z(E + &) + 2(baz — b11)(Ez + &) + 27 (b12E; — b E5)]
+ [a12(baz — b11) + (a11 — a22)b12][ba1,:(E + &) — bar (€ + 3E;) + Az (baa — b1y)]
+[azi (b = ba2) + (a2 — a1n)ban][brzz (€ + E) = bi2(E5 + 3E7) + Ax(buy — bae)),

pour obtenir la deuxiéme forme fondamentale

_ B ~ 2 F i a= | = 322
I = 72(5+5)3 (edz +2fdzdz + gdz ),

et les courbures que voici

K =0+ E&)%(eg - f?),
1. i R .
H = 50 "y (E + 5)[3(%12 + 2a12a21 + a55°) 4 G(b1,” + 2b12bay + byy?)

- 2f(011b11 + @12ba1 + a21by2 + azeban)],
ol

(5 = (CL112 + 2a12a21 + aggg)(b112 + 2bl2b21 + b222)

— (a11b11 + a12b21 + aobiz + azebs)’.
4.5.2 Matrices potentielles dans la base sl(2,C)

I1 est intéressant de chercher des matrices potentielles appartenant & une algébre

de Lie s1(2,C). Une simple transformation du PLS permet d’obtenir ’algébre s[(2, C)

(i - | Y o1
¢L_l — d)ﬁcwjl, ol C—g+g—.
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Les matrices potentielles deviennent

cE, A,

b.=Lo=| " é € si(2,C),
AN, —c&,
~ ~ o~ (;62 /_\gg ~
¢; = Mo = o o€ sl(2,C).
02/\62 -ng

A partir d’ici, pour alléger la notation, nous allons faire abstraction des tildes &
moins qu’il y ait présence d’une ambiguité. En calculant les deux premiéres formes
fondamentales ainsi que les courbures pour le cas de Sym-Tafel, nous pouvons voir que

nous obtenons exactement les mémes résultats que pour le cas de I’algébre gl(2,C)

ST (/\k>2 = 2 525_2 + gzgf _ 5—252 9
I = m (gzgzdl - ledl + M dz s

€N [E.E; + EE;
]IST — 2~z _Z z d df
A < (E+E)? ) ’
A? k+iZ(z2)\
ST _ 428 _ _1a)\4
7= o (B2
T g (EEHEEN o (kHiZ(2)) (EE+EEY
Me \EE: — E.E5 1— )2 E.E. — £,

Par contre, pour le cas des symétries généralisées, nous obtenons des résultats

différents de ceux de I'algebre gl(2, C). Pour commencer, en conservant le méme champ

de vecteurs généralisés, les matrices A et B prennent la forme

A = pr(@)L = s c&(@ +_Q> ) a: A € 51(2,C),
02(0152 + /\QZ) - 2/\03‘92(62 + Q) Cng(Q + Q) - cQ;

cQs — 2E(Q+ Q) ak; + \Q;
L o ~ - € sl(2,C),
02((_)!62— + /\Qz) - 2/\0365(62 + Q) 0262(62 + Q) - CQE

B = pr(v)M

ot a =pr(¥)A = —i(AR 4+ AR)/(k + iZ(z)) et ¥ est défini a I'équation (4.34). La
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premiére forme fondamentale est donnée par

1= { Q. ~ 2£.(Q + Q)| + [ob. +3Qu] [Plad. +20.) —26.(Q + )] } dz*
+{2[cQ. - 6.+ Q)] [e@: - PeQ + Q)]
+ [a€, +2Q.] [CQ(C_YEE + Q=) — 28°0E:(Q + Q)}
+ (a8 +3Q:] [(0f. +2Q.) - 20E(Q + Q)| | dzdz
+ { |c@: - e(Q + Q)] "1 [ak: +3Qs] [*(a8: + 3Qz) - 2°3E(Q + Q)] } 4z

Avant de présenter la deuxiéme forme fondamentale, nous allons définir certains termes

pour alléger la notation.

a1 = CQ: - CQEZ(Q + Q):
ay = af + /\Qza

az = A(aE, + 0Q.) — 23XE.(Q + Q),

n= )
\/(a2b3 — a3b2)2 —+ 4((131)1 — a1b3)(a1b2 — agbl)
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Ceci nous donne la deuxiéme forme fondamentale

I=n { [(agbg — ashy) (a1, + asc®AE, — asAE,)
+ (a1by — agbr)(as ., + 2(ascE, — a1c?AE,))
+(asby — a1b3)(ay,, + 2(a1A\E, — ayck,))] d2?
+2 [(a2b3 — asby)(ay; + aac*AE; — azAE;)
+ (a1by — azbr)(as; + 2(ascé; — a1c*A\E;))
+(asby — a1b3)(ayz + 2(a 1 AE; — aga‘:g))] dzdz
+ [(asbs — azby)(b1; + bac?AE; — b3AE;)
+ (a1by — agby)(bsz + 2(bscE; — bic*AES))
+(asb — ar1bs)(ba; + 2(b10E; — bacEs))] dZ°} .

En conclusion, nous avons pu dériver les solutions générales des formes fondamentales

pour ’équation de Ernst. Les équations des courbures sont extrémement longues mais

non-triviales, elles n’ont donc pas été écrites.

4.6 Systéme de Bianchi

Soit le systéme d’équations

4

b
AN EW'u1)+% (ﬁ—sinw> +% <&%sinw> —absinw =0,
(73 v

pa p
Ay =ay, + —;—p—”a - %&bcosw =0,
p p
A, =
A; =b, + %p—ub— 1Zacosw =0,
2 p

A4 = Pun = Oa
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et son PLS
‘ 1 .
¢, = Lo = % [/\a (sin gal + cos gag) + 5 <wu + %% smw) 02} o,
t1b /. w w 1 bp, .
¢, = M¢p = 5 {X (sm 501 — COS 503) ~3 <wv + a%smw) 02} o,

qui obéit & la représentation de courbure nulle et ou les matrices potentielles appar-
tiennent a ’algébre de Lie su(2). Il est important de noter que A n’est pas le paramétre

spectral, mais qu’il dépend du paramétre spectral k

B k—V(v) .
A==+ KT U(n) ou p=U(u)+ V(v).

4.6.1 Formule d’immersion de Sym-Tafel

En appliquant la dérivée par rapport au parameétre spectral k sur les matrices

potentielles L et M, nous obtenons les matrices A et B

Warg /. W w
A= ——{sin—o; +cos —o3 ),

2 2 2
b ( LW w)
= 52 sm201 6082 ,

ol \x := OX/0k. De 14, il est possible de trouver les deux premiéres formes fondamen-

tales de la surface solitonique associée a ’algébre su(2)

b 2
157 = {% <adu+ de)} ,

_ab/\k
C2)

sinw duduv.

Ceci nous permet d’obtenir respectivement la courbure de Gauss et la courbure

moyenne

A2 16X (k+ U(u))?
NG e
—2A . —4X%(k + U(u))
Ak 1— A2

AfST —

cot w,
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ol la courbure de Gauss ne dépend que du paramétre spectral & et des fonctions U(u)

et V(v), mais la courbure moyenne dépend aussi de w.

Pour ce qui est des points umbiliques, nous utilisons 1’équation H* — K = 0 pour

obtenir
A1

HST 2 KST - _
S A2 sin®w

=0.

Encore une fois, si w = +i00, ’équation est satisfaite, mais ce n’est pas un cas inté-

ressant. Par contre, le cas \/\; = 0 est beaucoup plus intéressant. A titre de rappel,

k—-V
A=+ ——.
k+U
Nous pouvons simplifier A/, de sorte que
A NGR+Y) 0
e l=x2

Ici deux possibilités s’offrent & nous, soit A = 0 ou k+U = 0. Néanmoins, la possibilité
A = 0 peut s’écrire aussi £ — V = 0. Au final, nous aurons des points umbiliques

seulement lorsque £ +U = 0 ou lorsque k£ — V = 0.

4.6.2 Symétries généralisées

Pour le cas des symétries généraliées, commencons par trouver les équations déter-

minantes. Pour ce faire, nous allons définir le champ de vecteurs de la fagon suivante

N, 0 0 0 0
U= P(u‘)@ + Q(’U)W + R(u,v)% + S(u,v)% +T(u,v)%,

ol P et @ sont des fonctions d’une seule variable & cause du fait que leur fonctions
d’origines dépendent d’une seule variable. En appliquant 'opérateur de prolongation

sur les équations du systéme de départ A, ot v = 1, 2, 3,4, nous obtenons respective-
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ment
D, P b P u
pr(9)A; =Ry, + — [M_ Sinw — ﬂ~sinw
p a
T wbS
+p——smw _p__2 +——Rcosw]
pa p a
D, |D,(Q+ P)a (P+Q)p,a
+ — | ——————sinw — —————sinw
2 p b p? b
v S v al’
+%381 w—%i—Qsm +%6Rcosw}
— Sbsinw — al' sinw — abRcosw = 0,
1/ D,(P P v v
pI'(ﬁ)A2=SU+—< ( +Q)a—( +2Q)pa+p_5>
2 P p p
1/ D, P u u _
- = (Mccosw (@+ P)o, ~x b eosw + p—Tcosw - p—aRsmw) =0,
2 p p? p p
1/ D,(P P u u
pr(z’;’)A3=T1L+—< PrQ), P+ Douy , ”—T)
2 p p p
1 /Dy(P P v v v .
- = (——(—+Q—)acosw — ﬂacosw + p—Scosw — p—aRsmw) =0,
2 p p p p

pr(#) Ay = DyDy(Q + P) = 0.

Nous pouvons facilement trouver que les deux symétries généralisées de translation,
soit en u et en v, sont applicables au systéme de départ A,. Par la suite, dans le
but d’obtenir la premiére et la deuxiéme formes fondamentales, nous aurons besoin
des matrices A et B. Pour ce faire, nous appliquons 'opérateur de prolongation aux

matrices potentielles et nous obtenons les matrices A et B qui sont linéairement

indépendantes
7 LW w w LW
A= 5 [a (sm 501 + cos 503) + 5 (COS 501 — sin §a3> + a202j| € su(2),
1 LW w w LW
B = 3 [w (sm 501 — cos 503> +9 (cos —2—01 + sin §a3> + b202:| € su(2),
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ol les paramétres «, 3, v, 0, ay et by sont définis de la facon suivante

Q + NP AaR
:As—i | =
“ wkrns P
T Q+ NP bR
= —+ ——b 0= ——
YT Tk o) %
1 Spy aTp, aDy(P+Q) a(P—f—Q)pv . a Py
(1225 {Ru—f—{gz—ﬁ; E P —E pz Slnw—f—'g;RCOSL&) s
1 T pu u b(P v b pu
by =—2 | Ry + —&—§&+9D(P+Q)——( Q@ sinw + — 24 Reosw| .
2 ap a*p a i a p? a p

La premiére forme fondamentale prend alors la forme
1
1= {(®+ B>+ ay”) du® + (v* + 6° + b)) dv®
+2[azhy + (ad — By) sinw + (86 — ay) cosw] dudv} .

Avant de donner le résultat de la deuxiéme forme fondamentale, nous allons définir
le paramétre i qui est, a un facteur prés, la norme du produit vectoriel des vecteurs

tangeants au moyen de la forme de Killing

n:{[ag (5sin% —'ycos%> — by (acos%—ﬂsin%))r

+ [(ary — B6) sinw + (ad + B7) cosw]”

W w w . w 2 1/2
+ [ba (aSin§+Bcos§> — ay ('ysin§+<)cos§>] } .

Pour la deuxiéme forme fondamentale, nous obtenons le cas non-trivial
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2 2 2 2

. <wu + %%sinw) - Qg (/\a cos g)}

. |:Cl2 (5sin% — 7y COoS %) — by (acos% — Bsin g)]
+ [ag,. + Aaa] [(ay — B0) sinw + (ad + B7) cosw]
+ [(acosg — Bsin g)u + as (/\asin %)

1
—= (wu + E&smw> (asinE + B cos 8)1
P

1
H:—Q{{l(asingﬁLﬁcosg) +§(aCOS£—5SiH’u—))

2 2 2
: [bg (asin%+ﬁcosw2) —a2< +5cos§)]}du2
+2{[<asing+ﬁcosg)v — % (nzcosg Aﬂsm;})

+bpus'n bcosw
- | wy + ——sinw | — —~ —
a p 2\ 2

: [ag (5sin% — v cos E) — by (acos% — [sin f)]

2 2
b b
{agv — /\Bcosw—a/\smw} [(ay — B6) sinw + (ad + B) cosw]
w w b . w
{ QCOSE—ﬁslHQ)U+a2 <Xsm§>
1 n b py ( . w+5 w)
5 (@ ) sinw ysin 5 cos
LW W
: [b (asm§ +Bcosw2) —ay ('ysm§ + 6 cos 5)]}dudv
LW w 1 LW w
+{[(781n§+5cos§)v—§(5sm§—vcos§)

w+é&smw —b b s
(o) ),
[ (5sm%—~/cos%)—bg(acosg—ﬂsing)]

|:b2'u + 6+ ] (ary — o) sinw + (ad + ) cosw]

w b . w
{ 5sm— — ¥ Cos 5) + by (X sin 5)
b pu LW w
5 (wv+ a;smw) (vsma + 4 cos 5)}

: |:b2 (asing + Bcost) — Qs (vsin% + dcos g)] } va} .

Les courbures n’ont pas été écrites explicitement & cause de leur longueur.
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Chapitre 5

Lois de conservation et opérateur
d’homotopie : Application a

I’équation de Sine-Gordon

Ce chapitre est principalement tiré des livres de Hereman [55,56,57] et de Olver
[78]. En physique, les lois de conservation sont trés importantes, principalement la
conservation de I’énergie, la conservation de la quantité de mouvement, la conservation
du moment angulaire, etc. Il peut donc étre intéressant de trouver de nouvelles lois de
conservation qui pourraient nous étre utiles. Pour ce faire, plusieurs mathématiciens
et physiciens ont travaillé sur des moyens de les obtenir et donc nous allons présenter
quelques uns de ces théorémes. Pour la premiére section, nous introduisons le théoréme
de Noether sous sa premiére et deuxiéme forme qui nous permet d’obtenir des lois de
conservation. Toutefois, 'opérateur d’homotopie introduit dans la seconde section est
beaucoup plus rapide d’utilisation puisque nous pouvons facilement trouver des lois
de conservation avec seulement un changement d’échelle. Nous allons, par la suite,
appliqué cet opérateur pour obtenir des lois de conservations pour I’équation de KdV,

I’équation d’onde en eau peu profonde et, bien entendu, pour I’équation de Sine-



Chapitre 5. Loi de conservation 177

Gordon.

5.1 Théoréme de Noether

Emmy Noether a établi pour la premiére fois en 1918 la correspondance entre les
symétries et les quantités conservées d’un systéme d’équations différentielles exprimé
sous une forme variationnelle. Ces systémes proviennent d'un probléme d’optimisation

sur un ouvert 2 C X d’une fonctionnelle

Llu] :/QL(.T,,U(”))dm (5.1)

pour une classe de fonctions u = f(z) définies sur Q. La fonction L(z, u™) est appelée

le Lagrangien du probléme variationnel £[u).

Définition 5.1. L’opérateur d’Fuler d’ordre 0, ESE)I) est défint pour 1 < o < q par

‘CEL(Z")(T.) = (=D)sdus, (5.2)

J

ot la somme parcourt tous les multi-indices J = (j1, ..., ji), avec 1 < a < q. lci, u(r)
représente le vecteur des variables dépendantes dépendant des variables indépendantes.

Evidemment, D, = D?, D,D, = D,, et ainsi de suite.

Par exemple, en une dimension (dimX = 1), nous avons

Ei(l)(l) = Z(_Dz)kaukm - au - DzauL + Dzz;auzx - D?:au?s: + .

k=0

et en deux dimensions, (dimX = 2),

0,0 . .,
Lyt = 2 2L (D2 (=D Ou s,

k=0 k,=0

= 0y — D0y, — D0y, + D20,,, + Djau + D, D,d,,,

+ ..

vy
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et en trois dimensions, (dimX = 3),

M9 M D -

x % z

£(0:0.0) E: E:E: D) (=D )kza—J
u(f) (z.y,2) Yy z ) .
kx=0ky=0k,=0 kexkyyk.z

Notons que Uy, zk,y dénote Uy 4y .y, T étant répété k, fois et y ky fois.

Ce formalisme est trés important dans la formulation de la mécanique classique.

Il permet notamment d’énoncer sous la forme compact le résultat suivant.

Théoréme 5.1. Siu = f(z) est un extremum du probleme variationnel (5.1), alors

u est une solution des équations d’Fuler-Lagrange
0) '
L (L) =0, a=1,..,q
En particulier, ceci s’applique au Langrangien L(t,u,u;) d’un probléme variationnel.

Définition 5.2. Un groupe de transformations locales agissant sur un domaine de

M C Qo x U est un groupe de symétrie variationnel du probléme (5.1) si pour tout

sous-domain fermé Q C Q, toute fonction lisse u = f(z) définie sur Q a image dans

M et tout g € G tel que i = f(%) est une fonction sur Q C Qq, alors

/Q L(z, pr™ f (2 ))d:?‘::/QL(:c,pr(x))dx.

Notons que tout groupe de symétrie d’un probléme variationnel constitue égale-
ment le groupe de symétrie des équations d’Euler-Lagrange associées a ce probléme.

Notons que la réciproque est généralement fausse.

Théoréme 5.2. : Théoréme de Noether, premiére formulation. Un groupe de
Lie conneze de transformations agissant sur M C g x U est un groupe de symétrie

du probléme variationnel (5.1) si et seulement si
pr™u(L) + LDivg€ =0

pour tout (x,ul™) € M™ et tout générateur infinitésimal

P g
v = Zfi(z’, u)d, + Z n*(x, u)Oya,
i=1 a=1



Chapitre 5. Loi de conservation 179

ot Div€ représente la divergence totale du vecteur &€ = (€1....,&P). Ce résultat est trés

utile pour déterminer les symétries d’un probléeme variationnel.

Par exemple, considérons le probléme de minimisation de la distance entre deux

points, a et b appartenant & X x U C R?%. Ce probléme revient & minimiser l'intégrale

Llu] = ./ab V1+u2dz.

Vérifions I'effet d’une rotation de I’espace sur ce probléme de minimisation en utilisant
la premiére formulation du théoréme de Noether et le générateur infinitésimal de la

rotation, v = —ud, + x0,. Nous pouvons trouver que

priVy(L) + LD,€ = (—ud, + 20, + (1 +12)8,,) - /1 +u2 + /1 + u2Dy(—u),

= (1+ufc)L2 —uzy/1+u2 =0.

1+ uz

Ce résultat signifie tout simplement que la distance minimale entre deux points de-

meure inchangée sous les rotations de ’espace.

Une loi de conservation d’un systéme d’équations différentielles est une expression

du type
DivP =Dy Pi+ DpePy+ ...+ DpwF, =0,

qui est automatiquement satisfaite pour toute solution de ce systéme. L’opérateur
D,: représente la dérivée totale par rapport & z° et P est un vecteur & p composantes.
Pour un systéme en évolution, c’est-a-dire lorsqu’une variable joue le role du temps,

une loi de conservation s’écrit sous la forme
Df,/) + DivJ = 0,

ou p est la densité conservée et J € RP le flux qui lui est associé. On considérera
seulement les lois de conservation pour lesquelles p et J ne dépendent que des variables
dépendantes et leurs dérivées partielles, c’est-a-dire que p = p(u, uy, Uy, Uy, -..) €6 J =

J(u, uy, Uy, Uy, ...). Pour une grande quantité de problémes physiques, les conditions
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de frontiéres imposent que les variables dépendantes et leurs dérivées tendent vers 0

aux limites du domaine de définition. Il en va de méme pour le flux J et donc

/ / / pdxdydz = constante

représente une constante du mouvement.

La prochaine formulation du théoréme de Noether établit une correspondance entre

les symétries d’un probléme variationnel et les lois de conservation que celui-ci admet.

Théoréme 5.3. : Théoréme de Noether, seconde formulation. Soit G le

groupe (local) de symétrie a un paramétre du probléme variationnel (5.1) et

le générateur infinitésimal de G. Notons

p
Q%(xz,u) = n*(z,u) — Zfi(:v, uud, uf = OLu®,

i=1
les caractéristiques du champ de vecteurs v. Alors, il existe un vecteur P(z,u'™) =
(P, ..., By) tel que
q
D — (0)
DivP = QaLyd (L),

a=1

Ceci implique que DivP = 0 pour toute solution des équations d’Fuler-Lagrange

£(0)

_  _ 0 _

Notons que le vecteur P n’est pas déterminé de fagcon unique pour chaque symétrie

du probléme. En effet, pour un vecteur K € RF, nous savons que
Div(P +V x K) = DivP,

puisque l'opérateur de divergence annule les termes provenant d’un rotationnel. Deux

vecteurs P, et P, seront donc équivalents si Div(P, — P») = 0. La forme générale
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de P n’est pas utile dans cet exposé et est donc omise. Il peut arriver que plusieurs

symétries fournissent la méme loi de conservation.

Le théoréeme de Noether posséde plusieurs limites importantes. Tout d’abord, ls
recherche du groupe de symétrie d’'un probléme variationnel n’est pas toujours tri-
viale. En effet, il est difficile de savoir si un probléme est exprimé sous une forme
variationnelle. Il est & noter que certaines transformations ponctuelles peuvent trans-
former un systéme exprimable sous forme variationnelle vers un probléme qui ne ’est
pas. De plus, il n’existe aucun algorithme pour déterminer une transformation assu-
rant que le systéme transformé est exprimé sous forme variationnelle. Enfin, il arrive
souvent qu’on soit incapable de déterminer le Lagrangien qui décrit un certain pro-
bléme physique. Le Lagrangien de la majorité des problémes classiques ne dépend pas
des dérivées d’ordre supérieur & un ou deux. Pour les systémes plus complexes, il est
habituellement plus difficile de trouver un Lagrangien le décrivant. Le théoreme n’est

alors d’aucune utilité pour déterminer des lois de conservation.

Il convient donc d’établir une méthode qui permettrait de décrire les quantités
conservées d'un systéme sans faire appel au formalisme Lagrangien. La prochaine

section répond & cette impasse.

5.2 Opérateur d’homotopie

L’approche que nous allons utiliser est basée sur 'opérateur d’homotopie et a été
introduite par Kruskal et al. au début des années 1970 [67]. La formulation en termes
de formes différentielles a été établie par I. Anderson et peut étre trouvée, par exemple,
dans Olver [78]. La prochaine présentation est celle de W. Hereman [55,56,57] et ne

fait appel qu’a des concepts de calcul multidimensionnel.
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Afin de construire des lois de conservation pour un systéme d’équations différen-
tielles quelconque, nous considérons un sous-groupe de son groupe de symétrie, soit

les opérateurs de changement d’échelle.

Définition 5.3. Un systéme d’équations différentielles est invariant sous la dilatation

(t,x,u) = (£, &, 1) = (NP, APt NP g™ \Pulygl | APs79), MPe R,

si (t,%, 1) est une solution lorsque (t,z,u) en est une.

Chaque p est appelé le poids attaché & la variable correspondante. On note habi-
tuellement W (z') = p,: et on voit aisément que, selon la régle de la dérivée en chaine,
W(0y:) = —W(x') = —p,s. Le poids d’un mondne est défini comme la somme des

poids le composant. Par exemple,
Wu, + ul) = W(u) + W(3,) + 2(W (u) + W(8,)) = 3W (u) + W(3,) + 2W (0,).

Définition 5.4. Un polynéme est de rang uniforme si tous les mondmes le composant

possédent le méme rang.

Alinsi, pour ’exemple précédent, cette demande reviendrait a

W(u) = W(u2) = W(w) + W(8,) = 2(W () + w(8,))
S W(w) = 2W(8,) — W (8,).

Le polynéme u, +u? serait donc invariant et de rang uniforme sous la transformation
(t,z,u) = (A4, A1z, \2u). Ceci permet d’éviter les longs calculs reliés a la recherche

du groupe de symétries du systéme d’équations considéré.

Remarquons que tout systéme hyperbolique d’EDP admet une symétrie de dila-
tation. Ces systémes décrivent la majorité des problémes de la mécanique des fluides
(entre autres les équations d’Euler décrivant un écoulement incompressible) et de la

théorie des champs non-linéaires.
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On démontre que les polynomes de rang uniforme forment les candidats idéaux
pour construire les densités conservées p sous forme polyndémiale. Pour une loi de
conservation d’un systéme évolutif, on propose de déterminer les conditions nécessaires

et suffisantes pour intégrer I’expression
FE =DivJ = —D,p,

lorsqu’on impose une forme spécifique a la fonction p.

Le calcul vectoriel ne nous permet pas de déterminer si une quantité scalaire f
peut s’exprimer comme une divergence, en fait s’il existe £’ tel que DivF = f. En
une dimension, cela revient a chercher F tel que D, F = f, ou encore F = [ fdz. En
plusieurs dimensions, le travail revient a de multiples intégrales par parties. Toutefois,

cette technique est rarement applicable et ne peut étre algorithmique.

L’opérateur d'Euler d’ordre 0 introduit en (5.2) est d’une importance capitale et

permet d’établir le résultat suivant.

Théoréme 5.4. : Théoréme de Kruskal. Une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une fonction f soit une divergence, c’est-a-dire qu’il existe une fonction dif-

férentiable F' telle que f =DwkE, est que

FEn d’autres mots, Uopérateur d’Euler annule les divergences.

La preuve de ce théoréme est technique et est effectuée dans [67].

Exemple 5.1 : Conditions pour étre une divergence. Considérons par exemple
I’expression

[ = UgUy — UggUy — UyUy + Ugy Vs,

en deux variables dépendantes et deux variables indépendantes. Pour déterminer

s’il existe un vecteur F' = (F, F,) tel que f = D, F, + D,F,, on doit vérifier que
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'C’Ega?)y)(f) = ﬁ(v?f)y)(f) = 0. On calcule

of _ of . of of of of
0oy _91 p _ 2 ) D;
Lo “au Py P, T 0w T P ou, T oy,

— —D,(v,) — Dy(vs) + DX(~v,) + Day(v,) + D2(0)

= —Uszy + Uzy = Vsay + Vazy =0
oo _Of  0F [ Of 0 0f g Of | pp0f

- _p X _pL
o(z.y) T By v, 0 * N 8v1y Y Quy,

= *Dz(‘uy) - Dy(ulf) =0

L

La construction du vecteur F se fait & I’aide de ’opérateur d’homotopie. Pour y parve-
nir, on introduit tout d’abord 'opérateur du degré en se limitant & une seule variable
dépendante qui dépend d’une variable indépendante. Par la suite, lorsque nécessaire,
la k¢ dérivée de u par rapport & x sera dénotée par u,. De plus, lors des exemples de

calculs, les exposants représentent les puissances des variables dépendantes.

Définition 5.5. Pour une fonction différentiable f d’ordre M, on définit l'opéra-

teur du degré M par

M
_ -~ of  of of af
Mf = ;u”[‘)uu =~ Y8 tu z(")ux Oupgy

Par exemple, pour f = uPulul,,p,q,r des entiers non-négatifs, on trouve

Mf = Zum = (p+q+ruPuiug,.

‘LI
Donc, l'opérateur du degré « retourne »le degré total p + ¢ + » du mondme f. La
puissance de 'opérateur d’homotopie est basée sur 1’observation suivante. Pour une

fonction différentiable g(u), on montre que

M_lg(u):/o [/\u]d/\/\

ou g[Au] représente la fonction g(u) dans laquelle on substitue u par Au, u, par \u,
et ainsi de suite. Notons que si g(u) est d’ordre M, alors g[Au| est également d’ordre

M et

M M
ul du;, 1 dgliu] 1
= =S, M S Mg,
; amw ) /\;“ By a9
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En intégrant par rapport & A, on trouve

/0 %g[z\u]d/\ = g[Mu3Z) = g(u) — g(0) = /0 Mg[/\u]% _ M/O g[/\u]%.

On suppose que g(0) = 0, ce qui est raisonnable puisque I'on considérera des fonctions
différentiables impliquant des monémes en u, u,, ..., qui peuvent étre multipliées par
cos(u) ou sin(u). Sous ces conditions, on applique M~} de chaque c6té, ce qui nous
donne
M g(u) = /1 .(][/\U]@.
0 A
Pour la fonction g(u) = (p + ¢ + r)uPuluf, considérée lors de 'exemple précédent,

g ] = (p+ q+ r) Wt yPydyl et done
1
M g(u) / (p+ q+ )N Pyl = wPulul, .
0

Pour une fonction f d’ordre M, 'opérateur de dérivée totale peut s’écrire de la fagon

sulvante

M
9] 0 0 0
D.f = Zu(iﬁ-l)z% = Uz—f + Uyy f + o+ UMz f

ou 8% aUMa:

On peut vérifier directement que les opérateurs M~! et D, commutent. Nous sommes

maintenant préts & introduire ’'opérateur d’homotopie.

Définition 5.6. L’opérateur d’homotopie pour une fonction u(x) est donné par

o f = / (L.f) /\u]— (5.3)

avec

M-1 M i) af
Lf=)Y ue Yy (=Di)*" e (5.4)
=0 k=it1 kx

Cet opérateur est la clé pour intégrer les fonctions différentielles exactes. La preuve

du prochain théoréme justifie sa forme complexe.

Théoréme 5.5. Pour une fonction différenticlle exacte f d’ordre M, c’est-a-dire

que Effz)z)f =0, alors la primitive F' de f est donnée par

F=D;'f= /fda: = Huw)f-



Chapitre 5. Loi de conservation 186

Preuve : Pour démontrer ce résultat, on calcule tout d’abord uL'ELO()I)f et on intégre

successivement par partie. Explicitement,

ull) f =u i(—m)k%,
k=0
_ug—i - D, ( é(_Dr)k_1%> + Uy é(—DI)k_laaTia
—ug—i +u1§1i - D, “é(—Dr)kqaau—];
+uzé(—Dz)‘°‘2£L +ume:(—Dx)k42%’

. M
:“a—fﬁLuI of TR of _D, <UZ(~D¢)’°_18—JC

ou Ou, it OUprz — Oy
M M
o Of o Of
x _D:c 2 o M-1)x _DI e
i ;( ) gy LR 1)“kZM( ) Ougy |’
M M-1
of : af
_ | —(i+1)
Sl (z w3 oy I,
=0 k=i+1
M-1 af
= - Dr i olfd) 22
M (Z " k;l du“) ,

puisque f est exacte, Eio(zg)f = 0 et nous trouvons alors que

— —(i+1) af
Mf =D, (Z Uiy Z 8ULI> -

k=i1+1

En utilisant le fait que M~! et D, commutent, on applique M~ et on trouve

k= L+1

~

En appliquant D! et en utilisant 1’équation (5.3), on obtient finalement

X 1 /M=1 M ) of d\
F=D;f= : > ug Y (~Ds) B [l ==,

i=0 k=141
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Exemple 5.2 : L’opérateur d’homotopie. La fonction f = 2ugu,, cos(u)—u3 sin(u)

est exacte, puisque

of

af s Of
z Dy :
Ou, T Uy

= — Qg sin(u) — ud cos(u) — Dy (2uzy cos(u)

D

— 3u?sin(u)) + D2(2u, cos(u)),
= — Uy g, sin(u) — ud cos(u) — (2us, cos(u) — Suzu,, sin(u)

— 3u? cos(u)) + (2uz, cos(u) — buyty, sin(u) — 2ud cos(u)) = 0.

Pour déterminer la fonction F telle que f = D, F, on utilise le théoréme précédent et
I'opérateur d’homotopie avec M = 2. On calcule

2

1
ey Of
L.f= § Uiz § (_Dz)k (+1)8U1c1,
1=0

k=it1
_af of of
N “auz uDa (8u“> + U <8um) '

= u(2uz, cos(u) — 3u2 sin(u)) — uD,(2u, cos(u)) + ug(2u, cos(u)),

= —uu’ sin(u) + 2u? cos(u).
L’équation (5.3) donne alors

! dA
Jo
1
:/ (—A?ual sin(Au) + 2 w2 cos(Au))dA,
0

= u? cos(u),

ce qui correspond bien a l'intégrale de f.

Le plus grand avantage de cette approche est qu’elle permet de réduire un pro-
bléme d’intégration complexe & une simple intégrale sur le paramétre A qui n’apparait
que de fagon polynémiale dans I'intégrale. L’application de I'opérateur d’homotopie

n'implique alors que des dérivées successives et une intégrale tres simple.
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On peut encore exprimer l'opérateur d’homotopie sous une forme plus compacte.

Pour ce faire, on introduit les opérateurs d’Euler d’ordre supérieur.
?

Définition 5.7. Pour une fonction différentiable f, 'opérateur d’Fuler d’ordre i est

défini par
M(a)
| k of
(1) _ § : k—i
Eu"(:c)f - ; (_DI) rdug .
k=i x

On peut donner la forme explicite de LS()I) et Ef()x) dans le cas d’une seule fonction

dépendant d’'une seule variable indépendante.

B B B )
Y o= 2 _op 7 13p2 —4p?
ul@) A, gy * Ousy T Oy, T
) ) ) 0
- 3D, —— + 6D> —10D3
u() aua:a: l auf}r - xauélr IaUS.’C *

Considérons un probléme plus général impliquant plusieurs variables dépendantes

u(z) = (ul(z),u?(z), ...,u9(x)) ayant une seule variable indépendante.

Théoréme 5.6. Si f est une fonction différentiable de q variables dépendantes et

une variable indépendante, l'opérateur d’homotopie est donné par

1 A
Hu(a:)f:/o Z:l(]uo‘f)[/\u]T)

avec
M(a)—1

Lewf= Y D. (uagfﬁ(ig ) (5.5)
=0

Iei, M () est ordre de u® dans f et les opérateurs /Lffj(i)) sont les opérateurs d’Eu-

ler d’ordre supérieur. On peut montrer que les expressions (5.4) et (5.5) sont égales. La
généralisation de ce formalisme aux problémes multidimensionnels est directe, mais
les preuves deviennent extrémement fastidieuses. Pour ce faire, on doit utiliser les

opérateurs d’Euler d’ordre supérieur en plusieurs dimensions. Par exemple, en deux
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et trois dimensions, ceux-ci sont donnés par

Mg (o)

My ()
L, = Z Z

M:(a)

o k k k

(lz,dy,dz) x Y z
ﬁu“‘(zj,y,l) - Z Z Z .

—ip ky—iy komis \ bz iy 1,

: 0
(=D (=D oD, )
* Y augz:clcyykzz

Pour une fonction f dépendant de p variables indépendantes, nous voulons dé-
terminer un vecteur a p composantes F' tel que f =DivF. Pour deux dimensions,
I'opérateur d’homotopie est défini par ses composantes (’Hf(l y)(f),?{(uz,y)(f)). La

composante en x est donné par

/\
u(r y / Z
avec

1+ Z:t b T 1—',—1I iy)
EE () i)
iz =0i,=0

La composante en y est définie de fagon symétrique. On obtient alors le théoréme

sulvant.

Théoréme 5.7. 5i f est une divergence, ¢’est-a-dire que Eua (z.9) f =0pourl <j<

q, alors

F=(F.F)=Div(f) = (HE ,(F).HL ()

Finalement, en trois dimensions, H = (H(‘T) (f), HY) (), H ) ,(f)). Simi-

u(z,y,2) u(z,y,2 u(x,y,2

lairement aux expressions précédentes, les composantes de H sont définies par

1L A\
= [ S opaT,

avec

: B ®© X 1+Zz
f)—ZZZ(HiIHsz)

iz=01y=01,=0

Dy Dy D (w L))

u®(x,y,2)
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Théoréme 5.8. Si f est une divergence, c’est-a-dire que £000) f=0pourl <

u(x,y,2)

7 < gq, alors
F=(FR,F,F) =D \(f),
= (Hl(lazzc,y,z)(f)’ H‘z(;.y(;)r,y,z)(f)’ Hl(lz(l,yyz)(f))

Rappelons qu’une loi de conservation est une expressions du type
Dyp+ DivJ = 0.

La méthode proposée est une approche de force brute permettant d’intégrer comple-
tement cette expression pour déterminer J lorsque p est donné et posséde une forme
particuliére. A I’aide des outils que nous avons décrits, la recherche de lois de conser-
vation pour un systéme d’équations différentielles peut étre algorithmisée de la fagon

suivante.

1. Déterminer les changements d’échelle laissant invariant le systéme d’équations

différentielles.

2. Postuler la densité conservée p comme une combinaison linéaire de monémes de
rang uniforme, tels que définis précédemment. En pratique, on fixe une valeur
particuliére pour le rang et détermine tous les monémes admissibles possédant

ce rang.

3. Calculer —D,p et appliquer les opérateurs d’Euler d’ordre 0 & D, p afin de déter-
miner la valeur des constantes assurant que —D,p s’exprime comme une diver-
gence. Lors de cette étape, il est important de ne travailler que sur les solutions
du systéme. Il convient donc d’isoler une variable dans chacune des équations
du systéme et de substituer sa valeur ainsi que ses dérivées successives dans les

expressions [ZELO """ 10) N

4. Appliquer 'opérateur d’homotopie & £ = —D;p pour obtenir J et déterminer

les quantités conservées du systéme.
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Il est & noter que le flux J produit par cet algorithme contient un degré de liberté

représenté par l’addition d’un terme de rotationnel.

Exemple 5.3 : L’équation Korteweg-de-Vries (KdV)
Uy + Uty + Uz, = 0.
Voici quelques lois de conservation pour KdV
3 2 3 4 2, 9 2 2
D, (u — 3u, ) + D, <Zu — buu,” + Juuy, + 3u,,” — 6u1.u;),x) =0,
U2
Dt(u) + DI (5 + uzz) =0,
2 2 3 2
D, (u') + D, é—u 4+ 22Uy, —u, “ ] =0.

Nous avons trouvé ces lois de conservation a l’aide de I'invariance sous dilatation que

voICl
1.

Tt
(z,t,u) = (X’ﬁ’/\ u) .
Exemple 5.4 : Les équations des vagues en eau peu profonde (SWW) en
(241) dimensions. [35]
_ Y N 1 =
7, + (u - v) 7+ 20 x i+ V(0h) — 5hV0 =0,
b+ (V) =0,

—

hi +V - (@h) =0,

ouu,feth dépendent.de x,y,t. En terme de composantes, nous avons les équations
suivantes
1
wuy + uuy + vy, — 200 + 5h,HI +0h, =0,
1
vy + uvg + vvy + 20u + Ehey + 6h, = 0,

6, + ub, + v8, = 0,

h + hug + uhy + hvy 4+ vhy = 0.
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Les équations SWW sont invariantes sous la symétrie de dilatation

1

(z,y,t,u,v,h,0,0) = ( A7 ly, A0y, A%k, N2PTa2g, /\bQ> ,

t
aﬁ;

> 8
>

ou les poids W(h) =a et W(2) = b, (a,b € Q).

Voici quelques-unes des paires densités-flux pour le systéme SWW

p(l) = h,, '](1) — Uh 3
vh
2 = o, 7@ _ uht ,
vhf
2
o3 = hg?, PO
vhb?
w3h + uvh + 2uh20
P = (u? +v¥)h + h?6, JW =

v3h + u?vh + 2vh30
. . 4Qub — 2uu, 8 + 2uv, 0 — hoo
p®) =,0 — u, 8 + 2020, J® = E Y Y
4Qv0 + 2vv,0 — 2vu,d + h66,

5.3 Application a I’équation de Sine-Gordon

On propose d’appliquer cet algorithme & I’équation de Sine-Gordon en deux di-
mensions, fondamentale en géométrie différentielle et en physique, notamment dans

la théorie des champs relativistes. Elle est donnée par
Uy = sin(u). (5.6)

Tout d’abord, on recherche les changements d’échelle laissant 1’équation (5.6) inva-

riante. Sous la transformation (¢, z,u) — (APt, P2, A\P»u), I’équation devient

/\Pu‘PL_Pmutz — sin(/\p“u) .
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Puisque
: (APew)3 (APuy)d
P — \Pu,, __ —
sin(AP*u) = APy a0 + = o
on voit immédiatement que nous devons avoir p, = 0 et donc p, = —p, pour

que ’équation soit de rang uniforme. Nous utiliserons donc le changement d’échelle

t,x,u) — (M, ALz, u). A titre d’illustration, considérons les densités polyndmiales
poly:

de rang 2. Les seuls monomes admissibles sont u? et u,,. On proposera donc une

densité conservée de la forme p = c;u? + couyz,. On calcule

E = =Dip = —201UUy — Collgyy = —2C 0y sin(u) — co(sin(u)),,

= —2¢ Uy sin(u) — ¢o cos(u)uy.

L’application de l'opérateur d’Euler d’ordre 0 donne

I(—2c1ug sin(u) — o cos(u)u,)
ou
O(—2c1u, sin(u) — o cos(u)uy )

Ou,

= —2c1u, cos(u) + coug sin(u)

EELO()I) (=Dip) =

_Dx

+ D, (2¢1 sin(u) 4 ¢ cos(u)),

—2¢1U, cos(u) + coug sin(u)

+ 2cyu, cos(u) — coug sin(u),

0.

Donc, D;p s’exprime comme une divergence pour toutes valeurs de ¢; et ¢;. Supposons
que l'intégration de D,p n’est pas triviale et que nous devons utiliser 'opérateur
d’homotopie. On trouve d’apreés (5.4)(M = 1)

1

0 .
—(i O(—2c1ug sin(u) — ¢y cos(u)uy
L.(—Dyp) = E Uip § (—Dx)k (i+1) ( 1 (au)k 2 cos(u) ),
i=0 z

k=i+1
0 — 2cyu, sin{u) — g cos(u)u,

Oty '

= u(—DI)I‘1

= —u(2¢; sin(u) + 3 cos(u)).
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D’ou
@
A 7

x

J=D;Y(~Dp) = /01(—u(201 sin(u) + ¢z cos(u)))[Au]

1
= —u/ (2¢1 sin(Au) + ¢p cos(Au))dA,
Jo

A=1

?

. [—2(;1 cos(Auw) Lo sin(Au)

u u A=0
= 2¢1(cos(u) — 1) — cosin(u).
Nous obtenons donc deux lois de conservation linéairement indépendantes, selon les

valeurs de ¢ et ¢a,
oD = 42 JU = 92(cos(u) — 1),
= Ugzg, J(Q) - - Sin(u>'

On vérifie directement que ces valeurs définissent bien des lois de conservation pour

I'équation de Sine-Gordon. En effet

Dy(u2) + D, (2(cos(u) — 1)) = 2u,uyy — 2u, sinfu),
= 2u, sin(u) — 2u, sin(u) = 0,
Di(uyy) + Dp(—sin(u)) = ugyy — ugy cos(u) = (sin(u)), — uy cos(u),
= u, cos(u) — uy cos(u) = 0,
lorsque g, = s, = sin(u). Evidemment, la constante (—1) dans J() est superfiue et

peut étre omise. En considérant des rangs plus élevés, on peut trouver davantage de

lois de conservation :
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Rang Densité conservée Flux associé
2 P =2 JU = 2 cos(u)
4 PP =t — 402, J®) = 402 cos(u)
J® = 6ul cos(u
6 | pW =ub —20uu?, + 8ul, z cos(u)
+16u2u,, sin(u) — 8u?, cos(u)

TABLEAU 5.1 — Quelques exemples de lois de conservation pour Sine-Gordon

De plus, I’équation de Sine-Gordon est clairement invariante sous la symétrie dis-
créte t <> = . On obtient alors deux fois plus de lois de conservation en interchan-
geant les variables z et ¢t. Si Dy(u?) + D,(2cos(u)) est une loi de conservation, alors
D,(u?) + Dy(2cos(u)) en est une également. Le tableau 5.1 fournit, en réalité, huit

lois de conservation.

Afin d’obtenir des résultats encore plus percutants, Hereman et al. |56] introduisent
un nouveau parameétre variable dans I’équation de Sine-Gordon. lls utilisent les co-
ordonnées dites du céne de lumiére, dans lesquelles 1’équation s’écrit sous la forme

standard
Uy — Uy = vsin(u) & V=1, U =u+asin(u), a€eR (5.7)
En effectuant la transformation (¢, z, u, v, &) = (APtt, \P=x, \P2u, \P*y, \P=x), on trouve
APy = \PeTPry, APy, = \2PumP)y 4 NPeqsin( APE).

Par le méme argument que précédemment, on voit immédiatement que nous devons
avoir p, = 0. Donc,

Pv — Dt = _2pz = Pa
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et en posant p, = p; = —1, on doit avoir p, = 2 et p, = 1 pour que I’équation soit

invariante. C’est donc dire que 'équation (5.7) est invariante sous la transformation
(t, 2, u,v,0) = (A7, A7z, u, v, A2a).

Nous considérons les polynomes de rang uniforme égal a deux. La liste des monémes
que nous utilisons est {a, v? u2, uzv}. Evidemment, il existe beaucoup plus de mo-
némes admissibles, mais on peut démontrer que tous les autres sont équivalents & un
élément de cette liste. Puisque le poids de u est nul, on peut considérer une combi-

naison linéaire de la forme
p = ahy(u) + hg(u)v2 + hg(u)ui + hy(uw)ugw,

ou les h;(u) sont des fonctions arbitraires de u & déterminer et qui n’affectent pas le

rang de la densité conservée. On calcule maintenant la dérivée totale D,p,

0 0 0
E=Dyp= 8—5% anuﬂ + 5§Ut

= (R)v* + hhu? + hjuv)v + (2u hl + vha)v,
+ (2uhy + vyh3)(Uge + asin(u)).

On remarque que nous avons éliminé toutes les dérivées par rapport a t en substituant
a partir de I’équation originale, par exemple u, — v, etc. Ceci permet de traiter ¢
comme un paramétre et de ramener le probléme & une dimension. De plus, h; est la
dérivée de h; par rapport a u. On veut avoir que £ = D;p = —DivJ, et donc E
doit étre exacte. On impose alors que ESEL)(E) =0et Eff()l)(E) = 0. On doit séparer
les résultats selon chacune des variables {v,v,,u,,} et imposer que le coefficient de
chacune des puissances de ces termes est nul. Les calculs sont relativement longs et

nous fournissent un systéme d’équations différentielles linéaires.

ha(u) — hs(u) =0, hy(u) =0, hy(u) =0, hy(u) =0,
M) =0, M) =0,  2Mhu) — Kyfu) =0,
2h5(u) — hi(u) =0, hi(u) + 2hy(u) sin(u) = 0,

hY(u) 4+ 2hs(u) sin(u) 4+ 2hg (1) cos(u) = 0.
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En solutionnant ce systéme,
hy(u) = 2¢; cos(u) + c3, ho(u) = ha(u) = ¢, hy(u) = ¢, ¢ € R,
on obtient la densité conservée
p = c1(2acos(u) + v? + ul) + cougv + ca.

On veut maintenant trouver le flux J associé a cette densité. On doit donc appliquer

I’opérateur d’homotopie a I'expression
— E = —Dip = —¢1(2uz2v + 2uu ;) — Co(v0, + Upliy, + cuy sin(u)).

L’application des opérateurs d’Euler d’ordre supérieur permet de trouver

L(f) = —2c1u,v — co(u? + ausin(u)),

L(f) = —2ciuzv — cov’.

On applique alors 'opérateur d’homotopie en deux variables dépendantes et une va-

riable indépendante donnée en (5.3), ce qui nous donne finalement

Mol = [ (1) + LIS,

1
= —/ (4deihugv + co( M2 4 ausin(Au) + Mv?))dA,
0

= —)(2u,v) — %2( 2 4 u? — 2acos(u)).

Il est possible de considérer des valeurs de rangs supérieures & 2. Il parait évident
que ces calculs deviennent rapidement trés longs. Toutefois, ’approche est toujours
applicable et peut méme étre implantée dans des logiciels de calcul symbolique tels
que Maple et Mathematica. L’introduction du paramétre o dans 1’équation permet
d’obtenir une classe plus riche de lois de conservation pour des versions plus générales

de I'équation de Sine-Gordon.



Chapitre 5. Loi de conservation 198

5.4 Conclusions et Perspectives

La notion de groupe de symétrie d’un systéme d’équations différentielles a été for-
malisée mathématiquement par Sophus Lie au XIX¢ siécle. Le théoréme de Noether
est un résultat fondamental en physique mathématique car il relie les concepts fonda-
mentaux de symétrie et de quantité conservée dans un systéme physique. L’intuition
existait quant a l’existence d’un lien entre ces idées provenant de deux mondes dis-
tincts qu'Emmy Noether a fusionnés d’une fagon extrémement, élégante. Aujourd’hui,
plusieurs chercheurs tentent d’établir de nouvelles généralisations du théoréme de Noe-
ther, voir par exemple [71,78]. Souvent, ces généralisations fournissent de nouveaux

résultats que pour certains systémes particuliers.

Comme nous ’avons vu, le théoréme de Noether posséde des limitations impor-
tantes, la principale étant évidemment 'imposition que le systéme considéré doit étre
écrit sous une forme variationnelle. Ceci implique que I’on doit connaitre son Lagran-
gien. Cela n’est pas facile et cette tache peut étre plus ardue que la recherche de lois
de conservation. Puisque les lois de conservation nous renseignent directement sur le
systeme physique considéré, il serait raisonnable de croire que la connaissance d’un
certain nombre de ses lois nous aiderait & établir sa forme variationnelle. De plus, la
connaissance d’'une quantité suffisante de lois de conservation permet de caractériser
la nature d’un systéme. Par exemple, ’existence d’une infinité de ces lois nous indique
que le systémc est intégrable et qu'il est possible d'utiliser la méthode de diffusion

inverse [2].

L’approche que nous avons privilégiée ici fait abstraction de ces limitations. Elle
est en fait applicable a une trés grande quantité de systémes physiques, car il est
habituellement facile de déterminer une transformation qui produira un systéme pos-
sédant une symétrie de changement d’échelle. Par exemple, c’est toujours le cas pour

les systémes quasilinéaires hyperboliques qui apparaissent en mécanique des fluides et
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en théorie des champs. Cette méthode, trés récente, procéde par force brute et suggére
d’intégrer completement une expression de la forme D,;p+DivJ lorsque p est postu-
lée. L’avantage de cette approche est qu’elle est totalement algorithmique, ce qui
permet son implémentation dans des logiciels de calculs symboliques. A ce propos,
mentionnons que l'introduction de ces nouvelles méthodes d’intégration, c’est-a-dire
I'opérateur d’homotopie, est déja amorcée et les logiciels pourront offrir des librairies
destinées & la recherche de lois de conservations, par exemple la librairie Vessiot pour

Maple [11].

Récemment, S. Anco et G. Bluman [9], [10] ont également proposé une nouvelle
méthode directe de construction de lois de conservation n’utilisant pas le théoréme de
Noether. Celle-ci repose sur la recherche d’un facteur intégrant pour intégrer la loi de

conservation et fournit des résultats intéressants.

Il est également possible d’utiliser le groupe de symétrie d'un systéme pour établir
de nouvelles lois de conservation & partir de lois connues. Les transformations ponc-
tuelles introduites a la section des groupes de symétries des équations différentielles
représentent des transformations de 'espace X x U qui ne modifient pas l'espace
solution. L’action du groupe de symeétrie sur les lois de conservation ne fournit ha-
bituellement pas de nouveaux résultats. Dans [17], Pauteur détermine les conditions
nécessaires et suffisantes pour que le groupe de symétrie fournisse de nouvelles lois de
conservation a partir de lois connues. Ceci permet d’enrichir la classe de lois connues

a partir de la connaissance de symétries du probléme.

Notons que l'opérateur d’homotopie souléve tout de méme certaines probléma-
q p p

tiques.

1. Mentionnons tout d’abord que, pour l'instant, on doit se limiter aux lois de
conservation polynomiales qui ne dépendent pas explicitement des variables in-

dépendantes. Il serait toutefois possible de considérer I'invariance sous d’autres
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symétries plutoét que les changements d’échelle, par exemple les rotations ou les
transformations galiléennes. Cela pourrait permettre I’étude des lois de conser-
vations sous forme rationnelle. Cette piste est certe complexe et mérite certai-

nement une attention particuliére.

2. Remarquons également que I'opérateur d’homotopie fournit le flux J associé a p
a un terme rotationnel prés. En effet, nous savons que 'opérateur de divergence

annule les termes provenant d’un rotationnel,

pour K € RP. Il serait donc intéressant d’établir un algorithme permettant d’éli-

miner ces termes afin d’obtenir la forme la plus compacte possible.

Finalement, 'opérateur d’homotopie permet de supposer que ’on puisse construire
une infinité de lois de conservation pour un systéme donné. Bien qu’il permette d’éta-
blir une grande quantité de lois de conservation pour un systéme donné et bien qu’il
permette d’établir une grande quantité de lois impossibles & obtenir & ’aide du théo-
réme de Noether, il arrive qu’aprés plusieurs applications le processus se stabilise. En
effet, il peut arriver qu’a partir d’un certain rang, les lois de conservation que nous
pouvons construire ne sont en fait que des conséquences différentielles de lois obtenues
précédemment. Il serait alors intéressant de considérer des lois de conservation sous

une forme autre que polynomiale.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons discuté de trois formes possibles du probléme li-
néaire spectral et leur condition de compatibilité correspondant & la représentation de

courbure nulle :

1. Nous avons considéré séparément la représentation de courbure nulle écrite sous
la forme AKNS (ou connue aussi comme ZS) pour les EDP. Dans ce cas, les ma-
trices potentielles du PLS L et M dépendent des deux variables indépendantes
{x1, 75} et de fonctions dépendantes §%(x,, z5) et aussi d’un paramétre spectral
A € C. La représentation de courbure nulle est équivalente au systéme d’EDP

non-linéaires et prend la forme
Q8] = Dy, L (0], A) = Doy M (6], ) + [L([6). A), M ([f], )] = 0. (6.1)

Nous le faisons sous I'hypothése que ’équation (6.1) est indépendante du para-

métre spectral A € C.

2. La représentation de courbure nulle est décrite sous la forme de Lax pour une
EDO. Dans ce cas, nous supposons que nous avons une seule variable indépen-
dente {z} et les variables dépendantes §%(x) dépendent de cette variable. Les

matrices potentielles L, M sont des fonctions définies sur 'espace de Jet par
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z et 0% de toutes leurs dérivés jusqu’a l'ordre k et aussi dépendent du para-
meétre spectral A, mais ne dépendent pas de la variable indépendante z,. La

représentation de courbure nulle est équivalente & ’'EDO et prend la forme
Q0] = =Dy, M ([0], A) + [L([6], A) , M ([6], )] = 0.

Cette représentation de Lax peut étre considérée comme la compatibilité d’un
PLS ou les matrices potentielles L([0],\) et M([f],\) prennent leurs valeurs
dans une algébre de Lie tandis que la fonction d’onde ¢ = ¢(\,y,[0]) prend
ses valeurs dans le groupe de Lie correspondant. Ici, ¥ est introduit comme une

variable auxiliaire dans le PLS sous la forme

Dog(A,y, [0]) = LA [0])é (A, . [6]),
Dy(X, y, 10]) = M(X, [6])6(A, v, [0]),
ot 8,L = 8,M = 0.

3. La représentation de courbure nulle écrite sous la forme d’une courbure nulle
pour les systémes d’EDO. Nous supposons ici que la fonction dépendante 6*(t)
dépend d’'une seule variable indépendante t. Les matrices sont des fonctions
définies sur l'espace de Jet par t, 8*(t) et toutes leurs dérivées jusqu’a l'ordre
k ainsi que d’une autre variable indépendante qui est le paramétre spectral A.
Dans ce cas-la, la représentation de courbure nulle est équivalente au systéme
d’EDO

Q6] = DAL, [6]) — DM (A [6]) + [L(A, [6]), M (A, [6])],

ou D, et D, sont respectivement les dérivées totales par rapport a t et A.

Nous avons démontré dans ce mémoire comment construire des surfaces solito-
niques plongées dans des algébres de Lie qui sont associées & trois formes de paires
de Lax pour le cas des EDO et des EDP. Nous avons utilisé la RCN de type AKNS
pour les équations différentielles partielles Sine-Gordon, Sinh-Gordon, Ernst, Bianchi
et Schrodinger non-linéaire. Pour le deuxiéme cas, nous avons considéré les équations
aux dérivées ordinaires, soit les équations différentielles associées aux fonctions ellip-

tiques, par exemple Jacobi et P-Weierstrass, pour les équations de Sturm-Liouville,
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Riccati et Lamé. Les considérations théoriques pour le troisieme cas sont illustrées via

les surfaces associées & I’équation de Painlevé P1.

Nous considérons dans ce mémoire la forme générale des surfaces bidimension-
nelles lisses plongées dans des algébres de Lie pour lesquelles les équations de GMC
sont équivalentes aux déformations infinitésimales pour la représentation de courbure
nulle pour les équations différentielles considérées. Ces surfaces sont définies par leurs

vecteurs tangents [Fokas-Gel'fand, 1996]
D F((6),3) = 67 ABL N6, DeuF(81,0) = 67 B(O, N

Cette surface F' € g existe sous la condition que les matrices A([f],\) et B([f], \)

soient linéairement indépendantes et qu’elles satisfassent 1’équation
D,,A— D, B+[A M]|+[L,B]=0.

Il est démontré que ces déformations infinitésimales peuvent étre construites par trois
choix possibles de symétries,
149 “1ay R
F=¢"0p+¢ Sp+ ¢ 'pr(t)¢
—— N — N—_———
Sym-Tafel Jauge Symétrie généralisée
qui sont des symétries de la représentation de courbure nulle considérée comme une

EDP (ou une EDO) en terme de variables matricielles L, M et qui obéissent
Ayl =Dy, L — Dy M+ [L,M] =0

ou bien par les symétries de 1'équation différentielle elle-méme 2[6)].

Dans ce mémoire, nous nous concentrons sur la représentation de courbure nulle
pour les équations suivantes :
— Les équations différentielles ordinaires ; associées aux fonctions elliptiques de Ja-
cobi et de P-Weierstrass, de Strum-Liouville, de Lamé, de Riccati et de Painlevé
P1,
— Les équations différentielles partielles; de Sine-Gordon, de Sinh-Gordon, de

Schrodinger non-linéaire, de Bianchi et de Ernst de la relativité générale.
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Pour ces équations, nous avons discuté des caractéristiques géométriques des surfaces

considérées a ces équations, comme

Les deux premiéres formes fondamentales,

— Les courbures de Gauss et moyenne,

Les points umbliques de la surface,

La fonctionnelle de Willmore et la caractéristique de Euler-Poincaré,

I

associées aux surfaces pour la formule d’immersion de Sym-Tafel, pour la jauge et
pour les symétries généralisées. Pour certains cas (Lamé, Jacobi et P-Weierstrass),
nous avons construit des surfaces solitoniques associées aux symétries spectrales, aux

symétries de jauge ou encore aux symétries généralisées.

Plus particuliérement, nous avons construit de nouvelles surfaces solitoniques pour
les équations différentielles elliptiques associées aux équations de Jacobi, soit cn et dn
qui avec sn, étant déja connues dans la littérature [50], forment les trois fonctions de
base des 12 fonctions elliptiques de Jacobi. De plus, nous avons construit des surfaces
pour les équations différentielles associées & la fonction de P-Weierstrass qui ne sont
pas présentes dans la littérature. Nous avons fait de méme pour ’équation de Lamé
pour les trois types de symeétries, c’est-a-dire conforme selon le paramétre spectral
A, de jauge et pour les symétries généralisées. Nous avons aussi trouvé une nouvelle
paire de Lax pour I'équation de Ernst dans la base s[(2, C) et nous avons construit sa
surface. De plus, nous avons solutionné, pour certains ordres, ’équation de récurrence
pour ’équation de Sine-Gordon et ainsi obtenu des symétries généralisées de cette

derniére équation, puis construit ses surfaces.

6.1 Certaines perspectives futures

Nous énumérons ici, a titre d’exemples, certaines perspectives futures qui pour-

ralent étre envisagées.
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1. Nous pouvons utiliser les surfaces des EDO pour approximer les surfaces des
EDP, en utilisant les solutions invariantes de groupes des EDP. Nous pouvons
étendre la solution générale de 'EDO prés des invariants de groupes en faisant

varier les parameétres.

2. Nous pouvons effectuer une analyse asymptotique des surfaces des EDP en uti-

lisant les surfaces des EDO comme approximation.

3. Nous pouvons faire une analyse de la structure des singularités pour les équations
différentielles considérées prises dans le contexte des points umbiliques ou dans

le voisinage des singularités de la métrique induite.

4. Nous pouvons utiliser les opérateurs de récurrence de symétries généralisées pour

obtenir les relations de récurrence entre les symétries associées & ces surfaces.

5. Nous pouvons faire I’étude de la manifestation ( ou comment sont représen-
tées) les caractéristiques intégrables, telles que la structure Hamiltonienne et les

quantités préservées, sur les surfaces.

6. Nous pouvons utiliser le probléme variationnel de certaines fonctions géomé-
triques (interprétées comme la fonctionnelle d’action, par exemple I'action de
Willmore) pour calculer les classes des équations du moment-énergie (Euler-
Lagrange) qui sont déterminées par les équations de la surface. Cela correspond
au cas ol la nature d’un certain phénoméne physique non-linéaire n’est pas bien
établie, mais les surfaces associées sont connues. En utilisant le probléme va-
riationnel sur une surface, nous sommes en mesure de déterminer les équations

d’Euler-Lagrange.



Annexe A

A.1 Matrices de Pauli et éléments de base pour s((2, )

A maintes reprises, nous utilisons 1’algébre de Lie s[(2,F), ot F = R ou C, comme
espace multidimensionnel pour plonger nos surfaces. Il est alors utile de bien définir

une base possible pour cette algébre, soit les matrices réelles de trace nulle

0 1 0 -1 1 0
e = , e = , €3 = :

10 1 0 0 -1

et les matrices imaginaires de trace nulle

| 0 i , 0 —i _ i 0
€4 = 1e] = , €5 1= 19 = , €g = 13 =
i 0 i 0 0 —i
En considérant seulement les éléments {e1, €2, €3}, nous recouvrons totalement 1’al-
gébre s((2,R) et en considérant les six éléments {e1, e, €3, €4, €5, € }, NOUS recouvrons
'algébre si(2,C). Si nous considérons seulement les éléments matriciels qui ont la
propriété

€Tr = —€;, (Al)

7:0'1 =4 =



Annexe A. Annexe 207

Ces matrices forment une base qui recouvre 1’algébre de Lie su(2) et ou les matrices
de Pauli ont aussi les propriétés suivantes

O'ZT =0, tr(o;) =0, 0i0; = Zieijk_ak + 041,
k

[O'i,O'j] = 222'61']"30—‘6’ {0'1',0']'} = 26111
k

A.2 Systémes Hamiltoniens

Un system Hamiltonien est un systéme d'EDO pour les variables dépendantes
(p. q) exprimées sous la forme
dg _ OH ap _ _0H
dt  op’ dt  9q’
ou H = H(q,p;t) est une fonction des variables (g, p,t), appellé I'Hamiltonien. Pour

une solution arbitraire donnée ¢ = ¢(t), p = p(t), nous définissons

en substituant la solution dans ’Hamiltonien. Calculons la dérivée de la fonction h(t)
par rapport & t, nous obtenons
dh_o“fqu+8Hdp+8H
dt  Ogdt Opdt Ot
_OHOH oHoH N oH
9q Op  Op Oq¢ Ot
_oH
ot
lci, 9/0t agit comme la dérivée partielle par rapport au temps en prenant (q,p,t)
agissant comme des variables indépendantes ; quand nous utilisons d/dt, nous prenons
g et p comme des fonctions du temps ¢. (Nous utilisons la notation dH/dt au lieu

de dh/dt, & moins qu’une ambiguité soit présente.) De ce calcul, nous voyons que

la fonction h(t) est une constante si H = H(q,p;t) ne dépend pas explicitement
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du temps. Dans ce cas, 'Hamiltonien H procure une premiére intégrale du systéme
(A.2). Quand nous trouvons une premiére intégrale, dans un cas général, p peut étre
vu comme une fonction de ¢ qui est défini implicitement par H = c. De 13, le systéme
original se réduit & une équation du premier ordre en ¢; la fonction inconnue ¢ doit

étre déterminée par quadrature.

Question : Comment écrire le systéme Hamiltonien défini par I’'Hamiltonien H =

%pQ —2¢*® — aq a € C, puis comment le solutionner ?

Réponse : Le systeme Hamiltonien est donné par

dQ_ dp_ 2
dt_p’ dt—6q + a.

En solutionnant I’équation algébrique H = b, (b € C) pour la variable inconnue p, nous

obtenons p = \/4q3 + 2aq + 2b. Ainsi, I'équation différentielle qui doit étre satisfaite

par g est donnée par

d
4 _ V4¢® + aq + 2b.

dt

Toutefois, ¢ = ¢(t) est déterminée comme la fonction inverse de 'intégrale elliptique

t = F(q) /q dq
= q) = - .
w VAP +aqg+0b

Clairement, cet exemple est équivalent & I’équation non-linéaire

d*y

du second ordre pour y = ¢. Ceci nous rappelle I’équation différentielle de P-Weierstrass,
P(t) = p(tin,w2) 2
dp .
() =460 - 0) - .

En dérivant cette équation, nous obtenons

d’p
de2
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En reparamétrisant les constantes d’une fagon appropriée, nous voyons que la solution

générale de l'équation (A.2) est donnée par

y(t) = p(t — ¢; w1, wa).

Les systémes hamiltoniens qui proviennent du contexte des équations de Painlevé
dépendent majoritairement explicitement de ¢, et de tels systémes ne peuvent étre

intégrés par la méthode décrite ci-dessus. En fait, la premiére équation de Painlevé

d%y
P =6y +t
f a2 Yy +

est celle que nous obtenons en remplagant le paramétre a dans (A.2) par la variable

indépendante t. Cette équation peut aussi étre écrite comme le systéme Hamiltonien

dgq dp 2
— = — =6 t,
dt P, T q- +t,

avec 'Hamiltonien H = %p2 —2¢° —tq. 1l est connu, toutefois, que la premiére équation

de Painlevé est une équation transcendentale qui ne peut étre intégrée.

En généralisant la situation, un systéme Hamiltonien a n degrés de liberté peut

étre défini comme un systéme d’équations différentielles sous la forme

dt ~ op;’ dt — oq’

(1=1,..,n), (A.3)

pour 2n  variables  dépendantes  (qi,...,¢n,P1,--,Pn), OU I'Hamiltonien
H = H(q,. qn,P1,--»Pn;t) est une fonction en terme des variables
(g1, -, Gny D1, .-, Pn) €t t. Lorsque nous parlons d’un systéme Hamiltonien avec plu-
sieurs variables t, ..., t,,, nous utilisons les Hamiltoniens Hi, ..., H,, au méme nombre
que les variables de temps, et nous considérons simultanément le systéme Hamiltonien

(A.3) pour toutes les variables ¢; qui correspondent & I'Hamiltonien Hj;.
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A.3 Structure poissonienne et transformation cano-

nique

Quand ¢ et 1 sont fonctions de (g, p, t), nous définissons les crochets de Poisson

{6, ¢} par

Si les variables q, p appartiennent & un systéme Hamiltonien avec ’'Hamiltonien H =
H{q,p;t), alors nous avons

;o % /__Ci

pour n’importe quelle fonction ¢ = ¢(g,p;t) de (g, p,t). Considérons un systéme de
coordonnées (A, i, s) pour l'espace (g, p,t) tel que {u, A\} =1 et s =¢. Si nous trans-
formons le systéme Hamiltonien par une telle transformation canonique, du moins
localement I’équation transformée peut étre exprimée encore comme un systéme Ha-

miltonien. Maintenant, nous expliquons comment c¢’est possible. Définissons

) OA ;) I
A _{H’/\}+Ea 24 _{Ha:u‘}+5)

et essayons de trouver une fonction f telle que

oA . Oy
=% Ue=7 (A4)

Avec une telle fonction f, définissons K = H + f, nous obtenons un systéme Hamil-

tonien
0K 0K
N={K )\ =— "={K, p} = ——.
A =50 W={K pup=~—+.
avec ’Hamiltonien K. Premiérement, nous récrivons (A.4) sous la forme
o5 [ on
(o)) ot
or| | &
Lol L ot
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par la suite, nous multiplions cette égalité par le déterminant Jacobien pour obtenir

0f) 9% 0w T o]
Oq dq dq ot

or| | aul |
LOp Lop dpd L ot

En représentant le cdté droit de ’équation par [u, v]*, nous devons prouver que du/dp =
0v/0q dans le but de garantir I'existence locale de f. Ceci est démontré par le calcul

Ov_Bu_ 0 (0uON_0udN) 0.
Bpdq dgop) ot T

oq Op ot

Nous remarquons que les crochets de Poisson ont les propriétés fondamentales

suivantes :

1. Le crochet { , } est bilinéaire et anti-symétrique :

{f,f} =0, {9/} =—{f. 9}

2. Le crochet { , } satisfait la loi de Leibniz dans chacun des deux arguments :

{f9.h} ={f h}g+ f{g,h}, {f.gh} = g{f.h} +{f g}h.

3. Le crochet { , } satisfait la loi de Jacobi :

{f:{g,h}} +{g.{h. f}} +{h {f, g}} =0

A.4 Equation de Riccati

Considérons une EDO

Y = a(t)y* + b(t)y + c(t), (a(t) # 0), (A.5)

qui requiert que la dérivée de y = y(t) soit exprimée comme une fonction quadratique

de y comportant des fonctions connues comme coefficients. Une EDO de premiére
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ordre de cette forme est appelée I’équation de Riccati. Nous introduisons une nouvelle

variable dépendante u = u(t) en la définissant par

Ld 1 W
Yy = ———-— U = —-
YT A dt a(t)

&

. (A.6)

& |

Alors, ’équation différentielle qui doit étre satisfaite est de la forme

u’ — (t) w4 alt)e(t)u = .
(a(t) +b(t)> "+ a(t)c(t)u = 0. (A.T)

Nous pouvons voir que u« est déterminé¢ par une équation différentielle linéaire du
second ordre. Nous prenons alors deux solutions indépendantes ¢o(t), #1(¢) de (A.7),
et établissons

u(t) = oo + 16, (co,c1 € C).
De 14, nous obtenons une famille de solutions

1 CO(Z)E] + Cl(/j)ll
a(t) codo + 11

o(t;co, 1) = —

de I'équation de Riccati (A.5). Puisque la fonction ¢(¢;co, c;) est déterminée par le
ratio de ¢y et c;, cette famille de solution est paramétrisée par l'espace projectif

unidimensionnel P! avec des coordonnées homogénes [c : ¢1].

Cet argument peut étre résumé comme suit. Par la transformation (A.6), ’équa-
tion de Riccati (A.5) est linéairisée en I’équation différentielle linéare (A.7) du second
ordre. Il en résulte que ’équation de Riccati a une famille de solutions unidimension-
nelle paramétrisée par P 1l est raisonable de considérer que toutes les solutions de

I’équation de Riccati s’obtiennent de cette fagon.

A.5 Douze fonctions elliptiques de Jacobi

Il y a douze fonctions elliptiques de Jacobi (pour des exemples, voir Gradshteyn

et Ryzhik (1965) [46] ou Abramovitz et Stegun (1970) [6]). Nous introduisons un nom
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générique F = FE(u) =

paramétre. Ces fonctions sont solutions de I'équation différentielle non-linéaire

ot le prime signifie d/du et ot a = a(k) et b = b(k) sont des constantes qui dépendent

E(u, k) pour elles, ot u est 'argument variable et ou k est le

E"+aFE +bE? =0,

du paramétre k. E satisfait aussi

Les constantes a, b et ¢ pour les douze fonctions elliptiques sont comme suit : Il y a

1
(E')? +aE® + 5bE4 =c.

E a b c

sn 1+ k2 2k2 1—k?
cn || 1 - 2k? 2k? 1—k?
dn | —(2— k?) 2 (1 — k)
ns 1+ k2 —2 k?

nc | 1-2k% | —2(1-k?) —k?
nd | —2—8) | 20—k | -1

sc | —(2—k?) | —2(1 —k?) 1

sd | 1-2k2 | 221 — #2) |

cs || —(2 — k%) —2 1—k?
cd 1+ k2 —2k? 1

ds | 12 2| K- R
de 1+ k2 —2 k*

TABLEAU A.1 — Solutions des équations différentielles elliptiques associées aux fonc-

tions de Jacobi (elliptiques)
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trois fonctions elliptiques de Jacobi de base,

- sn(z, k) = sin(¢),

— cn(z, k) = cos(¢),

— dn(x, k) = % = (1 — k? sin2(¢>))l/2,

ol ¢ est implicitement défini par I'intégrale elliptique de premier ordre,

@
u= / dt (1 —k° sing(qb))_l/2 :
0

A partir des définitions ci-haut, nous pouvons voir immédiatement que

d d
@sn(u, k) = cd(u, k). @cn(u, k) = —sd(u, k),
%dn(u, k) = —k*sc(u, k).

sn®(u, k) = 1 — cn®(u, k) = (1 — dn®(u, k)) /K%,
cn?(u, k) = (1 — 1/k%) + dn®(u, k) /K2,
dn®(u, k) = 1 — k%sn?(u, k) = (1 — k%) + k%cn?(u, k).

Les constantes a, b et ¢ ci-dessus peuvent étre facilement calculées par ces résultats.

Les fonctions elliptiques de Jacobi sont des fonctions doublement périodiques de

I’argument complexe u. Spécifiquement,

— sn(u + 4mK + 2inK') =sn(u),
—~ cen(u+4mK + 2n(K +1K')) =cn(u),
— dn(u+2mK + 4inK') =dn(u),

ou m et n sont des entiers et ou
w/2 oy
K =K(k)= / dr (1 — k*sin®()) ,
0

K' = K'(k) = K(K); k' = (1 — k)2
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sont des intégrales elliptiques completes. En restreignant u a étre réel, nous voyons
que sn(u, k), en(u, k) et dn(u, k) ont des périodes 4K, 4K et 2K respectivement. La

période la plus courte corresponds a k& = 0, quand K(0) = 7/2 et
sn(u, 0) = sin(u), en(u, 0) = cos(u), dn(w,0) = 1.
Dans le cas limite avec une période infinie, K(00) = 00, nous avons

sn(u, 00) = tanh(u), en(u, 00) = dn(u, c0) = 1/ cosh(u).

Les fonctions de base sn(u, k), en(u, k) et dn(u, k) sont finies sur tout l'axe des

réels de u et elles ont les zéros suivants sur cet axe :

- sn(u, k) = 0 quand u = 2mK,
— cnf{u, k) =0 quand u = (2m + 1)K,
— dn(u, k) # 0 pour k£ < 1.

ol m est n’importe quel entier. C’est seulement pour le paramétre £ = 1 que dn(u, k)

a des zéros sur ’axe des réels, notament & u = +00.
Les transformations imaginaires de Jacobi

- sn(iu, k) =4 sc(u, k'),
— cnfiu, k) =nc(u, k'),

— dn(iu, k) =dc(u, &)
permettent de passer d’arguments réels a des arguments imaginaires ou l'inverse.

Comme un exemple de l'utilisation des fonctions elliptiques, nous considérons
I'équation statique de mouvement de la théorie ¢* avec une brisure spontanée de
symeétrie,

¢"(z) + mié(z) — A\*(z) = 0.
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Une solution de cette équation est
¢ = (m/VA)(=b/a)/*E(mz/\/a, k),

ol F est n'importe laquelles des douze fonctions elliptiques. En choisissant £ =sn et

en fixant le paramétre £ = 1, nous trouvons la bien connue « kink solution »

¢ = (m/VX) tanh(mz/v/2).

A.5.1 Propriétés des fonctions elliptiques de Jacobi

Les douze fonctions elliptiques de Jacobi sont des solutions des équations différen-

tielles du type

du

ol a, b, ¢ sont des contantes définies par un parameétre k (ce parameétre k est le module).

du\ 2
(_y) =ay® +by* + ¢,

Nous avons la relation entre u et y, soit

/‘1 dt
u = .
y Vc+bt? +at?

Nous savons que les fonctions elliptiques de Jacobi ont les relations suivantes

di;sn(u) = cn(u)dn(u),
d

@cn(u) = —sn(u)dn(u),
d

De plus, elles ont les propriétés suivantes
sn(u) + en?(u) = 1,
k?sn*(u) + dn?(u) = 1,

cn(0) = dn(0) = 1.
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Une notation abrégée et appropriée a été inventée par Glaisher pour exprimer les
réciproques et les quotients des fonctions elliptiques de Jacobi. Les réciproques sont

dénotées en réversant l'ordre des lettres, et s’expriment de la fagon suivante

~ sn(u)  sn(u) _cn(u)
) = ) ) = ) cd(®) = Ga)’
_cn(u) _dn(u) _dn(u)
cs(u) = sn(a)’ ds(u) = sn(w) de(u) = en(n)’

A.5.2 Théoréme d’addition des fonctions elliptiques de Jacobi

Supposons que u et v varient pendant que u + v reste constant et égal a «, tel que

dv
— = -1
du

Maintenant, introduisons, comme nouvelles variables, s; et s, définies par les équations

s1 = sn(u),
sy = sn(v),
312 = (1 - 312)(1 - ]’32312)7

897 = (1 - 5,")(1 — k%sy?).
En différentiant par rapport & u et en divisant par 2s; et 2s, respectivement, nous
trouvons pour des valeurs générales de u et v

51 = —(1 + kz)Sl + 2k2513,

By = —(1 4+ k%)sy + 2k2s,°.
A partir d’algébre simple, nous pouvons trouver que

5182 — 5251 —2]{?28182

. D) - )
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alors
d

' d
: . -1 : : 2.2, 2y-1 2.2, 2
($182 — $281) "— (8180 — $281) = (1 — k®8,°8,°) "—1 — k°s;°s
du( ( 1 °2 du 1 °2 )1
en intégrant cette équation, nous obtenons
3182 - 3281
2024 2

—C,

ou C est la constante d’intégration.

En remplacant les expressions de gauche par leur valeur en terme de u et v, nous

avons
en(u)dn(u)sn(v) + en(v)dn(v)sn(w)
1 — k2sn?(u)sn?(v)

Il est & noter que nous avons deux intégrales pour ’équation du+dv = 0, soit u+v = o

=C.

et
cn(u)dn(u)sn(v) + en(v)dn(v)sn(u)
1 — k2sn?(u)sn?(v)

chaque intégrale impliquant une constante arbitraire. Par la théorie générale des équa-

=C,

tions différentielles du premier ordre, ces intégrales ne peuvent étre fonctionnellement

indépendantes, mais aussi

cn(u)dn(u)sn(v) + cn(v)dn(v)sn(u)
1 — k?sn?(u)sn?(v)

peut étre exprimée comme une fonction de u + v ; appelons-la f(u,v).

En égalant v = 0, nous voyons que f(u) =sn(u), et alors la fonction f est la
fonction sn. Nous avons donc démontré le résultat suivant

sn(u)en(v)dn(v) + sn(v)en(u)dn(u)
1 — k%sn?(u)sn?(v)

sn(u+v) =

qui est le théoréme d’addition.

Nous pouvons facilement déduire la formule de duplication, soit u = v

sn(u)en(u)dn(u) + sn(u)en(u)dn(u)
1 — k2%sn?(u)sn?(u)

1

sn(u+u) =
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2sn(u)en(u)dn(u)
sn(2u) = 1 —k%n%(u)

Nous pouvons trouver similairement pour les fonctions cn et dn que

en(u)en(v) — sn(u)s . n(v)dn(u)dn(v)

1 — k2sn?(u)sn?(v) ’

en(u+v) =

_dn(u)dn(v) — k*sn(u)sn(v)en(u)en(v)
dn(u +v) = 1 — k2sn2(u)sn?(v) |

Pour les théorémes de duplications, nous avons

cn?(u) — sn?(u)dn®(u)
1 — k2sn*(u) ’

cn(2u) =

dn?(u) — sn?(u)en?(u)
1 — k?sn4(u)

dn(2u) =

A.6 Théoréme d’addtion de la fonction de P-Weierstrass

Le théoréme d’addition pour la fonction de 7P-Weierstrass nous permet d’exprimer
explicitement p(x + y) en terme de fonctions de P-Weierstrass de z et de y.

1 (p'(Z) -¥)Y

pie+9) = ¢ (5252 —0e) — o)

La formule de duplication est donnée par

o) = 1 (29) - opia

quand

ou ici, t agit comme 2 ou y.
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A partir du théoréeme d’addition, le résultat suivant tient.

[20(2)p(y) — 392]
[p(z) = p(y))*

p(z+y)+plz—vy) = “[p(z) +ply) — g3]-
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