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UN MODELE DE CALCUL DU DEUXIEME COEFFICIENT

VIRIEL DIELECTRIQUE POUR LES GAZ RARES

Nous proposons un nouveau modéle pour le calcul du deuxié-
me coefficient viriel diélecfrique. Notre mod&le représente
les molécules comme des sphéres diélectriques. - Aprés avoir
développé le ﬁodéle mathématiqqe 3 1'aide des coordonnées
bisphériques et des équations aux différences finies, nous ap-
pliqﬁéns nos prédictions aux résultats expérimentaﬁx et expli-
quons pourquoi ces prédictions sont meilleures que celles de

-Mc Quarrie et Levine.

Signeé:

Alexandre Goyette
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SOMMATIRE

Cet ouvrage se divise essentiellement en deux parties.
Dans la premi@re partie nous décrivons les principaux travaux
des divers auteurs proposant des modéles théoriques pour le
calcul du deuxi&me coefficient viriel diélectrique. La plupart
des auteurs considérent les molécules comme des dipoles ponc-
tuels ayant soit une polarisibilité comnstante, soit une polari-
sibilité dépendant de la densité qui est due aux forces quan-
tiques & courte portée. McQuarrie et Levine proposérent un
mod&le de calcul du deuxiéme coefficient viriel diélectrique
ol les molécules sont représentées par des sphéres métalliques.

Nous décrirons ce modéle en détail.

Pans la deuriéme partie nous développons notre propre
modéle puwur le calcul du deuxiéme coefficient viriel diélectri-
que. Aprés avoir développé le modéle mathématique nous appli-
quons nos prédictions aux résultats expérimentaux et expliquons
pourquoi ces prédictions sont différentes de celles de McQuarrie

et Levime.



CHAPITRE I

INTRODUCTION

L'étude du comportement d'un diélectrique placé dans un condensateur

et mis en présence d'un champ &lectrique, intéresse les chercheurs depuis
fort longtemps. On sait que la quantité qul caractérise le mieux un dié-

lectrique est la constante diélectrique €. La constante diélectrique peut

étre définie simplement de la fagon suivante: soit V, la différence de po-

tentiel entre les plaques d'un condensateur lorsque ces plaques sont sépa-
rées par du vide, et soit V la différence de potentiel lorsqu'on remplit
1'espace entre les plaques avec le diélectrique considéré; alors V = z; .

Une des premiéres relations & €tre développée fut celle dérivée en 1850

d'abord par Mosottl (1) et ensuite Indépendamment par Clausius (2); elle

s'éerit
(e -1) _4r -
(e + 2)d BOL’ (1-1)

ol £ est la constante diélectrique, d la densité et o la polarisabilité



de la molécule”. Cette relation ne s'applique qu'aux diélectriques non-
polaires, c'est-i-dire aux diélectriques dont les molécules n'ont pas de
moment dipolaire &lectrique permanent. Four tenir compte des diglectriques
polaires, Debye (3), en 1912, a modifié la relation de Clausius-Mosotti,

pour l'écrire

(e=1) _a4r ( . u? ;
€+ a3 1% 5T (1-2)

ou | représente le moment permament d'une molécule et kT 1'énergie thermi-
que. Ces deux relatlons supposent un champ €lectrique externe faible et

constant.

Plusieurs chercheurs ont développé des théories pour expliquer le
comportement d'un diélectrique placé dans un champ électrique fort et cons-
tant. Debye (4) le premier, a tenté d'expliquer la constante diélectrique
des liquides polaires pour un champ fort. TI1 a considéré des diélectriques
oli, & cause des dimensions réduites des ions, un champ fort est produit
dans le volsinage de ceux-ci, champ qui conduit & une saturation de la

constante diélectrique effective, qui devient moindre que sa valeur normale.

Booth (5) et Buckingham (6) ont aussi développé des théories pour des

diélectriques soumis & des champs forts.

Dans le cas d'un champ extérieur variable, 1'indice de réfraction est
défini par la relation n = c/v, ou v est la vitesse de phase de 1'onde
électromagnétique dans le milieu et ¢ la vitesse dans le vide. En 1'absen-

ce de mouvement de charges dans le milieu, la vitesse de phase s'écrit

* La polarisabilité est la quantité qul mesure la facilité de défor-
mation d'une molécule sous 1'action d'un champ &lectrique.



v/¥Ep , oli € et U sont respectivement la constante diélectrique et la per-
méabilité magnétigque du milieu. | tant égale approximativement & 1'unité,
1'on obtient la relation de Maxwell m° = ¢ et 1'équation de Clausius-

Mosotti (1.1) s'écrit:

= o (1.3)

Cette relation valable pour les substances polaires et non-polaires
s'appelle 1l'équation de Lorentz-Lorenz (7,8). Elle s'applique dans le cas
des longueurs d'onde de l'ordre du cm. ou du m., dépendant de la substance
et de la température. Pour des longueurs d'onde plus petites apparaissent
les phénoménes de dispersion et la constante diélectrique ainsi que 1'in-
dice de réfraction dépendent de la fréquence. Debye (9) a obtenu dans ce

cas la relation sulvante:

(e-1) _4r [ w1 ] -
T %T T+ i2nu) (1.4)

oi V est la fréquence du champ et T est le temps de relaxation, c'est-d-dire
le temps que met le dipole orienté par le champ & revenir & l/exp de son
orientation initiale quand on coupe le champs. Ona: 7 = 47N a'/kT ol mn

est la viscosité et a le rayon de la molécule, On note dans 1'équatien
{1.4) que la constante diélectrique est complexe, ce qui implique une dif-

férence de phase entre la polarisation du milieu et le champ extérieur.

Frohlich (10) a développé également une théorie pour le cas des champs

de petite longueur d'onde.

Le cas d'un champ faible et constant est celuil qul nous intéresse
dans ce travail. Plus spécifiquement, nous considérons le cas d'un champ

gélectrique faible et constant appliqué & des diélectriques non-polaires



tels les gaz rares, pour des densités moyennes. Pour des densités faibles,
la relation de Clausius-Mosotti (1.1) est assez bien vérifi&e. Lorsque
la densité croit, toutefoils, on observe des déviations importantes par

rapport 3 la relation (1.1). On utilise alors le développement viriel de

(e = 1)

la fonction de Clausius-Mosotti (e * 2d °

(e = 1)

(c +2a A

e * Bd +Cd? + ..., (1.5)
ol Ags Bg, Cg, etc.. sont appelés coefficients viriels diélectriques. Le

4n

3
des molécules prises individuellement, avec le champ. Le deuxiéme coeffi-

premier coefficient viriel diélectrique, A. = a, représente l'interaction

cient viriel diélectrique, B_, représente la premiére déviation par rap-

EI
port au comportement d'un gaz parfait et tient compte de l'interaction des
molécules prises deux 3 deux. Le troisiéme coefficient viriel diélectrique,

Cgy décrit 1'interaction entre trois molécules, etc..

Les travaux expérimentaux et théoriques les plus nombreux portent sur
le deuxiéme coefficient viriel diélectrique B. (Kirkwood (11), Buckingham
et Pople (12), de Boer et al (13), Heinrichs (14), Jansen-Mazur (15),

MecQuarrie-Levine (16)).

Le premier groupe de travaux considére les molécules du diélectrique
comme des dipoles ponctuels. Kirkwood (11), &labora une théorie pour ex-
pliquer la déviation quil apparait & haute densité par rapport & 1'équation
de Clausius-Mosotti. Il &tudia les fluctuations dans les moments induits
dues au mouvement statistique des dipoles, Par la sulte, de Boer et al (13)
et Buckingham et Pople (12), firent des calculs précis avec le potentiel
intermoléculaire de Lennard-Jones. WNous allons discuter ce groupe de tra-

vaux en détall dans le chapitre II.



I1 est mentionné dans ces trois travaux qu'un autre effet important
peut affecter le deuxiéme coefficient B. et expliquer la valeur négative
de celui-ci pour les gaz rares légers, hélium et néon. 11 s'agit de la
variation de la polarisabilité de deux molécules avec leur distance. Cet
effet a été traité quantiquement par plusieurs auteurs {(Jansen-Mazur (15),
Heinrichs (14) ...). Nous allons étudier dans ce travail les modéles clas-

siques de cet effet.

Dans le chapitre III, nous allons discuter le modéle de McQuarrie
Levine (16) ou les molécules sont considérées comme des sphé&res métalliques
et dans lequel on calcule la variation de la polarisabilité de deux sphéres

avec leur distance.

Dans le chapitre IV nous traitons le probléme électrostatique de deux
sphéres diélectriques dans un champ constant, probléme dont la solution
semble inconnue jusqu'd présent. Dans le chapitre V nous appliquons les
résultats obtenus au chapitre IV pour développer un modéle de calcul du
deuxiéme coefficient viriel B., dans lequel les molécules sont considérées

comme des sphéres diélectriques.



CHAPITRE II

MODELES DES DIPOLES PONCTUELS ET MODELES QUANTIQUES

A) Polarisabilité constante

Nous allons décrire dans la section A de ce chapilitre les principaux
points des travaux de Kirkwood (11), de Boer, van der Maesen et Ten Seldam
(13) et de Buckingham et Pople (12). Ces auteurs ont développé une théorie
ol le deuxiéme coefficlent viriel diélectrique est calculé a partir de
1'interaction des dipoles ponctuels avec une polarisabilité constante et

de la moyenne statistique sur le mouvement thermique de ceux-ci.

Kirkwood (11) considére le diélectrique comme étant formé de N dipoles
ponctuels, représentant les N molécules, dont la polarisabllité est cons-

tante et égale 3 a. Le moment &lectrique ﬁi de chacun d'eux est donné par:
By =oa ¥y (2.1)

ol fi est le champ agissant au centre de la mol&cule 1. Ce champ est

formé du champ extérileur D et du champ di aux autres (N - 1) dipoles:



M
¥, =0- JT,.p (2.2)
1 1kPk :
=
ki

a

Le champ du au dipole ﬁk au centre de la molécule 1 est Tik-gk, ol

Tj} est un tenseur caractérisant 1'interaction dipole-dipole:

> ) TN
Tik = %i'?k J = - (2.3)
rud  rhe L Tk
;ik Etant le vecteur allant du dipole 1 au dipole k.
En remplagant (2.2) dans (2.1), on obtient le développement
Py = oD E T, D + o ? E T (2.4)
Pi= —ﬂ ik 4 baw .
=1 =1 1k ki
kL kL %fk

en série de puissances successives de T. Kirkwood a pris ce développement

-+ -+
et a calculé la valeur movenne statistique p de Py a partir des valeurs

- - 5
movennes statistiques Ty et Tikai Comme p est le méme quelle que soit

la molécule 1, la polarisation totale, et donc la constante diélectrigue,

sont obtenues & partir de la relation

_(e-1) 2 (2.5)

E._
4w

dﬁf;,

+ -+
oi E = Dfe est le champ de Maxwell. Les valeurs moyennes statistiques de

Tik et de TyyTy; ont &té calculées par Kirkwood avec le potentiel intermo-
léculaire des sphéres dures et, aussi, avec un potentiel tenant compte de
1'attraction de van der Waals en 1/r°. En ne retenant que le premier terme
en Tik du développement (2.4), Kirkwood obtlent 1'&quation de Clausius-
Mosottl quelle que solt la forme du potentiel intermoléculalire. En tenant

compte du terme en Ty Typ, 11 obtient la relation



(8—12__ 1 2.2
3q - =P {1+ @+ Pd + T Ped® + ... ] (2.6)
ou P, =-é¥ No, Y = P,/b, b = 2mNad/V et a est le diamétre de la molé-
cule.

Généralement le terme de fluctuation y cause une déviation positive
par rapport 4 la formule de Clausius-Mosotti (1.1), les valeurs calculées
étant plus petites que les valeurs expérimentales. Cela suggére la pré-

sence d'un autre effet: la variation de la polarisabilité avec la densité.

De Boer, van der Maesen et Ten Seldam (13) reprirent le calcul de
Kirkwood en le reformulant de fagon 1légérement différente. Partant de

1'équation

N

> >

py =D - 0 ) Typ°py (2.7)
k=1
k-

1ls prirent la moyenne statistique sous la forme:

3 N ——— _ 3 - N_ 3
p=oD-a ) (Typ*Px ~— Typ'P) - @ ) Tyk° P (2.8)
=1 le=1
I k1
et définirent le terme‘de fluctuation:
If@ S et my =L (e F s (2.9)
‘P ~ L4k'Pr) T3 .
K1 ik *k ‘ 3
A

oi S = S(d,T) est une fonction de la densité et de la température. Sul-
N -
vant les calculs de Kirkwood, Z Tik’gk ~ &1 dp. En utilisant les relations:

3
kAL



pd = P {Ea; VE e D= 2; b ==i§—§—31 E, 11 sult de (2.8) et (2.9)
que:
(e - 1) _ 4mo _ ,
T i~ 3 [1 + 52] (2.10)

En ne relevant que les termes en &?, la fonction 5 se développe ainsi:
2
S5, =Byd + C,d” + ... (2.11)

De Boer, van der Maesen et Ten Seldam ont calculé les coefficients

B, et C, pour les potentiels "puits carré" et de Lennard-Jones.

2

Le coefficient B, est relié au deuxiéme coefficient viriel diélectri-

que par la relation:
B, = —B (2.12)

2 droy

L'expression générale de B, trouvée par de Boer et al est

-V
B, = 8ma’ [ e B v gy (2.13)

ol ¢ représente le potentiel entre deux molécules.

Dans le cas du potentiel de Lennard-Jones

U‘\- 12 I.‘U'\I a=
b = e [(;J - (£ (2.14)

Lr)
ils ont trouvé 1'expression suivante:

BYX(T*%) = o** | CQ(&IT*}EE_é (2.15)
0=0

ol Cy = % m C{aL + 2)/4), E: = B,/o?, ™ = kT/e, o =ala?! et
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I'(n + 1) est la fonction gamma. L'&valuation numérique des deuxiémes
coefficlents viriels diélectriques d'aprés (2.15) montre que les valeurs
théoriques prédites par la théorle de de Boer et al sont plus grandes que

les valeurs expérimentales.

Buckingham et Pople (12) sont arrivés par un formallsme un peu dif-
férent & la méme expression (2.13) pour le deuxiéme coefficient viriel.
Ils 1'ont exprimé toutefois 3 1'aide d'une fonction H, qu'ils ont tabulée

dans le cas du potentiel de Lennard-Jones:

2y2
B, =210 a3y (y) (2.16)
9rg
. '3 27-n - v
- _ 4 E[2 - 6 BF + n - 3f vy
ol y z(kTJ et Hy(y) =y vgﬂ F[ W J o

Leurs prédictions théoriques sont, bien siir, identiques & celles de

de Boer, van der Maesen et Ten Seldam.

B) Polarisabilité wvariable

Dans cette section nous allons discuter les travaux de Jansen et
Mazur (15}, de Heinrichs (14) et de Buckingham (17), qui ont consid&ré que
la polarisabilité o d'une molécule n'est pas constante mals peut dépendre
de la densité. La wvarlation de la polarisabilité en fonction de la sépa-
ration entre les molécules est diie & 1'influence des forces guantiques de
dispersion & courte portée. Une explication simple de cet effet est la
suivante. Les électrons d'un atome tournent sur leur orbite. L'application
d'un champ électrique fait que les &lectrons se déplacent dans la direction

contraire au champ. Ainsi, leurs orbites sont déformées. Le déplacement



des électrons constitue le moment dipoelaire induit. D'autre part, la po-
larisabilité représente, pour un champ donné, 1'importance de la déforma-
tion. Il est clair que la présence d'un autre atome au volsinage de 1l'ato-
me considéré influencera les orbiltes &lectroniques de celui-ci, donc leur

capacité de se déformer et par le fait méme la polarisabilité.

En général, pour calculer la varilation de la polarisabilité, 11 faut
considérer la fonction d'onde atomique et la perturbation de celle-ci par
le champ extérieur, ainsi que par le champ des autres atomes. L'interaction

due au champ extérleur est
(2.17)

et celle due aux autres atomes, c'est-d-dire 1'interaction dipole-dipole,

est

1 - -
Vo, =51 I PiTik’Pk (2.18)
1 IeH

Dans (2.17) et (2.18), ;i représente maintenant 1'op@rateur moment

dipolaire d'un atome

- s

Py = E eyry (2.19)
-

oll ey et r; sont respectivement la charge et le vecteur position d'un

électron et la sommation porte sur tous les électrons d'un atome.

Soit ¢, la fonction d'onde atomique en 1'absence du champ. Il y a
deux approches possibles. Jansen et Mazur considérent que toute 1l'inter-
action V, + V, perturbe ou déforme la fonction d'onde ¢, et & partir de 13

calculent la varlation de la polarisabilité. D'un autre cdté, Hednrichs
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considére que V, agit de prime abord, changeant ¢, en Qé et, qu'ensuite

la variation de la polarisabilité se calcule i partir de la perturbation
de ¢; par 1l'interaction V,. Cette seconde approche est justifiée par le
fait que V, représente l'interaction avec le champ extérieur qui, chrono-
logiquement, est la premiére ad agir et 4 induire des dipoles. Jansen et
Mazur (15) commencérent par calculer les fonctions d'onde aux différents
ordres de perturbation: ¢g¢} = dg» ¢El}, ¢EZJ et ¢§3}. De 1a, 1ls en dé-
duirent les différents ordres de perturbation des valeurs moyennes des mo-
ments dipolaires €Fi>{1}, {;i>(2] et <;i>(3}. De ceux-ci ils obtiennent

a[z]‘ Enfin,

les différents ordres de la polarisabilité u{n} P u(l} et
@, etant la polarisation constante, ils trouvérent que all) = 0 et que
al?) représente la variation de la polarisabflité. Ils ont obtenu 1'ex-

pression générale suivante pour la polarisabllité en fonctlon des distances

intermoléculaires:

2)_ 2 2
@y =ay g+ af=a [0+ al cy ] Ty e c, (T T O] (2.20)
kL kL

ou Tik:Tki représente la trace du produilt Ty *Tki, U est le tenseur unité

et C, et C, sont des constantes spécifiques aux molécules considérées.

Dans un deuxi@me article (18), 1ls firent un traitement statistique
analogue 3 celul de Kirkwood, de Boer et al et Buckingham et Pople, sauf
que en prenant la moyenne statistique ; du moment dipolaire définle par les

équations (2.1) et (2.2) 1ls prirent aussi la moyenne statistique a de la

polarisabilité donnée par 1l'équatien (2.20):

T4

- a,b - a kziTik-Ek (2.21)
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51 la variation moyenne de la polarisabilité s'écrir:

Ga %%

- 2 N oA
un T— E(T]d + b{T}d e {E.Zi}

ils obtiennent 1'expression suivante du coefficient a(T):

a(T) = 8ma? (C, + 3C,) re"ﬂd’r"‘dr (2.23)
L[]

Ils appliquérent leurs résultats 4 1'Hélium et & 1'Argon et trouvé-

rent que la variation de la peolarisabilité %E donne une contribution posi-
0

tive 3 la fonction S$(d,T). Cette contribution positive ajoutée aux valeurs

théoriques déja trop grandes de 5(d,T) irait donc dans le sens contraire

de 1'expérience.

Helnrichs obtint, en utilisant son approche mentionnée plus haut, une
expression de Ax, que nous n'allons pas donner ici [?a{r (14), (25]]-
A 1'aide de plusieurs approximations toutefois, il calcula %% pour
1'Hélium et 1'Argon et trouva des valeurs négatives. Les résultats sont

satisfaisants pour 1'Argon, mais non pour 1'Hélium dont la variation néga-

tive de la fonction de Clausius-Mosotti ne peut &tre expliquée.

Buckingham (17) considéra 1'expression suivante du moment dipolaire
d'une molécule

p = (g * ¢ YF? + ..F (2.24)

ot F est le champ €lectrique effectif agissant au centre de la molécule
et ¥ 1'hvperpolarisabilité. En introduisant le terme non linéaire %—YFI,
il peut exprimer la variation de la polarisabilité en termes de 1'hyperpo-

larisabilité et de la movenne statistique du champ effectif F. Il obtient,
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en utilisant aussi des calculs quantiques,

5Y£r§ 292
Be = ag + 9 8ﬁ3Nu He (y) (2.25)
0 ] 9r,y

En conclusion, nous pouvons dire que les calculs quantiques pour le
deuxiéme coefficient viriel diélectrique sont en général trés compliqués

et n'ont pas donné jusqu'3 présent des résultats vraiment satisfaisants.



CHAPITRE 1III

LE MODELE DES DEUX SPHERES METALLIQUES

McQuarrie et Levine (l1l6) propos&rent, pour améliorer le
calcul du deuxiBme coefficient viriel diélectrique B, un modé&le
ol les molécules sont représentées par des spheres métalliques
et oli 1"on peut calculer la variationm de la polarisabilité de
deux molécules avec leur distance en résolvant le probléme &lec-
trostatique de deux sphéres métalliques dans un champ extérieur.
La description d'une molécule par une sph&re métallique est un
modéle satisfaisant dans la mesure oii 1'on peut supposer que la
distribution de charge & la surface d'une sphére simule asse:z
bien la distribution €lectronique 3 la surface d'une molécule.
Par exemple, dans les calculs quantiques sur la polarisabilirté
d'une molécule et sur le deuxiZme coefficient viriel diélectri-
que (Heinrich (14), Jansen-Mazur (15)) on a utilisé& surtout les
2lectrons de la derni&re couche #lectronique, donc les plus
superficiels. Ces calculs tendraient domc & justifier le modile
des sphéres métalliques. Il est toutefois assez plausible de
penser que tous les électrons d'une molécule joueraient un rdle
dans les phénom&nes de polarisation et d'interaction entre les
molécules et ceci favoriserait le modéle moléculaire des sphéres
diélectriques que nous allons développer dans les chapitres sui-
vants. Dans ce chapitre nous allons décrire les lignes princi-
Pales du travail de McQuarrie et Levine.
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Ces auteurs basent leurs calculs sur la formule suivante

du deuxiéme coefficient viriel diélectrique

w2 [ _
B, = 81 | g2 "¢ (X)/kT a,, ,(r)dr, (3.1)
'IU :
formule dérivée en détail dans les deux références (16, 18).

Dans (3.1) r représente la distance entre deux molécules, ¢ (r)

le potentiel intermoléculaire et @, u{r} la moyenne sphérique
L]

de la polarisabilité de deux molécules:
.1 + 7 | 2
ulz‘n[r} B 3 QLE‘I‘{I} lejT{r}J {3- :I

o, L(r) Etant la polarisabilité lorsque le champ extérieur

est paralléle & l'axe moléculaire et “ig 7 la polarisabilité
lorsque le champ est perpendiculaire 3 1'axe moléculaire. La
formule (3.1) devient identique & la formule (2.13) de
Buckingham-Fople et de de Boer, Ten Seldam et wvan der Maesen
dans l'approximation des dipoles ponctuels:

&<u1>3

QLE n{r) r — - {3-3}
s IE

Dans le cas de deux sphéres métalliques, il s'agit de cal-

culer les deux polarisabilités o (r) et o ~(T).
12, L 12,7

Pour une sphére métallique de rayon R placée dans un champ

constant D, , on sait que le moment dipolaire est p = REDﬂ et

que la polarisabilité est o = R® (27).



17

Pour deux sphé&res métalliques on résout 1'éguation de
Laplace en coordonnées bisphériques. MNous discutons ces coor-
donuées en détail dans 1'appendice A, Les coordonnées cartési-
ennes (%, ¥, 2} s'expriment en fonction des ceordonnées bisphe-

riques (o, 1, $) par:

x = a sino cosd/(ehn - cosa)
y == a sina sing/(echn - cosa) (3.3a)

z = a shn/{chn - cosa)

De (3.3a) il vient que;

x? + y? 4+ (z - a cothn)? = a?/ship €33K)

d'ol les surfaces 1 = constante représentent des sphires. Nos
deux sph®res sont représentées par n = N, (sphare supérieure)

et n = -n, {(sphére inférieure). Le rayon de ces sphBres est
R = a/shn, et leur centre est situé 3 R chn, de l'erigine sur

1'axe des z (voir figure p. 25).

A) Champ perpendiculaire 3 1'axe des sphéres

Si 1l'on prend l'axe des sphéres selon ez et le champ exté-
rieur seleon oy, la forme la plus générale du potentiel en coor-

dennées bisphériques est®

Vtﬂ,ﬂ,¢} = (chn - cosa}i ) {Am chin+%)n + ansh{n+§}q}Pim}{cusu}eln

m,n

I

- D, a sina sin¢IEu{chn - cosa). £3.4)

*Clette forme provient de la solutionm de 1'équation de Laplace
en coordonnées bisphériques (voir Moon et Spencer (27)).
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Considé&rons maintenant les symétries du potentiel; ce sont
a) V doit €tre symétrigue par rapport au plan x o y.
-+ -
b) 81 1'on change le sens du champ: E — -E, les distribu-
tions de charges changent de sens et donc le potentiel est anti-
symétrique par rapport au plam x o z; en fait, on peut choisir

le potentiel V tel gqu'il soit nul dans ce plan.

De la condition (a) nous déduisons que Bp, = 0. De la

m

condition (b) nous obtenons que Ei peut Etre femplacé par

sin mp. Le failt que les surfaces des sphéres sont Equipotentiel-

les (on peut les choisir au potentiel zé&ro) entraine gue

() D, a sina sing
L A, _sinmd P "’ (cosa)ch(n+i)n, - = 0; (3.5)

m,n Eq (chn, - cosa) 2

ainsi, seulement les termes m = *1 sont & retenir. En posant
Bn = ﬁn,l - An,—l on a donc:

Vin,a,¢) = (chn - Cﬂsﬁ}i E Bnch{n+ﬁ]ﬂ Pé*){cosa]sin¢
n

D, a sina sing
(3.6)

€, (chn - cosa)

Multiplions de chaque c@té& par P;(cusu]sin¢ do et intégrons

v(n,,o,¢) = 0:

D a (m
0

h Y n Ol —

c {j i:l 0 E,:I JD {Chrln _ cosu]a’z

2 (§+1)! do sin’a P;(ccsa}

By 27+1 (3T (3.7)

Employons malintenant les deux relatlions de recurrence
1 - -
sino Pn{:oamj nPn_l{cnsu} n coso Pn{ccsu} et
{2n + l)coso Pn(cosa] = (n + l}Pn+l{cosm) + n Pn_l(cosm} et le

développement (20):
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shn = 2% | (n+4)exp| -{n+£}n]Pn(c05H}- (3.8}
(chn - cosa)¥? n=0

Hous obtenons

2 ¥2 D, a Eﬂ"
Ej T lexp[(23 + L)n,] + 1}

(3.9

Ceci spécifie complétement le potentiel.

La densité de charge sur les sphires est donnée par 1'ex-

pression

do(u,d) = D-d8 (3.10)
oi
o s
D= €,E = [g,(chn - cosa)/a] (3V/3m)a, (3.11)
et 3, est le wvecteur unité dans la direction n.

!

Le moment dipolaire électrique des deux sph&res par rapport

i 1l'axe oz est donné par la formule générale:
= 2
o 2 J y do (3.12)

ofi le facteur 2 tient compte des deux sphéres. En utilisant

(3.10%, (3.11) et (3.9) nous obtenons:

~ 2a‘’ do sin‘a d¢ sing [8V
L T ) an
(chn - cosa) My
(3.13)
oo a1 shn, !
= 3 -— -
27D, J(-1) [;Fﬂﬁﬁ?‘

!

avec 4, = 2R3DU + u%, on obtient la polarisabiliteé

T
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uy = .
ayz,1(0) = 5= = 2R7sh’n, 22(-1}5 L (shsn,)? (3.14)
$=

=

B) Champ parall&le & 1'axe des sphéres

Kous considérons maintenant le cas oli le champ extérieur
uniforme est dirigé suivant cz. La forme générale du potentiel

(27} est alors:

i

V(n,a) = (chn =- cosa) ¥ {a_sh(n+3)n + B _ch(n+i)n}l P (cosa)

n—0

D, a shn

T £, (chn - cosa) (3.15)

puisque V est symétrique autour de oz.

Employant l'expression (3.8), nous avons que:

Vin,o) — } {A_sh(n+3)n + B_ch(n+i)n} P,l(cosa)
n n
{chin - cosa) n=0

- 2¥2p, a ¢,7! T(n+3)exp [-(n+4)n] P,(cosa) (3.16)
Utilisant aussi le fait que V(in ,a) =iV, implique Bﬂ'ﬂ et que (20):
Read
{chn - cosa}_& = Zé'E exp[;(n+i}ﬁ] P, (cosa) (3.17)
n=0
on obtient

23 exp[-(n+3)n ] [v, + (2n+1)D,e7 a]

A, = NCEE ST (3.18)
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En sachant que la charge sur chaque sphiére est zéro on peut

trouver V,. On a ainsi complétement spécifié& le potentiel V.

La seule composante du moment dipolaire nmon-nulle est la
composante Z. De la mEme mani&re que dans le cas transverse on

trouve pour le moment dipolaire:

uL = 2 J z2do

b lan

2 i do |
_ 2a da sing shn d4 [aVv (3.19)
(chn - cosa)? N,

soit, @ l'aide des équations (3.16) et (3.18):

up = 4D,R¥sh’n, {8,(ny)5,(n,) = ST (ng)}1/S,(ny) (3.20)
w0 = ;chjnn
ol Sﬂ [""a} = i E shJT!Q 1; Sliﬂa) - E |'_'—'—'— et

=1 i=1 |sh¥jin,

S, (ny) = 8,(n,) + [ (shin,)™?
3=

La polarisabilité longitudinale sera donc:
Gy, (E) = 4R%sh¥ng ({S,(n )8, () = [8,(n)]*H/s,(ng)) - 28% (3.21)

Ainsl les polarisabilités longitudinales et transverses

sont données par les équations (3.21) et (3.14).

Le deuxi®me coefficient viriel diélectrique pourra s'écrire,

éen posant x = r/2R = chrn, et en prenant le potentiel
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intermolé&culaire des sphéres dures dans 1l'équation (3.1):

64 *
Be = 3 20, J x?alz’o(x)dx. (3.22)
1

McQuarrie et Levine ont intégré numériquement 1'équation

(3.22) et ont obtenu:

2
4 2
1°

B. = (2.01799 ...) g ¢

c (3.23)

Nous avons construit ci-dessous un tableau comparatif des
valeurs théoriques de BE suivant 1'équation (3.23) et des valeurs

expérimentales de B€(19,20) pour les gaz He, Ne, Ar et Kr.

Be (m®mol™%) x 1012 Be (m®mol™%) x 10'?
calculés valeurs expérimentales
He 0.1359 - 0.06 * 0.04
Ne 0.5025 - 0.30 £ 0.10
Ar 8.655 0.39 = 0.20
0.72 £ 0.12
Kr 19.814 5.6 * 0.3

En comparant les valeurs prédites par McQuarrile et Levine

avec les valeurs expérimentales, on voilit que les B, de McQuarrie
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et Levine sont sensiblement trop grands; par exemple

Mec.L.

gMe Lo iry ~ 2188*P (ar), B (kr) ~ 3985 7P (xr) (3.24)

E

En conclusion, nous pouvons dire gque ce modéle qui suppose
que la distribution de charge & la surface d'une sphére conduc-
trice simule assez bilen la distribution électronique 3 la sur-
face d'une molécule et qui utilise surtout les électrons de la
derniére couche, donc les plus superficiels, ne serait pas suf-
fisant. Il seralt nécessaire d'avoir un modéle qui tiendrait
compte du fait que tous les E@lectrons d'une molécule jouent un
role dans les phénoménes de polarisation et d'interaction entre
les molécules. C'est ce gue nous tenterons de démontrer dans

les chapitres suiwvants.



CHAPITRE IV

LE MODELE DES DEUX SPHERES DIELECTRIQUES:
CALCUL DES POTENTIELS ELECTROSTATIQUES

Nous allons trouver dans ce chapitre une solution au problé-
me des deux sphéres diélectriques placées dans un champ extérieur
uniforme. Plus particuliérement, nous allons déterminer les po-
tentiels correspondant aux deux régions situées a 1l'intérieur et
a l'extérieur des deux spheéres. Nous allons calculer au chapitre
suivant les moments dipolaires é&lectriques et les polarisabilités
de ces deux sphéres. Par la suite, ces deux quantités nous se-
ront utiles pour déterminer le deuxiéme coefficient viriel dié-
lectrique d'un gaz dont les molécules seraient représentées par
des spheéres diélectriques.

Le probléme des deux sphéres diélectriques placées dans un
champ €lectrique uniforme semble ne pas avoir été traité dans la

littérature. Le traitement que nous faisons est donc original”
Le travail que nous avons trouvé se rapprochant le plus de ce
probléme est celui de Ninham et Michell (21). Ces auteurs ont

traité les forces de van der Waals entre deux sphéres diélectri-
ques macroscopiques placées dans un champ électrique extérieur.
Toutefois, leur probléme est différent du ndtre en ce sens qu'ils
ne calculent pas le potentiel mais 1'énergie d'interaction (ou
énergie de van der Waals) entre deux sphéres, ce qui est une
quantité bien différente. Leur calcul est d'autre part approxi-
matif et ne s'applique qu'aux faibles et grandes séparations
entre les deux spheéres.

* Ce traitement fait actuellement 1'objet d'une publication
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Nous allons donc considérer dans ce chapitre deux sphéres
dielectriquea égales de rayon R et de constante diélectrique €4
entourées d'un diélectrique de constante diElectrique €Eq Les
deux sphéres seront placées d'un cité et de 1'autre du plan
X o ¥y avec leurs centres respectivement 8 z = *r sur l'axe oz.
Le champ €lectrique uniforme pourra assumer 1l'une des deux
directions suivantes: A) parall&le 3 l'axe passant par les cen-
tres des deux sphéres, c'est-a-dire 1l'axe oz, B) perpendiculaire
4 cet axe, et dans ce cas, nous choisissons E suivant 1'axe oy.
Dans les sections A) et B) nous allons traiter respectivement
ces deux cas.

-+
A) Le champ électrique E parall2le 3 oz

Le tralitement qul suit ressemble en beaucoup de points 3
celui de deux sphéres métalliques dans la section B) du chapitre
III. Le potentiel & l'extérieur des deux sph@res est indépendant

de l'angle ¢ et a la forme générale (voir aussi 1'équation (3.15)).
?E(n,u} = {chn - cuﬂr::c.}i E {Anch{n+i)n + Bnnh(n+§)n}9n(cusa}
n

_ E a shn
(chn - cosa) (4.1)

Nous noterons V, et V_ les potentiels & l'intérieur de la
sphére supé&rieure et de la sphére inférieure respectivement. Les
potentiels V, et V_ auront la méme forme générale que (4.1),
dans laquelle toutefois on aurait omis le potentiel
- E a shn/(chn - cosa) di au champ extérieur. Le potentiel
- E a shn/(echn - costt) = - Ez, df au champ extérieur, est anti-
symé&trique par rapport aux réflexlons 3 travers le plan x o ¥:

z + -z ou n + -n. Les potentiels V_, et V,, V_ devront aussi

posséder cette propriété de symétrie, soit
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Ve (-n,0) = -Ve(n,a) (4.2)
et

vi{"r-:lﬂ'} = =V_(n,a) (4.3)

La propriété de symétrie (4.2) entralne que tous les coef-

ficients A, sont nuls dans l'équation (4.1), ce gui donne:

E a shn

Ve(n,a) = (chn - coau]& E Bosh(n+2)n P,(cosa) (chn = cusu}(&'d]

n

Nous allons d'autre part utiliser les conditions aux limi-

tes sulvantes:

() Le potentiel deoit &tre fini 3 1'intérieur des sphires.
On peut exiger gque le potentiel soit fini aux deux points
Xx=v = 0, z = ta correspondant EF n = iw, Ces deux points sont
en effet & l'intérieur des deux sphi2res puisque d'aprés les

équations (A-12) et (A-13), om a: r - R = a =1 4+ R.

(b) Les potentiels intérieur et extérieur sont Egaux & la

surface des sphéres:

vE{nn:u] =v+{r|u!u-} ("!‘*5}

(c) Les déplacements diélectrigques intérieur et extérieur

normaux sont &gaux 4 la surface des sphéres:

€y 7o = g (4.6)

oli nous aveons remplacé la composante normale du gradient de V

par %; (voir l'équation (3.11)).

En tenant compte de la propriété de symétrie (4.3) et de



la condition aux limites (a), les potentiels intérieurs s'écri-

vent maintenant:

~(n+3)n

ve(n,a) = (ehn - casu’.}ﬁ E C, e P (cosa) nz=0 (4.7)
n

et

E*{n+i}n

Vo(n,e) ==(chn - cnsa)& I Ch P,(cosa) n<0 (4.8)
it

La condition aux limites (b) (Equation (4.5)) et les Egua-

tions (4.7) et (4.4) nous donnent d'autre part

{chnu--::nsu}i E Cne-{n+&thn(cusa] == {chnn-cusu)i
n

E a shnﬂ

x ] B,sh(n+})n, P (cosa) (4.9}

n (chn,-cosa)

Divisons l'équation (4.9) par (chnu-cusu}i, employons le

développement (3.8) et identifions en P (cosu); on obtient
n

¢ e (0N, B sh(a+})n, - 2% g (nedye” (PR)N, (4.10)

La condition aux limites (¢) (équation (&.6)) et les Equa-

tioens (4.7) et (4.4) nous donnent:

shn .
€y ! ; E E“E-{n i}n“Pn(cusﬂ} - {chﬂu—cosu}i
Z{Chﬂn-cusu} n

shnu

I } B _sh(ns+i)n,

2{chnu—cnsu] n

x E c“{n+i}e'{“+i]n”Pn{cosn}l - £, {
n

r

*Nr
E a l_lulc

x P (cosa) + [chﬁn—cnsa}i E By(n+3)eh(n+3)n, P, (cosa) (chn, -cosa)

E a 1~:-1'|L‘?r'11]I
(chﬁn—cosajé . (4.11)
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Multiplions (4.11) par (chnn—casu}i et utilisons les déve-

loppements (3.8) et (3.17); on obtient ainsi

E{Et'cne-{n+i]n° [shr'lu - (2n+1l)chn, + {2n+1}cnsu]}Pn(:asu] e
n

EE{E B“[Eh{n*ﬁlﬂuﬂhﬂn + chn, (2n+1l)ch(n+i)n, - (2n+l]cnuuch(n+i}nu]
n-

x P (cosa) + 27 Ea | e"(“+“”°[{2n+1)shnD - chno]rn(cnsu]} (4.12)
n

Utilisons la relation de recurrence

cnsuPn(cnam} - Tffiff [(n+1}Pn+1{cnsu} + nP“_lfcosu]]; (4.13)

multiplions ensuilte l'&quation (4.12) par Pj(cusu)sina da et

intégrons; on trouve:

ci{c E-t1+51nu[?hnn ) ;zj+1lchﬂﬂ] NETTCIEE ILP:

b J+l

-(3+)n
x (j*1)e : u} i EE{E [éhnﬂsh{j+&}nn + chnu{2j+1}ch{j+i}nn]

j

3 .
- Bj_lj:h(j*i}nn = Ej+l(j+1]¢h[j+%]nu + 23/2E ae-(]+2}1‘ln

x [(zj*l}ahnu - :hnn]}; j=0,1,2,... (4.14)

En remplagant C C dans 1'équation (4.14) par

3-1* %50 Cya

leurs valeurs déduites de l'&quationm (4.10) nous obtenons

Ej_l[;iah{J-i}nu + Eech{j—élnﬂJ + Ej[zish(jd}na{shnu - (2j+1)chn,)

- €4 (shnysh(j+4)n, + {2j+l}chnuch{j+&}nn}} + Ej+l{j+1}[eish{j+%}nu
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" Eech[j+&]ns} - 2% EaJEi{{j+§]e_(j+é)nD{Ehnu - (23+1)chn)

|
.

3,4 .
c3G-0e UM 4 a1y (gedye DN L ¢ DN

=3

by [{2j+l}shnn - chnu}}: j=20,1,2 (4.15)

Le systéme d'équations (4.15) ne dépend effectivement que
d'un seul paramBtre et non des deux paramétres € et €Lt Intro-
N Ei - Ee .
duisons donc le paramétre A = ———— . FRemplagons aussi les

. * E
El CE

sinus et cosinus hyperboliques par leurs expressions en termes

d'exponentielles et le systéme d'équations (4.15) pourra s'écrire:
ajEj_l + bij + CJBJ"‘]- = Kj H i =0,1,2,... (4.16)

ol a, = jll{e”“I - &e_ejnﬂ];

-(23+2)n,

by = Ashn, + aje 230 4 a(i+1)e (2j+1)chn,

€y = (§+1) (M0 - pe”(23*1)Nygy

X} 272 Ea ﬂe‘“”ﬂ[uu)e'z”n - j:|.

Le systéme (4.16) est un systéme d'E@quations aux différences
finies (ou d'équations de recurrences) du deuxiéme ordre et
non-homogéne dans les inconnus Ej. Ce genre d'Bquations est
traité en détail dans le traité de Milne et Thompson (22). 0On
montre dans ce traité gqu'une éguation aux différences finies du
deuxliéme ordre posséde une solution analytique seulement dans le

cas ou les coefficients de ces inconnues sont des polyndmes ou
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tout ‘au plus des fractions rationnelles de l"indice j. Dans
notre cas les coefficients aj, bj, € des inconnues Bj—l* Bi'

B contiennent des exponentielles en j, ce qui ne correspond

j+1
pas au cas mentionn&. Pour obtenir des solutions amnalytiques,

nous devrons faire appel & une méthode de perturbation.

Posons tout d'abord

B. = 272 E a AD (4.17>
j i 173

Ce changement d'inconnue nous permet d'écrire le systéme (4.16]

sous la forme

ﬂij_l + bjﬂj + CJD]-+1 - X {JI-IB}

ol X E'zjnﬂ[(j+1}e_2nﬂ - jJ, a5, hj et Cj gtant les mémes

que dans 1'équation (4.16).

Développons maintenant Dj en série de perturbation en puis-

sance de A:

o n(0) L an(1) L aap(2)
D n} apit) 4 atplt) . (4.19)

Substituons le développement (4.19) dans les équations

(4.18); nous obtenons & l'ordre zéro en A:

-n, (o) _ (0) n (o) _
je Dj-l {2j+l}chnuﬂj + (j+l)e ﬂDj+1
e‘ziﬂn[{1+11e‘2“n - J]; o= 0,1,2,... (4.20}
(o) (%) (%)
Notons que les coefficients de D s D. et D dans
j-1 i j+1
le svstéme (4.20) sont maintenant linéaires en j. Nous allons

dune pouveir obtenir une solution analytique,
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Suivant le crit@re de Milne-Thomson (22), 1la solution gé-
nérale d'une €quation aux différences finies est, comme dans le
cas d'une équation différentielle, la somme d'une solution par-
ticuli®re et de la solution de 1l'@quation homogéne associée,
Cherchons d'abord une solution particuligre de 1l'&quation (4.20)

( -23n

1]
sous la forme Dj ) (part.) = e o(auj + B), cette forme Etant

suggérée par celle de Xj . En remplagant dans l'équation (4.20)

on trouve

D;"}(part.) - e-2iny % e Mo [j - ;Eﬁijz] (4.21)

Considérons maintenant le syst2me homogéne associé i

(4.20). En posant D;n} = e-zjﬂqu , celui-ci s'écrit

+ (j+1)e Nog, . =0; 3§ = 0,1,2,.. (4.22)

n
je '0C j+1

- {2j+1}chnuc

j-1 i

Ce systéme homogéne du deuxi&me ordre doit posséder deux solu-
tions linéairement indépendantes que nous appellerons GEIJ et
C{Ej. Divisons (4.22) par j et faisons tendre j + =; on obtient

h|
la forme asymptotique de 1l'&quation (4.22):

ﬂn as. _ as. 'ﬂﬂ as. _
e cj+l 2chnnﬂj + @ cj+l 0 (4.23)
Si 1'on pose C;s' = uj dans (4.23), on obtient les deux
solutions
2n
b, = 1, u, = e ¢ (4.24)

D'aprés un théor&me dii a Perron (23), les deux solutions

linéairement indépendantes C;lj et ngj du systéme (4.22) ont
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le comportement asymptotigue sulvant:

lim Cgii lim Cgii 27
j+m JTL . = 1jl j—IH:l:l -12_ = = o 1]] {ﬂ-.ES}
Ej(lj E( ) 2
h|

Nous alleons chercher maintenant les deux sclutions C;I) et E}z}
du systéme homogéne (4.22) en suivant un procédé développé par
Boole. Ce procédé est décrit en détail dans la référence (22).
Faisons d'abord le changement d'indice j + j-1 dans (4.22);

posons ensuite Cj = u]v{j} et multiplions par j; le systéme

{(4.22) devient

j(3-Deov(i-2) - j(23-1)ehn pv(i-1) + j2e Topu?v(j) = 0;

§=0,1,2,... (4.26)

Introduisons deux opérateurs de différences finies p et T

par les relations

ou(i) = juli-1),  wu(i) = j[uld) - w(i-1)], (4.27)

oii u(j) est une fonction quelconque de la variable entiBre j.

Il est clair que o + ™ = 3j. De (4.27), il vient aussi
m .y _ _I(j+1) .
o U{J] - T'I[j—m+l] U(J_m]! {‘!F-EB}
0™ w(d) = oM ()" w(d) (4.29)
et (r+p)2 = % + (2m-1)p + p? (4.30)

Dans le cas ol u{j) = 1, nous avons
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0Bel = o™ — [(j+1)

= TG D (4.31)
n
miel = 0, n>0 (4.32)
et (am+b)™ o™e1 = (am+b)" pTe1 (4.33)

D'aprés la relation (4.28), on peut remplacer les termes
F(j-1)v(i-2) et jv(j-1) dans 1l'équation (4.26) par Dzv(j) et
ov(j) respectivement. Remplagons aussi j par p + T et j2 par
(m+p)? = T2 + (2m-1)p + oz; le systéme (4.26) se réécrit alors

« . - 0 2
aprés avoir regroupé les termes en p , D et p°:

Mo

{p2m2e™ Mo + (2m-1)p(ue To-uchn,) + (en°—2uchn°+u2e_n°)oz}V(j) =0
(4.34)
Choisissons maintenant la constante u de telle fagon que
le terme en 0?2 dans l'équation (4.34) s'annule. On a deux solu-
. o 2n
tions possibles: u =1 et py = e"'0,
Prenons d'abord
=1 (4.35)
le systéme (4.34) s'écrira dans ce cas:
{r2e” Mo - (2r-1)0 shn,} v(j) = 0 (4.36)
Nous allons supposer que v(j) peut se développer sous la
forme v(j) = aook + alok_l + ... * a Dk_s e (4.37)
Dm étant donnée par l'expression (4.31). (Une série de 1la
forme (4.31)) est appelée série factorielle (22)). En remplagant

v(j) dans le systéme (4.36) par son expression (4.37), en
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utilisant la relation (4.33) et en identifiant en ﬂk+1 dans

{(4.36), on obtient

- shn,[2(k+1) - 1] =0 , (4.38)
d'oh
k= - % (4.39)
: .. k-5+1 ' - )
En iLdentifiant le terme en [ dans 1'&quation (4.36)

et en remplagant k par sa valeur -%, on trouve la relation de

récurrence générale:

2sa_ shn, + a E-nﬂ{§-5}1 =0 (4.40)

5 5-1

La relation de recurrence (4.40) nous donne finalement

(-1)°% [(2s-1)!1]%a,
a_ = (4.41)
s 45 (EEHU_I}E o

Nous avons aussi d'aprés (4.31)

k-5 -4-s _ T(3+1) _3: g8l

[(i+s+¥) /% (25+28+1)!!

(4.42)

Le terme général de la série (4.37) s'écrira dome 4 l'aide
des équations (4.41) er (4.42):

kes g1 @od? [t2s-1)11]% (-1)°
= 2

5 ] 5 2n 5 e (8433
Yoo 27 (e -1y st (2)+28+10 0!

Rentrons toutes les constantes dans le terme a, en remarquant
que ce terme peut €tre une fonction de ny: a,{n,); om peut &crire
alors la premiére solution du systBme homogZne (4.22) correspon-

dant & p = 1:
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i o (-1)° (2! [(2s-1)11]7
= uv(j) = a, E

i s=0 (28)'! (e?M0-1)% (24+25+1) 1"

(4.44)

§1 1'on exprime les doubles factorielles en termes de fonc-

tions gamma on a aussi

a, = T(3+1) [T(s+3)]? (-1)
() = Ty (4.45)
] 2/7 s=o T(s+1)T(j+s+%) (e

On vérifie facilement gue C;l} satisfait 1"é&quation (4.22)

- +21 -5
en remplagant (4.44) dans (4.22), en développant (e -1 =
-2sT1 -2 - =2 -2n
e 25]”{1—& n“} S = e ST-I':'|::l+se b+...), et en identifiant suc-
-na. -9
cessivement les termes e”u, e q“, e n”, etc.

2
"Pour B = e Mo

2
on trouvera la deuxiéme solution C§ ) de
fagons semblable, & partir de 1l'équation (4.34). En effectuant

tous les calculs on obtient

2 @ (2§)!! [(2s-1)1!]? e23Mo

cl? = ¢ —— (4.46)

] s=o (2s)'! (1-2"°T0)5 (24+25+1) 1"
ou en termes des fonctiens gamma:
2

1y _ S0 2 [r(s+3)]2 e*3Mo

C -  T— (4.47)
3 2/7 520 (l-a 2M0)% I(s+1) T(j+s+%)

On peut se poser maintenant des questions sur la convergen-
ce des sérles apparalssant dans les Equations (4.44) et (4.46).

Pour Etudier la convergence, pOSONS:
[(2s-1)1t]°?

T = .
S 25s1 (e?M0-1)% (2j+2s+1) 1! _ (4.48)
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1 2
Alors les deux solutions Cg ) et c? ) s'écrivent:
J ]

c{P = 2d yra, Fo(-1»% (4.49a)

j 5=0 s

r:.;.:"’]1 23 gre, 1 U0 (4.49b)
5=0

En appliquant le test de convergence de d'Alembert 3 la série

alternante de l1'&quation (4.4%a) nous avons:

' 2
ro B (2s+1) 1
- = o T (4.50)
s 2(s+1)(e” '0-1)(23+2s+3)5+= e~ '0-1
[e+]
La série alternante E {—l}sr5 sera absolument convergente

In s=0 Eﬂ
si 1/(e”'0=1) < 1. Ceci correspond & e” '0

> 2, soit n, = 0.35,
ou bien chn, = 1.06. Comme chny, = r/R ou r est la demi-distance
entre les centres des deux sphéres et R le rayon, on voit que la

1 -
solution C% ) est convergente sauf peut-8tre lorsque les deux

sphéres sont en contact ou trés preés l'une de 1l'autre.

Appliquons maintenant le test de convergence de d'Alembert

i la série (4.49b); nous avons

32(5+1}n°rs+1 (25+1)°% eznﬁ 1
Ten N + ~7n {(4.51)
e o r, 2(s+1)(e”" '9=1)(2j+2s8+3) s+» (l-e 0
On voit que pour n,6 > 0, lf(l—ehzn“} > 1 et ainsi la série (4.49b)
est divergente., Nous retiendrons donc seulement Cglj dans la so-
lution générale de 1'é&gquation aux différences finiles (4.20). En

combinant (4.21), (4.22) et (&4.44) celle-ci s'écrit:
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-.2;'1
(0)  =2ing (2 , -nyg _le 0 -2in,
Dj e 3 ie 3 shn, t ae

2
(-1)% (25) 11 [(2s-1)11]
s=0 (28)!! (e2M0_1)% (2§+28+1)!! (4.52)

ol a, est une constante pouvant dépendre de Ny

B) Champ perpendiculaire & oz

On pourra comparer le traltement de ce cas & celui des
spheres métalliques dans un champ extérieur traité dans la sec-
tion A) du chapitre III. Le champ ext&rieur é£tant dirigé sui-
vant oy, la forme générale du potentiel extérieur est (voir aussi

1'équation (3.4)):

?E{n,u,¢} = (chﬁ—cosu}i I {Amnch[n+i}n + Emnsh{n+§}n}

nymi

(m) imp _ Ea sina sing
* Prl {cost)e (chn-cosa) . (4.53)

I1 est clair que le potentiel est maintenant symétrique par
rapport aux réflexions dans le plan x o y: 2 + -z ou n + -n.
Ceci entralne que les coefficients By, dans 1'équation (4.53)
sont nuls., D'autre part, le potentiel -Ea sina sind¢/(chn-cosa)
= =Ey di au cﬁamp intérieur, est antisymétrique par rapport aux
réflexions dans le plan x o z: ¥ * -y ou ¢ + —¢. Ceci impligue

i - -
que e me dolt Etre remplacé par sin md.

Nous pouvons donc Ecrire:
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ve[n,a,¢} = {chn-cnsa}& E Amnch(n+i}n Pém}{cusm}sin m
n,m

Ea sina sing
(chn-cosa)

(4.54)

Tenant compte de la condition aux limites (a) menticnnée
dans la section A) et des propriétés de sym@tries spécifiées

ci-dessus, les potentiels & l'intérieur des sphéres s'écriwent:

F+[n,u,¢} = [chn—cosm}& E Cm E-(n+£}nPim}(ccsu]51n md n=0 (4.55)

n,m

n

V_(n,a,6) = (chn-cosa)? J c_ e (M (cosa)sin mo ns0  (4.56)

n,m

L'application de la condition aux limites (b) auwx &quati-

ons (4.54) et (4.55) donne:

3

{chnn—cus&)i E Cmne-(n+i}n”P§m)

n,m

(cosa)sin m¢ = (chny-cosa)

(m)

n

Ea sino sing
(chn-coso)

x [ A__ch(n+})n P (4.57)

n,o

(cosd) % sin mp -

3

En divisant par (chng,-cosa)” et en employant le développe-

ment (3.8) de [chnn—cosm)_}? shn, on a

E Cmne'(n+&]nuPim}(cosu}sin mpy = I hmnch(n+i}nuP£m}{cusu}sin md
n,m n,m

3
_ 27?Ea sina sing -(n+%)n
St E(n+5je °P_(cosa) . (4.58)

Pour que l'&quation (4.56) soilt satisfaite gquelle gque soit

la valeur de ¢ 11 nous faut retenir seulement les termes en
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o +* L] Lo -
sin m¢ avec m tl1. Si l'on pose E, Cl,n C—l.n et

Fp = &l,n - a—l.n et si 1'on simplifie par sind, 1'équation

(4.58) donne:

Ea sina 2 3%

[ ege M D Non (cona) = T Fyennedin, Py ceosa) - Ears!

n
n n

) {n+i}e-(n+i]ﬂ“Pn{=naa). (4.59)
mn

Multiplions chaque coté de (4.59) par P;(cnsa]aina da et

~dntégrons} nous avons

| ~(1+3)n 2 . 2 2% Ea
EjE ﬂTE?TTT j(i+1l) = chh(j+ﬁ)ﬁu2j+l ji+1) - shn,
~(nsd)n, 7 2 1
x (n+})e 0 I Pn{cnsu]sin @ P (cosa)da . (4.60)

Pour effectuer l'intégrale de l1'équation (4.60) nous uti-

lisons les deux relations de récurrence:

sina pl(cosa) = n P {cosa) - n cosa P_(cosa) et
n n-1 n
(Zn+1l)cosa ?n(:nsm] = {n+1]?n+l(c05u} + n Pn_licusu];
nous obtenons ainsi la relation

Eje-{jd)nII _ chh(j+i}n, _ Y pa o (380, . (4.61)

Appliquons maintenant la conditiom aux limites (c¢) aux

équations (4.54) et (4.55); nous avons
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shnu _
Ei E Ene (n+i}n“P£(cusa] - {chﬂu—casu}
tZ{chﬂnvcosu] n

3

shn,

* E En(n+i}e-{n+§]nﬂP;(cosu}} = EE { i

2(chnj-cosa)

) Fnch[n+&}ﬁnP;{cosG} + {chnu-cnsu}é ) F“(n+i}sh{n+£}nn
n n

*x pl(cosa) +
n

Ea sina shﬂn}
(4.62)

{chnn-cnsajz

On peut procéder 3 partir de maintenant de fagon semblable
au cas longitudinal. Commengons par faire les opérations suivan-
tes 1) multiplions (4.62) par P;(casu} sina do et intégrons,
11) remplacgons Ej—l' Ej, Ej+1 par leurs expressions (4.61) en
termes des F et 1ii) introduisons le paramétre A = {ei—gejf{gi+ge},

Aprés avolr effectué toutes ces opérations, nous obtenons le

systéme d'Bquations aux différences finies:

™ Fj-l ! pjfj * 9y Fj+l B T j=1,2,3,... (4.63)
my = (3= Mo + ae”23Noy;
pj - ﬁﬂhnn - (2j+1}ﬂhnn - jﬂe_zjnﬂ - {j+l}e-2(j+1)nu
q = (§+2) (e"o pe” 203+ Ingy .
ri = 272 Ea ﬂe_zjnﬁ{l_e_znu}_
Posons aussi
F, = 272 Ea AH (4.64)

3 ]

Le systéme (4.63) s'écrira alors
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j B5-1 v Py Hy *tay By, Toryy 371L,2,3 (4.65)

Ty T —e721M0 (1-¢72Mo)

Développons H, en série de perturbation en puissances de A:

]

2oa(®) L A () L a2p(2)
Hy = Hy AHy A*HS - (4.66)

Substituons ce développement dans 1'é&quation (4.65); on

L]
trouve alors 3 l'ordre A :

{j-l]e_n“]{j_l = (2j+1)chn, H;n) + {j+2)g"|u H;ii
- -e-zjnﬂ{l_e_znﬂ}; j=112|3|¢¢| [ﬂ.ﬁ?]

On trouve facilement que la solution particulire du sys-

téme (4.67) est:

Hg“}= % e~ 2iNg oMy (4.68)

Considérons 3 présent le systiéme homoglne associé A (4.67),

en posant ng} = e-zjn“G i celui-cil s'écrit:

ji-

+ (j+2)e Mog -0  (4.69)

(3-1)e0g jo1

- {21+l)chnn G

j-1 b

Lorsque j - =, on obtient la méme forme asymptotique que

dans le cas longitudinal:

as

o1 - 2chn G630 ¢ e oG, = 0 (4.70)

Ll
e 0G 3 341 -

Suivant le théoréme de Perron, on aura encore deux types

de solutions:
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ey L (2)
lim ——= = 1 lim — % = ¢%Mo, (4.71)
q+w Ggl] j+m GFZ}

A J

On &tudiera la convergence des solutions comme dans le cas

(1)
]

converge tandis

2 | 1
que la solution G( ) diverge. La solution convergente G% )
J

longitudinal. On trouvera que la solution G

s'"écrit:

1

8+ %
(1)_ . 1 (-1) (2s+1)!1 (2s8=3)!.
G (29-2)!'p { — * ) ro(4.72)
i PLQ2y-1T ooy 2% s! (e2Me_1)% y2j+2s+1)!!

ot b, = bu{”c] est une constante pouvant dépendre de My - La

solution générale de l'&quation aux différences finies (4.67)

sera ainsi:

0 2 =(2i+1 F
H; ) 3 e (23+1)n, + {zj—i}fbu 1TEE%TTTT
. (-1)5 L as+1)11 (25+3) 11 } et h P (4.73)
5 l 25 El (EZﬂu 1]5 {2- Ty " .
- ! - J"'ZS"’].}--

Les équations (4.73), (4.64), (4.54) et (4.52), (4.17),
(4.7), (4.4) spécifient complétement 3 l'ordre A les potentiels
dans les cas longitudinal et transverse respectivement. Nous

donnons ci-dessous les expressions compl&tes des potentiels que

nous venons de trouver:

1 e 2N

3 v (2.
137 °73 smn,

]

?EL(ﬂ,E] = Z;EEa A{chrn-cosa)

N -8

o

=

@ (-1)° (2!t [2s-1r]”

+ a } sh(i+3)n Pj{cusa}e‘quﬂ

u5:0 (2s) 1! (Ezﬁﬂ—l}s (2j+2s+1) 1!

Ea shn
{chn-cosa) (4.74)




b

oo _ -2'|r'|
v+L(n,a] = ZahEa ﬂ(chn—cosa}ijzﬂ {% je "u-% E;Fﬁ%
@ (-1)% (2!t [(2s-1)12]° )
N ﬂ.u zrl - } E( j+§}”DSh(j+i]nu
s=0 (2s8)!! (e®M0-1)% (24+28+1)!!
x o-(3*H)m P, (cosa) LT (4.75)
veT(n,a,¢] - 2;2Ea ﬂ{chn—casa}*jgu{g-+bo[2j—2]lfen"
[ 1 . °E° (-1)%*1 (2s+1) 1! {25+3}!!:|}
(Z3+1)10 0 521 29 gt (e?Mo-1)% (2§+28+1)!!
" e'(21+1]"uch(1+§}n P, (cosa)sing - ;?ciéfzoz;?¢ ( 4.76)
5 i T 2 v 1
V,.(n,0,¢) = 272Ea A(chn-cosa)® J {$ +b,(25-2)!!e’'0
T e
1 T s+1 (2s+1)!! (2s+3)!!
X |y + ] (-1) ]}
[[” s g1 2% s! (e2M0-1)% (24+28+1)!!
; g-{j+*]nﬂch{j+i}ﬂ e-(j+i}ﬁ P! (cosa)sing - Ea sina sing (4.77)
0 o {chn-cosa) ~* °

Kous allons utiliser ces expressions dans le chapitre sui-
vant pour calculer les moments dipolaires et les polarisabilités
des deux spheres diélectriques. De 13 nous pourrons dédulre le

deuxidme coefficient viriel diélectrique.



CHAPITRE V¥

LE MODELE DES DEUX SPHERES DIﬁLECTRIQUES: CALCUL DES
MOMENTS DIPOLAIRES ET DU DEUXIEHE COEFFICIENT VIRIEL

Dans ce chapitre nous allons appliquer les résultats du
chapitre précédent pour développer un modé&le de calcul du deuxii-
me coefficient viriel diélectrique. Ce modéle se distingue du
mod&le de McQuarrie et Levine décrit dans le chapitre 3 par le
fait gue nous considérons les molécules comme des spheres dié-
lectriques et nonm comme des sphéres métalliques. La charge est
ainsi distribuée dans toute la molEcule et nop seulement sur
la surface de celle-ci.

Dans le chapitre 4 nous avons obtenu les potentiels é&lec-
trostatiques pour deux sphéres diélectriques. Dans ce chapitre
nous allens trouver, & l'aide des potentjels &lectrostatiques
trouvés dans le chapitre précédent, le moment dipelaire de deux
sphéres diélectriques. A partir des moments dipolaires nous
pouvons trouver facilemeant la polarisabilité des deux sphi&res en
question. Enfin, connaissant la polarisabilité nous obtenons i
l'aide des formules utilisées par McQuarrie et Levinme (EBquations
(3.1 et (3.2)) le deuxi®me coefficient wviriel diélectrique.
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A) Moment dipolaire longitudinal

Nous allons calculer premiérement le moment dipolaire des
deux sphéres diélectriques pour le cas ol le champ extérieur est
paralléle 4 1'axe des deux sphéres, axe que nous avons choisi
étre oz. Les composantes x et y du moment dipolaire sont nulles
par symétrie et la composante z de ce moment est donnée par

l'expression

Wy = 2[2. o ds (5.1)

ol 0 et § représentent respectivement la densité superficielle
de charge et 1'élément infinitésimal de surface sur une sphére.

Le facteur 2 tient compte des deux sphéres.

En coordonnées bisphériques nous avons

z = a shn/(chn - cosa)

a‘sina da d¢ (5.2)

[chnn - cos)?

ds =

a =R shr|=I

La ' densité superficielle de charge est donnée par

E - E
+N el
g - — T (5.3)

ol les champs &lectriques normaux 3 l'intérieur et 3 l'extérieur

d'une sphére, E+“ et EeN' s'expriment en fonction des potentiels

par

b

(chnu-cnsn} 3¥+] {chnt—cusu} [EH (5.4)

- e
E+N a an Jﬁn ' EEN a Lan Jnn
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Les expressions (4.2) et (4.3) des potentiels Ve et ¥+

trouvées au chapitre IV et les Equations (5.2) - (5.4) nous per-

mettent de rééecrire l1'&quation (5.1) sous la forme:

7 LBysh(i+3)n P, (cosa)

E{Ehnu-cnsa} 3

- 2a’ shnuﬂinudud¢ shncl
ML 4

(chn,-cosa)?

) E a chnu
+ (chn,-cosa) }Bj(j*i]ch(j+ilﬂtu{E°5“] (chn,-cosa)
E a sh®n shn
hn, - u)z‘ : I Zc.e"i"““up (cosa)
(chng-cosa 2(chngy-cosa)” j J 1

+ (chn,-cosa)? che*”‘“”wj(msa]} (5.5)
j

Nous pouvons d'abord remplacer les coefficients Cj par leurs

expressions (4.10) en fonction des coefficients B L'intégra-

3

tion sur da dans l'é&quation (5.5) se fait de fagon simple si

nous utilisons les développements:

shn
: " 2% E{k+§)e'[k+*}”ﬂpk{cusa} (5.6a)
(chn -cosa) k
sh?n Z (ke
- 5, zﬁ Y(k+3) (k+3+cothn de (k &]n”Pk{cnsu} (5.6b)
(chny-cosn) *? k

et les relations d'orthonormalité des polynfmes de Legendre

J PkPj siny do = ﬁkj'



Nous obtenons aprés avolr remplacé (C; et intégré:
wl

8 iy .—2itl - . 3 - )
HL=? ]E:;:'|,:JI E{;+£}e J* }r]':'l_ﬂﬂtﬂrlu"{_']“'-jj}j _,2/2‘_‘__2 }{J“l}l‘l
] 3
Ny - . ~ {(3chfn,+1) ch?n
- 8 Ea® (i e (BTN, % Ea? —————— - 2 Ea® —. (5.7)
J shn, shin,

Considérons la formule de sommation d'une progression géo-

métrigue:

0 o0
. - 3+ ] - . -7n i
g — } o (23+1)n, o My } (e 2 .;.}.'.I
j:D _'::D
e_r?r 1 -
- - —— .8
l_e—ina 25nr|n : {J }

ainsi que les relations obtenues en dérivant une fois et deux

fois (5.8}, soit

- —(2i+ chn,
I (235+1)e” (HT D : (5.9)
j=0 2sh™n,
w Y C.-hznu -
et Po(25+1)% e (B3t _ E— (5.10)
j=0 shann Zshnn

En introduisant les expressions (5.9) et (5.10) dans 1'é-
quation (5.7) nous obtenons pour le moment dipolaire longitudinal

la forme simple:

Yo 5 v . o 2 v .
u, = 2 "a®* ) (j+hHs., = 2%a* § 3 B, . (5.11)
L . ] L2 J
j=0 j=1
Dans (5.11) nous avons tenu compte du fait que I B, = 0.
j=0 -

Ceci est di au fait que la densité de charge totale sur une

.

sphére, |0 d 5, est nulle. En effet, des équations (5.2), (5.3)
J
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et (5.4), nous avons que:

2

X S
IU d § = f% J j a da_sina d¢ {i Ehnu(chnu—cosu}iz Bjsh(j+§lnn
0 o (chn,-cosun)? 3

- ch-{j+iJﬂq] P1{canm) + {chnu-cosu}%ai(j+i)
' J

* [Bj ch(j+3)n, + Cje-tj+i]n{] Pj{tnsﬂ} - Ea chn,

(5.12

Ea shiqﬂl
= 0
(chqﬂ—cnsa}}

En utilisant les formules (3.17), (4.10) et (5.6a) et en
employant les relations d'orthonormalité des polyndmes de

Legendre.[ Pij sina do = ﬁjk nous obtenons de (5.12) que

) By =0 . {5+13)

Utilisons & présent la forme explicite des coefficients Bj
gque nous avons trouvés au chapitre IV. Ces coefficients sont
la somme d'une solution particulilre et de la solution homogine
de 1'équation aux différences finies (4.16). En prenant la par-

tie correspondant & la solution particulizre,

J'/z .
B, (part.) = S Ea Ae (23 Lin, i = e {voir équations (4.17)
i 3 eznﬂ—l
et (4.21)), nous trouvons pour le moment correspondant:
u, (part.) = 22 gad A T(23+1)e” (2300 o 1 ) | (5,143
L 3 j ezﬂﬂ'—l

En exprimant les sommes sur j dans l'é&quatiom (5.14) 3

l'aide des formules (5.8), (5.9) et (5.10), nous avons



A
up(part.) = 3 Ea’ 4 —— = = E R’ A . (5.15)

Considérons malintenant la partie homogéne., On a (voir

équations (4.17) et (&4.52)):

13 syorn [ _ REE:
, 5, -2in. (=1)" (23))! [(2s-1)!1] )
Bj{num.] = 2°"Ea A a,e ¢ 3 - (5.16)
s=0 (2s)!! (e“0-1)% (2s+2j+1)!!
et
by (hom.) = 16 Ea’ & a, ] j(2§)ite 23N
j=1
a0 (-1)% [(2s-1)!!1]*
x E - . . (5.17)
s=0 (2s)!! (e2N0-1)% (2§+2s5+1) 1!
L'expression (5.17) est visiblement plus difficile & &va-
luer de fagon analytique que l'expression (5.14)., Nous allons

tout d'abord obtenir une valeur approximative de la =omme de

série alternante:

5

[(2s-1)11]°

eZnn_

oo (_lj

w
i
i

I -1%_ (5.18)

LI

swo (28)!! ( 1)% (2j+2s+1)!!  n=0

La valeur d'une somme de série alternante est comprise en-

tre deux sommes partielles successives (28). Ainsi nous avons

] -
s, - s, 58" <cgeg = g%UP (5.19)
ot 8 un mellleur ordre d'approximation
i 5 .
s, - s, =8 <5 <5, -5, 4+ s, = 5P 2, (5.20)
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sup ., 1 inf. 1 1

S - (7312177 S - - ’
= (2§=1) - (23+1) 1! 2(e?Mo-1)(25+3) 1!
Ssn..q:a.2 _ 1 _ 1 . g (5.21)

2

-1)% (23+5)!!

Nous obtiendrons une premiére limite supérieure de uL{hom.]

en remplagant § par s¥UP L gang l'équation (5.17), soit

o _zjn
sup. (29)1!! e 0
up ¢ i(hom.) = 16 Ea’ A aujglj T (5.22)
Posons
.o (24)!!
Gl = I (_é‘j‘:];_{:'ﬁ Jtzj (5.23}
1 tl
=T

ol x = e %, La somme (5.23) peut s'exprimer en termes de la

fonction béta (24):

2
X

N ¢ S prewarer
1 4o 1D D

= % ] B(j+%,3)x%;] (5.24)
1

oi la fonction B(j+%2,%) est définie par

1 .
B(i+%,3) = f t-& (1-t)7 dt. (5.25)

0

G, peut done g'écrire:

1
{ . (1-t)3 x23 qe. (5.26)
1]

g3

Il

B
=i~ 8

Nous pouvons interchanger la sommation et l'intégration
dans l1'équation (5.26). En utilisant la somme d'une progression

géométrique:



I (-t)dx2d =7 [1-e)x?]d -1 = —2 1 = XAt (5.57)

j=1 g 1-x2(1=t) g B L}

Nous avons alors

- 1 -i
G ———‘EE-I t TC1-8) 4. (5.28)

: il l-xz(l-t}

L'intégration (5.28) est &élémentaire et donne

arcsinx ) (5.29)

xv¥1-x?

G = -1

Fn dérivant les équations (5.23) et (5.29) par rapport & x, nous
obtenons

dG | g P 1 " gt 2
i (2§)(23):: x 1 + (2x 1}3 arcsinx. (5,30)

+T) ¥ T pa
= Vet x(1-x2)  x?(1-x2)"

En comparant (5.30) et (5.22) nous pouvons &crire

dg, 8 Ea?® A a

Sup. i 3 4
U (hom.} = 8 Ea’® A a x -
L 0 dx (l-e zﬁg}
=N _ +.|-'||:| i
® {1 4 ﬁ;Iféfgﬁ arcsin e ”ﬂ} . (5.31})

11 sera avantageux par la suite de développer en série de

puissance de e o l'expression (5.31). MNous aveons, en employant

.—r]u}—l

la définition a = Rshn, et en développant en sérle (l-e .

{l—e_nﬂ')"é et arcsin e ¢

sup .y - Nofb. 28,2, , 12 ~4n, , & ~6ng , _ ,-61,
Hp (hom, ) ER" A age 7T 15¢ + oge + 75 + ofe )

(5.32)

g(e'anﬂj = terme négligeable par rapport & e-ﬁnu'
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Gpnlidiruna i présent la limite inférieure du moment dipo-

'lairl%hL(hon.}. 51 1l'on remplace la limite infé&rieure de la

inf.

somme de série alternante, § , définie par (5.21) dans 1l'équa-

tion (5.17), nous avons

ah
ui (hom) = 16 Ea’ 4 a, §5(25)tte 24N - S e
i (23+1)!!  2(e*Me-1)(23+3)!!
8 Ea’ A a, = -2jn
= uUP*1 (hom.) — I3 (2)): e "0 (5,33
Ny =
a 0-1 j:l {21"3)-.
sup.
oil “L l(hom.) est donné& par (5.31) ou (5.32).
Posons
Tt x4
G, jgl (24+3) 1! (5.34)

et changeons l'indice de sommation, j + j-1,

1
Gz"“"?

x° ]

g

24-2)11x¥d 1 T (j-1)! x?2J
éjT%ET%TTT*' ) T 6:39

‘r‘xl 1=2 i(i*l} e

Arrivés 8 ce point, on peut introduire la fonctiom b&€ta et sui-

vre les mEmes Etapes que dams le cas de G,; on obtient ainsi:

1 1-x2

G, = — {1 -
“2

arcsin x} - (5.36)

'3_ ®

JE En dérivant les équations (5.34) et (5.36) par rapport

¥

4 %, nous avons:
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dc w v L21-1
._'_E' o (_21}.0 X
& LD oy

-3, Gm2xY)
3

&

arcein X+(5,37)
X x"¥Y1-x~

En comparant les é€quations (5.37) et (5.33), on peut Ecrire:

. 4 Ea® A a dG
inf .. Bup. B o 2
UL {hom) uL 1 {hom) ezqﬂ-l - 95

ﬁe_n“-5en“

~ 2 ER® 4 a,sh®n,e"0 {5 + -~
V1-e" “Ne

arcsin e-nu},(ﬁ.jﬂ]

sup
L

Rshn,. §i l'on développe l'expression (5.38) en série de puis-

oii 1'on a remplacé u "1 (hom.) par sa valeur (5.31) et a par

=1
sances de e ?, pnous cbtepnons

ink

up (hom) = ER’ A aue-n" My , A8 g, 28 a-ﬁnﬂ+aie-6ﬁ“}}

'35 315

:;-- 2e

(5.39)
Mous avons obtenu dans les &quations (5.31) et (5.32) une
premidre limite Bupéri&uré du moment dipolaire, uL(hnm], en pre-

sup.,

nant la limite § de la somme de série altermante (5.18).

Pour obtenir une meilleure limite supérieure du moment
dipolaire longitudinal, wutilisons la limite supérieure P2 4o
la somme de série alternante, définie par (5.21), dams l1l'expres-

geion générale (5.17) de uL(ham.}; on chtient ainsi

sup. inf 18Ea’ bs, % (21):: =2in
P 2 (hom) = u; " (hom.) + —m—— T 0, (5.40)
(e“MNo-1)2 jz1 »
o inf. "
oli u (hom.) est donné par (5.38) ou (5.39).

L



55

Fosons

v @it
G, jgl 23esyIT X (5.41)

et évaluons cette somme de fagon semblable au sommes G, et G,

définies précédemment. On trouve

3
__2/2
¢ = L[4 1 Q- e oA (540
3 3 3y 2 I 5 5

X b4 4

Dérivons les équations (5.41) et (5.42) par rapport & x;

on a

465 _ af oy _L23)0F 0 23-1 1 11,5 . (2x*-5)/1-x" ]

dx I iy x I S Y 3 arcsin xr.
1=1 Ix x ® o

(5.43)
En introduisant 1l'expression (5.43) dans 1'€aquation (5.40)

nous obtenons

9 Eal A a dec
. inf. q 3
u:up Z2{hom) = uLn (hom) * 57 X 3z
(e“'0-1)7
1

= 7 ER' 4 a shn, {—31+3532n'”+{3{}—35&2r'3]

® er'lﬂv“l—e_zr‘D arcsin E-q“} (5.44)

ol pinf'{hum.) a 2té remplacé par sa valeur (5.38). On trouve
pour le développement de uiuP'thnm.] en série de puissances de
e Mo,
Sup.; ~ 3 Nglé _ o.=2n, .1 -4n, 13 -6n, -6n,
My {(hom) ER” L a e {3 2e += @ * 15 © + ofe }}.

(5.45)
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Examinons maintenant les expressions (5.32), (5.39) et

. i . .
(5.45) de uiup !l (hom.), ULnf (hom.) et piup 2 (hom.) respective-
ment. Nous déduisons & partir des inégalités

inf

Mo (hom) < uL(hom) < uiuP°2(homJ < USUP'

L l (hom) (5.46)

que uL(hom.) doit nécessairement avoir la forme

uL(hom) = ER® A aoeno é——2e_2n°+ge_4n0+he_6n0+o(e_6n0)J (5.47)

3
ou
0.457 < g = 0.500, h ~ 0.105. (5.48)
-4n -6n ~ . .
Notons que les termes en e 0 et e 0 décroissent rapide-
ment avec la distance entre les deux sphéres. Si 2r représente

la distance entre les centres de deux sphéres et 2R le diamétre

d'une sphére, on a

_ 2r
chn, = 3R (5.49)
et pour chn, = 2, (pour cette valeur les deux sphé&res sont assez
proches 1l'une de 1l'autre), on a: Ng = 1.32, e_zno ~ 0.071,

e M0 .~ 0.005, e ®0 . 0.0003.

Le moment dipolaire longitudinal total est é€gal & la somme
des moments dipolaires correspondant a la solution particuligre

et 3 la solution homogéne:

u, = % ER® A + ER?® A aoenO{%-2e_2n0+ge_4n0+he_6n0+O(e—6n°)}.(5.50)

La polarisabilité de deux sphéres diélectriques dans le champ

longitudinal est obtenueen divisant le moment dipolaire par le
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champ, soit

o = R3S A{i-Fao[ét en°—Ze_n°+ge—3n°+he_5n°+o(e—5n°)]} .(5.51)

B) Moment dipolaire transverse

Calculons maintenant le moment dipolaire des deux sphéres
diélectriques pour le cas ouU le champ extérieur est perpendicu-
laire 3 1'axe des deux sphéres. Nous choisissons l'axe suivant
lequel est dirigé le champ comme l'axe oy. A cause des symé-
tries du probléme, la seule composante non-nulle du moment di-

polaire est la composante y, soit:

Mg = 2 J y ¢ d S (5.52)

. . 2 .
y = a sina sing ot 4 g = a_sina do d¢

(chn0~cosa)

(chno—cosu)2

La densité de charge 0 s'exprime en termes de champs élec-
triques normaux & la surface d'une sphére (voir é&quation 5.3),
champs, qui, & leur tour, g'expriment (voir &quation 5.4) en
fonction des potentiels &€lectrostatiques V, et v, définis par
les équations (4.54) et (4.55) du chapitre IV. Dans ces é&qua-
tions on ne dolt retenir que les termes en m = *1 et on doit

et F, = A

n 1,n - A—l,n' Aprés avoir subs-

poser E, = Cl,n - C—l,n

titué y, dS et ¢ dans l'équation (5.52), celle-ci devient
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u

_ 2a* [ sina sin¢ shn,
T 4

{chn-cusa}? Zichnu-cusa)

p z Fj Ch(j*&}ﬂﬂPH{cusu}sin¢
]
’ (Ch“n‘C“SQJ& ) Fj{1+i)5h{j+ﬁ]ﬂuP;fcusu}sin¢
i

Ea sina sind shn shn
+ > S : E Eje"(j+&]nﬂP1(cnsu}ain¢
(chn,-cosa) 2(chn,-cosa) i J

+ (chnn-cosa}i E Ej(j+i]e_{j+*}nﬂP3(casu]sin¢} doe dd. (5.53)
j

Les coefficients E, peuvent &€tre remplacés par leurs expres-

]

sions (4.60) en termes des coefficients F L'intégration dans

g
l1'équation (5.53) se fait facilement aprés avoir utilisé les re-
lations de récurrence sina P;(Cqu} = j[Pj;lfcosﬂ}—cﬂstu(cosﬂ}]

et(2j+1)cosaP (cosa) + (3+1)P,(cosa), ainsi que les

= 4P
U B j
développements (5.6a) et (5.6b) de (chn -cosa)

o)

N
: et de

{chﬁu-cnsa}_ et les relatlons d'orthonormalité des polyndmes

de Legendre. Nous obtenons ainsi:

u, = - Ea’) j{j+1}e_(2j+1}nﬂ+ 2 Eal | ziaz J J(3+1)F.. (5.54)
T 3 3 Shiﬂu ]

En utilisant les formules de sommation (5.8) et (5.9), les

deux premiers termes de (5.54) s'annulent pour domner

Wy = 2é a? ) j(j+l}Fj. (5.55)

Pour évaluer |y, nous considérons d'abord la partie des coef-

T
ficlents F-1 correspondant 3 la solution particuli@re de 1'équa-
tion aux différences finles (4.62). En se référant aux équations

7 _ 5 3
(4.63) et (4.67), celle-ci s'écrit F,(part.) = 272ga p e (2I*1)ng,



Le moment correspondant est:

JT(part.] = %ﬁ Ea® A ) j{j+l}e‘{zi1ljﬂn
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(5.56)

En emplovant les formules de sommation (5.9) et (5.10)

l'expression (5.56) se réduit a:

4 3
3LR A

. (parc.) =

La partie du moment dipolaire correspondant 3 la soclution

homogéne s'écrit si 1'on retient seulement les deux premiers

termes de la série altermnante (voir équation (4.71)):

up(hom.) = 8 Ea’ & b, [ J(4+1)(25-2)1te”*3M0
WY (S W B 1
‘@D 2 et (201,
15 1 1 . 1
8 (23*5)11 2Ny _ 42 e

Poscns

(23+2) (2§) 1! -23n,
(23+1) 11 :

I 1 8

1

On wvoit d'aprés les équations (5.23) et (5.30) que

dG,
T, EGI + ox = .

{5.59)

(5.60)

Nous en déduisons, en nous servant des équations (5.27) et

{(5.30) que
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arcsin x

T, = —— {2x2 -1 + } (5.61)
' (1-x?) x v1l-x%x°
Fosons
25 4+2)00 =27
1, = Gy e e (5.62)

Nous wvoyons d'aprés les équations (5.34) et (5.37) que

dG2
T, =26, +x ix (5.63)
D'oli, en nous servant des équations (5.36) et (5.37),
arcsin x 1 2
T = — = — = =, (5-6'&}
‘ x3 y1-x? x? 3

La valeur supérieure de la partie homogeéne du moment dipo-
laire transverse s5'obtient 51 1'on retient les deux premiers
termes dans l'accolade de 1'&quation (5.58):

u2UP* (hom.) = 2 Ea® A b, §29(25+2) (23-2)11e 23

< o 3 1 }
23+1)0 2 e ayrr(efNogy)

A l'aide des équations (5.59) et (5.62) on peut écrire

=7
sup. _ 4 je 0
Mo (hom.) 2 Ea® A b, {T1 + EEFH: Tz} . (5.65)

En remplagant T, et T, par leurs valeurs (5.60) et (5.61)

et en développant en série de puissances de e_nﬂ. nous obtenons

g P(hom) = & ER® A bne”n[%- 2e72M0a2 e ™40 2 oMol (e ™0 |,

(5.66)
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La valeur inférieure de la partie homogéne du moment
dipolaire transverse est donnée en prenant tous les termes dans

1'équation (5.58), par

. -23in
inf. ___sup. _ 15 3 -2n (23+2)11le 0
Wy (hom) = u, T(hom) - ¢ ER® A b shnge "0 ] iy
(5.67)
Posons
[¢ 4]
. (2j+2)11 -24n
Ty = zl(2j+5)!! e T (5.68)
Nous avons (voir 5.41 et 5.42):
dG3
T3=2G3 +XK. (5.69)
Des équations (5.42) et (5.43) nous obtenons:
1 1 1 VY1-x? 2
T3 = — |— = 3 7 arcsin x| - is° (5.70)
x2 (x?2 x?

En remplagant la valeur de T, dans (5.67) et en développant

en série de puissance e Mo nous obtenons

inf.

. b, =2y L =4n,, 1

= .l. 3 r]O — - 04— —6n _6n
(hom.) > ER® A boe I3 2e +1ge 0+o(e 0) .

(5.71)

Si nous examinons les équations (5.66) et (5.71), nous dé-
uisons de l'inégalité

u;nf'(hom.) < uT(hom.) < p;up'(hom.) (5.72

que:

pT(hom) = %ER3 A boeno %-—2e-2n0+g'e—4n°+h'e_6n0+o(e—6n°) (5.73)



62

0.5 < g' = 0.571; h' ~ 0.05.

Si nous ajoutons le moment correspondant & la solution par-
ticuliére, on obtient pour le moment dipolaire transverse au

premier ordre en A:

- b lopd Np |4 _
uT 3ER A + =ER? A boe 3 2e

-2n 61

"*E'e-#nﬂ+h'e-

La polarisabilité transverse est donc

T

b )
0 - - - -
a,, () = 75 = Raﬂ{%-+-E-E;en°-2e n°+g'e Moshre 5”n+o(e SHH)]}.

(5.75)

C) Calcul du deuxiéme coefficient viriel

Ayant déterminé la polarisabilité des deux sphéres diélec-
triques, qui, dans notre modéle, représentent deux molécules,
nous pouvons déterminer le deuxi&me coefficient viriel diélec-
trique 3 l'aide de la formule générale proposée par McQuarrie
et Levine. Cette formule, que nous avons donnée au début du cha-
pitre III, s'écrit:

2 o
]

ol $(r) représente le potentiel entre deux molécules et alz,n{r]

est la moyenne sphérique de la polarisabilité:

\
®ya,0(T) —% [“12,1.{1'1' + 2“1:,1{1':'}' (5.77)
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Nous allons utiliser, & cause de sa simplicité, le poten-
tiel intermoléculaire des sphéres dures: ${(r}) = = pour r = 2R,

cu B est le rayon des sphéres diélectriques, et ¢{(r) = 0 pour

r > 2R. Avec ce potentiel, l'équation devient:
g
T
B = %—J r?a,, ,(r)dr. (5.78)
2R :

Il est clair que pour que l'intégrale (5.78) converge 3

lﬂinfini, il faut gue o, ., n{r} varie au moins comme 1/r*. (Ici

on suppose que 0., ,(r) est développable en série de puissances
¥

de 1/r, de la meme manidre que nous avons développé a,, ; (r)
?

et o, , ,(r) en série de puissancesde e e et que 1'on a:
Ed
= 3 5
s~ Te Ep lh . .. | (5.79)
r 3 5
r T
McQuarrie et Levine ont obtenu, pour deux sphéres métalli-
ques,
12,0 e .
T
Nous allons donec imposer sur les deux polarisabilités
&Lz,L{r} et ﬂlz,T{r] les mémes conditions
: 1 1
':..tl:)!L{r} " ulE,T(r} l'-l—s i [5.81}
T r

Ces deux conditions correspondent, 3 cause de 1l'Equation (5.79),

:
-6 61
alz,L(r) ~e e u,l‘T(r} ~ g 10 (5.82)

Nous avons trouvé respectivement pour les polarisabilités

longitudinale et transverse:
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a, ((r) = R’ﬂ{% ¢ aﬁenﬂl:%- 2¢"2M0+g ™Moy e‘f’”ﬂm(e'ﬁ“ﬂ}]}{s.sl}
]

a,, o(r) = Raﬁ{% +§bﬁe”°E— le_zn“g'e_&ﬂ“+h'e-ﬁnﬂ+o(e'ﬁnﬂ]:|}{5.?5}
¥

ol a, et b, sont deux constantes pouvant dépendre de Ng-

Posons
a, = e~n°{a§u} + agl]e‘2n° + a&ﬂe-ﬁn” + ag$e-ﬁﬂ“} (5.83)
by = e Mo(b{?) « p{Ne™2Me o p(PeThNe L (I 7N0) (5 g4

En substituant la valeur (5.83) de a., dans l'é&quation (5.51)

0
nous devons avoir pour que les termes en ennﬂ, e-znﬂ, e 4,
s'"annulent et que a12|L(r] ~ e_anﬂ:

(0) (vy _ _ 3 (2) 2
a = =1, a, - 3 8 -3 (3-g) (5.85)

3
ol on a posé &( ) . 0. Ceci nous permet d'écrire la polarisabi-

lité longitudinale

6n

axz’L(fJ = R & [%‘ h - 38]2_ 0. (5.86)

En substituant la valeur (5.84) de b, dans l'équation (5.75)

nous devons avolr pour que les termes en Eﬂnﬂ, e_znu, e_ﬁno
s'annulent et a,, q(r) ~ e~ 0Ny,
0 1 3
b{") = -2, v =3 (D) - - 2 3-gn) (5.87)

ol on a posé h{3] « (0., Cecl nous permet d'écrire pour la pola-
a

risabilité transverse:

“:z,'r(” - R* A [%-ag'—h']e“ﬁ”n . (5.88)
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En combinant (5.77), (5.86), (5.88) nous obtenons pour la

moyenne sphérique de la polarisabiliteé:

_ RPA (27 x -
a12,0<r) T3 > - 3g-6g' -h- Zh'}e

61,

(5.89)

Du développement (5.79) nous voyons que e—6n“ ~ R®/r®. En

remplacant maintenant la polarisabilité a, n(r) dans 1l'équation
3

2
(5.78), nous trouvons pour le deuxieéme coefficient viriel

2 aa
B, = 8; R® A K J ™Y dr (5.90)
2R

ot K= 27/2 - 3g - 6g' - h - 2h' «~ 9.15.

En intégrant nous obtenons pour le deuxi&me coefficient

viriel diélectrique l'expression simple:

A K= 3.34 A R® , (5.91)

Nous venons ainsi de trouver une expression simple du
deuxieéme coefficient viriel diélectrique comparable a celle obte-

nue par McQuarrie et Levine (16):

B (2.017991 ) 4m* a? ~ 8.85 a? (5.92)
L - ' o 5 ? 8. £ s .
DISCUSSION

Nous avons calculé le deuxiéme coefficient viriel 3 l'aide
du modéle qui représente les molécules par des sphéres diélec-
triques. Nous n'avons pas obtenu d'expression exacte du deuxizme
coefficient viriel puisque nous avons dd prendre un développement

en série des perturbations en A,
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E,=E
a

€, ,+E
1 e

des sphéres et €q la constante diélectrique du milieu qui les entoure.

Ce facteur est égal 3 » ot £, est la constante diélectrique

i

Ici nous avons considéré seulement la premire perturbation; cela
nous donne quand méme une trés bonne valeur pour le deuxidme coeffi-
cient viriel diélectrique, si nous considérons les perturbations
d'ordre supérieur négligeables. Ceci est plausible car la constante
diélectrique intrinséque €4 d'une molécule ne peut étre trés diffé-
rente de 1 et ainsi A est petit.

Nous constatons que le deuxliéme coefficient wviriel diZlectrique
que nous avons trouvé dépend non seulement du rayon de la molécule
considérée mais aussi du paramdtre A qui joue le rdle d'un facteur
d'ajustement. Comparons notre valeur du deuxiBme coefficient viriel
BE, (eq.(5.91)) avee celui de McQuarrie et Levine, EEH'L‘(eq.(S.BZJJ.
Nous avons

B, = n(u.z??B)nE“"“

Le paramétre A est compris entre -1 et 1. Le cas 4 = 1 cor-
respond 3 g, = (c'est-f-dire deux sphéres diélectriques entourfes
de métal). 51 nous emplovons la valeur trouvée par McQuarrie et

Levine lorsqu'ils prennent seulement les termes d'ordre inférieur pour

calculer By, on trouve en posant 4 = 1, donc pour des sphéres métal-
liquessque notre BE est BE = 0.8 BEM'L'. La différence peut s'expliquer
par le fait que nous ne prenons que la premiére perturbation dans
notre calcul.

Demandons-nous maintenant qu'elle peut &tre la signification

physique du facteur d'ajustement 4. Pour cela nous avons besoin de

connaitre €4+ DOus pouvons imaginer qu'il serait possible de le
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déterminer 3 partir de la structure spécifique de la molécule,

par exemple & 1'aide de sa fonction d'onde. Nous croyons toute-
fois que les sphéres diélectriques constituent une bonne description
globale du rdle que jouent tous les &€lectrons d'une molécule

dans les phénoménes de polarisation et d'intéraction entre les
molécules. Pour que le facteur d'ajustement ne soit pas variable
avec la densité, car la constante diélectrique macroscopique e,
dépend de la densité, nous pensons gqu'il doit exister une corré-
lation directe entre €, et £€{. Les raisons qui nous portent A
penser cela sont que la constante diélectrique macroscopique g£g

est en fait une moyenne de tout ce qui se passe entre les molécules
ou atomes; dil 3 toutes leurs structures internes qui intéragissent
entre elles., Et cela serait comme une moyenne de la valeur £f
qu'aurait la structure de la molécule. Nous disons gue €, macros-

coplque est une conséquence directe du microscopique représenté

par €4.
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CONCLUSION

Dans la premiére partie de ce travaill nous avons passé en
revue les différentes méthodes de calcul du deuxiéme coeffici-
ent viriel diélectrique pour les substances non-polaires. Ces
méthodes se divisent grosso modo en deux parties, suivant qu'el-
les considérent la polarisabilité d'une molécule comme constan-
te ou comme dépendant de la densité. Nous avons noté les simi-
litudes entre les différents travaux qui emploient pour la plu-
part les techniques de la mécanique statistique classique pour
effectuer leurs calculs. Nous avons aussl discuté bri&vement
les travaux qui utilisent la mécanique guantique pour déterminer
la dépendance de la polarisabilité sur la demsité&. Cependant,
ces travaux sont compliqués et n'ont pas donné jusqu'd présent

des résultats vralment satisfaisants.

Dans la deuxléme partie de ce travail nous avons développé
notre propre modéle pour le calcul du deuxidme coefficlent wiriel
diélectrique., Ce modéle utilise une sphére diélectrique pour
représenter une molécule. Nous avons résolu le probléme des
deux sphiéres diélectriques dans un champ Electrique extérieur
uniforme. Pour ce falre nous avons utilisé les deux outils ma-
thématiques qu¢ sont les coordonnées bisphériques et la théorie
des Equations aux différences finies. HNous avons ainsil obtenu
le moment de ces deux sphéres et de 13, notre polarilisabilité
varlable avec la densité et le deuxiéme coefficient wirdiel dié-
lectrique. L'expression de notre deuxi&me coefficient viriel

diélectrique dépend d'un facteur d'ajustement A compris entre
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-1 et +1. Malgré ce facteur d'ajustement, les valeurs de nos
deuxiémes coefficients viriels diélectriques pour les gaz ra-
res se comparent mieux aux valeurs expérimentales que les va-
leurs prédites paf la théorie de McQuarrie et Levine qui uti-
lisent des sphéres métalliques pour représenter les molécules.

Ceci nous porte 3 croire que notre modéle est valable.

Il reste, bien entendu, que plusieurs raffinements pour-
raient €tre apportés a notre modéle., Nous pourrions pousser
les calculs de pérturbation en série de A 3 un ordre supérieur
au premier. Nous pourrions aussil dans la formule du deuxiéme
coefficient viriel diélectrique utiliser un potentiel inter-
moléculaire plus compliqué que celui des sphéres dures, tel
que le potentiel de Lennard-Jones. Enfin, nous pourrions essa-
yer de relier plus spécifiquement le paramétre A aux propriétés
d'une molécule; ceci impliquerait certainement des calculs
élaborés. Nous croyons toutefois que les sphéres diélectriques
constituent une bonne description globale du rSle que jouent
tous les électrons d'une molécule dans les phénoménes de pola-

risation et d'interaction entre les molécules.
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APPENDICE A

Nous allens discuter en d&tail dans cet appendice les
systémes de coordonnées bisphériques. MNous allons suivre d'as-

sez prés le traitement faic dans le livre de Mac Robert (26).

A) Coordonnées dipolaires en deux dimensions

Nous allons commencer par discuter les coordounées dipo-
laires gqui sont en quelque sorte des coordonnées bisphériques
& deux dimensiona. Ceci illustrera beaucoup de propriérés des
coordonnées bisphériques qui s'obtiennent des coordonnées dipo-
laires payr une rotation du plan des dipelaires. Ceonsidérons

les deux systEmes orthogonaux de cercles coaxiaux.
2 2
x° + 2% + a® = 2za cothn, {(A-1)

x2 + z* - a? = 2xa cota, (A-2)

ol & est constant et 1 et ¢ sont des paramétres variables pour

les deux systBmes.

L'équation (A-1) se réécrit:

2 2 | 2 4a’ '
{z2-=a cocthn) + x° = a“cosech™n = A ——— {A-1")
i —T 42
(e'-e )
Elle représente des cercles de rayoms R{n) = Za!(e”-u_”}
et dont les centres sont situés 34 {(a cethn,0). Quand n > 0,

cﬁ = _rl.'_l

e et a cothn > 0, donc les centres des cercles (A-1)

sont 3 droite de l'origine. On a aussi:
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a cothn = a > ‘

Cecl se voit facilement en considérant le développement en série

7 4]

n e’ =2 +n? + iz ¥ +++ + 0On peut donc dire que

de Taylor: e +
les cercles aveec n > (0 sont situés 3 droite de 1l'axze ox et ceux

avec 1 < 0, 3 gauche de ox.

T =-@® J."q_= 4] 2
1

YIG. 2: Coordonnéesg bipolaires

Si n varie de += A& 0, le centre se déplace sur l'axe z du
point z = a au point z = =, et le rayon varie de 0 &8 =, Les cer-

cles & gauxhe de l'axe ox suivent un comportement identique quand
n var de -= 3 0,
%

L'@quatrion (A-2) se réécrit

2

2 2 2

z?2 + (x - a cota)?® = a . (A-2")

cosec’a —_—
sinn

Les centres des cercles (A-2) sont sur l'axe ox 3 (0, a cota)

a
sina

et les rayons sont R'(a) = . Le carré de la distance entre

le centre d'un ecercle (A-1) au centre d'unm cercle (A-2) est:

(a cota)? + (a cothn)? .
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Mais,
2 2 2
(a cota)® + (a cothn)? = a2 95 & , 2 oS T
sin‘a sinh?Zn
— a2 l-sin’a + a2 1+sinh2ﬂ== a? . al .
sin‘a sinh?n sina sinhZn

Donc, le carré de la distance entre les centres d'un cer-
cle (A-1) et d'un cercle (A-2) est égal 3 la somme des carrés

de leurs rayons et ainsi les deux cercles sont orthogonaux.

Si a = /2, le cercle (A-2) a son centre 3 l'origine et
son rayon est a. S1i o = 0, le ravon est infini et le centre
est situé 3 += sur l'axe ox; si a = 7, le rayon est infini et

le centre est situé 3 -« sur l'axe ox.

Nous allons exprimer mailntenant les coordonnées cartésien-
nes (x,z) d'un point en termes des coordonnées dipolaires (n,a)
qui sont les paramétres des cercles (A-1) et (A-2) passant par
ce point. ©Pour ce falre, multiplions d'abord les Equations
(A-1) et (A-2) par tanhn et tana respectivement. Elevons ensui-

te au carré et ajoutons les €quations ainsi obtenues:

{(x%+2%)%+a"}(tanh?n+tan®a) + 2a®(x?+2%) (tanh®n-tan?a) = 4a? (x?+2%)

ol
2 2
tanh? + tanlqz-—Sn-0_,8ina._,_ 1 o =1 I S
cosh?n cos’a cosh’n cos?a cos‘a coshin
et
tanh’n - tanfa = 2 - 1 - 1 .



D'old on a:

{(x2+2%) + a*} L - 2a2(x2+zz)l — 1 }

2 .
cos“Q coshzn cos?q coshznj

~!
(98]

En résolvant l'équation du deuxié&me degré (A-3) en x° =~

nous obtenons les deux solutions:

2 2 12 20
cosh™"ntcos Q cosh fl+cos G
x2 + z2 = 42 + g2 ( )2_

2 2
cosh’n-cos?a (cosh™N~-cos Q)

_ 2
— 2 (coshN*fcoslt)

(cosh?n -cos?a)

Une premiére solution correspondant au signe * est:

2 2 2 {coshntcosu)
(coshn-cosa)

En substituant (A-4) dans (A—l) et (A-2) nous obtenons

~a sinhn
7z = — 2o
coshn-cosa
et

a sina
coshn-cosa

L'autre solution nous donnera:

_ a sinhn x.- _ a sinc
coshn+cosa coshn+tcosa

(A=4)

(A-5)

(A-6)

(A=T7)

(A-8)

B) Coordonnées dipolaires en trois dimensions ou coordonnées

bisphériques

Tournons les systémes de cercles (A-1) et (A-2) autour de

l'axe 0z. Les cercles (A-1) forment des sphéres autour de o0z:
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x° + yz + z% + a® = 2za cothn . (A-9)

Les cercles (A-2) forment des surfaces de révolution de
degré gquatre, Un trolsiBme systéme de surfaces orthogonales
aux deux priécédentes est constitu@ par leg plams passant par
1'axe o2z. 51 ¢ est 1l'angle de rotation du plan x o z, alors,
en nous réffrant aux équations {A-6)} et (A-7), nous avons

_ a_sind cos¢ _ a sind sing , ~ A _sinhn (A-103
coshn-cosa °’ coshfN-cosax ° coshf-cosd ‘

oii n, o, ¢ sont les trois coordonnées bisphériques. Nous avons:
~= £ N % @, 0 €= = et 0 =¢ = 27. (A=111
Les surfaces n = constante représentent des sphiéres obte-
nues des cercles (4-1). Le rayon de ces sphBres est le méme

que celui des cercles, soit:

R = a|5inhnn| (a-12
et le centre de ces sphéres est situé 8 z = r ol
r = R coshn, = a cothn, . (A-13}
Nous avons utilisé les formules (4-9) - (A-13) dans les

chapitres 3, & et 5.
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