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RESUME

Nous investiguons des extensions non linéaires du groupe de Lorentz
avec comme hypothése fondamentale que l'ensemble de toutes les transfor-

mations inclut le groupe de Lorentz et est un groupe d'invariance.

Dans la déduction des transformations de Lorentz, on fait souvent
appel a certains principes généraux comme 1'isotropie de 1'espace et
1'homogénéité de l'espace-temps. Nous montrons que la linéarité n'est
pas une conséquence de ces principes et qu'on peut ainsi envisager des

extensions non linéaires.

Comme les transformations de Lorentz relient des systémes de réfé-
rence en mouvement relatif uniforme, cela nous permet de considérer deux
approches possibles. Dans la premiere, nous considérons le plus vaste
ensemble de transformations conservant la linéarité dans l'espace-temps:
le groupe fractionnaire linéaire. Nous montrons que ce groupe n'est pas

un groupe d'invariance.

Dans la seconde approche, tenant compte du fait que les transforma-
tions de Lorentz transforment le repos en mouvement rectilique uniforme,

nous déduisons le plus vaste ensemble de transformations ayant cette
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propriété. Nous montrons que si on exige que cet ensemble forme un grou-
pe incluant le groupe de Lorentz, tout élément de ce groupe est le pro-
duit d'une transformation linéaire et d'une translation dans 1'espace-

temps.
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AVERTISSEMENTS

Nous avons adopté dans ce travail le systémes d'unités rationalisées
dans lequel la vitesse de la lumiére est égale a 1l'unité, sauf i la page
16, ou l'on parle d'une vitesse de la lumiére égale 3 c et qui pourrait

changer.

Quand nous parlons de la vitesse de la lumiére, il s'agit de la

vitesse de la lumiére dans le vide.

A moins d'indication contraire, nous utilisons la convention
d'Einstein, ol l'on somme sur toute la portée d'un indice répété. Cette
convention ne s'applique pas, cependant, aux éléments a l'intérieur d'un
commutateur, comme au chapitre IV, et au chapitre V ou il nous a semblé

préférable de ne pas l'utiliser.

Nous entendons par espace euclidien tout espace métrigue de cour-

4 . . .
bure nulle et par R l'espace vectoriel de quatre dimensions.



CHAPITRE I

INTRODUCTION

Il est incontestable que 1l'une des préoccupations des physiciens
depuis plusieurs décennies a été d'élargir le plus possible la classe
des systemes équivalents. Deux systémes de référence sont équivalents
si les lois de la physique sont les mémes dans les deux systeémes et évo-
luent de la méme maniere. Une premieére extension a été obtenue par

Einstein (1905) lorsqu'il obtint les transformations de Lorentz.

En fait, cette extension était devenue nécessaire parce que les
transformations de Galilée n'arrivaient pas a expliquer certains résul-
tats expérimentaux. Une autre facon d'exprimer ce fait serait de dire
qu'en conservant les transformations de Galilée, les lois (nouvelles) de
la physique n'étaient plus les mémes dans différents systémes de réfé-
rence. Ainsi une connaissance plus approfondie de la nature avait mis en
évidence le fait que deux systeémes reliés par les transformations de

Galilée ne sont pas équivalents.

Plus tard, Einstein développa la relativité générale et énonga le



principe d'équivalence qui stipule que dans une région suffisamment pe-
tite de l'espace-temps, les lois de la physique ont la méme forme et que
deux systeémes de référence équivalents sont localement reliés par des
transformations de Lorentz. Ainsi, dans une région suffisamment petite
de l'espace-temps ou en l'absence d'un champ gravitationnel important,
le plus vaste ensemble de transformations reliant des systémes de réfé-
rence équivalents, connu a ce jour, est le groupe de Poincaré, c'est-a~
dire, le groupe de Lorentz orthochrone propre augmenté des translations.
Connalt-on de plus vastes ensembles? Oui: par exemple le groupe conforme
SO (4,2). Mais dans cette extension du groupe de Poincaré, 1'équivalen-
ce n'a lieu qu'en regard des phénomenes électromagnétiques. Le groupe
conforme est le plus vaste groupe continu laissant invariantes les équa-
tions de Maxwell. Nous‘remarquons que dans la recherche d'une extension
du groupe de Poincaré, il est bien important de préciser en regard de

quels phénoménes ou lois 1l'extension se fait.

Dans la recherche de cette extension, l'une des voies utilisées con-
siste a introduire des systémes de référence supraluminaux. Ce sont des
systémes de référence dont la vitesse relative est plus grande que la
vitesse de la lumiére. L'hypothése qu'il existe des systémes de référen-
ce équivalents reliés par des transformations supraluminales est appelée
"Principe de relativité élargie". Le concept de systémes de référence
équivalents impose a tout ensemble de transformations d'étre un groupe.
En effet, il est évident que si K est équivalent a K' et si K' est équi-
valent a K'', alors K est équivalent a K'', d'ou la propriété de ferme-

ture. Les autres propriétés de groupe sont aussi évidentes. La propri-



été de groupe a une conséquence tres restrictive: elle implique que toute
transformation générée par le groupe de Poincaré composée avec une trans-

formation supraluminale relie deux systémes équivalents.

Le postulat fondamental de la théorie de la relativité stipule que
les phénoménes physiques se produisant dans un systéme fermé sont indé-
pendants de tout mouvement non accéléré du systéme ou encore que le mou-
vement rectiligne uniforme d'un systéme matériel n'a aucune influence sur
la forme des lois physiques. Dans le domaine de la mécanique, ce princi-
pe était connu sous le nom de "Principe de relativité galiléen" selon
lequel le mouvement rectiligne uniforme d'un objet dans un systéme appa-
raissait également rectiligne uniforme dans tout autre systéme, contrain-
te qui méne directement aux transformations de Galilée. De tels systé-
mes, au sens mécanique du terme, sont appelés inertiels. Ce que fit
Einstein, c'est d'étendre le concept d'équivalence aux autres phénoménes
et d'abord aux phénomeénes électromagnétiques: il exigea, en plus de la
conservation du mouvement inertiel, que les équations décrivant les phé-
noménes électromagnétiques aient la méme forme dans tout systéme, ce qui

le mena directement aux transformations de Lorentz.

Les transformations linéaires ont 1'importante propriété de conser-
ver le mouvement inertiel, c'est-a—-dire de transformer dans l'espace-
temps un mouvement linéaire en un mouvement linéaire. Aussi, dans une
extension du groupe de Lorentz par des transformations supraluminales,
est-il naturel de considérer d'abord une extension linéaire. Or

Marchildon, Antippa et Everett (1983) ont démontré qu'avec les hypothéses



suivantes:

a) Les transformations supraluminales sont réelles.

b) Elles sont linéaires.

,1\
c) Avec le groupe de Lorentz orthochrone propre L4 elles forment

un groupe.

alors une telle extension est impossible parce qu'elle implique de
nouvelles symétries qui sont en conflit avec l'expérience. Plus précisé-
ment, ils ont démontré le théoréme suivant. Soit SL (4,R) l'emsemble des
- . Pl a . . - 4 4 Pl
transformations linéaires quadridimensionnelles de R dans R de deter-

N

minant égal a 1 et soit SL (4, R) l'ensemble analogue mais de déterminant
égal a *1. Considérons S, un élément arbitraire de SL (4,R) qui ne pré-

2o N T .
serve pas la métrique de Lorentz, c'est—a-dire Sg's ¢ g; le plus petit

. . . 4 . .=
groupe de Lie gui contient S et L+ est, ou bien SL (4,R), ou bien SL

(4,R), selon que dét(S) =1 ou - 1. Et il est bien connu que SL (4,R)
et SL (4,R) contiennent des symétries contredites par l'expérience.
C'est un résultat dont nous aurons besoin et qui nous sera trés utile
pour démontrer qu'on ne peut retenir a la fois le principe de relativité
élargie et la notion de systéme de référence supraluminal. Ajoutons que
la condition d'invariance de la vitesse de la lumiére n'apparait pas
dans les hypothéses de Marchildon et al. parce que le groupe de Lorentz
est le plus vaste groupe de transformations linéaires laissant invarian-

te la vitesse de la lumiére.



Nous nous proposons d'investiguer des extensions non linéaires

du groupe de Lorentz. Notre approche sera double.

Nous allons d'abord chercher une extension non linéaire a 1'‘'aide
de transformations en particulier supraluminales, non linéaires, avec

les hypothéses suivantes:

a) L'ensemble des transformations (subluminales et supraluminales)
reliant deux systémes de référence équivalents forme un groupe
de Lie.

n
b) Elles contiennent le groupe de Lorentz orthochrone propre L4 .

c) Elles conservent le mouvement inertiel.

d) Elles sont réelles.

La premiere hypothése nous semble naturelle parce qu'elle semble
correspondre a la continuité du monde physique. Toutefois elle restreint
fortement les possibilités d'extension. En fait, nous verrons qu'elle a
des conséquences dévastatrices. La troisiéme hypotheése signifie que les
éléments de notre groupe de Lie doivent transformer un mouvement rectili-
gne uniforme en un mouvement rectiligne uniforme. C'est le sens habituel
qu'on donne au principe de conservation de 1'inertie. L'hypothése de
réalité vient du fait que les coordonnées spatio-temporelles ont le méme
sens physique dans les deux référentiels. Elles peuvent donc étre para-

métrisées de la méme fagon. Or Weyl (1923) suivi de V. Fock (1964) ont



7/ 7/ .
démontré que les transformations les plus générales conservant le mouve-
ment rectiligne uniforme sont les transformations fractionnaires linéai-
res. Dans cette premieére approche, notre méthode sera la suivante: si
. N T . . . - 7/ .
on ajoute a L, une transformation fractionnaire linéaire quelconque, quel
7/

sera le plus petit groupe généré? C'est ce que nous déterminerons dans

la section IV.

Les transformations linéaires ont la propriété de transformer le re-
pos en un mouvement rectiligne uniforme. Ceci nous suggére immédiatement
une nouvelle définition du mouvement relatif entre deux systémes de réfé-
rence ou a tout le moins la possibilité de le considérer sous un angle
différent. Les transformations de coordonnées qui transforment le repos
en mouvement rectiligne uniforme constituent certainement un ensemble
différent et probablement plus vaste que celles qui conservent le mouve-
ment rectiligne uniforme. Ce sera le point de départ de notre seconde
approche. Nous allons déduire la forme la plus générale des transforma-
tions ayant cette propriété et nous verrons que cet ensemble ne forme
pas un groupe. Nous répondrons a la question suivante: si nous imposons
a cet ensemble de former un groupe, incluant bien slir le groupe de Lorentz
orthochrone propre Lt , & quoi se réduit-il? Ce sera l'objet de la sec-

tion V.

En laissant tomber la linéarité, nous nous attaquons a des postulats
considérés jusqu'ici comme fondamentaux dans la dérivation des transfor-
mations de Lorentz. Par exemple, on croit généralement que 1'homogéné-
ité de l'espace-temps implique la linéarité des transformations. Alors

la non-linéarité implique-t-elle la non-homogénéité? Faut-il écarter



définitivement une extension non linéaire du groupe de Lorentz? Une
revue approfondie des diverses voies qui ménent au groupe de Lorentz s'im-

pose. C'est ce que nous ferons dans la section II.

Dans la section III, nous allons scruter la notion d'homogénéité et
il nous apparaltra qu'on peut trés bien concevoir un espace homogéne et
des transformations non linéaires avec une définition appropriée de 1'ho-
mogénéité. Nous verrons qu'il est loin d'@tre évident que 1'homogénéité
de l'espace-temps implique la linéarité et que la notion elle-méme d'ho-

mogénéité n'est pas entendue de la méme maniére par bien des auteurs.

Finalement, nous apporterons nos conclusions dans la section VI.



CHAPITRE II

LES DIVERSES VOIES EMPRUNTEES

POUR DEDUIRE LES TRANSFORMATIONS DE LORENTZ

Malgré 1'apparente diversité dans les différentes voies généralement
utilisées pour déduire les transformations de Lorentz, en réalité, du co-
té cinématique, ces voies peuvent se ramener a quelques-unes: une premie-
re voie caractérisée par la condition de l'invariance de la vitesse de
la lumiére, une seconde voie, la voie de la causalité, et une troisiéme
voie basée uniquement sur des principes généraux, par exemple 1'homogé-
néité de l'espace-temps, sans faire appel a l'invariance de la vitesse

de la lumiére ou a la causalité.

A. Premieére voie: La vitesse de la lumiére est invariante

Les hypothéses fondamentales sont le principe de relativité et 1'in-
variance de la vitesse de la lumiére, exprimée par l'invariance de 1'é-

quation

» 2 . 2
Js'= S+ iy + s = dxXs = o (2.1)



, . 2 .
ou par l'invariance de ds*, c'est-a-dire

as® = as!? (2.2)

5 42 |>2 .'2 2 |2 » N z

ou ds = dxl + dx2 + dxg - dxo , cette derniere condition étant plus
restrictive que la premiére. L'hypothése de l'invariance de la vitesse
de la lumiére peut étre aussi simplement une condition énoncée dont les

auteurs tiennent compte par la suite dans les calculs. Cependant, avant

d'entrer dans les détails, il est essentiel de parler du groupe conforme.

La propagation de la lumiére dans un systéme de référence (%% X,%,)

peut s'exprimer par 1l'équation
2 2
dxl + dxg + dx3 - dxg =0 ' (2.3)

E. Cunningham (1910) a mis en lumiere le fait que (2.3) est inva-
riant sous une transformation conforme stricte dans 1l'espace-temps qua-
dridimensionnel. Une transformation conforme stricte est la composition
d'une inversion par rapport a une hypersphere et de translations. Ces

/ 7’ .
transformations forment un groupe, note S le groupe conforme special.

4’
Comme (2.3) est également invariant pour les transformations de Lorentz
et les dilatations, on obtient que (2,3) est invariant»pour 1'ensemble des
transformations résultats de compositions d'inversions, de translations,
de transformations de Lorentz et de dilatations (x4 = AK&! A>0), ensem-

ble qui forme un groupe appelé groupe conforme, habituellement noté C4.

S le groupe conforme spécial, est un sous-groupe de C Explicitement

4’ 4°
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une transformation de S4 peut s'écrire

$0) = At (Xx)aq
[+ 2(k-a)+(x-x)(a a) (2.4)

. 2 . 2 2 2
ou a est un quadrivecteur constant, X.Xx = X. + X, + X_ - X

1 2 3 o'
2 2 2 2 , . .
al + a2 + a3 - ao. On peut démontrer que certaines transformations du

et a.a =

type (2.4) ne conservent pas le mouvement linéaire (Briginshaw, 1980).

Le groupe conforme C, est le plus vaste groupe continu laissant in-

4
variantes les équations de Maxwell, résultat 44 a Cunningham (1910) et
Bateman (1910). Il peut &tre utile de citer les générateurs composant

l'algébre de ce groupe, lorsque celle-ci est représentée par des opéra-

teurs différentiels. On peut les calculer a l'aide de la condition (2.1):

_ 2 _ D= J P = ) Lo .

= g = Y = — = : généerateurs de translations
R = e n ¥, ' T W T X
S= %o ) + X,_f_ + A5 jL; + K3 £l— : générateur de dilatation

- §Xo X 0X2 353
M = X X l> M - X D_\

TR L T FPRAA A R A

- ) J _y 9 p)

r"123 = A3 W2 Xz ;Z;’ hAOI: x°§7]+-x'§}; f: générateurs du groupe Li

MOlE Xl‘één'f‘ XOBJY;}

P 3 2 2 ; } J
= X +X ] Jd+2X g_
CD—(XO+ + z+X;)ﬁ°+ZXDX.be1' 0X13K1+2X0X3DE1 |
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C‘E 2X Xo"%,-oﬁ"(x.Z- X}_ X:HY:)J%- + 11X, XIJJT + 2 X X3-§x— générateurs
I} - 3

correspondant a des

Comzhm o + 20t D wnox s a1 + 7 KXy Stransformations
2 A4, 3 3 ( 2 3 )aXZ 2 ()13

non linéaires

=244 + 2 SN W SN
C, it . szqz sty (X3~ K=o, )st/

Le groupe conforme est un groupe a 15 paramétres. Si on définit en

général
M= XQ%;— Xx )‘)7?— (2.5)
=X—+Xk‘)—=—- M,yo= 0 (2.6)
oK = oéXk ) A e MKO / 00— .

les régles de commutation sont

[ Ps,Ps]=0 h

[ Map ) My 1= Mg My + %XM“— 'YlasM*Y = "lay Mgs

[Map Pel= 7, Ry P

[M*P'S]: ° > (2.7)
[Pd)S]Z Poﬂ

[Cus Py)= 2(Mag — dag$)
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[(:d ) hABYJ = /Zdﬁ>c:r"‘ 72,,C%

[S,Co\]=Co\

[_Co( ) Cp]:O

ou = -/ = = 0 = J -/ 2 .
" /700 / ’Zw ,7“, / /7/(9 £ ) k; I » ¢, 3 Nous verrons
qu'en greffant des hypotheéses supplémentaires a 1l'invariance de ds2 = Q,

nous sommes généralement conduits au groupe de Lorentz.

Einstein (1905) part avec deux hypothéses: le principe de relativi-
té, qui postule l'équivalence de tous les systémes inertiels en ce qui a
trait a la formulation des lois de la nature, et 1'invariance de la vites-
se de la lumiére. Mais il écrit: "En premier lieu, il est clair que les
équations doivent &tre linéaires si nous attribuons a 1l'espace et au
temps la propriété d'homogénéité." En fait, Einstein introduit ici une
troisiéme hypothése, la linéarité, qui, jointe au principe de relativité
et a 1'invariance de la vitesse de la lumiére, est suffisante pour con-

duire au groupe de Lorentz.

Indiquons briévement une fagon simple d'obtenir les transformations
de Lorentz a l'aide de ces trois postulats. Soient deux systémes de
7 Pl ' pd .
référence S et S tels que S‘ se déplace avec une vitesse constante V par

rapport a S dans la direction 0OX L'invariance de la vitesse de la

1

lumiére dans S donne

* z 2 )
X+ Xo + Xy — Ky = O (2.8)
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D'autre part, le principe de relativité implique

12> , 2 lz r
X,—#X: + X3 —-'Xo —_—O (2.9)
La linéarité et le fait que si X, = VX, + constante, alors xi est
constant,donnent
! 1
Xr= A(X - vXo) Xr = X»
(2.10)
' {

ou A, B et C sont des constantes telles que si V=0, alors A—1l, B—>1,

Cc=0.

Les équations (2.8), (2.9) et (2.10) impliquent

F VY = (1-v") (2.11)
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Plus tard, Einstein (1922), a partir de 1l'invariance de 1'équation
2 N . 12 42 . .y
ds = 0, conclut a l'équation ds = Ads . Le principe de relativite

implique A= 1. Voir par exemple Gomez (1935), Landau et Lifchitz (1966) .

L'argument de Gomez pour obtenir ,X: 1 est particulieérement simple:
 soit ds’zz,\dsz. Le principe de relativité implique as? =,de’2, d'ou
A =%+1. La valeur A = -1 est a rejeter car, lorsque la vitesse entre les
deux systemes de référence est nulle, auquel cas on doit avoir dxé = dxo,
12 , 2 2

. 2 2 2
il faut que dxl + dx2 + dx3 = dxl + dx2 + dxg .

7/ » 2 2 N . 7/
Rappelons comment 1l'équation as' = ds avec l'hypothese de la liné-

arité, nous conduit au groupe de Lorentz.
Soient deux systémes de référence reliés par la transformation
]
X«:/\d,s Xp +Do\ (2.12)

\ . 12 2
ou /\d? et [l* sont des constantes. La condition ds = ds donne

/\d(}/ /\Fé' /Vdp:_ /7/4“ (2.13)

/{'+ ! a(=/?= /2,3
— (2.14)
lap=< -1 A=p =0

\Lo @+ B
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De 1'équation (2.13), il vient:

v

(DL TA)

| (2.15)

et .D,TA = *1.

Si on fait }/: d = O dans 1l'équation (2.13), il suit:

2 2 2
(Noo) =1 + E (A = (Ao > | (2.16)
(42,3 -
L'ensemble des transformations (2.12) est un groupe appelé groupe
de Poincaré ou groupe de Lorentz non homogéne. Son sous-ensemble obte-
nu en faisant [)y= O est appelé groupe de Lorentz et est noté L. Des
contraintes supplémentaires, /\oo> !/, DzT /\ = + , définis-
T
sent le groupe de Lorentz orthochrone propre |—-(— . Les autres possibi-
lités ( DgT/\:-‘I ), /\oo £ -1 ou /\oo7/ | ) conduisent a des
symétries (inversions temporelles et parité) qui sont trés probablement
inexactes.
A ' . v 2 . 2 . . ] 2
Mais l'invariance de l'équation ds = 0 implique-t-elle ds =
2 » a s
ds ? Einstein ne le demontre pas.
Cette lacune est comblée par Mimura et Iwatsuki (1931) a l'aide d'u-
ne condition physique supplémentaire. Soient deux systeémes de référence
(x.x.x.x) et (x' X X X ) tels que le second se déplace avec une vitesse

12730 12730

. . . . !
V par rapport au premier dans la direction de Xl; si Oxl_ et Oxl ont



16

méme direction, alors un rayon lumineux qui se propage suivant la di-
rection Oxl dans le systéme (xlx2x3xo) apparaltra dans l'autre syste-

, . . [
me se déplacer dans la direction Oxl'

Elle est également comblée par Gomez (1935) pour qui le fait que
[ . ] z . 2 [} 3 I 2 2 z
l'invariance de l'équation ds™ = O implique ds = ds est une consé-

quence du principe de relativité.

Chez Fock (1964), les hypothéses sont la conservation du mouvement
inertiel et l'invariance des équations de Maxwell, cette derniére condi-

. s e as . . , . . 2 .

tion signifiant en fait l'invariance de l'équation ds™ = 0. ©Nous revien-
drons plus tard a 1'approche de Fock.

Stiégler (1952) part avec quatre hypotheses:

a) L'homogénéité de 1'espace-temps.

b) L'isotropie de 1l'espace.

c) Le fait que la propagation de la lumiére est soumise a 1'équa-

tion xi + xi + x§ - c2 xg = 0 ol ¢ est la vitesse de la lumiére

qui pourrait changer quand on change de systéme de référence.
d) Le principe de relativité.

Sans le démontrer, l'auteur affirme que les hypothéses a) et b)
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impliquent la linéarité et il démontre que la linéarité et les hypothéses
c) et d) conduisent au fait que la vitesse de la lumiére est la méme dans
tous les systémes de référence. Nous retrouvons ainsi les hypotheses
d'Einstein (1905): Principe de relativité, invariance de la vitesse de

la lumiére et linéarité. On voit que, lorsque les transformations sont
linéaires, la condition de l'invariance de la vitesse de la lumiére n'est

pas indépendante du principe de relativité.
Weinstock (1964) utilise les hypothéses suivantes:

a) La constance de la vitesse de la lumiére dans toutes les direc-

tions.

b) La relation de réciprocité.
c) L'isotropie de l'espace.

Weinstock démontre que a) et b) impliquent la linéarité. La condi-

[ 1 P
x_X_ ) se déplace par rapport au

tion b) signifie que si le systéme (x‘lx2 3%

systéme (xlx2x3xo) avec une vitesse relative V tel que vu dans

(x.x.%¥.X.) et si W est la vitesse relative de (x_x, X _x_ ) par rapport a

172730 1230

£3xb) tel que vu dans (x.X.x.x.), alors V = ~ W. Cette hypothése

(x'£
172 3.0

172
n'est pas nécessaire. En effet, le principe de relativité implique 1'in-
variance de la relation entre V et W: V = @(W) == W= dp( V) . Or

Berzi et Gorini (1969) ont démontré que lorsque les transformations sont

linéaires, 1'isotropie de 1l'espace implique W = - V et encore une fois
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nous retrouvons les hypothéses d'Einstein (1905).

Gorini (1971) démontre que dans un espace a (M+ ] ) dimensions, ou
m#» 3 + les seuls groupes cinématiques linéaires non triviaux compati-
bles avec l'isotropie de l'espace sont le groupe de Lorentz et le groupe
de Galilée. Une exigence supplémentaire, comme 1'invariance de la vi-
tesse de la lumiére, élimine le groupe de Galilée. Précisons que 1'i-
sotropie est entendue ici dans un sens bien particulier: seules les ro-
tations relient deux systémes de référence relativement immobiles. Cette
formulation du principe de 1l'isotropie différe par exemple de celle de

Weinstock (1964) et de celle de Stiegler (1952).

I1 faut faire la remarque ici que les principes généraux comme 1'in-
variance de la vitesse de la lumiére, l'isotropie de 1l'espace et 1'homo-
généité ont des formulations qui varient d'un auteur a l'lautre. De plus,
ils ne sont pas en général indépendants: tel principe est souvent une
conséquence des autres. Il peut méme arriver qu'on se serve d'un prin-
cipe en particulier sans que ce soit explicitement reconnu. Par exemple,
la forme des équations (2.10) est un vague appel a l'isotropie de l'es-
pace qui nous dit que xi et xg ne dépendent pas de X5 et Xq et que x; et
x; sont proportionnels, avec le méme coefficient de proportionalité, aux
coordonnées correspondantes X, et x3. Dans plusieurs publications les
équations (2.10) sont posées sans qu'on mentionne explicitement le prin-

cipe de 1'isotropie.

Cependant, il ressort que lorsqu'on démontre la linéarité ou lors-
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qu'on la postule parce que découlant d'autres principes, 1l'invariance de
la vitesse de la lumiére ou 1'homogénéité de l'espace interviennent tou-
jours. Le fait que la linéarité puisse découler de l'invariance de la
vitesse de la lumiére n'est pas un obstacle a 1'étude d'extensions du
groupe de Lorentz par des transformations non linéaires (pouvant &tre
supraluminales) puisque dé telles transformations ne conservent pas né-
cessairement la vitesse de la lumiére. Quant au fait que 1'homogénéité

implique la linéarité, nous y reviendrons plus loin (section II - C).

Comme souligné précédemment, certains éléments du groupe conforme
ne conservent pas le mouvement inertiel. Et il n'est pas dit que toutes
les transformations conservant le mouvement inertiel font partie du
groupe conforme. En effet, Weyl (1923) suivi de Fock (1964) ont démontré
que le plus vaste groupe cogservant le mouvement inertiel est le groupe

fractionnaire linéaire, dont les éléments ont la forme

_ Ax+8B _ ;
'S‘(X)— - . X—-(X°)X';Xllx3) ) B— B‘,J B,)BZ B)(2.15)
I+ Wy Ka ’ =3
ou AC— GL(4) R)) , l'ensemble des transformations linéaires réelles
quadridimensionnelles; les Ei(et:V%,sont constants. C'est un résultat
remarquable car dans la littérature, on reconnait plus ou moins explici-
tement que la conservation de l'inertie implique la linéarité. Ce résul-
tat ouvre une voie nouvelle qui, a notre connaissance, n'a pas encore été
p |_1

exploitée. Le groupe de Lorentz orthochrone propre L.} est un sous-
groupe du groupe fractionnaire linéaire. La question suivante vient na-

N . . ) N ¢ 7 pd
turellement a l'esprit: qu'arrive-t-il si on ajoute a LA un elément du
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groupe de Fock? Nous répondrons a cette question a la section IV.

B. Deuxieéme voie: La causalité

Dans un remarquable article, publié en 1964, E.C. Zeeman démontre
que le groupe de tous les automorphismes qui préservent 1'ordre partiel
que constitue la causalité génére le groupe de Poincaré et les dilata-

. , T* ,
tions, un groupe note [D . Résumons l'article de Zeeman.

Soit M l'espace de Minkowski, c'est-a-dire 1'espace-temps réel qua-
dridimensionnel de la relativité restreinte et soit Q la forme caracté-

ristique quadratique sur M définie par

2 2 2 2
Qx) = X xl x2 x3 (2.16)
ol x = (x.x.%X.x.). Il existe un ordre partiel sur M donné par x<y si un

071 273

événement a x peut influencer un événement a y. Plus précisément x< vy
si y - x est un quadrivecteur du genre temps, c'est-a-dire CQ(y - x)> 0,
orienté vers le futur, xo<_yo. Soit 4:M— M une fonction biunivoque,
pas nécessairement linéaire ou continue. 4 est dit automorphisme causal
si 4 et é_\préservent tous les deux 1l'ordre partiel; en d'autres termes,

-& est un automorphisme causal si

X<y dxa Ly

pour tout X,Y ¢ ™M . On peut montrer que l'ensemble des automor-
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phismes causals forment un groupe, que nous appelons le groupe de causa-
L .. PT¥ :
lité. Soit le groupe géneré par i) le groupe de Lorentz orthochrone
1\
L_ (groupe qui laisse Q invariant et préserve l'orientation du temps),

1
ii) les translations dans M, iii) les dilatations dans M: X,= A X4,A><),
L. o PTF
Théoreme: Le groupe de causalité —
Rappelons les groupes de transformation standards en relativité et
les générateurs de leur algeébre de Lie, d'aprés la notation donnée en dé-

but de section:

L : Le groupe de Lorentz, c'est-a-dire l'ensemble des transforma-

; : 2
tions qui préservent uos .{Mo\ﬂ/' AdR=0 /7, 2,3 j'

' : Le groupe de Lorentz orthochrone, sous-groupe de L, dont les

éléments préservent le signe de g -

Ly : Le groupe de Lorentz orthochrone propre, un sous=-groupe de

T e e - . .
L , dont les elements excluent les 1nversions spatiales.

P :+ Le groupe de Poincaré, l'ensemble des transformations affi-

2z
nes qui préservent dS . {hAdp ) P;\}.
P : Le groupe de Poincaré orthochrone (comme ! ).

Y
. ~ !
Pi : Le groupe de Poincaré orthochrone propre (comme L+ ).
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P* : Le groupe de Poincaré augmenté, l'ensemble des éléments de

P augmenté d'une dilatation uniforme positive -{/1dﬁ) Pd )52.

Pf*,Pi*: Le groupe de Poincaré augmenté orthochrone (orthochrone

propre) .

C, : Le groupe conforme pour M, . Ce groupe est généré par les
inversions et les éléments de P*. C('est le plus vaste grou-
pe continu qui laisse invariantes les équations de Maxwell.

S4 : Le groupe conforme spécial pour M4-

f

Nous rappelons que les groupes L, Lf et Ly , correspondent aux
possibilités suivantes, d'aprés la notation adoptée plus haut:

?
L L* Ly
7

Noo |, Dttt A=t DTAT1 Ao»i, DTA=+1

Il est clair que L et LT se subdivisent en des ensembles qui ne
peuvent &tre reliés par une variation continue de tous les parametres.
Ces deux groupes sont dits non connexes (connectivité dans 1'espace des
paramétres). Correspondant aux possibilités /\004-—’,/\§07'/,[)ﬁT-/\=tl,

T ose subdivisent respectivement en quatre et deux com-

on voit que L et L
posantes. La composante comprenant l'identité est appelée la composante

connexe et forme un groupe continu. Seule la composante connexe peut
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etre générée par composition d'éléments voisins de 1'identité (pour plus
de détails sur les groupes continus, voir le début de la section IV).

Les groupes L, L? et Li sont dits localement isomorphes: leur composan-
te connexe est la méme et ils ont ainsi la méme algébre. Pour les mémes

. . 2 f N
raisons, on dit que P, P et P+ ont la méme algebre.

Sans entrer dans les méandres de la preuve, nous pouvons en donner

les étapes essentielles. Soit G le groupe de causalité.

Tx
1) pT* <C G : il est évident que tout -+ € P préserve la rela-
A ’ T ’

tion de causalité x<y car par définition tout ¥ € P préserve

cette relation et le fait de multiplier par une constante posi-

tive les X« ne change rien.

Tx- it 4 ; i Le

2) GcP *! soit € G. On peut déemontrer que si G, alors %
est une transformation affine. Voir par exemple Zeeman (1964),
Nanda (1976}, Briginshaw (1979). Maintenant si4 € G, alors

p 2 2 2
4 € ¢, car tout % € G préserve ds” = 0 (ds= 0 = ds" = 0)

4
(Briginshaw, 1979). Or Frank (1911) a démontré que le plus
vaste sous—groupe affin de C4 est P*. Donc + &P*, ce qui im—

7~ s oo m o c s
plique §$€ Pl * puisque par définition 4 maintient l'ordre tem~

porel.

Nous obtenons donc G = PT*. Si on exige du groupe de causalité de

préserver l'orientation des axes (xlx2x31, alors il vient G = Py*. Une

contrainte supplémentaire (Pauli, 1958) peut €tre apportée pour rendre
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le facteur de dilatation égal a l'unité: G = P: .
Mais qu'est-ce qui garantit le caracteére affin de tout élément E de G?
C'est la préservation de la relation { Jjointe a l'hypothése que f— est
biunivoque. Ainsi lorsqu'on dérive les transformations de Lorentz via le
principe de causalité, la linéarité qui en découle est une conséquence de
la préservation de la causalité. Ceci n'empéche pas une investigation
des transformations supraluminales non linéaires, car celles-ci par défi-
nition s'appliquent a des événements qui ne peuvent s'influencer, c'est-
a-dire entre lesquels il n'y a pas de causalité qui puisse &tre établie
par la lumiere. Notons enfin qu'en soi une violation de la causalité au
sens de Zeeman ne conduit pas nécessairement a des anomalies causales,
comme le paradoxe de Tolman: une boucle causale suppose par exemple, en

plus d'une inversion cause-effet, un retour dans l'espace.

Cette voie constitue une remarquable simplification en ce qui con-

cerne les hypothéses utilisées pour en arriver au groupe de Lorentz.

C. Troisiéme voie: Principes généraux

Dans cette voie, la dérivation des transformations de Lorentz est
basée uniquement sur des principes généraux, comme 1'homogénéité, 1l'iso-
tropie ou le principe de relativité, sans faire intervenir des conditions

reliées 3 l'invariance de la vitesse de la lumiere.
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Frank et Rothe (1911) ont été les premiers a démontrer que 1 'hypo-
thése d'une vitesse invariante n'est pas nécessaire pour en arriver aux
transformations de Lorentz. Leurs seules hypothéses, le principe de re-
lativité, 1l'isotropie de 1'espace et 1'homogénéité de 1'espace-temps,
conduisent a l'existence d'une constante universelle qui a la significa-
tion d'une vitesse invariante. Plus tard, Pars (1921) fit le méme tra-
vail en insistant surtout sur le fait que le principe de relativité im-
plique que les transformations reliant des systémes de référence équiva-

lents doivent former un groupe.

Dans plusieurs publications, on suppose la linéarité sans démonstra-
tion parce qu'on la juge nécessaire ou évidente. C'est le cas de Lee et
Kalotas (1975), Strauss (1946), Landau et Sampanthar (1972), Temple
(1938), Pars (1921). La plupart du temps, la linéarité découle, dit-on,
de 1'homogénéité de l'espaée—temps. Nous n'insisterons pas davantage sur

ces articles.

Ce qui nous intéresse vraiment, ce sont les publications ou 1'on
démontre la linéarité. Schwartz (1962) procéde comme suit. Soit le
mouvement rectiligne uniforme d'une particule dans un référentiel S,

décrit par

ER
K'
d & = 0 vz 2,3 (2.17)
dxs
! ! 7 N 7 7
soient X4 = e (XA) les coordonnées dans un second systeme de réefe-

!
I . L s
rence S . Nous exigeons gque le mouvement correspondant dans S soit éga-
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lement un mouvement rectiligne uniforme, c'est-a-dire un mouvement liné-
aire dans l'espace-temps. En supposant que les transformations sont biu-
nivoques, une invariance similaire tient pour des hyperplans. En effet,
un hyperplan est défini par trois droites non paralléles se rencontrant
en trois points différents. Considérons quatre hyperplans linéairement

1
indépendants dans S

Aap X;; + B.=o0 (2.18)

DzT' Ade l + 0 (2.19)

Par hypotheése:

AdﬁXp—i-B,\:A.LB 'S'lX)‘i'B«:Ko«;aX,e-}-Dd (2.20)

ou les kéxﬁ et les [>¢ sont des constantes. Il vient:

2

S _?_%L -0
bxi,be

(2.21)

Puisque [),TIAApl:& 0, les {-S(X) sont linéaires. Cette dé-
monstration est valable a la condition que deux droites non paralléles
dans S soient également non paralléeles dans S', ou encore que deux droi-
tes paralléles dans S| soient paralléles dans S et inversement (principe
de relativité). Ainsi f’ doit laisser invariante la vitesse relative

entre deux objets, ce qui laisse une porte ouverte: existe-t-il des

transformations non linéaires qui conservent le mouvement rectiligne uni-
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forme en ne préservant pas la vitesse relative? Oui: le groupe fraction-

naire linéaire.

Quant a Baird (1975), la linéarité y est démontrée pour des trans-
formations qui conservent la vitesse de la lumiére, donc inapplicables

pour des transformations supraluminales.



CHAPITRE III

LINEARITE ET HOMOGENEITE

Nous allons maintenant considérer quelques publications ou la linéa-

rité est démontrée a partir de 1'homogénéité.

C'est le cas de Drake (1966) selon lequel un dx‘ causé par dx et dt
est indépendant de x et t si 1'espace-temps est homogeéne. Alors, si on

suppose x = @, t = 0 quand x’ =0, t' = 0, on doit avoir:

X = ax + ht (3.1)

ol a et h sont constants et dépendent de v seulement. Ici v est la vi-
tesse relative entre les deux référentiels. On retrouve dans Levy-Leblond
(1975) une définition plus générale de l'homogénéité: "We assume first
that space-time is homogeneous in that it has everywhere and every time
the same properties". C'est une définition difficilement contestable,
mais il ajoute: "More precisely, the transformation properties of a
spatiotemporal interval (‘Ax’A'E ) depend only on that interval and not

on the location of its end points (in the considered reference frame).



29

! 1
In other words, the transformed interval ( AX, 4T ) obtained through

an inertial transformation is independent of these end points".

Suivant le raisonnement de Levy-Leblond, si nous considérons une

transformation

x= F(x,T, a)
(3.2)
T=G(x,T a)

v 1} I} ,
ol a représente un ensemble de paramétres, alors les variations dx et

r p
dt , données par

dx'= 2F Jx+ 2F It
T

X P
(3.3)
1
v = 244+ 2647
X 3T
doivent @tre indépendantes de x et t (s'il y a homogénéité). Par consé-

quent, F et G doivent @tre linéaires, en supposant que les origines des

deux systémes colncident.

. . o P
Ce résultat nous semble incorrect. Considérons un espace sphérique
. . ~
bi-dimensionnel dont la métrique en termes des coordonnées x, y et B,

P . définies dans la figure 3.1 est donnée par



Figure.3.l

Espace sphérique bi-dimensionnel.
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I = date 4yt 4 e rrdy )

2

(3.4)
Ao x%- y?

2 2 .2 2
' 2
ds'= A* do + sim o dP”) (3.5)
Cet espace est homogene (au sens ou l'on entend 1'homogénéité dans
un espace métrique). Cependant la relation entre les deux systemes de
coordonnées (X, Y ) et (0,9) n'est pas linéaire. D'autre part, ds® et

1 2 .
sont tous deux fonctions des coordonnées.

ds
Pour Berzi et Gorini (1969), 1'homogénéité de 1'espace-temps exige
qu'une translation spatio-temporelle T n'affecte pas la relation entre

deux observateurs et laisse invariante la transformation

XI = -§(x) X = (x., X., X

; X.) x' = (x', x', X
0 1 2 37 [o}

1 2" x3) (3.6)

entre les deux observateurs., soient T4 et T, les représentations de T
N ' N V4 7z . /

relativement a S et S , deux systemes de référence reliés par la trans-

formation (3.6). Berzi et Gorini expriment la propriété d'homogénéité

par la relation:

LT X) = T $(x) (3.7)

ou encore

!

Flx+ &) = F(x)+ A (3.8)

31
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R _ 1 ' B ] !
ou o =(a(‘,} Ay oy, oy ) est un vecteur constant, o(_:_(o(.}a(.)dz,d;)
dépend de ﬂ- et « mais non de x. On retrouve dans Lalan (1937) une
interprétation semblable de 1'homogénéité. Soit C 1'opération qui—con-

siste a changer de référentiel:

C: x' = 4 (x, V) (3.9)

N ! [}
ou X = (X ,X.,X_,%X.), x = (X

0’ %1%y %3 ,x3) et V est la vitesse relative

0" ¥17%;
entre les deux systemes de référence. Lalan postule que 1'opération C
jouit de la propriété suivante: si, avant d'effectuer 1'opération C, on
change 1'origine du systéme S, il est possible, en effectuant un change-
ment d'origine convenable dans le systéme S', de ramener l'expression de
1l'opération C & sa forme primitive. Autrement dit, si on appelle

T X—> XL & et Ty '+ X—> ¥- & les deux changements d'origine res-

' Z P4 P4 PAES z - . .
pectivement dans S et S, la propriété d'homogénéité signifie que

TaC Ta=C (3.10)

c'est-a-dire

$(X-a,v) + & = F(x,v) (3.11)

Remarquons ici que, a moins de considérer un espace euclidien et un
» - - » \
systéme particulier de coordonnées, une translation ne consiste pas a
] ] [} L
remplacer X par f— A ou X par X— A . En effet, considérons les deux

espaces bi-dimensionnels de la figure‘(3.2).



X,

Figure 3.2a Espace cylirndrique bi-dimensionnel.

X

Figure 3.2b Espace sphérique bi-dimensionnel.
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Le premier, correspondant a la figure 3.2a, est plan, en ce sens que
toutes les composantes du tenseur de Riemann sont nulles. Le second est
un espace a courbure constante. Il est clair que si on fait subir aux

. . . .
courbes ¢ et ¢ une translation vers les x croissants, la variation de
X n'est pas la méme pour toutes les parties de la courbe. Lorsque deux

référentiels dans un espace quelconque sont reliés par une transformation

r = $(x) (3.12)

. { ¢ N . .z
le fait de remplacer X par Xx—A et X par x- « ou &’ est indépendant de x
n'est pas une translation. La confusion vient du fait que dans un espace
euclidien muni d'un systéme de coordonnées cartésien, une translation
i '

’ 4 0
s'opére en remplagant x par Y-A% et x par xX-<+ . Opérer une translation

de cette maniére revient a supposer que l'espace est euclidien.

Il semble que ces diverses définitions ae 1'homogénéité ne sont pas.
correctes. Comment définir 1'homogénéité? De facon tres générale, on
pourrait la définir de la maniere suivante: en tout temps, n'importe ou
dans l'univers, les lois de la physique sont toujours les mé€mes. Mais
sous cette définition générale, qui fait d‘ailleurs l'accord de tous, il

existe des définitions plus précises qui diffeérent passablement.

A. Homogénéité dans un espace métrique

Considérons un espace quadri~dimensionnel muni d'une métrique ?;»KX)

ou #M,¥V= 0,1/,2, 3 . Cette métrique est dite de forme invarian-
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te sous une transformation des coordonnées y—> y' lorsque la dépen-
P4 . P4 ’
dance fonctionnelle de la métrique transformée g%y(x') en termes de

] A N\ .
X est la meme que celle de %ZJX) en termes de X, c'est-a~dire:

Z:v()')= &) (3.13)

pour tout y. On sait qu'en tout point, la relation entre les deux métri-

ques est donnée par

) = = Tl X) (3.14)

g 0= DAL 2L g ) G-15)

Les équations (3.13) et (3.15) donnent:

P T
Tuvlx) = 2:,‘ }’;Xo C}J;v_(x) (3.16)

) . , .
Toute transformation X—>»X telle que la relation (3.16) est satis-
faite est appelée isométrie. Pour le cas particulier ol la transforma-

tion est infinitésimale:

) F
KM= gt s s | ¢ 1< | (3.17)
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1'équation (3.16) devient

v
_ a8 € () o Vo
0= YT ?}:G_(X) + b—i;' &V(X)‘{" Sf(X)’b—x,,(—X)_ (3.18)

A l'aide de 1l'équation
M
(. = 7, 3 (3.19)

T

reliant les composantes covariantes et contravariantes du vecteur { ’

on démontre aisément que 1'équation (3.18) devient:

0= §¢_P+ {P;q— (3.20)
2

ou, rappelons-le,

§q—)./;:_ :{; —_— |—_‘ o:.—f, (,( (3.21)
X

)
est la dérivée covariante de §°, , les r_'qp étant les symboles de

Christoffel:

< —_ Apr D T 2?/ 0 ¥+
l—‘crp——z"? (-a—x%,f—+—b—xf:—_ﬁ———gx—,f;) (3.22)

Tout quadri-vecteur satisfaisant a l'équation (3.20) est dit vecteur

de Killing de la métrique g;g(x) et la transformation infinitésimale
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XI" = X'u-f 5{/2 X) est appelée isométrie infinitésimale. On peut montrer
(voir Weinberg, 1972) qu'il y a au plus RH|V+|)//Z vecteurs de Killing
indépendants dans un espace a N dimensions. Certaines isométries, au
plus N dans un espace a N dimensions, correspondent a des translations
infinitésimales, les autres correspondent a des rotations autour d4'un

point.

Un espace a N dimensions est dit homogeéne s'il existe N isométries
qui transportent tout point X en tout autre point X + dx situé dans son
voisinage, c'est-a-dire que, quelle que soit la direction indiquée par
la transformation Xlz; X + {_§ , la métrique demeure la méme. Par
exemple, l'espace sphérique bi-dimensionnel de la figure 3.1 est homogene
car il posséde deux vecteurs de Killing indépendants. Par contre, l'es-

pace constitué par un tore n'en possede qu'un (figure 3.3).

Il est clair que le déplacement a) ne change pas la métrique mais
que le déplacement b) la change. Il apparalt que 1'homogénéité dans un

espace métrique n'implique pas que ?;0 soit indépendant de X..

Il est important de remarquer, quoiqu'il y ait changement dans la
métrique dans le déplacement b}, qu'il reste qu'on est toujours soumis

aux équations d'Einstein:
Rev = 4 #,,R= = 8TTG Ty (3.23)

Dans un sens, la direction b) n'implique pas de changement dans les



Figure 3.3 Espace formé par un tore.
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lois de la physique mais un changement dans les conditions initiales,
c'est-a-dire la répartition de la matiére et de 1'énergie, dans 1'espace.
Il semble que l'on puisse définir 1'homogénéité a différents niveaux.
Mais la véritable homogénéité ne consiste-t-elle pas a s'abstraire des

conditions initiales?

B. Homogénéité relativement 3 un observateur

Soit un observateur O dans un référentiel S. On dira que 1'espace-
temps est homogéne si, pour toute expérience EO accomplie par 0 avec un
appareillage A, et caractérisée par des coordonnées spatio-temporelles

—> - . z . z .
(,XJ ({ ) et pour toute translation caractérisée par le quadri-vecteur
- _5 ] Iy ] 7/ . - 7/ 7/ I3
(a, TL;/O peut accomplir en principe une expérience copie géométrique-
e pe ’ - =
ment caractérisée par les coordonnées ( X+ a , T+ To ) avec un appa-

reillage AZ” identique.

Cette définition, due a Lugiato et Gorini.(l972) souléve aussi des
difficultés. A moins d'admettre 1l'existence de l'espace-temps absolu,
une véritable translation ne peut s'opérer sans changer les conditions
initiales, ce qui risque de perturber les résultats d'une expérience.

Par exemple, si 1'expérience consiste a mesurer le carré de la distance
entre deux points, loin de toute masse importante, le résultat sera, dans

un systéme de coordonnées cartésiennes,

2 2 2 2 _
ds = dxl + dx2 +'dx3_ /7k€dxk, dg(
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Par contre, au voisinage d'une masse importante, il pourrait Etre,

N . -?
aprés une translation a,
2
ds” = (/7f1+ AH)Jkau
N A R —)
ou les K g —> 0 s. a—90.

C. L'homogénéité relativement a deux observateurs

Cette conception de 1l'homogénéité, qui est en fait celle de Lalan et
Berzi et Gorini, a été énoncée par Lugiato et Gorini (1972) (énoncé

qu'ils appellent axiome d'homogénéité) :

» 7z 7 . d . v 7z ’ « /
Axiome d'homogénéité: soient deux systémes de référence S et S reliés
/
par une transformation X = -§/X) . Soit a un
quadri-vecteur arbitraire constant et considérons
dans S la translation X— X+ A , alors il exis-
te un quadri-vecteur b constant tel que —+(4+ a)

= -;(x)+/0 .

Cette définition doit @tre rejetée parce gque, comme nous l'avons vu,
une translation en général ne consiste pas & remplacer x par X — a.
Cependant, elle a en plus un grave défaut: la détermination de la rela-
tion entre S et S' est faite sans référence i un changement dans les con-
ditions initiales. Elle ressemble beaucoup plus a une opération mathéma-

. . . .. N\ . . z
tique, une contrainte sur la transformation {} qui méne a sa linéarité
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(2 la condition qu'elle soit continue). Comme souligné plus haut, il ne
peut y avoir de véritable homogénéité que lorsque, sous l'effet d'une
translation quelconque, c'est-a-dire, n'importe ol et n'importe quand
dans l'univers, et quel que soit le changement dans les conditions ini-

tiales, il y a symétrie de toutes les lois physiques.
Cette conception de 1'homogénéité nous semble plus cohérente et n'a
rien a voir, bien s{ir, avec la linéarité. Nous proposons donc comme

définition de 1'homogénéité:

D. Homogénéité de l'espace-temps : Partout et en tout temps, les

symétries des lois physiques sont les mémes.

Le message des deux derniéres sections est clair: rien dans les di-
verses voies qui ménent au groupe de Lorentz n'interdit de considérer

des extensions non linéaires de ce groupe.



CHAPITRE IV

TRANSFORMATIONS PRESERVANT

LE MOUVEMENT INERTIEL

Considérons l'ensemble des points de l'espace-temps. Un systéme de
référence est une correspondance biunivoque entre cet ensemble et R4,
l'espace réel continu a quatre dimensions. Trois dimensions sont asso-
ciées a des coordonnées spatiales, la quatriéme étant associée a une
coordonnée temporelle. Nous supposons qu'on peut faire naturellement la
distinction entre l'espace et le temps et gqu'on peut caractériser un évé-
nement quelconque par les trois coordonnées spatiales et la coordonnée
temporelle. Physiquement, un systeéme de référence est constitué de ré-

gles a mesurer et d'horloges réparties dans l'espace et identiques.

. 3 4 z » . .
Une ligne droite dans R représente un mouvement rectiligne uniforme

dans l'espace. Soient (xo, X., X x31 les coordonnées d'un événement,

1’ 72!
X, étant la coordonnée temporelle, les trois autres étant les coordonnées
spatiales. Ainsi que 1'a démontré Fock, d'aprés Weyl, le plus vaste en-

. ’ . pd . 4 'l
semble de transformations préservant le mouvement linéaire dans R , c'est-

d-dire transformant une droite en une droite, est le groupe linéaire frac-
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tionnaire:

Ky = AusXo+Ea Ay € GLI4AR)

B + W, Xy (4.1)

ou B, les Eaget les VY% sont constants. GL(4,R) est l'ensemble des
transformations linéaires réelles, quadri-dimensionnelles. C'est un grou-

pe a 24 paramétres indépendants.

Ce résultat n'entre pas en contradiction avec celui de Schwartz, que
nous avons étudié dans la section II. Schwartz a démontré que les trans-—
formations qui transforment une droite en une droite et qui préservent la
vitesse relative entre deux objets sont nécessairement linéaires. Or il
est clair que les transformations (4.1) ne préservent pas la vitesse rela-

tive. En effet, soient x, le temps et x X, X_. les coordonnées d'un

0 1’ 72 3
événement. Soient k,; et ¥ (¢=/,2,3 ) six constantes arbitraires.
Y
L'ensemble des trois équations
X" = Xo,,‘ + V. Xn (4'2)

S
représente un mouvement rectiligne uniforme de vitesse V=-(W,V2} Vs ) .
On peut vérifier sans difficulté que si on substitue ces équations dans
(3.1), il suit:

' !

!
X, = Xoo + VX, (4.3)
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! [
ol Xo; et v sont des constantes qui dépendent de [f,¢ et v . Le

fait que V,;’ soit fonction de fo; implique que deux lignes droites paral-
leles, c'est-a-dire des mouvements rectilignes uniformes de méme_vitesse,
sont transformées en deux lignes droites non paralléles, c'est-a-dire,
deux mouvements rectilignes uniformes de vitesses différentes. On peut

)

démontrer facilement que V; est indépendant de X,; si et seulement si le

dénominateur dans (3.1) est constant.

Il peut etre utile de résumer briévement ce qu'est un groupe continu
de transformations. Considérons un groupe de transformations fonctions

de /1 paramétres 4 :

az(4, 4z, .., da)
/
Xo( = é’d(x} d/) XE(Xo,xn,xz,"‘} Xm)
A= /0,/,.2,~--m) (4.4)

ol l'on suppose que chaque transformation est définie pour un ensemble de
paramétres a et ol la transformation identité est obtenue en faisant tous
les a nuls. En supposant les fonctions 'S'o\ dérivables par rapport aux
X et aux paramétres a, ce qui définit un groupe continu, les transfor-
mations infinitésimales du groupe sont obtenues en développant les fonc-
tions -S-d\ en série de puissance des paramétres, ne gardant gue les termes

du premier ordre:

' dFulx. a
= X + AL ) A |a/"| <« (4.5)
ad/vf “az=o }I:I,Zl,..)n
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Ces transformations infinitésimales sont voisines de 1'identité.

Pour le cas oi 1=/ et m=/ , il vient:

X’=X+ /(%) d:(l-/— a 0% J)X

la da lazo Yy (4.6)

La transformation infinitésimale (4.6) est associée a 1'opérateur

différentiel

)+ )

a4 lezo X (4.7)

L'expression

ae‘ d

est appelée générateur de la transformation. Pour le cas général a 7
paramétres et M coordonnées, on peut montrer que l'opérateur différentiel

associé a la transformation (4.4) est

~+

a, 9%« 2 - a,[“-‘ Doy M D
‘)al‘ 6= © X« da, l6=0 o, )a’l &:odxm

Pe

+q7_|:a_-$"’ .J_-/-..-+9-§M
=0

aaz ax éﬂz a=o ()XM
+...+am[ﬁ ) vy |
}41 4.:0‘9:—' ,4,1 4= 0 )'(m (4-9)
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de sorte que, correspondant a chaque paramétre Ap , on définit un géné-

rateur

5o P

(4.10)
) a)" 4=0 a/("

On peut montrer qu'il y a autant de générateurs linéairement indé-
pendants que de paramétres. L'ensemble des générateurs forme un espace

vectoriel sur lequel on définit 1'algébre du groupe.

Lorsque les fonctions jfd (Xj @ ) sont analytiques dans tout leur
domaine de définition, le groupe continu est dit groupe de Lie. Un résul-
tat fondamental, dU a Sophus Lie, est que toute transformation finie d'un
groupe de Lie connexe est obtenue par une exponentiation d'une combinaison
linéaire des générateurs de l'algebre, c'est-a~dire que toute transforma-
tion finie peut étre obtenue a partir de transformations voisines de 1'i-

dentité.

Nous allons calculer les générateurs du groupe fractionnaire linéai-
re. La premiére étape consiste a exprimer les équations ((4.1) sous la

forme

re - (A«pt ‘O(dﬁ) Xn + E o .11
I+ B + for

de sorte que pour chaque transformation, 1l'identité est obtenue en faisant

!
tous les Adp , les EA . les WJ/ et B nuls. L'étape suivante con-
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1
siste a développer les Xy en séries de puissances des paramétres aA4p

Fa, Wy o B .

[

Xa = X4 + ddﬂ{dﬂ + WP/\aﬁ “-E"‘jvk + BLUO( (4.12)

ou les gdp , les /\dﬂ , les fo( et les Wdo sont calculés a l'aide

des équations (4.2). Il n'y a pas de sommation sur o4 dans le terme de

droite de l'équation (4.12). Par exemple:

§00 = axol =

)aoo ddﬁ'[.('g‘p}_-o

Aprés calcul des g-dp ’ /\4[3 ’ ?c\ et Wq , et réexprimant
I
en termes des Arv et de B= | + B , i1 vient pour le générateur

(4.9) du groupe linéaire fractionnaire

eem 1) X, 2 X, 2 o Ky 2 Ky 2
(Ao ) X axo+ Ao bxo+ Ao z”o'f‘ A 37»\’_0
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) J J J
+ A, L A X, 4 (A, -1k
Xy 31 dX3+ 722 X, + 23 3 —JX;

cwate( e+ k2 X, A x L)

° Ko ki X ox;
Wk (X0 &+ 8 2t x L+ a3 )
TR 3% Y? TS X3

) ) J 2
—1) (A 2 ‘ 20 4 2 (4.13)
—( B ‘)(A 0Xo A ox, A 0K~ * 3X3)
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Correspondant aux parametres E # , on obtient les générateurs de
translation )/3 Xa . Correspondant au paramétre B, on obtient le gé-

nérateur de dilatation:

oo X, 7oK, > 43
que l'on peut éliminer sans perte de généralité en faisant B: l .

Si on considére l'équation (4.2) ou encore l'équation (4.16) , on voit
gu'une dilatation est encore possible. Nous imposons DXT |AA p I: 1.
Cette contrainte supplémentaire et 1'élimination des translations nous
laissent avec dix-neuf parametres linéairement indépendants: ellesrendent
impossible l'obtention du générateur de dilatation. Les générateurs de
translation et de dilatation peuvent etre exclus dans l'établissement du
groupe cinématique puisqu'ils correspondent a des transformations entre

référentiels au repos.

Les générateurs X.,/\)/Hp forment 1'algebre de GL(4,R), c'est-a-
dire générent des transformations linéaires. Les autres, facteurs des

W,k , générent des transformations de la forme

XI — Kokt (4.15)
A —
I+ VVJ— Xd’

Donc, si nous faisons cofncider les origines ( E <= 0O ), 1'équa-

tion (4.1) devient:

v AupXp (4.16)
bW Ay
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SL(4,R) est l'ensemble des transformations réelles linéaires quadri-
dimensionnelles de déterminant égal a l1'unité. Les transformations (4.16)
forment un groupe de Lie, que nous appelons G, dont l'algebre A comprend

les éléments des deux ensembles:

L:{xd\a_} R = 0,023

1
o
3
[
~
2.
1"
Q
N
N

F= {X"‘(“%o-*x'%'F 2 :x +X33—X3)

2

L est 1'algébre de SL(4,R), si on exclut l'opérateur de dilatation SL

On vérifie aisément que
[Bs, Bel= BaBe— BgBa=0 (4.17)

pour tout 4 et Fg , de sorte que F- est l'algébre d'un groupe commutatif.

Rappelons une autre propriété fondamentale d'une algébre de Lie: le
commutateur de deux éléments de l'algebre est une combinaison linéaire des

éléments de l'algebre:
[Au, Ag 1=Capy A, (4.18)

ou les 4y sont constants. Ainsi, lorsqu'on ajoute a une algeébre un nou-
vel élément, pour voir quelle est la nouvelle algébre qui pourrait Eétre

générée, il suffit de commuter cet élément avec ceux de 1l'algébre jusqu'a
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fermeture. C'est essentiellement la démarche que nous allons suivre dans
le reste de cette section: si on ajoute a l'algébre du groupe de Lorentz
des générateurs des algebres L et F, quel est le plus petit groupe généré?
' N T
L'algebre M du groupe de Lorentz orthochrone propre L+ comprend les

générateurs:

s x, L oxs 2
03 X"BT; 3()19} (4.19)

Cet ensemble n'est qu'une base parmi d'autres mais c'est la base
utilisée habituellement. A l'aide de la régle de commutation suivante,

obtenue au moyen de la forme explicite des M},\\) et Bo( :

-[MKQ' B..]= Mern B = Tum Br ) [MoK,B,‘]:oCMBﬁJoo\ B«  (4.20)

ou les /vrw) sont ceux définis dans 1'équation (2.14), on vérifie sans
peine que si l'on ajoute a M 1l'un quelconque des Bo( ; les autres

sont générés et que l'ensemble M & F est une algébre.

Théoréme l: soit M l'algébre de Lie du groupe de Lorentz. Si on ajoute

d& M une combinaison linéaire quelconque des éléments de
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M et F:( Bo, B’/ le Bj), alors 1l'algebre M@ F oest

recouvrée.

Preuve: soit la combinaison linéaire

J\M01+°IZM°7-+ “IJM°3+ AUMQ '+-J5M\3 + J$M23

+ e B+ a:B,+ asBy;+ &uBy= P, (4.21)

ou les CIJ et les a)' sont constants, avec au moins 1'un des a}- *to .,

T1 vient:
[Mz, R J= & Moz =i Mg, = ds Mey— I M5 + 2,B,- 4, B,=P, .22
[Myy, P.]= o, Moz + Iy My, + @ Bs =FR (4.23)
[Moz/ P, 1= 4 B, (4.24)

ce qui implique que 1‘algeébre M ®F est recouvrée si &, # O . Il
est évident qu'il en est de méme pour toute combinaison linéaire avec au

moins 1'un des a-}‘ =0

Théoréme 2: soit M l'algebre de Lie du groupe de Lorentz. Si on ajoute
a M un générateur quelconque de la forme Xl 5/},(/3 ou un

générateur quelconque compris dans 1'ensemble
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La preuve s'obtient par calculs directs.
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J J oyl -
No = X e — Xo R ) No.o = K. 3 Kag%

alors, l'algébre L de SL(4,R) est recouvrée, c'est-a-dire

SL(4,R) est générée.

Par des commutations

successives et aprés un calcul assez long, on obtient neuf nouveaux géné-

rateurs linéairement indépendants.

rateur

T, =

Par exemple, si on ajoute a M le géné-

0
X,
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il vient:

(T Mad= k= o £ =T, .

[I,M|;]=—(X.-5)—)(—+X3§—L)§ T; (4.26)
[T,,M,l]__ X,j}%+ xldaT’_:_TLF am
(M, T,]1= z(x.gz—@ 9()73):21’ 4.28)
[Ty Mal= (g % 2)= T (5.29
[Te M2]= 27_()<,:§))?__)(Z 3972)5-__23 (4.30)
[T, Mal= K o= Xo 2 = Ty o)

[MOB,T(:]: X~ aC)_xu - Xo a_bX_z = T4 (4.32)

[ Te, Mozl =2(¥3 &L — )

(4.33)

Ainsi, neuf autres générateurs, éléments de SL(4,R) et linéairement
indépendants, s'ajoutent a M.

Il en est de méme si on ajoute un généra-
teur quelconque de la forme X4 B//}Xp ou un générateur de N
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Faisons la remarque que l'opérateur 17 = X/B//bx: , n'est pas un
élément de l'algebre de SL(4,R). En effet, si on applique 1'opérateur

£ X,a//aX, oiu § est infinitésimal, il suit

(1‘/' EX,%)Kd: Ka + € X iy

ce qui correspond, sous forme matricielle, a la transformation

/ O O O | 0 0 o)
o I+¢ 0 o — o) 1 0 o . o & O o
o) O I () o o) | O o 0 0 o
6 O ) } o o o | o &) u O

=1 +dM

Or, on peut montrer que la condition pour que T] soit un élément de
l'algebre de Lie de SL(4,R) est que T)\acil(éﬂ) = O (Gilmore, chapitre VI).
On peut vérifier de cette maniére que tous les générateurs de la forme
Xe &/aXﬁ , avat o¢¢-/3/ font partie de l'algeébre de SL(4,R) et que
tous les générateurs de 1l'ensemble N défini dans 1'énoncé du théoréme (2)
font partie de 1l'espace vectoriel quotient L/M (1l'espace vectoriel des
opérateurs non compris dans M et compris dans L). Pour obtenir une base
de l'espace L/M, il suffit de choisir neuf éléments de N linéairement in-

dépendants.
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Théoreme 3: soient M l'algébre de Lie du groupe de Lorentz et L 1l'algébre
de Lie de SL(4,R). Soit l'espace vectoriel L/M. Si on ajou-
te 4 M une combinaison linéaire quelconque des générateurs de

L/M, alors L est recouvrée.

Preuve: L'ensemble des générateurs de l'ensemble N défini dans 1'énoncé

du théoréme 2 recouvre entiérement L/M car on peut trouver dans N neuf
générateurs linéairement indépendants et ces générateurs sont tous linéai-
rement indépendants de ceux de M. Considérons une combinaison linéaire des

éléments de N:

c(x 2 + X 7}5)-{— ¢ (% gh + Xs ?T)+ (3()(2_‘373+x3 3371)

+ Cv(x'i—xzi—)-l—(%(?(:g —Xi)+ Cq(x 5_—x‘)_)= 4.34
X 0K2 A 3 ())(3 ( > X " oK, -QI( )
Par des commutations successives avec des éléments de M, on peut

réduire cette somme a un seul élément. Observons d'abord que les commuta-

tions d'un élément de M avec un élément de N suivent les regles suivantes:

i) Lorsque les coordonnées impliquées dans hqu sont toutes les
deux différentes de celles impliquées dans 1'élément de N, la

commutation donne un résultat nul, c'est-a-dire
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[Md;a, N(a’]: ° [Mdp,Nr_J]=O /}J¢o{,}3

Par exemple [ Mn_, N;_q,]: 0

ii) Lorsque les deux générateurs ont en commun au moins une coor-
donnée, le résultat est un élément de N a un facteur constant

prés. Par exemple:

[Mm., sz]: - NIS

Ceci peut se vérifier facilement. Par conségquent, chaque fois qu'une
commutation d'un élément de M avec un terme de (4.34) donne un résultat

nul, le nombre de générateurs de N restant diminue. Par exemple:

I1 suffit donc de prouver que, lorsque nous sommes en présence de
deux générateurs quelconque de N, il est toujours possible, par des commu-
tations avec des éléments de M, d'éliminer 1'un ou l'autre des deux ter-

mes (mais non les deux). Considérons la somme
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oy Ny + =Ny (4.36)

ol Nl et N2 sont deux éléments de N, et o(, R o(Z sont deux constantes.

Les possibilités sont les suivantes:

1) Nl et N2 impliquent des coordonnées toutes différentes, par

N -_

exemple N, = le, 5 = N3_4.

1 Il est clair, d'apres i), que l'on

peut toujours éliminer 1l'un ou l'autre des deux termes.

2) N_‘L et N2 impliquent une coordonnée commune, par exemple: N_‘L = le
14

N2 = N2_3. La méme conclusion que pour le cas 1) s'impose.

3) N, et N, impliquent les mémes coordonnées. La situation est né-

cessairement la suivante:
O(lNo(P -f‘d?_Na\_p (4.37)

Une commutation avec M a\)/ , ou )/:j: o ou ;? , NOusS raméne au cas

précédent (ici, l'indice « n'est pas sommé)

— +
[Md{,d.Ndp +d2Nd')'3]_ jd'Nﬁ)’ - o(lNd‘( (4.38)
ou les t dépendent de la valeur des indices d, PJI// .

Nous constatons dque lorsque nous sommes en présence d'une somme ar-

bitraire de deux éléments de N, on peut toujours, en commutant avec un
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élément de M, réduire cette somme a un seul terme, ce qui permet de ré-
duire toute combinaison linéaire quelconque d'éléments de N a un seul ter-
me. Le théoréme précédent implique alors que L est recouvrée et le théo-

réme (3) est démontré.

Théoréme 4: soit L l'algébre de Lie de SL(4,R) et soit M 1l'algébre de
Lie du groupe de Lorentz. Soit l'espace vectoriel quotient
L/M. Si on ajoute a M une combinaison linéaire quelconque

des générateurs de M et L/M, L est recouvrée.

Preuve: Soit la combinaison linéaire

d‘Mq\ -+ ‘JZMVL t c!; Moz + JH»MIZJ" JSMB-I' CJ(:Mz:»)'{' @ No|

+ (4 Noz“’ (3N°3 + Cy N|z+ CS N|3+C6N23+ C1N1-7.+ C3N|-31'(C; No-rEPI (4.39)

Compte tenu de la régle de commutation (2.7)

[M“ﬁ/ Méd’]: /Y[o\S MW+/7/B)’ Mo\& - 7,3& MJJ’— /7‘,9/ M(;g

il est facile de vérifier qu'en commutant (4.39) successivement avec les
générateurs Mdﬂ ' MPJ’ et M/J‘ . 0‘:/:/9 :F}/:f: d ., on élimine les
éléments de M, quelle gue soit la suite o’(‘ﬁ/ g J (voir la démonstra-

tion du théoreéme 1):

[Mys,[Mgy, [Mug, SM1]]1=0 (4.40)



60

Y . .
Les regles de commutation suivantes:

[ My, N«{%] =171 Nﬁ)/ y IFP (4.41)

[Mag) Nup]= 2 Nugp (4.42)
[May) Nap]= TNLy, g #f (4.43)

[ Map, Napl= 2Nag (4.44)

ou le ¥ dépend de la valeur des indices, montrent bien que les éléments

de N ne seront jamais tous éliminés si nous considérons un Pddp ou un

fdd-p présent dans (4.39) et si nous commengons les commutations par

hAda’ . Le théoréme précédent implique alors que L est recouvrée. Ce

théoréme correspond au résultat obtenu par Marchildon et al. (1983): si

on ajoute a L+ une transformation linéaire quelconque, SL(4,R) est

généré.

Théoréme 5: soit A 1'algébre de Lie du groupe G de transformations défi-
nies par 1'équation (4.16). Si on ajoute a M une combinaison
linéaire quelconque des générateurs de M, L/M et F, A est

recouvrée, c'est-a-dire G est généré.

Preuve: soit la combinaison linéaire

‘-JIMOI"L 0/1 Moz“" C}BMD? + J‘J'Mll_'— ‘JCM\?‘ —+ Cj‘()M'LB



4+ ¢, Noy+ G2 Noz+ CalNpy + o v 4+ &5 Ng g

+ 4 B + a. B, + ~s B,
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+ Oy Bq. (4.45)

avec au moins l'un des (;¥0O et au moins 1'un des &;#0 . Les régles

de commutation (4.20) impliquent
£MQ1')[ MKQ )Bm]]:[MQj)%wm BQ— /YM." BJ(]

=T iem (/7111 B; - o ; By ) - Vi (47“ B - /ZKBQ)

= e B; = Skm B, , 4 K (4

[Meg, [ Mo Bul]l = dou B (4

[ Moum ,[ Mo B« ]"—‘— Jo4 Bm K& m (4
Les &quations (4.46), (4.47) et (4.48) donnent:

[Mye, [Mps, Bi11= dur By ped (4

Il n'y a pas de sommation sur V dans le terme de droite de 1'é-

quation 4.49. Il vient:

[M\)J;[MVV) d”B|+aZBZ+ QB Bj"’ Ay B‘-%:IJ: Ay BJ (4.

lv&:t:g

.46)

.47)

.48)

.49)

50)
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ou il n'y a pas de sommation sur M et V . Les équations (4.41) et

(4.43) impliquent

[ Mys [ Muv, Nuell= 2 [ Mg, Noel= £ Nyo , TESEF P s

[Mye, IMpo, Nee 1122 My Nwd = Ny ) #0989 (4.52)
Tenant compte de (4.50), (4.51) et (4.52), il suit:

[Mﬂ'/\)[ M\)J ) [ MV\’/C Npr+ QIB,"'GLBz'f'aj, Bg"'a‘-f- Bq]]]:‘:‘:CN/u(FI.S:%)

[ M\)r‘ ) [ M\)J ’[ Mr\), C Nr,_q- + CL,B'+azBZ+a}B3+aqu]]]:i-c' N\)J (4.54)

ou ¢ est constant ,g"# V% J == A pour l'équation (4.53). TFy+dE=H

pour 1l'équation (4.54).

Les deux dernieres équations montrent qu'on peut éliminer les B‘,\
sans éliminer les éléments de N: il suffit, en considérant un N}AG‘( N,\-U‘)
présent dans (4.45) d'opérer les commutations indiquées par 1'équation
(4.53) ((4.54)). D'aprés le théoreéme 4, L est recouvrée. De plus, il
est toujours possible d'éliminer les générateurs de L sans éliminer les

Bo( . En effet, soit la combinaison linéaire

D ot Doy, 4 J
X . 2 X, ()X.+ 3 X )xl‘f' I.;-)(c:é

+C7 X, ,;)_X -+ C% lei—""cqxzi + G0 XQL + C., Xz_L‘f'CIlXZ)—
3

2 an axl )Xl a.(g
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J J

+ Cizx3 2 » Gu Xz 72_+ ( X Ji_ + (0 X _é_
e TR T T o T B,

+a,B|+asz + 4383 + Xy Bq—E R

\

Puisque L est recouvrée, nous pouvons commuter avec des générateurs

de L:

'Xn) = - ()__ D) o _ )
[ WL’ Ql] C2 Xo &Xl (6 Xl m T (ID<X’-()—X-, ) &3 E)

+<~X,()i O XD Gy Xy L 4B, =

X2 X3 oX, z

[Xo-;-x—; ) Q,"]: — (o Xo:—x +qlB° = Rq,

2

Ceci signifie que 1'algébre F est aussi recouvrée. Donc A est re-

couvrée. Le théoréme 5 est démontré.

Hormis le résultat de Marchildon et al., il ressort de ces théoremes,

en particulier des théorémes 1 et 5, deux autres résultats essentiels:



a)

b)

64

. . T ,
S1 on ajoute au groupe L4 une transformation de la forme

to = Dasts
[ + WYX/

0N
ou /\dp e L+ , on génére un groupe a dix paramétres indépendants.
On vérifie facilement que les lois de la commutation sont les mémes
que celles du groupe de Poincaré, c'est-a-dire que les deux groupes

sont localement isomorphes.

. . Lt .
Si on ajoute a L; une transformation de la forme

I+ Wy Xy

ou Aap € SL.(4, P), on génére un groupe a dix-neuf parameétres indé-
pendants dont SL(4,R) est un sous—-groupe. Remarquons que la contrain-
te plus large DRT, A‘*P |: 'i’ | implique que SL(4,R), l'ensemble des

*
transformations linéaires de déterminant égal at 1, est généré.

Nous verrons dans la section VI quelles conclusions découlent de ces

résultats.

Ces résultats ont fait l'objet d'un article par J. Gauthier et L.
Marchildon, "Constraints on Nonlinear Extensions of the Lorentz Group"
(soumis pour publication). Les résultats de cette section y sont dé-

duits d'une maniére différente.



CHAPITRE V

TRANSFORMATIONS TRANSFORMANT LE REPOS

EN MOUVEMENT RECTILIGNE UNIFORME

Le résultat de Schwartz (1962) que nous avons résumé a la section II,
réveéle que si on exige des transformations entre deux référentiels S et 5
qu'elles conservent la vitesse relative entre deux objets, c'est-a-dire
qu'elles transforment tout mouvement rectiligne uniforme de vitesse V dans
S en un mouvement rectiligne uniforme de vitesse V' dans § , avec V' fonc-
tion de V seulement, alors ces transformations doivent &tre linéaires.
Cette propriété définit habituellement ce qu'on entend par mouvement rela-

!
tif uniforme entre deux systémes de référence S et S .

Une importante propriété des transformations linéaires est qu'elles
transforment le repos dans S en un mouvement rectiligne uniforme a vitesse
v' dans S’, avec V‘ indépendant de la position du point considéré dans S,
et fonction de V seulement. Les transformations ayant cette propriété
forment certainement un ensemble différent et plus vaste que les transfor-
mations linéaires. Cette propriété, moins contraignante que la premiére

(préservation de la vitesse relative entre deux objets) semble également



66

correspondre au concept de mouvement relatif uniforme entre deux systémes

de référence.

Nous proposons donc une nouvelle définition du mouvement relatif uni-
forme entre deux systémes de référence S et S‘: nous dirons que S et Sl se
déplacent 1l'un par rapport a l'autre a une vitesse constante si la ligne
d'univers de tout point au repos dans S est transformée dans S' en un mou-

vement rectiligne uniforme avec une vitesse V indépendante de la position

du point dans S.

Nous exigeons bien siir que ces transformations soient invertibles,
c'est-a-dire que tout point au repos dans S) soit transformé dans S en un
mouvement rectiligne uniforme a vitesse W indépendante de la position du
point dans S', en ne supposant au départ aucune relation entre U et V.

| .

Considérons deux systémes S et S . Soient XL((: ,2,3% ) et T res-
pectivement les coordonnées spatiales et la coordonnée temporelle d'un évé-
nement dans S et XE(L = 2,3 ) et Tl les coordonnées dans S'. Les
transformations les plus générales entre S et s peuvent s'écrire

| .

(5.1)

7= g(x,T)

Nous voulons trouver les fonctions fl

et g les plus générales telles

que



67

- ) = S S = —
i) ¥ = C implique X = X, +V Tou C / Xo et V sont constants.
iil) x'= C implique X = KXo+ U lou < A} et U sont constants.

Pour satisfaire au concept de mouvement relatif uniforme, nous impo-

- - - -
sons que V soit indépendant de €' et U indépendant de £ . Notons
. - -
qu'il n'y a aucune relation a priori'entre X et IV . La condition i)
= -

1
signifie que JXL':-O implique OJ(Xj‘—VJ'T):O. Soit 1= X-VT

et posons

*

(6, T)= F (ny,7T) (5.2)
Les équations (5.1), (5.2) et CJXZ =0 donnent

* %
2 It + I Ut — o (5.3)
My / 3 T

On voit que JﬂJ =0 pour tout 4 si et seulement si

*

x
() ‘3‘(' 0 () '9[

)ﬂ}'

—

?

AT DaT|S | % 0 .

Nous avons donc

. ¥
X = %-(Il}') = —ﬁ-(ﬁ'— \/9 T) (5.5)
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Les équations (5.1) deviennent

]
.= Fx-vT)
(5.6)
]
T = 9/()(},1')
- -
D'autre part, la condition ii) signifie que X = C implique
= , -
JX%;/T = U . Nous avons
‘ -\
( Jdx, 3 ¥, ) & y
S — . - ) (5.7)
T > 2 )T |- T | - ‘
X = c Xj: P J X = C5
P
i RN BPE 5
ST | = U. (5.8)

Il n'y a pas de sommation sur i et (5.8) est valide pour (=423

L'intégration de (5.8) donne

-1

3’(@,7‘): U, ‘f"-(/\’j—l/jT)—fF(-(XJ') (5.9)

Comme cette équation est valide pour (= I, Z, 3 , il y a des con-

traintes sur les fonctions FL‘ ()(J ) . Par exemple:

.y

U, 5 (3-VT) - U;l-fz(?—?T) = F_(x)—= F(x) (5.10)

Une remarque s'impose: on voit que si dans (5.10) on fait varier
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= 2 - _—
X-vT en gardant X constant et en faisant varier (¢ , ',f', et +,

varient alors que F‘(X) et FZ(X) doivent rester constants. Cette

—contradiction ne peut €tre levée qu'en imposant aux FL d'étre fonctions

= - -
seulement de X , la composante de X perpendiculaire a V . En effet

. = = > -
quand U varie dans l'expression X = a <+ ¥V T ou 4 est un vecteur

SN
constant, seule la composante paralléle a Vi, Xy , varie. Les fonctions
- =

3
N peuvent &tre considérées comme des fonctions de X, - Y U et X .

Nous pouvons donc écrire:

-~ S DS -1 . Y
U, 1 (x=Vr) = «, $,(x- V1) + F(x2) (5.11)
et de fagon similaire
- * 5
- S .y e ]
Us -f;(Xﬁ-VT):”n 7“,("“’7)‘*’:(“) (5.12)
N +* .}

F(XJ-) et F (ﬁ) sont deux fonctions arbitraires de X+ . Les
fonctions -S—,) ‘K‘z et {'3. peuvent €tre considérées comme les composan-—
tes d'un vecteur:

- = A n A
4 (x=ve) = + U+ .4 + F.K (5.13)

Substituant les équations (5.11), (5.12) dans (5.13), il vient:

= -|_§ >

270 = b B4V 7) b wj e m kR FIR)

A 1% .
La composante du vecteur Uy ? F+ Uz & F qui est paralléele
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peut @tre incorporée au premier terme du coté droit de 1'équation

-ﬁ
a u
(5.14) . Nous obtenons:
> > A > =
-}(X_VT)—_—(,L-I-(X-VI)-F F(X*) (5.15)
- - - >
X4 est perpendiculaire a V . Le

ou F est perpendiculaire a W et

Jacobien [5 = /b Y;] est différent de 0 si et seulement si o '5'/) Xun¥0

l

~ hvid . ’
et le Jacobien de F par rapport a X, est difféerent de O.

Il est possible d'exprimer plus simplement la fonction g/()(?)r)

donnée par l'équation (5.9), laquelle implique

a 2 A 2 -1 S >

Gogly, )= W [ul H(X-VT)+F, ]

2 A - o 0=
4,59 (x;,7) = [ui -V )+ R ] (5.16)
2 A2 -1 S

C(;;(XJ‘ T)= Us [Ms fi(x-vr)+ F?]

Faisant la somme des équations 5.16, il suit:

Al -1 " A A Al S A2

w ¢lx,7)= v (W a4, F GHs )y U Faun B, v s K (509
-IA -5

glr,t)= uw a-+ +G(X) (5.18)

-
ou G(X ) est une fonction quelconque de X

Les transformations (5.1) deviennent finalement:
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——DI A N - E(Rﬁ )
X'= u $(X-v7) + + (5.19)
S D -
o= S FE=VT) £ G(X)
= A
Ici U est la grandeur du vecteur U , U est un vecteur unitaire

dans la direction de A . U et V sont deux vecteurs constants arbi-

traires. Pour que les transformations (5.19) aient une inverse, il faut
DD

que BG/QX,, + 0 . En effet, posons ) = Xo +V T et BG/C)X.F .
P . . . [} !

Alors O/XJ_ =0 . Les équations (5.19) impliquent Jx = -:/T = 0 ’
S - !

ce qui donne une vitesse W = CJXI/JT non définie. On peut montrer

que le Jacobien est nul quand Pt G/) Xo = O

-
Les seules contraintes sur les fonctions -S-) G et F sont

- -
Y0 £ o 36 %0 e DEARLIF0 o
[D F/a/(-: ] est le Jacobien de F': par rapport a )TZ_ . Hormis ces
conti)aintes, -f- et G sont deux fonctions arbitraires de trois variables
et F est une fonction vectorielle (a2 deux dimensions) arbitraires de deux

N
variables X .

Les transformations (5.19) sont les transformations les plus générales
qui transforment le repos en mouvement rectiligne uniforme a vitesse fixe.
Cependant en général, elles ne transforment pas le mouvement rectiligne
uniforme en mouvement rectiligne uniforme. En effet, on peut montrer que
toutes les transformations du type (4.16) transforment le mouvement recti-
ligne uniforme en mouvement rectiligne uniforme avec une vitesse fonction
de la position (fixe) quand tous les Lﬂy sont nuls. La plupart des élé-

ments non linéaires de (5.19) ne transforment pas le mouvement rectiligne
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uniforme en mouvement rectiligne uniforme.

Qu'arrive-t-il si on ajoute au groupe de Lorentz une transformation

du type (5.19)? Soit :E l'engemble des transformations (5.19). Il est

7
clair que L“F est un sous-ensemble de :E . Existe-t-il un sous-ensemble

T N V4 N
Iﬂ de :E formant un groupe et contenant l_+_? Non, d'apres le théoreme

suivant:

Théoreéme :

Preuve:

Soit :E 1'e rsemble de toutes les transformations des coordonnées

qui font correspondre au repos un mouvement rectiligne uniforme.

Soit ¢/ un élément de ZE . Si le produit de &/ avec un élé-
e 0 font 3 O

ment arbitraire de l_q- appartient a , alors &/ est le

produit d'une transformation linéaire et d'une translation dans

l'espace-temps.

— — —
Soit X, et Vl deux vecteurs constants. Soit &/ {X =

-
Ko+ Y T} 1'ensemble des points de l'espace-temps qui sont 1'i-

N . -
mage sous £/ d'un point appartenant a la droite ;7: X;ﬁ_;?r .

= 4
Supposons |\C| L . Précisons que VY, n'est pas le pa-

ramétre de la transformation .& , lequel peut &tre supralumi-
_7

nal. % n'est que le parametre d'une droite dans 1'espace-temps.

-1 7
Il existe une transformation M e Lnk qui fait correspon-

> > - >

-
dre & la droite X= X,+ V T  un point au repos, ¥"=X"

de sorte que

-V (= = - B 4
M (X =50r v 7] = [i=¥ | (5.20)
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Par hypothése,dM appartient a E . Il existe donc un vecteur

%
constant W tel queA/M transforme le repos en un mouvement rectiligne

-
uniforme avec une vitesse W !

A/M{/\_’; = )71’} = { X' = X, + IZT} (5.21)

Les équations (5.20) et (5.21) impliquent:

- -

A«{;: o+VT}=4MM-I{X:X

. =
Le résultat est que &£/ transforme toute ligne droite avec l\/|‘</C

-
en une autre ligne droite avec une vitesse W . Par conséquent, o/ est

de la forme 4.1, c'est-a-dire qu'elle fait partie du groupe fractionnaire

linéaire. De plus, 4/ transforme toutes les droites ayant une méme vi-

j N ~ . —- \ .
tesse VY , en des droites ayant la meme vitesse W , c'est-a-dire

préserve le mouvement relatif entre deux objets. Soit, en effet, A 11é16-

= -

n
1 -
ment de I_{- qui transforme la droite X — )(° + VT en un point. Il

/

vient:

A,{',?___ X_:, +—V7,T}:/.2//\ /('{7- —Z, +7T}:A/\ [)(_z:.'zzfzzf/\’q":;‘;',-,«-wruj

JRN

AR T2 e AR X=X + 7T = e AT T K= f =0

a
ou k est un vecteur constant. Donc & est de la forme (4.1l) avec Wo‘:O

pour &4 = 0,/,2,3 CQFD



CHAPITRE VI

CONCLUSION

Voyons maintenant les conséquences de cette étude. Le principe de
relativité stipule que le groupe cinématique est un groupe de transforma-
tions reliant des systémes équivalents. Le groupe de Loxentz a cette
propriété, mais relie des systémes subluminaux. Notre hypothése fondamen-
tale, dans ce travail, a été de postuler que toutes les transformations
du groupe cinématique relient des systémes équivalents, qu'elles soient
subluminales ou supraluminales. Nous avons essayé de répondre a la ques-
tion suivante: existe-t-il un groupe cinématique de transformations réel-
les, non linéaires et quadri-dimensionnelles reliant des systémes équiva-

. Ly
lents, qu'ils soient subluminaux ou supraluminaux, et incluant L+ ?

Une telle extension incluantljtne nous permet pas de rechercher des
transformations complétement arbitraires. Les transformations du groupe
de Lorentz relient des systémes de référence se déplacant l'un par rapport
3d l'autre avec une vitesse constante. Une propriété de ces transformations
est qu'elles conservent la rectilinéarité dans l'espace-temps. Une autre

propriété est qu'elles transforment le repos en mouvement rectiligne uni-
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forme entre deux systemes de référence.

La premiere propriété nous a conduit au groupe fractionnaire liné-
aire, le plus vaste eﬁsemble de transformations conservant la linéarité
dans l'espace-temps. Avec l'hypothése additionnelle que l'ensemble de
toutes les transformations, subluminales ou supraluminales, forment un

N
groupe de Lie, nous avons démontré que si on ajoute a Ll une transforma-
tion quelconque du groupe fractionnaire linéaire, les plus petits groupes
générés sont, ou bien un groupe (A) a dix paramétres, localement isomor-
phe au groupe de Poincaré, c'est-a-dire ayant les mémes relations de
commutations algébriques, ou bien un groupe (B) a dix-neuf paramétres, in-

cluant SL(4,R) et le groupe (A).

Le groupe (A) n'est pas le groupe de Poincaré, bien que les relations
de commutation soient les mémes. Les éléments de ce groupe non compris
£ . .
dans L+ correspondent aux parametnasvwrdes transformations (4.15). Les
transformations non linéaires de ce groupe violent certaines symétries en
physique comme les symétries de jauge, c'est-a-dire que les théories de

jauge ne sont pas invariantes sous ce groupe.

Le groupe (B) a dix-neuf parametres n'est pas plus acceptable car il
comprend le groupe (A) et SL(4,R) et ce dernier implique de la méme manieére
des symétries qui ne sont pas réalisées expérimentalement dans la mesure

ol les lois physiques telles que nous les connaissons sont correctes.

La seconde voie, dans laquelle nous avons considéré les transforma-
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tions les plus générales transformant le repos en mouvement rectiligne
uniforme, n'offre aucune possibilité d'extension non linéaire. Cet ensem-
ble ne forme pas un groupe et inclut le groupe de Lorentz. Or nous avons
démontré que si on exige de cet ensemble qu'il forme un groupe incluant

T / ./
L + , tout élement de ce groupe est le produit d'une transformation

linéaire et d'une translation dans 1'espace-temps.

Certes, l'hypothése que 1l'ensemble des transformations subluminales
et supraluminales forment un groupe de Lie est trés limitative, mais le
principe de relativité élargie implique une exigence encore plus contrai-
gnante. Postuler que toutes les transformations, qu'elles soient sublu-
minales ou supraluminales, relient des systeémes équivalents signifie non
seulement que les lois gouvernant les tachyons (particules plus rapides
que la lumiére) dans leurs systeémes sont les mé€mes que celles gouvernant
les bradyons (particules moins rapides que la lumiere) dans les leurs,
mais aussi que chaque transformation, supraluminale ou subluminale, relie
des systémes équivalents. Autremen£ dit, c'est d'exiger que les symétries

soient les mémes pour tout le groupe.

Nos résultats apportent des contraintes qui limitent fortement les
possibilités d'extension. Il faudrait peut-étre affaiblir ou éliminer

le principe de relativité élargie.
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