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RESUME

&

Le probleme quantique de trois particules, dans le cas ou
une particule est fixe, interagissant par un potentiel coulom-—
bien est ramené a un probleme variationmel. Un calcul détaille
de 1 énergie dans 1’état fondamental est preésenteée et les ré-
sultats numériques correspondanfs sont obtenus pour les atomes
4 deux €lectrons. Au lieu de considérer le systéme de coordon-
neées interparticulaires qui satisfont la relation triangulai-
re, ce qui presente un inconveénient pour les limites d’inteé-
gration, nous avons choisi un systeme de coordonnées (x,t,u)
de maniére que les variables x et u soient indépendantes dans
leurs domaines de variation. Afin de tenir compte de la correé-
lation électron—électron et en s’inspirant des articles de
Srivastava* et Mu-Shiang**, la fonction d’onde est choisie de
telle sorte gque la distance r,= entre les deux electrons est
exprimée explicitement par une fonction logarithmique. Nous
utilisons deux parameétres variationnels et nos reésultats sont
nettement meilleurs que ceux quil utilisent deux et trois para-

metres.

#: M. K. Srivastava, R. K. Bhaduri, and A. K. Dutta,
Phys. Rev. A 14, 1961 (1976)

*%¥3: Wu. Mu—-Shiang, Phys. Rev. A 26, 1762 (1982)
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INTRODUCTION

Le probleme de trois corps en mécanique quantique,
caonsiste a resoudre l1’équation de Schrédinger relative & un
systeme quantique composé de trois particules et assujetti

a un potentiel connu V (dans notre cas, coulombien):

H® = E& (1)

oa H est 1 hamiltonien du syteme, & est la fonction d’onde

correspondante et E est la valeur propre de 1’énergie.

Nous nous sommes proposés d’étudier ce probléme dans le
cas ou une des particules est fixe. Les masses, les charges
des particules et le potentiel d’interaction sont donnés.
Afin de donner la forme la plus simple au probleme et le
rendre analytiquement traitable il faut choisir le systeme de
coordonnées le plus commode. Il faut aussi choisir la méthode
approchée appropriée au probleéme qui dans notre cas est la
méthode variationnelle. L’équation (1) peut €tre résoclue de
maniére exacte dans trés peu de cas. Dans la plupart des cas
on utilise des méthodes approchées. Le premier succeés en ce
sens fut réalisé par Hylleraas‘?’ (1928) pour 1 ’atome d’hélium.
Cette méthode fut ensuite développée par Hart et Herzberg ®’

(19357). Pekeris<=’(1938) utilisa le systeme de coordonneées



périmetrigues, définies par

Uu=r1r3 + ra= =~ raie=s
vV = Ta +* ria — i
W =1r; + e — ra

ou ri et r= sont les distances recspectives des deux électrons
au noyau et r,= la distance entre eux. Ces coordonnées avaient
1’avantage, par rapport aux coordonnées interparticulaires et
elliptiques, utilisées par ses prédécesseurs,; d’étre indépen-—

dantes dans leurs domaines de définition. Pekeris proposa la

fonction d’onde

HH
]

exp(—(u+v+w)};hwqth{(u)Hm(v)L“}w) (2)

ou L. est le polynome de Laguerre normalisé d’ordre n. Pour dé-
terminer les Cimnsy cet auteur introduisit cette fonction d’onde
dans 1 équation de Schrddinger, il utilisa les relations entre
les fonctions successives de Laguerre et leurs derivees et il
obtint un nombre de relations de récurrence compliquées entre
les Cimrmn. Pour tout nombre donné de termes, les relations de reé-
currence necessitaient des équations linéaires déterminant les
Cim- et la solution de ces équations linéaires etalit equiva-
lente & résoudre un probléme variationnel linéaire. Pekeris
développa une fonction d’onde cantenant 1078 termes et trouva
1’énergie de 1’état fondamental de l1’atome d’hélium avec une
précision de 1/107. Jusqu’& présent ce calcul demeure le plus

précis. Frost<«’(19564), en se basant sur les calculs de Pekeris,
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a utilise la fonction d’onde :
& = exp{—(u+v+w) 2Z,mnCimnulvmw" (3)

o4 uy v et w sont les coordonnées périmétriques. Au lieu de
déterminer les Cim~ comme dans le cas de Pekeris, cet auteur a

calculeé directement les &léments matriciels HL‘.1 et S

“d

oG H% = SQ;HQAdT et Sq = S@x@JdT

avec H et S qui satisfont 1’équation de Schrédinger
(H-ES)C = 0O

a l’aide des relations de récurrence qu’il a définies. Ainsi, il

2 pu résoudre l’équation séculaire :
IH-ES| = ©

en utilisant des matrices allant jusqu’au B4x84 termes. Il a
cbtenu une bonne convergence. Le systéme de coordonneées peéeri-
métriques a permis & Pekeris et Frost d’obtenir séparément des
résultats précis. I1 fut démontreé par Wang (1967)<¢=’> que le
systeme de coordonnees peérimetriques ne peut exister pour un
systéme de plus de trois particules. C’est pourquoi les deux
méthodes n’ont pu €tre généraliseées aux atomes & plusieurs
électrons et aux systémes moléculaires. D autres approches ont
eté tentées en introduisant les harmoniques sphériques<e?’ de
type k. Dans cette derniére méthode, 17équation de Schrédinger

pour le systéme de trois particules est réduite en un nombre



infini d’équations différentielles d’une seule variable. Cepen-
dant i1 fut trouveé que la convergence du développement en har-
moniques sphériques de type k est treés lente¢”’, et un tres

grand nombre d’éguations différentielles couplées doivent @tre

résolues numer iquement pour avoir une bonne preécision.

Récemment, beaucoup de travaux ont éeté faits<®-7-19°> en
utilisant gquelgues parametres variationnels avec des résultats
intéressants. En s’inspirant de ces travaux, le présent tra-
vail a pour but de trouver une fonction d’onde avec peu de pa-
ramétres représentant le systeéme de trois particules inter-
agissant par un potentiel coulombien dans le cas ou une des

particules est fixe.



CHAPITRE I

FORMULATION DU PROBLEME

I.1 CAS GENERAL

Soit un systeme de trois particules, chacune défiqie par sa
masse m. et sa charge g, (fig. 1). Ce systéme est assujetti a
deux sortes d’interactions: 1) les interactions électrostati-
ques et @) les interactions magnétiques. Désignons par G 1 opé-
rateur des interactions magnétiques. Cet opérateur dépend des

spins, des positions et des vitesses des particules <«**- pSo1>

G = 6(3,,8,,28,% »T »7; »-ih ,-ihD,,-ihA ) (1.1)

Soit V 1’opérateur des interactions électrostatiques:

giQ= QiQ> g=Q=

V = —_— *- — -+ —_— (1_2)
- - — — - -
Irl_rE' 'rl_ral Ira_ral

Dans une approximation ou les faibles interactions de
spin—orbite sont négligées, les variables décrivant le mou-
vement spatial et celles caractérisant le spin peuvent €etre
séparées. En désignant les spins par leurs projections

suivant oz, la fonction d’onde totale du systéme s’écrit:

-
Y= 87 7 LT 0805, b 5,0 5,0 (1.3)



Figure 1: Systeme de trois particules, chacune deéfinie
par sa masse et sa charge.



0u S(s'Z ¥ S, v S, ) désigne la partie de la fonction d’aonde

dépendant du spin. L ’evolution dans le temps d’un tel systéme

est régie par 1 équation de Schradinger:

3
ifpyi = :E.Z:.fif

. +6 +Vv|Y (1.4)
it 2 Yo
3

Si on ne tient compte que des interactions électrostatiques
(les interactions magnétiques peuvent €tre traitées comme
perturbations), 1’équation de Schrodinger devient:
3
Yy —REZZ VAN

1 —— =

t 2 L og,

+ V Y (1.5)

caractérise 1’état dynamigque du systéme a un instant donneé.
Elle est reliée a la probabilité dP pour gue les trois parti-
cules soient trouvées & l1’instant t, dans les &léments de vo-

lumes:
-5 - -
dyg = dx, dy, dz, » dQ = dxzdﬁ dzz et dg = dxsd% da

- e
par: dP = C Y % +% ,t)|2d] df df (1.6

ot C est une constante de normalisation. Cette derniere est
introduite afin que la probabilité de trouver le systeme dans

tout 1 ’espace soit égale a 1.<1=- pes)
-
CJl‘.t‘(r; o1, s t) | 2d7 dF df = 1 (1.7)

Comme le potentiel considéré ne dépend pas du temps et
dépend seulement des distances interparticulaires, on peut

’
chercher des solutions stationnaires de 1’egquation (1.35).



Nous les chercherons sous la forme:

Y

k"

- P s
'y yt) = E(Q A A )g(t) (1.8)

En portant (1.8) dans (1.5), il vient:

Yy =

ihe(, 7,

o B

dt 2 c=t m;

3 -
dg(t) -he Z AVE IGE AR
L 4 3
g(t)

AT, n, JGUDIE LT LT ) (1.9)

- Ed - -
En divisant les deux membres de (1.9) par g(t)@(r ", 0N )z
1 dg(t) 1 -h2 DB LT, T )
g(t) dt B LT, 0| 2 m.

L o, ) (1.10)

Le premier membre de 1’égquation ci-dessus dépend de t, tandis
que le deuxieme membre depend des variables de position (ﬁ s
a ,g ). Cela n’est possible que si tous les deux sont égaux a

une constante que nous appelerons E.

Donc:
ih dg(t
- = E (1.11)
g(t) dt
3
;ﬁzj; A
L "+ vl|g = E8 (1.12)

[S-g ] .
2 m:

L équation (1.11) est simple a intégrer:



g(t) = A exp(—-iEt/f) (1.13)

et F(r,,Tesrs ) doit verifier:
2
-he Z AN
. + V|& = E& (1.14)
a2 Lo M

L égquation (1.14) est une équation aux valeurs propres.
Elle n’admet de solutions que lorsque E prend des valeurs
particuliéres dites valeurs propres de H. L’ ’ensemble des
valeurs de E constitue le spectre de 1’énergie. Le probleme

revient donc & résoudre l1’équation aux valeurs propres:
HE = E& (1.13)

% est le vecteur propre de H correspondant & la valeur

propre E. H est 1 hamiltonien du systéme:
H=T+V (1.186)

T est 1l opérateur de l’énergie cinétique du systeme:

k)
—-h? A LS
T = Z: (1.17)
a L‘_‘

Ma

D, est 1’opérateur laplacien relatif & la particule 1i:

2 z 2
VA 3 + J + 9 (1.18)
Ixy gyt yz%

et V est 1’opérateur de 1l énergie potentielle du systeme,

défini par 17équation (l1l.2).



r. est le vecteur de position de la particule i et|F, - T,lest

la distance entre la particule i et la particule j

- =
|r1 - r,l = dnxi—x,)z + (ya—y, )2 + (zy—2,)2

1.2 CAS PARTICULIER TRAITE

Nous considérerons le cas des atomes a deux électrons (fig.
2) et nous déterminerons la fonction d’onde et 1’énergie Eo
dans 1’etat fondamental. Nous calculerons aussi d’autres para-
metres qui permettent de compréndre le compartement des
atomes a deux électrons. La contribution du spin ne sera pas
prise en considération. On suppose que le noyau est fixe avec
une masse infinie. Cette approximation est justifiée par le
fait que la masse du proton est environ 2000 fois celle de
1’électron. Le systeme d’unités considerées est le systéme
d’unités atomiques (h = e = m = 1). L’expression de 1’opéra-
teur hamiltonien devient:

JAY - De z z 1
(1.19)

2 2 Ta Ta Taie

ou Z est la charge nucleéaire et r. est la distance de 1 elec-—

tron 1 au noyau.

L*équation (1.14) est difficile & résoudre car les varia-
bles ne se séparent pas. Aucune solution analytique n’a encore
@té trouveée. La difficulté est due 4 la présence de la variable

ri= qui se trouve dans 1 expression de V.

10
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(1 F

N}

{~

vy

%

noyau

Fiqure. 2: Atomz & deux électrors. Le novauw est pris comme
centrz du référentiz=l.

11
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-
Designons par L 1’opérateur du moment cinétique orbital,

- - -
L=L, + L=y et par Lz sa projection suivant oz.

L. est 1 opérateur du moment cinétique de 1’électron i.

a8 a®
+ = 1% (1.20)

w2

o 1 est la valeur propre de L, correspondant a la fonction
propre §<'9- =17%>, Pour 1’état fondamental (1 = 0), 1 appli-
cation de L, sur une fonction d’onde donne zéro, ce qui impli-
que que la fonction d’onde ne deépend pas de q: et q; séparément
mais de (\ﬂ -ql ). Elle dépend de 1’angle entre ri: et r=

mais pas de l’orientation de chaque angle (fig. 3). En appli-
quant le méme raisonnement pour les autres directions on con-
clut que la fonction d’onde d’un atome a deux electrons dans

1’état fondamental dépend de la position relative des deux

electrons mais ne dépend pas de l1’orietation du systéme entier:

& = F(ryisrasrae) (1.21)

En vertu du principe de Pauli la fonction d’onde (1.3) doit
€tre antisymétrique par rapport a toute permutation des élec-
trons. Lorsque l1’atome est dans 1’etat fondamental les compo-
santes de spin des deux électrons sur un axe o0z sont opposées
(principe d’exclusion de Pauli), la yaleur propre de 52, §
désignant le spin total, est nulle et par conséquent celle
de S, 1l’est également. Or & S = O luil correspond la fonction

d’onde dépendant du spin antisymétrique<*«- =122, Donc, pour



Figure 3: Atome a deux electrons representeé dans le systéme
de coordonneées r, § et \P.
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que (1.3) soit antisymétrique, la partie de la fonction d’onde

dépendant des variables de position doit @tre symétrique:

§ = §(r1rra;rxa) = §(ra)r1,r1g) (1.22)

I.3 CHOIX DU SYSTEME DE COORDONNEES

Notons 1’importance du choix du systéme de coordonnées. Il
est directement lié au choix de la fonction d’onde et a la na-
ture des intégrales a évaluer. Tenant compte de (1.21), il est
utile de passer du systeme de coordonnées cartésiennes au
systéeme de coordonnées interparticulaires:(risr=srai=)

L’expression de 1’hamiltonien devient: <=’

1 [ F 2 1| QP 2 )

H = - 7 + - —_— _ _1_ “+ —
2 dri r. dr, 2 |dra re dre
b3 2 2 2 2 bA 2 2
ri ¥+ ris —Te ’3 re + Mie -T2 3
Z2rira= dr dre 2rerie dridr=
Z Z 1
- - + (1.23)
Ta la Ti=

Les coordonnées riy r= et ri= sont reliées par la relation

triangulaire:
0 £|ry —r=l|f ra= £ ra + 1 (1.26)

D’aod le domaine de définitions:
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O Lfr, £r, < o si A 2 o (1.29)

et
-— <
, b fr, fn + r,
< < 3
O £ r <£r si r, < S (1.26)
0L r < o

L’élément de volume d’un tel systeme est donné par:<'S- =:737>

r T dr. dr dg (1.27)

Cependant si on consideére le systéme de coordonnées:

*EL PR TN
t=r -1 (1.28)
u=r,

dont le domaine de définition s’obtient de la relation (1.24)

on voit que 1 inégalité (1.24) est equivalente a:

L0 £fr +r -—-r (1.29)

soit

O
A
iy |
+

r —-r < o0 (1.30)

Ce systéme preésente l’avantage par rapport au systeme de coor-

données interparticulaires du fait que les domaines de defi-
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nition de x et u sont indépendants 1’un de 1’autre.

0 £ x<ou , 0 £ ucgoo et -u ¢t <u (1.31)
L’élément de volume dt’s’obtient de dTt par la relation:
dr’= dr J-* (1.32)
o4 J est le jacobien de la transformation:
Qr1 er . ’ar;
Ax a1t Hu
Ar= NTe Are
J-* = (1.33)
Dx 2t 4
/arxa Araia ATz
L % 1t qu

En portant (1.33) dans (1.32), il vient:

u(x + u + t)(x + u — t) 1
dt’ = 8wz dxdtdu
2 2 =]

Soit

dt'= w2[(x + u)2 — t2Judxdtdu (1.34)



CHAPITRE II

METHODE DE CALCUL

Nous exposons dans ce chapitre le principe de la méthode
variationnelle. Nous montrons que la réscolution de 1’égquation
de Schrodinger est équivalente'a un calcul d’extremum, et que
ce principe s’applique & la détermination de 1’énergie du

niveau fondamental et des états excités.

II.1 ERUIVALENCE ENTRE L’ERQUATION DE SCHRODINGER ET LE PRIN-

CIPE VARIATIONNEL

Montrons que la résolution de 1’équation de Schrodinger:
H& = E& (2.1)
est éguivalente & la recherche des extrema de la guantiteé

<BIH| &> SQ“H@dT
I = = (E.E)

<@l&>  [g-@dr

Considérons une variation arbitraire §d& de &.
Donc, 17équation (2.3) s’ écrit:
<B[&> <SE|H|B> + <B|H|sE> - <§lHl§>[<6§l§> + <§16§>]

8= = Q
<B|&>2 (2.3)

Donc,y 1 équation (2.3) est eguivalente a:



i8

<SEIH|&> + <@|H|s&> <BIHI|E> [<6B|8> + <&8|58>]
= 0 (2.4)

<g|@> <&|&> <&|&>
.Utilisant (2.2)y 1l vient:
<6glH|@> + <BIH|88> - 1Ks8[@> + <@ls&>]= 0 (2.5)
(2.5) peut aussl s’écrire:
<S&|H-1|&> + <&|H-I1|68&> = O (2.6)
La variation &% étant arbitraife, on peut la remplacer par id@.
(2.6) devient:
—i<EP|H-I|&> + i<B|H-I16&> = O (2.7)
(2.6) + 1i(2.7) donne:
2<8SF|H~-I|&> = O (2.8)
et (2.6) — 1(2.7) donne:
2<g|H-I|88> = © (2.9)

(2.8) et (2.9) sont équivalentes a:

<EFIH-I1&> = O (2.10)

<@|H-I|&8> = O (2.11)
H &tant hermitique,

<BIH-11863> = <8B|H-I|&>™ (2.12)

Ainsi les relations (2.10) et (2.11) sont équivalentes, on peut
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garder simplement la premiére.
Donc, l1’éguation (2.3) s’écrit:
S| H-1|&> = [GQ“(H—I)QdT =0 (2.13)

Pour que &I soit zéro quel que soit & il faut et il suffit

que:
(H-I)& = O (2.14)

La solution de l1’équation de Schrédinger est donc équiva-

lente & la recherche des extrema de 1.

IT.2 ETAT FONDAMENTAL

Soit & résoudre 1’éguation aux valeurs propres:
HE = E& (2.15)

ou H est 1’opérateur hamiltonien ne dépendant pas du temps gui
décrit le systéme physique considéré, & une fonction propre a
laquelle on associe |§>, un vecteur normalisable de 1l ’espace de

Hilbert correspondant & la valeur propre E de 1’énergie.

En général, l’équation (2.15) est difficile & réscudre et
il v a trés peu de cas ou elle peut €tre résolue exactement.
Dans 1la majorité des cas on a recours a des méthodes approxi-
matives<'®’, Alors, la méthode variationnelle est principale-
ment utilisée pour trouver une borne supérieure & 1l energie
du niveau fondamental. Parmi toutes les fongtions d’onde

susceptibles de représenter le systéme physique d’hamiltonien



Hy on considere les fonctions &(H.,Hes.-e.-3Hs) Nnormalisables
dependant d’un certain nombre de parametres indépendants et
ajustables. Soient |u.> les états normalisés de H et corres-—
pondant aux valeurs propres E.. Puisque 1e5|un> forment un
systéme complet de vecteurs, |§> peut €tre écrit comme une

combinaison linéaire des états Jun>.

8> = ZaCrn(HisHey . Rolund (2.16)

ou C. est tel que |C{2 est la probabilité de trouver le systeme

dans 1’état bn>.

La valeur moyenne, <H>x, de H dans 1’état |&> est:

J@“HidT <@ |H| &>
H>m = = (2.17)

gi“idT <3| &>

L'indice » dans <H>x indique que la forme de la fonction <H>s

varie avec les différents & possibles.
En portant (2.16) dans (2.17), il vient:

%
21C1<U1[ HIZJCJUJ>
<H>¢ =

=.Ch<us| Z,C5u,>

) CiC,<uslHlu,>
- 5 (2.18)

2.CiC,<ualu,>
.'J

Les |lun> @#tant les vecteurs propres de H, on a:

Hlu,> = Eyluy> (2.19)
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La condition d’orthonormalité donne

us|u,> = 8.,

1 i=j
ou 61.3 =
0 iFj
Donc, (2.18) s’écrit:

ZC;C_,EJJ;.J zz":xlex

<H>n = b < =
e C;CJJ&.-J zxpsz

U,A -

En appelant Eo le niveau fondamental,

oua n = 0,1,2,...

Donc, en remplagant dans (2.21) E.
(2.22), i1 vient:
(2.0 EJCAEs
<
(zac.r) Z.C.P2

on as:

(2.20)

(2.21)

(2.22)

par Eo et tenant compte de

(2.23)

En simplifiant 1’expression du premier membre de 1 équation

(2.23)s 1l vient:

I.|C.I2E,

Eo <
z.|c.|2
[ [
En comparant (2.24) et (2.21), il
Eo £ <H’a

vient:

(2.24)

(2.25)
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Donc pour chaque &(H,3Hey....s3Hs) et pour toute valeur de
HisHes.a.3Hp la valeur moyenne <H>g dans 1 état &> est une
borne supérieure de 1’énergie de 1’état fondamental E.. En
particulier si les H:;Hase..-3H, sont choisis de facon & ren-—

dre <H>s minimale, c’est-a-dire satisfaisant aux relaticons:

H>
_— =0
Apu,
YH> o
— =0 (2.26)
,()Fa
VH> 2
_ =0
Ap,
on auras
Eo < <Hd>agmin ¢ <H>am (2.27)

CB(H1 s HasaaasHp) H F(Hy3Hay ooy Hg)>
ou <H>amin = (2.28)
CBIH1sHaysaeasHp) E{H i 3Hay s p)D>

Fi,ﬂ;,...,ﬂ; sont les valeurs particulieres de HijsHes...3Hp
qui rendént {H>x minimale, pour une fonction d’onde donnée. La
valeur <H>p sera d’autant plus pres du niveau fondamental Eo
gu’on aura choisi pour &, une fonction plus voisine de 1’état

propre &. correspondant 3 la valeur propre Eos.

I1.3 ETATS EXCITES

Les énergies des états excités peuvent ®tre calculées

pourvu que la fonction d’onde & choisie soit orthogonale
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aux fonctions propres des énergies plus basses. Désignons par
EosEr1sEes...sEn les valeurs propres ordonnées correspondant
aux vecteurs propres Iuo>Au1>,ha>,...4un>, orthonormaux de H,

c’est—a—-dire, posons

A

Eo E.

A
m
i

IA
I~
m
3

(2.29)

otk Eo est 1’énergie du niveau fondamental.
Puisque les k> forment un systéme complet dans 1’espace de
Hilbert, & peut €tre exprimée comme une combinaison linéaire

des|uh>:

&> = Zhan un> (2.30)

»
et <g| = Z.a~<u.] (2.31)

Si on désigne l1’état excité par j » [> sera orthogonale & tous

les [un> pour n = 1,25....j-1, c’est-a-dire:
a~ = 0 pour n = 1,2s..j—1 (2.32)
2
avec an = <un|@& = junidT (2.33)
*
et a. = <&|lu.> = Jé*undT (2.34)

Si on ne caonnait pas les formes exactes des fonctions d’onde
des niveaux plus bas, on prend des solutions approchees

(calculées par la methode variationnelle, par exemple).

Mantrons que la valeur moyenne <H>z, de 1l hamiltonien dans
l1’état & constitue une borne supérieure a l’énergie de l’état

excité considére.



Pour des raisons de simplicité on suppose & normée. Alors la

valeur moyenne <H>a s’écrit:
<H>z = <& |HI&> =]§*H§d7 (2.39)
Considérons le terme <&|H|& - E,:

<BlH|E> - <8l E,|&

<&|H|&> - E,

< H - E,| & (2.36)
En substituant (2.30) et (2.31) dans (2.36), il vient:

<@[H|&> - Ej==Z;£uan<ung - Eslun> (2.37)
Les |u.> étant des vecteurs propres de H,

Hlun> = Enlu~> (2.38)
En portant (2.38) dans (2.37), il vient:

<&|H|&> - E, =§,5n’an(eh - E,)<uad|un (2.39)

Les |un> sont orthonormaux:

U fum> = Shum’ (2.40)
1 si n=n’
avec S, =
0 si n¥n

alors, (2.39) devient:

<BE|H|&> — E;, = Zank(Ean — E,) (2.41)
I
=Z}a,_,|2(E,, - E,) +Z laml {En — E;)

.
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or d’apres (2.32), an = O pour n = 1,85...5j—1
donc, (2.41) devient:

<g | H|E> - E, =;;4anp(En - E;) (2.42)
d’apres (2.29), il vient:

<B|H|&> - E, 2 0

v

Soit <B|H|&> 2 E, (2.43)

La condition supplémentaire pour le choix de la fonction
d’onde des états excités rend 1’application d’une telle métho-
de aux états excités assez difficile & moins que les fonctions
d’onde approchées pour les états de basses énergies ne con-
tiennent pas beaucoup de termes et fournissent des résultats
précis. Car la condition sur les fonctions d’onde des états
excités est qu’elles socient orthogonales aux fonctions d’onde
des etats de basses énergies. Donc plus les fonctions d’onde
des eétats de basses énergies sont simples plus on a des faci-
lités pour construire des fonctions orthogonales a celles—ci.
A cela il faut ajouter d’autres parametres physiques dont il
faut tenir compte, tel que la corrélation entre électrons et
1’effet d’écran causé par le fait que les électrons sont plus
ou moins proches du noyau. En sommes les calculs seraient plus
compliqués‘is’ gque dans le cas que nous traitons. D’ailleurs,

ce probléeme est en dehors de notre travail.



CHAPITRE III

CALCUL VARIATIONNEL

IIT.1 CHOIX DE LA FONCTION D’ONDE

Pour le choix de la fonction d’onde, on se guide par 1’in-
tuition physique ou bien on utilise les indications fournies
par d’autres approcheg<®-%-12?,

Les nombreux auteurs<®-<-12’qui ont considéré le probléme
de 1’état fondamental des atomes a deux électrons ont con§-

truit des fonctions d’ondes & partir du modeéle <*7- pea
Fol(r,yra) = (a@/wac®)exp{—al(r,+ral)/asl (3.1

Dans ce modeéle, on suppose que les électrons se déplacent indé-
pendamment 1’un de 1 autre dans le champ du noyau. o est un
parameétre variationnel, r, et r= sont les distances respec-—
tives des deux électrons au noyau et ao = fz/me: est le rayon
de Bohr. La contribution du spin n’est pas considérée ici. Le
parametre « est interprété comme étant une charge effective

vue par chaque électron en présence de 1l autre. « doit &tre
inférieur & la charge réelle 2, car chaque électron en pre-
sence de l1’autre est empeché de voir la charge complete du
noyau. Puisque l1’interaction coulombienne joue un role impor-

tant dans le comportement des atomes a deux électrons, la
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fonction d’onde doit dépendre de la distance ri,= entre les
deux electrons et le choix de cette dépendance doit ®tre judi-
cieux. Si on deésigne par f(r,=) la partie de la fonction d’on-
de deépendant de r.=, alors f(r.=) doit croitre avec r,= car
lorsque les deux électrons s’éloignent 1’un de 1 autre, le
plus proche du noyau constitue un effet d’écran par rapport au
second. En introduisant la dépendance en ri=3 nous tenons

compte explicitement de la répulsion électron—électron.

On s’est inspiré des travaux de Srivastava“'®’ et
Mu—-Shiang‘!'®’> pour le choix de f(r.=). Le premier auteur a
propose que f{r:=) soit proportionnelle & exp(r,=) et le se-
cond & proposé que cette fonction soit proportionnelle a ri=.
Le résultat du second est meilleur que celui du premier car
ri= croit moins vite que exp(r.=) et la fonction d’onde origi-
nale ne se trouve pas trop modifiée pour un r.= assez grand.

Dans notre modeéle on choisit:

f(rle) = 1n(r12+ e) (3.2)

Cette fonction a pratiquement le méme comportement que les
deux fonctions précédentes pour r,= faible mais croit beaucoup
moins vite pour r.= assez grand et par consequent elle repre-
sente mieux le fait que lorsque les deux eélectrons sont eloi-
gnés, ils interagissent faiblement. La figure &4 illustre ces
relations.

e est la base du logarithme népérien (e = 2.71828..)3 il

est introduit afin que:
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flri=)|= 1 (3.3)

Trim = O

c’est-a-dire qu’il n’y aura pas de corrélation.

Finalement on utilise la fonction d’onde suivante:
Bl(raisrarmrie)={ln(ria+e)+ci(ri—r=)22exp{(-siri+r=)2 (3.4)

ou s et c sont deux parametres variables qu’il faut determiner
et l1’exposant 2 de (ri-re=) est introduit pour raison de syme-
trie car & doit €tre symetrique en ri. et re= dans le cas de
1’é¢tat fondamental (chap. 1, pl2). Le parametre s indique
1’effet d’écran que cause l’electron proche du noyau a celuil
qui est loin. Le parameétre c conditionne la déependance de la
fonction d’onde de la variable (r;-r=). On devrait s’attendre
a4 une valeur faible de c car la fonction d’onde depend plus

de rie que de (ri-rz).

On voit que pour ri= = 0, et r, = ra=:
g|l= exp{(—sir,+r=)2 (3.9)
Ti=2 = 0O

On retrouve la fonction d’onde sans correélation (3.1).

et lim & = O

(ry + ra2) — @

Car
lim exp{-s(r,+r=)2 = 0O

(ry + ro2)—>o
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1

friz) = exp(s.u)

(3) flr,i2) = Lnu + e)

(2) f(riz) =1 + c.u

)

Figure 4:

I
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Fiz en unités atomiques

Comparaison des fonctions de correlation,

&2



et d’apres la relation triangulaire:

0« rl—ra|£ Tie £ raitr=

Doncs rai+r= constitue une borne supérieure & |ri-r=| et & r,=.

IIl.2 DETERMINATION DE L’ENERGIE DU NIVEAU FONDAMENTAL

Nous avons montré (chap. II) que la résclution de 1’équa-

tion aux valeurs propres:

Hg = EB
revient a minimiser l’expression:
&@*H@dT

I =
S@“@dT

Dans notre cas, & étant reéelle, (3.7) s’écrit:

X@H@dT
1 =4
S§2d7

od H est 1’hamiltonien du systeme:

Al AE

H= - - + v
2 2

En portant (3.9) dans (3.8), il vient:

—%j@éslédw -%géésaﬁdw + J@VQdT

jiZdT

L’ intégrale contenant l’opérateur laplacien VAN peut €tre

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9

(3.10)



ecrite en utilisant le théoréme de Greent¢iar P147)>

-S§£Bz§dT = + J(<7z§)sz (3.11)

ou i est relatif a 1’électron i, ainsi, l1’expression (3.10)

devient:

j{% k.82 + (Va812] + §V§}d1
I = (3.12)

SQZdT

Utilisant le systeéme de coordonnées (x,t,u):

X =71 ¥+ 72 — e
t =1y —1ra (3.13)
U = Tae

1’équation (3.8) prend la forme:

1 @ (@ (U
I Sdu dxgdt u[(x +urz - tZ](S71§)2 + (J=8)2 &V&
N 2 +

(=] (=] (=]

(3.14)

@ @ u
ou N gdugdxgdtu[(x + u)z - tz]gz (3.13)

(=] (=] [=4

Pour 1’inteégration sur t on s’est limité seulement aux valeurs
paositives de t et nous avons multipliée 1 ¢élément de volume par
2y car la fonction d’onde et 1’hamiltonien sont symétriques en
t et la contribution & 1’intégrale de -t et de +t est la méme.
Pour pouvoir exprimer explicitement (V.3)2 + (7=%)2 en

fonction de x, t et u, nous l1’exprimons d’abord en fonction de

Tiy Te et ri=.



K 7% T & Jrae
+
1% /)ra. X gr1E 9)(1
gi ’a§ LY 2@ grle
v1§ = = +
1ya Ara ya  AQrae Jya
9§ 9@ Ta 9§ 2r1e
+
| N ara  za Irie Jza J
X Xee — Xa
- -
ra = Yi H Tie = Y — Ya
Z3 Ze — Za
ris = in + Yi + E‘
Tim = -\[(Xa - X3)2 + (YE - y1)2 + (z= — Zl)?
r A
8§ Xa ji (XE - XJ_)
ﬂrl ra e Tia
g§ Ya ’)i (YE - Y:.)
VL§ = -
’(]rl ra gr1a Tia=
%z 18 (z= - zi1)
/3)"1 ra ')r;a Tie
A 2 1%
V1§ = 7y — = Taie
ﬂr; ﬁr:.e

A

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

. A - - - -
oua r» et ri= sont des vecteurs unitaires de directions res-—

- . ~-> ->
pectives suivant r, et ra.
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X1 X2 — Xa
Ta Tiz
A Y A Y2 — Y
ro- : Pie = (3.22)
Ta Tie
Z3 Zp — Za
Ta Tae )

De (3.21) on obtient:

& |2 18 |2 N~ oA 98 @
(VJ.Q)Z =|— + - 2raraie (3.23)

97‘1 grl& ' QT‘x 87‘18
~ A X1{Xa2 — X1) + yi(y= — y1) + 2.(2 — zZ.)
TaiaeTape =

TaTlTai=
1
LR 2 z
= XiXe + YIYE + ZiZe — (X]_ + Y]_ + 21)}
T‘1T1a
(3.24)
Utilisant les relations:

Ly ..
XidhXep = — — (X2 — X102 — X, - Xa=

2 L

1 r 2 2
YiYae = — — |{ye — ¥1)2 = Y1 — Ve (3.25)

2

1 2 } 8
Z21Z= = — ——-[(za —Z1)2 — 2z — zZ= J

2

(3.24) s’eécrit:




1 1
+ - (xi + yt + zi) + ——(x; + y; + z;) - (xi + yt +zﬁ)}
2 2
(3.26)
en utilisant (3.18) et (3.19), (3.26) devient:

2 2 b
A A fa — 1 — Tae
TaFai= = (3.27)
2rir.=

En portant (3.27) dans (3.23), il vient:

v

98 \ 2 (g@ 2t o+ e - rl 18 9%
+

(‘71§)2 = +
ira AT 1= ' FilTaie dra dra=
(3.28)
De la méme maniere on calcule:
b3 2 2
g@ 2 J@ 2 Ya + FMis — Ta Q§ 3@
(V=82 = + + (3.29)
ir= ere raTaa Qre erg
(3.28 ) + (3.29 ) donne:
@ \2 [d& \2 e \2
(V18)2+(J=8)2 = + + 2
ra Ire drie
ri + rie -re 1@ & re +rie -ra 38 12
+ : + (3.30)
Fraraa er grxe Fralrai= Qra ere
De (3.30) nous pouvons exprimer (/.18)2+(V=%)2 dans le
systéme de coordonnees (x,t,u):
né 1% 9% e 4t 798  Ju
= -+ <+
er QX er gt Qr; qu 9r1
oL 98
= + (3.31)

Ix ot



n
4l

1@ i@ ax ¥ 9t A& A4u

= + +

Ire Ix Qqre A dr=  Hu Jre

pL: 7%
= - (3.32)
Ix it
ki & 9x & 9t 98 qu
= <+ +
arxa % grle it 9ra= qu Qr1a
1% ¢k
= - +
3% du
En remplagant riy Te et rma= en fonction de x, t et u on
trouve:
rl 4+ ri= - e (x + ult + u?
=2 (3.33)
TiTia u(x + u + t)
e + Tia — Ta —(x + u)t + uz
=2 (3.34)
TiTae ulx + u — t) _

Ainsi, ( 3.30) devient:

(2@ 9% \ 2 (’M & )2 (3@ gL \) 2
(J18)2+(J=8)2 = + _) + - ) 4z _
% 1t yx )

[ (x + wt + uzv(gg . ’)i\(’)i _ 2@\

L ui(x + u +t)

[—(x + Wt + uzl 28 3@\ 1E 28

L u(x + u - t)



@) 2 ?Q) 2 12 @ (’Ji\ 2 (QQ\ 2 % 1@
= + | + 2 + + -4
5:} 1t 1% 3t Qx/ gt] Ju 2x
7 B 98 \2 1)@)2
-2 —+ 2 + 2
4%t qu X
{(x+u)t+u2 ®w 98 Qi\ 2 48 9@ 9% 7%
+ 2 -_ + -
ulx+u+t) f|9x  4qu Qx/ 1t qu qt ng
[—(x+u)t+u]?|'a§ N8 (9@ )2 ot JE: 12 9% ‘
+2 - - +
u(x+u-—t) hx qu Ix 4t ju It 9x
38\ 2 (X + u)t + uz —(x + u)t + uz
( {q -2 . :
X u(x + u + t) u(x + u — t)
& @ (x + u)t + uz2 —(x + u)t + uz
- 4 - 2 -2
Tu 9 ul(x + u + t) u{x + u - t)
1E Q@ S (x + u)t + u?2 —{x + u)t + u?
+ 2 -2
3t Ju L u(x + u + t) u(x + u — t)

% 9@ g‘ (x + ult + uz
_— a —
1t )x

SR
+ 2| ] + 2{—
it u

Les expressions:

u{x + u +t)

(x + u)t + uz
4 - 2 -2
u(x + u + t)

=

—(x + u)t + uZE

u(x + u -t)

(3.33)

—-(Xx + u)t + uz

u(x + u —-t)



(x + u)t + uz? —(x + u)t + uz2

et a - 2
u(x + u +t) u(x + u —t)

se réduisent respectivement a:

qx[g(x +u) + tz}

u[(x + u)z - tzl

(3.36)
4tx(x + 2u)
et
u[(x + u)z - tﬂ
En portant (3.36) dans (3.35), 1l vient:
QXLu(x +u) + tz] [2@ 2 8 1%
(V18)2+ (V=8)2= - -
u[(x + u)z - tgl_Qx I 7u
9@)2 18\ 2 |
+ 2||— ] —
u %t )
atx(x + 2w ﬁ; 13 4@ 98
+ —
u[(x + u)z - tapt Ju it 9Ix
Finalement:
2 18 [1@ 3@\
(7 28) 2+(\7=B) 2= axlutx + wr+t] -
uEx + u)z — t2) Ix \ W Qu/

@\ 2 9B 2
+ u[_(x + u)z - tﬂ[<9u> +(/At }

18 CQ 3@)
_ (3.37)

+ 2tx(x + 2u)

0t \%u 4%



D’apres (3.9)y la valeur moyenne de l’hamiltonien s’écrit:

<H> = <T> + V12> + <Va> + (V=2 (3.38)
Dy Dea
avec T = - - — (3.39)
2 2
2 pd 1
Vi, = - » Ve = — et Via = (3.40)
Ta e Tae

Utilisant (3.11) et {(3.37), 1l’expression de <T> s écrit:

<T> = _i_J:u[:xE:t{Ex[u(x + u) + tﬂ 22 /9§ - Qil)

N o ax \Qx 74

[e] [e]

N TR (1@\2(@5 2

u at/

93 /2§ Y
+ 2tx(x + 2u) - (3.41)
it kﬂu ax.
@ (@ (u .
Avec N = jdugdxjdt u[(x + w2z — t2| g2 (3.42)
(=] o [w]

En remplacant & par l’expression (3.4) qui en systéme de coor-

données (xyt,u) s’écrit:

Fixstru) = {In(u + @) + ct2rexp{—-s{x + u)l (3.43)

Qi\ 2 g 4@ sln(u + @) sct2

- = + exp{-2s5(x + u)?
% / x  Ju u+ e u+ e




= (P, + Pat2)exp{-2s(x + u)? (3.44)
1\ 2 (1B 2 1 2
—| *|—| =| -slnf{u + e) + — __ + g2zt~
u At u + e |
1
+14c?2 = 2scf{—-sln(u + e) + ———_lIt2 exp{-2s(x+u)?
u + e
= (P2 + s2c2t« + Pat2)exp{-2s(x + u)? (3.45)
18 /9§ 1% act
- = — exp{-2s(x + u)?2 _ (3.46)
it \au I u + e
En portant (3.44), (3.43) et (3.46) dans (3.41), il vient:
1 ro a2 fu
<T> = —jdujdxgdt{{(auxz + auzx) + axtf(Py + Pat2)
N (= o o
+[u(x2 + u? + gux) - utg(PZ + s52c2t« + Pata
4¢c
+ tz(x2z + Eux)}exp(—as(x + u)?l (3.47)
u + e

Les intégrales sur t sont de la forme:

u u—t
jt“dt = —_— (3.48)
o n + 1

et sur x sont de la forme:

jx“exp(—asx)dx = — (3.4%)
S (8g)—r?



En intégrant par rapport &4 t et x, (3.47) s’écrit:

l re u u? u= 1 u=® u=
<T> = —Jdu — + — | Pyu + P=— + — | P. — + P2 —
NJo [\2s® 2g2 3 2s2 3 S
1 u? u u= u=
+uy— + — + —||P2u + s2c2 — + Ps5——
Lg= es 2s2 S 3
u u= u” u=
- — | P2 — + (gC)2 — + Py —
2s 3 7 b
1 u u=
+ 4¢ + exp (—-32su) (3.30)
453 252/ 3(u + e)

‘En remplagant & par (3.43), (3.42) s’ ecrit:

@ @ ru 2
N = [du[dx[dt uEx+u)2—utﬂ[}n(u+e)+ctﬂ exp{-2s(x + u)?2 (3.351)
(e ] (e ] o

En intégrant par rapport a8 t et x, (3.51) devient:

@ 1 u? u u= u?
N =Sdu u + + ulnzu+e) + c2— + 2c—_Inlu+e)
o 453 s 252 S 3
u u= u”’ u=
- — | —I1In2u+e) + c2—— + 2c—In(u+e)pexp(-2su) (3.52)
es\ 3 7 =]

L’expression de l’énergie potentielle du systéeme est:

V= - - + (3.53)
Ta Ta Taip

Sa valeur moyenne s’écrit:

2 2 1
> = {—> + (<
ra ra Tie

V> = - (< > (3.54)

40
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V et & étant symétriques en ri, et r=, (3.54) s écrit:

Z 1
<V> = —2< > + < >
Ta Taa
Z ji(Z/r1)§dT
< > =
ra j@sz

(3.55)

(3.596)

En passant au systéme de coordonnées (x,t,u), (3.56) s écrit:

22

4 lro @ (u
< > ——ﬁdu[dx dt
i N

o o

exp{-2s{x + u)?

N

< < <

o (x + u + ¢t)

u[(x + u)z -— tz][ln(u+e) + thJz .

2

lre re ru
= __&dugdxﬁdt 2Zu(x + u —t)[ln(u+e) + ctj exp{—-2s(x+u)?

(3.97)

En intégrant par rapport a t et x, (3.597) devient:

ulnfu+e) + c2

Z lro 1
< > = —\du 22u
Ta N lo 4=
exp(—2su)
1 X@(l/r:.a)@d‘r
< > =
Taia ‘[de'r

us u=
+ gc——1Inf(u+e)|{,
3 3

(3.38)

(3.3%)

En passant au systéme de coordonnées (x,tsu), (3.59) s’écrit:

1 lroa r@ ruU
e—> = __Edujdxgdt[(x+u)2—t

Taz Nlo o o

%[}n(u+e) + ctﬂzexp(—as(x+u)}

(3.60)
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En intégrant par rapport 4 t et x, (3.60) s’écrit:

1 1l ra / 1 uz? uw us
< > = Kdu + + ulnzu+e) + c2__
Fie N Jo \453 2s 254 S
u= 1 u= u” u=
+2c——1ln(u+e)] — ——|—1n2u+e) + c2—— + 2c—_ln(u+e)f|.
3 g2s \ 3 7 S
exp(—-2su) (3.61)

N est defini par (3.51).

I11.3 CALCUL DE <r;=> et <r,;>

Pour évaluer la dimension des atomes considérés, nous cal-
ctulons la distance moyenne séparant chaque électron du noyau.
D”autre part, pour comprendre l1’effet de la répulsion électro-
nigue nous calculons la distance moyenne séparant les deux
électrons que nous comparons avec celle trouveée a partir du
modele sans corrélation (3.1).

<@lr.l @ X§2r1d7
ira> = = (3.62)

<@ &> S@sz

Dans le systéme de coordonnées (xst,u), (3.62) s’écrit:

2

@ (@ fu 1
du[dxgdt{—(x + u + t)ui(xﬂ.x)z - tz:”.ln(uﬂe) + ctﬂ}.
=)

1
ra> = —
N

o o o

exp{-2s(x+u)?l (3.63)

En intégrant par rapport a t et x, (3.63) devient:
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lre 4 3 3u 3uz? ua\/ u® u=
<ra> = __Xdu__ u + + + Inu+e) + c2
Njo 2 8s= 453 452 E§7\ 3 5
u= 1 u u= u”
+ 2dc—— In(u+e)] - u + Inzu+e) + cz2—
3 42 as/\ 3 7
uS
+ 2c——1In(u+e)/lexp(—2su) (3.64)
S
<§[rla|§> [@rzaﬁd'r
<rla> = = . (3.65)
<@l@> jﬁsz

Dans le systéme de coordonnées (x,t,ul)s (3.65) s’écrit:

1l (@ (@ ru -2
<ram?> = ___gdugdxldt uZL(x+u)2—t;H&n(u+e) + ctj exp{—-2s{x+u)?
N P

(o) (o) o

(3.66)

En inteégrant par rapport a t et x, (3.66) devient:

l ra 1 uz? u u=
<rim> = —\ldu ulu + + ulnzu+e) + c2——
N jo 453 e2s 2s2 S
u® u u= u”
+ 2c——In(u+e)) - ——| —1InFu+e) + c?2
3 2s\ 3 7
uS
+ Ec-—_ln(u+ea}exp(—asu) (3.67)
5]

La fonction d’onde sans correélation (3.1), en systéeme de

coordonnéges (xst,u) et en unités atomigques s ecrit:

Fo = (a@/mexpl-alx + u)? (3.68)



2 (e (@ pu 1

<ri.> = _jdugdxjdt _(x+u+t)u[(x+u)2—t2]expc—ao<(x+u>> (3.69)
x® Jo [ o a2
2 (e re fu

<ra=> = ——_[dugdxgdt u2[(x+u)2—tzjexp€—2a(x+u)} (3.70)
x®x° ) o [ [

Les intégrales par rapport a x et u sont de la forme (3.49) et
par rapport a t sont de la forme (3.48). Un calcul simple mene
as -

26 35

<ri> = et <ri=> =
16 16x

(3.71)

Les parametres obtenus & partir du modeéle (3.4) sont évalués
numériquement. Le passage du calcul analytique au calcul numeé-

rique est expliqué dans le chapitre IV.
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CHAPITRE IV

PASSAGE DU CALCUL ANALYTIQUE

AU CALCUL NUMERIQUE

Dans le programme que nous avons utilisé, il s’agit de dé-
terminer les valeurs des paramétres s et ¢ introduits dans
(3.4), pour lesquels la valeur moyenne de l’hamiltonien, <H>,
definie par (3.10) est minimale. La minimisation se fait par
le sous—programme ZXMIN. Pour évaluer les intégrales contenues
dans 1’expression de <H>, ZXMIN utilise le sous—-programme
DCADRE. Ces deux sous-programmes sont tirés de la programma-
theque IMSL (INTERNATIONAL MATHEMATICAL AND STATICAL LIBRARIES.
INC?). Pour plus de détails sur ces sous—programmes, voir les
références 20 et 21. Le calcul est fait pour les atomes H—,

He, L1+ et Be*™.

Le sous programme ZXMIN étant 1’eélément principal de notre
programme, nous donnons cil-dessous le principe de calcul qu’il

utilise.

IV.1 PRINCIPE DE CALCUL UTILISE PAR LE SOUS-PROGRAMME ZXMIN :

La détermination du minimum de 1’hamiltonien est basée sur
la méthode de plus grande pente, c’est—-a—-dire & partir d’un

point de la surface, on se déplace dans le sens du gradient de
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cette fonction.
Pour expliquer comment se fait la recherche du minimum,

considérons une fonction:
F=f(X1’XE,-- ------ ----Xm) (4.1)

Nous pouvons en un point faire le développement en série de

Taylor et écrire:

M om g,

IF 1 F
F(X + AX) = F(X) +Z' — AX; +_>;——|Z_: AX, DX, (a.2)
) ¢ 2 %My

Nous neégligeons les termes du deéveloppement de Taylor supé-
rieurs au deuxiéme ordre. L’extrémum de la fonction deéefinie
par le deéveloppement (4.2) est localisé en un point de coor-

données X, + AX, tel que:

m
w oS 9F
- — =L AX, (4.3)
K=l
ou ¢ i=1,2,3,4,......................,m

I1 nous suffit de résoudre (4.3) pour déterminer les lei.
La méthode de solution est une méthode itérative. A partir de
1’itération j, connaissant les X , et aprés avoir deétermine

les Z}X: a4 1’aide de (4.3) on passe & l’itération j+l.
» ) N
X, = X' + o' AX; (4.4)
1]
gu « est une constante tel que : 0 < o <1 (4.3)

Dans chaque itération, il faut déterminer la valeur ! de
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L
telle sorte que X:. soit un extrémum de la fonction considérée
dans la direction definie par (4.4). Dans ce cas il faut reé-
sogudre 17 équation:

arF
— = (4.6)

W

Aprés avoir determinég « qui rend dans la direction défi-

nie par (4.4) la fonction optimum, nous aurons la relation:
X = x! o+ & Ax (4.7)

Nous continuerons ainsi jusqu’a ce que la distance séparant
deux itérations successives soit compatible avec la précision

demandee.

IV.2 PROCEDE DES CALCULS NUMERIQUES:

Nous fixons d’abord tous les parameétres gque nous utilisons.
Z: valeur de la charge Z du noyau, ZZ(I) est donné dans le
DATA Z2Z.
X{1): estimation initiale du parametre s, a partir de laquelle
nous désirons commencer l’itéeration, X1(I) est donné dans le
DATA X1. Pour chaque atome on doit choisir une valeur initiale
proche de la charge Z du noyau car s est interprété comme un
parametre qui indique l1’effet d’écran (chap. III, pa%).
X(2): estimation initiale du parameétre c. On doit choisir une
valeur proche de zeéroc (chap. Il1I, p29).
NSIG: la preécision avec laquelle on désire déeterminer s et c.

MAXFN: le nombre maximum d’itérations demandé. I1 faut donner
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pour MAXFN une valeur assez €élevée afin que le calcul ne s’ar-

réte pas avant d’approcher le minimum de la fonction consideé-

ree.
'
IOPT: parameétre caoncernant 1’initialisation de y I0PT = 2
isdc
%
YF
veut dire que sy va Etre initialisée a une matrice diagonale.
Ts3c

A et BB(I): borne inférieure et supérieure d’intégration, BB(I)
est donné dans le data BB.

RERR: erreur relative désirée pour 1’évaluation des intégrales.

ARREI, AERRJI, AERRK, AERRL, AERRM et AERRN sont les erreurs
absolues désirees pour l1’evaluation des inteégrales (3.50),

(3.58), (3.61) (3.51), (3.64) et (3.467).

Apreés la définition des différents paraméetres, 1’énonceée CALL
ZXMIN déclenche le sous-programme ZXMIN .

la fonction a minimiser est:

F = (RI(D) - 2RJ(D) + RI(K))/RL(D)

F = <H> , RI(D)/RL(D) = <T>, —-2RJ(D)I/RL(D) = 2<V.>.

et RK(D)/RL(D) = <V,=>.

<H>: la valeur moyenne de 1 hamiltonien du systeme,
définie par (3.38)
<T>: énergie cinétique du systeéme, définie par (3.350)

2<V1>: 1 énergie potentielle d’interaction entre les deux
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electrons et le noyau, définie par (3.58).
Vie: énergie potentielle d’interaction entre les deux élec-—

trons, définie par (3.61).

F est introduite par 1la sous—-routine FUNCT qui est appe-

lée lors de chaque itération.

F étant définie en fonction de RI(D), RJ(D), RK(D) et RL(D),
la sous-routine FUNCT fait appel aux sous-programmes: FUNCTIGN

RI(D), FUNCTION RJ(D), FUNCTION RK(D) et FUNCTION RL(D).

RI(D}), RJ(D), RK(D) et RL(D) sont les noms des sous programmes
FUNCTION qui donnent les valeurs des intégrales (3.50),(3.58),

(3.61) et (3.52):

Pour évaluer la valeur des fonctions & 1l intérieur des bor-
nes d’intégrations les sous—programmes FUNCTION RI(D), FUNC-
TION RJI(D), FUNCTION RK(D) et FUNCTION RL(D) font appel res-
pectivement aux sous—-programmes: FUNCTION F1(U), FUNCTION

F2(u), FUNCTION F3(U) et FUNCTION F4(U).

Tous les calculs numériques étant exécutés nous imprimons:
1) les valeurs finales de s et c,
2) IER, qui est un parameétre tel que IER = O indique que tous
les calculs ont été effectués avec la precision demandee,
3) ERROR: est une estimation de 1 ’erreur absolue due au pro-
gramme numeérique,
4) D<H>/DS et D<KH>/DC = estimations de QH/QS et JdH/Jc pour

les valeurs finales de s et c,
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3) <V.=>: valeur moyenne de l’énergie potentielle d’inter-
action entre les deux électrons, définie par (3.51),

&) <V>: valeur moyenne de 1l énergie potentielle totale du syste-
me, définie par (3.954),

7) <Vi>: valeur moyenne de l1’énergie potentielle d’interaction
entre 1’un des électrons et le nayau, définie par ( 3.98),

8) <T> : valeur moyenne de 1’énergie cinétique du systéme, dé-
finie par ( 3.90),

) KV>/<KT>: ce terme est imprimé afin de comparer nos résultats
avec le théoréme du viriel<«*3- rP-4°9°> qui prévoit gque cette
quantité doit €tre égale a -2,

10) E : valeur moyenne de l1’énergie totale du systeme,

11) <R;=>: estimation de la distance moyenne séparant les deux
électrons, définie par (3.67), |

12) <R.>: estimation de la distance moyenne séparant 1’un des

@lectrons et le noyau, définie par (3.64).
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IV.3 ORDINOGRAMME DU PROGRAMME UTIL ISE:

La partie comprise entre D et E de cet ordinogramme correspond

a 1 'appel du sous—-programme ZXMIN dans 1 énoncé CALL ZXMIN.

initialisation des différents parametres ‘1

¥

I =1

I: correspond a la charge Z du novyau

: E— ®

i =1

i: correspond au i®*m= paramétre variationnel

< ©,
N

j=1

j: correspond & 1 'ordre d'itération

estimation initiale des parametres s et c, ou
itération d ordre 1.

) =

X1— s

X = cC

& A
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T

calcul de éle selon 1 ‘dquation (4,3)

v

calcul de xiselon 1 ‘équation (4.6)

la valeur du i*m= paramétre variationnel,
apreés j + 1 itérations sera

xj*' = X! + dJAX}’_

.

'

la condition de conver-—

gence est-elle vérifiée

R

passer a
1l 'itération

suivante




e calcul est—-il fai

pour toutes les variables

i } 2

imprimer les rdsultats

le calcul est-il fait
pour tous les atomes

I > 4

passer a
la variable

suivante

passer a
1 'atome

suivant




CHAPITRE V

RESULTATS ET DISCUSSION

V.l ENERGIE DE L’ETAT FONDAMENTAL

Expérimentalement 1’énergie de 1’état fondamental n’est
pas accessible directement. C’est le potentiel d’ionisation I
qu’on peut mesurer. Il est égal & la différence des énergies
de 1’atome une fois ionisé E, et de 1’atome neutre dans son

etat fondamental Eo¢*®@- p121>

L énergie d’un atome ionisé & deux électrons est égale a
1’énergie d’un atome & un seul electron avec une charge
nucléaire 2. Elle est égale a l’énergie de 1’atome hydro-
génoide correspondant<:*=®- 21212

z2

E, = — y (u.a) (9.2)
2

Utilisant (S5.1) et (5.2), l1’énergie de 1 état fondamental d’un

atome & deux électrons s écrit:

z2
Eo = -~ I - (5.3)
2



V.2 ENTRAINEMENT DU NOYAU

Nous avons supposé auparavant (chap. I, pl0) que le noyau
est fixe du fait gque sa masse est tres grande par rapport a
celle de 1’électron. Lorsqu’on tient compte de son mouvement,
l17eéquation de Schraodinger s écrit:
2 f2

—(A1 + Aa)§ - — AxE + (V-E)E = O (5.4)
2m amM

R(XyY,2) et M sont respectivement le vecteur de position et la
masse du noyau.
En introduisant les coordonnées du centre de masse et les coor-

données relatives:

- 1 ~> . -
U = (MR + mr,. + mr=)
M + 2m
R, =7. - R (5.5)
—> Y —_—
Ra = T'e — R

l1’équation de Schrodinger devient (voir annexe D):

f2 f2 $2
- _—Ac - (ANr1+Qr2) - — Ve ra +(,V_E)§ = 0
2(M+2m) 2H M
(9.86)
o 1’indice c, est relatif au centre de masse.
L’expression de V est:
Z 2 1
vV = = - + (5.7
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Comme le potentiel ne dépend pas de la variable U mais dépend
> —»

seulement de R:s R= etIRl - RaL an peut séparer le maouvement

de l’ensemble des trois particules en mouvement de centre de

masse et en mouvement relatif. lLa solution de (5.6) peut alars

€tre écrite sous la forme:

- —>
d = #x(R1sR=s |[R1— Rz|) &c=(U) , E = Ec + Ex (35.8)

L eéquation de Schradinger pour le mouvement relatif s’ écrit:

f2 f2
- — (DritAr2)B= - — Vr1Vre 3 +(V-E)&= = 0 (5.9)

2 M
Si on traite le terme (—FZ/M)§7R1§7RE par la théorie des per-—
turbations indépendantes du temps<'<’>, 1’équation de Schrédin-
ger pour le mouvement relatif et correspondant & 1’hamiltonien
non perturbe s écrit:

AR1 +ARE H

- = + — (V-E)&= = O (5.10)
2 h2

Alaors si on compare l’equation (3.10) avec celle ou 1’on con-
sidére que la masse du noyau est infinie.
N, + Ne
-—— 3% +W-E)g =0, (u.a) (5.11)
=

on remarque qu’il y a en plus le facteur p/fhz dont 1’effet
peut €tre calculé. Nous devons seulement redéfinir notre sys-—
teéme d’unités. 5i nous posons, ﬂ = e = H = 1, nous retrouvons

1’équation (S5.11). A ce mament la valeur propre de l’énergie
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devrait etre multipliée par le facteur

= ~ 1 - (5.12)

La correction au premier ordre & l1’énergie sera:

oo

e m
(=— = - E (5.13)
M

ou E est 17énergie en unités atomigues correspondant a une

masse du noyau infinie.

V.3 RESULTATS

Dans les tableaux 1 & 4, nous donnons les valeurs numéri-
ques des différents opérateurs. Tous les résultats sont donnés
en unités atomiques, c’est-a-dire que 1 énergie est deux fois

1’unité de Rydberg<*®- P3? gt les distances en unités de rayon

de Bohr.

Une fagon de tester notre fonction d’onde est de calculer
la quantite (<V>/<T>), gue nous avons introduite dans la sixie-
me ligne des tableaux 1 & 4. Le théoreme du viriel<«*=- peo>>
prévoit que cette quantité doit @tre égale a -2. Dans la pre-
miere ligne, les parametres s et c sont donnés ainsi que
3<H>/Qs et Y<H>/Jdc. Le paramétre ERROR indique l’erreur due au
programme numérique et IER = QO indique que les calculs ont éte

fait avec les preécisions demandées.

Dans le tableau 5 nous donnons les résultats numériques

avec quatre chiffres significatifs de 1’énergie des atomes a
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deux electrons dans 1’état fondamental. Nous avons également
inclu quelques résultats récents afin de les comparer avec

les notres. On voit qu’avec deux parametres variationnels

nous obtenons des résultats nettement meilleurs gque ceux
obtenus a partir de deux‘”’ et trois<'®’ parameétres variation-
nels. Nos reéesultats sont comparables avec la meilleure appro-
Xximation<®’ obtenue & partir d’une fonction d’onde de 252

termes.

V.4 CORRELATION ELECTRON-ELECTRON

Pour comprendre l1’effet de la corrélation électron~-élec-
tron, nous comparons dans le tableau &6 les valeurs de diffeé-
rents opérateurs obtenus a partir des modeles (3.1) et (3.4).

Pour le modele (3.1), on a (&&8- paB2>.

T> = a2y V> = —22x + (5/8)x et <1l/r;:=> = (5/8)«x

Alors que <r:> et <r,=> sont données par (3.71)

avec « = 1.6873

Finalement, en comparant notre méthode avec la méthode uti-
lisant les harmoniques sphérigues de type Ky notre valeur pour
l1’énergie de l’atome d helium dans 1’état fondamental est
meilleure que la valeur -2.892 u.a obtenue a partir de seize
équations différentielles couplées<”’.

Pour montrer l1’effet de la reépulsion électron—-électron et
la nécescsité de la dépendance de la fonction d’onde de la dis-

tance r,= entre les deux électrons, nous exposons deux méthodes



Tableau 1

Diffeérents opérateurs correspondant a 7 =1

|
S= ,73499 | C= .12065 | D<H>/DS= .26E-06 | D<H>/DC=-.17E-06| IER= 0
!
<v12>= 331748083 ERROR= .26379E-11 IER= 0 |
<V1>= ~.4689088180 ERROR= +27248E-11 IER= 0
<V>= -1.046428278 ERROR= .808740502E-11 LUPECUL23429V1%
{Ty= 1522613165 ERROR= ,29251E-11 IER= 0
CUB/<Ty = -2,0023 ° ERROR= ,110125045E-10
E = -,5238151 ERROR= +44696E-11 E=<Tr+<V>
<R12>= 3.960297747 ERROR= ,472846158E-10 IER= 0 |
<R1>= 12.395001982 ERROR= ,536239643E-10 IER= 0 |

D<H>/DS et D<(H>/DC sont des estimations de d<H>/Js et de KH>/Jc
IER = O veut dire que les calculs ont été effectuds avec la pré—
cision demandée.
ERROR : erreur absolue due aux calculs numériques.
<V1> 1 valeur moyenne de l’énergie potaﬁtielle d’interaction
entre 1’un des électrons et le noyau, en uU.a.
E : énergie totale du systeéme de trois particules, en u.a.
<{R12>: valeur moyenne de r,=, en u.a.

<Ri1>: valeur moyenne de r,, en u.a.



Tableau 2

&0

Diffeérents opérateurs correspondant a 7=2

S= 1,79638 C= .13676 |D<H»/DS= .28E-06 | D<H>/DC=-,31E-05 IER= 0

<VY12»= 950604800 ERROR= .10603E-11 IER= O

<Y1>= -3.377114964 ERROR= «69814E-10 IER= O

Y= -5.803625128 ERROR= .1404693244E-09 LVU»=<V12>42<V1

<Tre 2.901155569 ERROR= .99803E-12 IER= O

<Ur/<T> = =2,0005 ERROR= .141691271E-09 |

L N I _ |

E = ~2.9024696 ERROR= .13982E-09 E=<T>+<VU>

(R12>= 1.,409168352 ERROR= .241960604E-10 IER= O
R R |

<R1>= .969493191 ERROR= ,409968845E-10 IER= 0 |




Différents opérateurs caorrespondant a

Tableau X

61

Z=3

|
.

8= 2.82546 | C= .16376 |D<H>/DS= ,66E-06 D<H>/DC= .62E-05 IER= O
<U12>—-= ";:;66716548 ERROR= +47472E~12 IER= )

<V1>= -8.062933117 ERROR= +26385E-10 IER= 0

<VYo= -14,559149687 ERROR= .532449594E-10 <V>=<V12>+2<V1>
<T>= 7280647363 ERROR= +79428E-12 IER= 0

LVS/ST> = =1.9997 ERROR= .540392413E-10

£ = =7.2783023 ERROR= +33330E-10 E=<T>+<V>
<R12>= ...861306154 ERROR= .187015668E-10 IER= 0

-

‘<R1>= +173163110 ERROR= ,108131574E-10 IER= 0




Tableau 4
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Différents opérateurs correspondant & 7Z=4

S= 3.,84325 C= ,19041| D<H>/DS=-,18E-06 | D<H>/DC=-.18E-05| IER=
<V12>= 2.185824309 ERROR= +69814E-12 IER= 0

<Vid>= -14,749423937 ERROR= +84168E-12 IER= 0

<V>= -27.313023565 ERROR= ,238149921E-11 <VU>=<V12>+2<V1>
<T>= 13,4659575897 ERROR= +11355E-11 IER= 0
CVU/LT> = -1.9996 ERROR= .,351702414E-11

E = =-13.6534477 ERROR= «25782E-11 E=<T>+<V>
|<R125= v 6197035973 ERROR= ,543941400E-10 IER= 0

<R1>= + 022707040 ERROR= ,193456195E-10 IER= 0




Tableau 5
Enerqgie de 1’état fondamental (-E-) en u.a
Atomes a |Deux <™’ Troig«re Nos Meilleure|Résul -
tats expé-
deux parametres|paramétres|calculs |approxi- |rimentaux
électrons mation <= ==
H(=) 0.506 0.5213 0.5238 0.5278 0.5277
He 2.873 2.8994 2.9024 2.9037 2.9027
Li(+) 7.286 7.2757 17.2785 7.2799 7.2804
Be (++) 13.621 13.6513 13.6534 13.6536 13.6574
Toutes les valeurs sont donneées en u.a.
L'écart a la valeur expérimentale est: -0.0039, -0.0013,
-0.0019 et ~-0.0040 pour H—, He, Li* et Be*™.
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dues a différents auteurs dans lesquelles les modéles de fonc-

tions d’onde ne contiennent pas la variable ri:=.

V.4.1 Approximation de Hartree—-Fock

Pour reésoudre 1’équation de Schriédinger (S5.11), 1’appro-
ximation de Hartree-Fock tient compte du principe de Pauli
(la fonction d’onde totale doit @tre antisymétrigque par rap-
port aux permutations des électraons). Comme la fonction d’onde,
déependant du spin et correspondant & 1 état fondamental, est
antisymetrique (chap. I, pl2), la partie de la fonction d’onde
dependant des variables de position doit @tre symétrique et

elle s’écrit:
& = vir,)virzs) (9.14)

vir,) et virz) doivent Etré orthonormales et <§|H|§>, la valeur
moyenne de H dans 1'état &,doit €tre stationnaire pour toute
variation dv. En introduisant les multiplicateurs de Lagrange

et prenant pour & 1’expression (5.14), 1 ensemble des condi-
tions précédentes méne a4 un systéme d’équations dont la solu-
tion détermine 1’énergie du niveau fondamental, (pour plus de
detail sur la méthodelvoir ref. 24). La solution numérique d’ un
tel systeme<®==- »=9> géne a une valeur de 1 énergie de l1’atome

d’hélium dans 1 état fondamental Eo = —-2.861 u.a.

V.4.2 Modele de charge effective

Au lieu de considérer 1’ expression (3.1) gue nous avons
introduite au chapitre III, Srivastava“‘”’ considere 1’ expres-

sion suivante:



B(ri,ra=) = EXPC—CX(BT:» + rc)d (5.15)

avec

> = max{risre) et r« = min(rai,r=) (9.16)

x et # sont deux paramétres variables tel que f<1. Dans ce cas
1’électron se trouvant &4 la distance r. voit une charge du
noyau # fois celle vue par 17électron se trouvant & la distance
r<. Donc 1’électron le plus loin du noyau voit une charge infé-
rieure a celle vue par l’électron le plus proche. Un calcul va-
riationnel méne A une valeur dé 1’énergie de l’atome d’hélium

dans 1’état fondamental Eo = —2.873 u.a.

V.4.3 Distribution de 1la variasble r,=

En comparant les résultats obtenus & partir des deux modeé-
les que nous avons exposés ci-dessus avec les notres, nous jus-
tifions la neécessité de la deépendance de la fonction d’onde
de la variable ri=. A cause de la reépulsion coulombienne, le
deuxieme electron doit affecter le champ dans lequel se dépla-
ce le premier. Ceci va se manifester dans les valeurs moyennes
de la distance entre les deux electrons, <ri=>, et dans 1l’éner-
gie potentielle d’interaction entre les deux électrons, <l/rie>.
Nous devons nous attendre a une augmentation de <r.=> lorsqu’on
tient compte de la répulsion électronigue dans la fonction
d’onde, par rapport & la valeur calculée a partir du modele
{3.1) sans correélation. La valeur moyenne, <A>, de 1’observable

A se calcule & partir de la relation:



&6

jQ'QQdT
<A> = (5.17)
Ji'idT

D’autre part, on peut définir la moyenne de r.. par 1’équation:

@
<riz=> =S"12F(r12)drxa (5.18)
<

od F(r,=) est la fonction de distribution de 1la variable r,=.

De la, on voit que F(r,=) est reliée & la fonction d’onde & par:

ri=F(ri=z)dr,= = (5.19)

) Yﬁ'.@dT

gm J\Q'rxaid'l'

Dans le systeme de coordonnées (x,t,u) l’expression (35.19) est
égquivalente a:

[ ] @ @

gdugdx&dt(u[(x + u)® - t=2I1d"udd

o < o

@
EuF(u)du = (3.20)

[=) @ @ u
gdu&:det(u[(x +u )® — t=J1a"d>

(o] (o]

Afin de trouver 1l’expressiaon de F(r,=) pour une fonction
d’aonde donneée, on calcule le facteur de r,= dans l1’intégrale
du numeérateur du deuxieme membre de (5.19) en intégrant sur les
variables autres que r,= alors gque le dénominateur est une

constante multiplicative qu’on évalue numeériguement.

F peut 2tre calculée & partir de l’expression (3.4 ). Pour
comprendre 1 ’effet de la repulsion électronique, on la compare

avec celle calculée & partir de l’expression (3.1), dans la-
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quelle les électrons sont considérés comme indépendants dans
leurs déplacements.

A partir de 1’expression (3.1),; nous obtenons:
Flu) = («/6)(3u® + Lau® + qaBu*)exp (—2au) (5.21)

et a8 partir de 1’expression (3.4), nous trouvons:

1 1 uz u c2u®
F(u) = u + + ulnz(u+e) + ——— +
N 45> 2s 2s? 5

culnfu + e)

+
3
- u / uIn=(u+e) c®u” c2cuSIln(u+e)
+ + exp(—-2su)
a2s \ 3 7 S
(5.22)
@ @ u
0u N = Jdujdedt(u[(x + u )E - t= 1%"E2 (5.23)
(o] =) =)

Sur la figure S5 nous comparons les fonctions de distri-
bution pour H , He, Li* et Be . On voit que la probabilite
pour que les deux électrons se meuvent a une courte distance
1’un de 1’autre croit avec la charge nucléaire. <r,=> varie
de 0.6 u.a pour le cas de Be** ou Z2=4 4 3.9 u.a pour H™ ou
Z=1, (tableaux 1 a 4).

Sur la figure 6 nous comparaons les fonctions de distri-
bution dans le cas de 1’atome d’hélium, obtenues respective-
ment & partir des modeles (3.1) et (3.4 ). D apres les courbes

(1) et (2) de cette figure on voit que la probabilité pour que
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ANNEXE A

Listage du programme (INPUT., OUTPUT) utilise

pour les calculs numériques

PROGRAMINTEG (INPUT, OUTPUT)

CE PROGRAMME DETERMINE LES VALEURS DES PARAMETRES 8 ET C

POUR LESQUELS <H> LA VALEUR MOYENNE DE L ‘HAMILTONIEN DANS

. ‘ETAT FONDAMENTAL EST MINIMUM.

POUR CES MEMES VALEURS ON CALCULE: ‘

<V1>: LA VALEUR MOYENNE DE L ‘ENERGIE POTENTIELLE D’'INTERACTION
ENTRE L 'UN DES ELECTRONS ET LE NOYAU

<V12> = L’ENERGIE POTENTIELLE D’INTERACTION ENTRE LES DEUX
ELECTRONS.

CVU> =12 424V L’ENERGIE POTENTIELLE D’INTERACTION DU SYSTEME.
<T>: L’ENERGIE CINETIQUE DU SYSTEME.

E = <T>» +V>; L'ENERGIE TOTALE DU SYSTEME.

<R1>: LA DISTANCE MOYENNE DE L‘UN DES DEUX ELECTRONS AU NOYAU.
<{R12>: LA DISTANCE MOYENNE ENTRE LES DEUX ELECTRONS.

NOTONS QUE CE PROGRAMME PEUT ETRE UTILISE DANS LE CAS

OU LE MODELE DE FONCTION D'ONDE EST DIFERENT DU NOTRE,

DANS CE CAS IL FAUT REMPLACER F1(U),F2(U), ... F&6(U),PAR LEURS
EXPRESSIONS RESPECTIVES
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AERRL:=1. OE—-12
AERRM=1. OE-10
AERRN=1. OE-10

APPEL AU SOUS PROGRAMME QUI MINIMISE <H>

CALL ZXMIN(FUNCT. N, NSIG, MAXFN, IOPT, X, H, G, F, W, IER)
S5=X(1)

C=X(2)

DCADRE EST UN S0US PROGRAMME QUI EVALUE L ’INTEGRALE
SIMPLE POUR UNE FONCTION ET UN INTERVALE DONNES

RM ET RN SONT RESPECTIVEMENT LES INTEGRALES SUR U DANS
L INTERVALE A, B DE F5(U) ET F&(U)

RM=DCADRE(F5, A, B, AERRM, RERR, ERRORM, IERM)
RN=DCADRE (F&, A, B, AERRN, RERR, ERRORN, IERN)

2 = —={Z/R1> = <Y1z

7J=-RJI(D)/RL (D)

Z1 = T

ZI=RI{(D)/RL (D)

ZK = J1/R12> = V12>

ZK=RK(D)/RL (D)

20 = 2<V12 + V12> = —2J{Z/R1> + {<1/R12> = V>
20=2. #ZJ+ZHK

2L = <V /LT

21 :=20/21

IM = <R12>
ZM=RM/RL (D)
IN = <R1Z>

IN=RN/RL.(D)

BL
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CSTIMATION DES EURREURS ABSOLUES DUES A LV INTEGRATION NUMERIQUE

ERRONZI=ERROR FERIKORL.
ERRORZK=CRRUORKAERROKL.
ERRORZI=ERROR [ tERROKL
ERROKZM=ERKOMMEZRROR
ERRORZM=ERRORNERRORL

CRRORZO=2. #LRRURZJIHERROIRZK

LRRORE EST RELATIVE A <HZ
ERRORE=ERRORI +2 #ERRORJHERRORK+ERRORL.
ERRORZL=ERRORZI+ERRORZO

{MPRESSTON DES REBULTATS

PRINT 05,1

FORMAL C/ /77777, LOX, “ATOHE A DEUX ELECTRONS: 27, 11)
PRINT 10

FORMAT ( 1 OX, 7 w3t 3630 3 3 36 30 46 H 30 R 30 30 3303 E 3t 3t e e 3t 3030 3¢ 7 )

PRINT 5

FORMAT (10X, * i B

# /)

PRINT 20, X(1), X{(2),G(1),G(2), IER

FORMAT(/, 10X, "S=",F8. 5, 2X, 'C=",F7. 5, 2X, 'DIH>/DS=", EQ. 2, 2X,
#'DIN>/DC=7,EB. 2, 2X, "1ER=",13,//)

PRINT 295, ZK, ERRUORZK, TERK

FORMAT (10X, "<VI123>=",F15. 9, 4X, "ERROR=',E1D5. 5, 4X, "1ER=", 14, //)
PRINT 30. 20, ERRORZJ, TERJ

FORMAT (10X, "<V1D>= ’,F15. 9,4X, "ERROR=",E15. 5, 4X, "1IER=", 14, //)
PRINT 35, 20, ERRORZO

FORMAT (10X, " <V5=s ‘', F15 9, 4X, "ERROR=",EL5. 9, 4X,
# VGV 2342V LE 7, /)

PRINT 40, 21, CRRORZI, TERI

FORMAT (10X, "<{1>= yF195 9,4X, "ERROR=",E15. 5, 4X, "1ER="', 14, //)
PRINT 45, Zl., ERRORZL

FORMATCYOX, 7SV>/CT> = 7, FB. 4, 7%, "ERROR=",E1D. 9, //)

PRINT 50,719, FRRORE

6L



o

—~

FORMAT (10X, ' = LRI 7, 7Xy "ERROR=",E15. 3, 4X, "E=IT>+<VD> "7, //)

PRINT 55, ZM, ERRORZM, [ERM

FORMAT (10X, "<R12:=',F15.9,4X, "ERROR=",E15 9, 4X, “IER=", 14, //)

PRINT &0, 2N, ERRORZN, TERN

FORMAT (10X, "“R1>= ‘', F15 9,4X, "ERROR=",E15. 9, 4X, "1IER=", 14, //)

PRINT &5
FORMAT (10X, 7

W)
CONT INUIE
D

FONCTIONM A MINIMISER <HZ = T3> -2<Z/R1> +J1/R12>

SUBROUTINE FUNCT (N, X, F)
INTEGER N

REAL. X(2), F

COMMON/PAR/S, C

O=X(1)

C=X (2

F=(RICD)-2. #RJ(DY+RK (D)) /RLL(D)
RETURN

END

R1I(D)= INTEGCRALE SUR U DE F1{(U) DANS L ’'INTERVALE A,DB

FUNCTION RICD)
COMMON/PARL1/A, B, AERRTI, AERRJ, RERR, ERRORI., IERI, ERRORJ, IERJ

#, AERRK, AERRL., ERRORK, ERRORL, TERK, TERL, AERRM, AERRN
#, ERIRORM, ERRORN, TERM, TERN

EXTERNAL F1
RI=DCADRE(F1, A, B, AERRI, RERR, ERRORI, IERI)
RETURN

[ZND

o8
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RJ(D)= INTEGRALE SUR U DE F2(U) DANS L ‘'INTERVALE A, B

FUNCTION RJ(D)

COMMON/PAR1/A, B, AERRI, AERRJ, RERR, ERRORI, IERI, ERRORJ, IERJ
#, AERRK, AERRL, ERRORK, ERRORL, TERK, IERL, AERRM, AERRN

#, ERRORM, ERRORN, IERM, TERN

EXTERNAL F2

RJ=DCADRE(F2. A, B, AERRJ, RERR, ERRORJ, IERJ)

RETURN

END

RK(D) = INTLEGRALE SUR U DE F3(U) DANS L’INTERVALE A, B

FUNCTION RK (D)

COMMON/PARL/A, [} » AERRI, AERRJ, RERR, ERRORI, IERI, ERROR., IERJ
#, AERRK, AERRL, ERRORK, ERRORL, TERK, IERL, AERRM, AERRN

#, ERRORM, ERRORN, 1ERM, TIZRN

EXTERNAL -3

RK=DCADRE (F3, A, B, AERRK, RERR, ERRORK., TERK)

RETURN

END

RE (D) = INTEGRALE SUR U DE F4(U) DANS L "INTERVALE A, B

FUNCT 10N RI-(D)

COMMON/PARIL /A, B, AERRI, AERRJ, RERR, ERRORI1, IERI, ERRORY, IERJ
#, AERRK, AERRL, ERRUORK, ERRORL, IERK, TERL, AERRM, AERRN

#, ERRORM, ERRORN, TERM, 1ERN

EXTI-RNAL 74

RL=DCADRESF 1, A, I}, AERRL., RERR, ERRORL, TERL)

RETURN

™MD

Froy)y EST TERLE QUE <171 = (1 /RL(D))I#RI (D)

18
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REAL FUNCTION F1.00)
COMMON/PAR/S, C
REAL U

Y= 7182818

V== UG (U rY)

P=-GQaW+] . /(U+Y)

Pi=Sul/ (U+Y)

P=SuC/ (U+Y)

P3:=-0 #PrSHC+4 #Cui2

Al=(U/ (2 #Su#3) +Uru2/ (2 #G#3#2) ) # (PlLyU+P2#nen3/3 )
A (P #Usa3/3 4P2w)uexb/H ) /(2. #5ru2)

Ad=UR (1 /(4. #S5Hu3) +Urn2/ (2. 85)+U/ (2. #Gr#2))

AG=Pr 2 e (SrCYn2uuith /5 +P3#Ur3/3

AG=-U (P2 eJi3t3/3 + (SuC)#u2#Uru7 /7 +P3uUrebH/H ) /(2. #5)
Abh=n #wCH(1 /(A rSr33)4 U0/ (2 #5r#2) ) #U3/ (3 #(U+Y))
U= (ALAA2EAZEATEASEAL) kEXP (=2, #S51U) '

IETURN
[-pMD

DU EST O TELLE QUE <CZ/R1S> = (1/RLD)Y#RJID)

Al FUNCTION F2uU?
COMMON/PAR/S. C
COMMON/PARS /2

REAL. U

Y2 71682013

WL DG (UY)

Ql=Ux (1 /(4 nSue2)U/ (2. #5))

QR W 2ueU+CH U5/ 5 42 #beC U3/ 3
Fae=2, s ZuQleQa0EXP (-2 1G5 r))
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oo,

RETURN
FEND

FOCU) EST TELLE QUE <C1/R12> = (1L/RLID) ) #RIK (D)

REAL. IFUNCTION F3(U)
COMMON/PAR/S, C
REt=nt. U

Y= 71028108

W=l OCG{U+Y)

TL=017¢04 B3 +Uwr22/ (2 #G)+U/ (o a5r12))

T2=Wh 2+ Cuu2aruD/ o 42, wCxlrn#3/3.

T3z~ (W uprYun3/3 +CurDuUnR7 /7. 42 #CHWRURES/S ) /(2. #5)
FO= (T 1inT2¢T3)HEXP (-2, #51l))

RETURN
END

FAa(y) EST TELLE QUE RL (D)) = INTEGRALE SUR U DANS L 'INTERVALE A, B

REAL. FUNCTION F4(U)
COMMON/PAR/S, C
REAL U

Youl,o 7182318

Wl G U eyY)

Bl=Uu(1/(4 #Su#3)+Unu?/ (2 #G)+U/ (2. #Gr#2))
D2=War2uU+C it U u5/5 +2 #CulWuUwrll/ 3.

B3:=—-Us (W##2#Un3/3 +Cuu2#Unu7/7 +2 #C#WuUr5/5 ) /(2. #5)
F4=(B1¥B2+B3)#+EXP (-2 #5&l))

RETURN
MDD
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Fo(UY EST TELLE QUE <R12> = (1/RL(D))#RF(D)

REAL FFUNCTION FS5(W)
COMMON/PAR/S, C
REAL U

Y=2. 71832818

W= 06 (U+Y)

Wi=U#(1/(4. #5##3)+Uu#2/ (2. #5)+U/ () #5##2) )
We=Wer2#U+CHu2#Uk#5/5. +2, #CHWnUrr3 /3.

W3=--Uk (Wa#28Uw3/3. +CH#2#U##7 /7 +2 #Cx#WsU##5/5. ) /(2.

FOo=tht (W1 #W2+3) #EXP (-2, #5#U)

RETUKRN
EZND

Foael)y EST TELLE QUE <R1Z> = (1/RL.(D))Y#RN(D)

REAL. FUNCTION F6(U)
COMMON/PAR /S, C
REAL U

=2 710,018
W=L.0G (U+Y)
G1=U#(3/(8. #S5##4)+3, #U/ (4. #Su#3)+3. #Uk#2/ (4, #S5#%2))

#eUnugd/ (2. #5)

G2=W#2uUs#3/3. +CHu2#Ur#5/5. +2. wCrWlUux3/3.
GCa=--Ux(1/ (4 #5#x#2)+U/ (2. #5))
GCA=WH##2#U##3/3. +CHa2uUu#7 /7 +2 #W#C#Uxr3/3.
Fo=0Q. S5 (G1#G2+GaxG4)HEXP (2. #5#1))

RETURNM
L=ND

#5)

v8



ANNEXE B

Listage du sous-programme ZXMIN utilise pour

la determination des paramétres s et c

PURPOSE - MINIMUM OF A FUNCTION OF N VARIABLES USING
A QUASI-NEWTON METHOD

|
|

USAGE - CALL ZXMIN (FUNCTyNyNSIGyMAXFNyIOPTyXyHyGyFy
WyIER)

n

c

=z

O

v
]

A GUMENTS A USER SUPPLIED SUBROUTINE WHICH GALCULATES
THE FUNCTIOMN F FOk GIVEN PARAMETER VALUES
X(1)pX(2)yaaay X(N),

~ THE CALLING SEQUENCE HAS THE FOLLOWING FORH
CALL FUNRCT(NyX,F)

_WHERE X IS A VECTOR OF LENGTH N.
FUNCT MUST APPEAR IN AN EXTERNAL STATEMENT
IN THE CALLING PROGRAM, FUNCT MUST NOT
ALIEB_JHEW!ALULS_OF X(I)’Izigooo’N OR N

THE NUMBER OF PARAMETERS (IeEey THE LENGTH
OF X) (INPUT)

CONVERGENCE CRITERION. (INPUT)e THE NUMBER
OF DIGITS OF ACCURACY REQUIRED IN THE
PARAMETER ESTI MATES,

THIS CONVERGFNCE CONDITION IS SATISIFIED IF.

ON TWO SUCCESSIVE ITERATIONS, THE PARAHtTER

OCﬁC)O(?CAOC)O

NSIG

OCO00OOO0N0O 00O O
=z

LXNLN
ZXMIN
ZXMIN

IXMIN
ZXMIN

“ZXMIN

IXMIN

ZXMIN
IXMIN

IXHIN

ZXMIN
ZXMIN

~ IXMIN

ZXMIN
ZXMLN

IXMIN

ZXMIN

_ ZXMIN_

ZXMIN

IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
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HAXFN =

T10PT -

G -

ESTIMATES (leE oy X(I), I=1y600eyN) AGREL'
COMPONENT 8Y COMPONENT, TO NSIG OIGITS.

MAXIMUM NUMBER OF FUNCTLON EVALUATIONS (l.E.
CALLS TO SUBFPOUTINE FUNGT) ALLOWED. {(INPUT)

OPT1IONS SELECTOR. (INFUT)
10T = 0 CAUSES ZXHIN YO INITIALIZE THE
HESSIAN MATKRIX H TO THE IOENTITY MATRIX.

ZXHIN
ZXMIN
ZXHIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN

TOPT = 1 INUICATES THAY H HAS BEEN INITLALIZEDZXMIN

BY THe USLR T0O A POSITIVE ODEFINITE MATRIX,

I0PY = 2 CAUSES ZXMIN TO COMPUTE THE CIAGONAL

VALUES UF THF HESSIAN MATKIX AND SET H TO
A CIAGOMAL HMATKiX CCNTAINING YHESE VALUES,

I0PT = 3 CAUSES ZXMIN TO COMPUTE AN ESTIMATE
OF THE HESSIAN IN H,

VECTUR OF LENG™H N CONTAINING PARAMLTER
VALULS .

ON ANFUT, X MUST CONTAIN THE INITIAL
PAAMETER ESTIMATES.

Or CUTPUT, X CONTAINS THt FINAL PARAMETER
ELTIMATES AS DETERMINED BY ZXPIHN.

VeGTOR OF LENGTH N®(N+¢1)/2 CONTAINING AN

ESTIMATE OF YHE HESSIAN MATHRIX
D¥22F/7(LXCIIDX (J))y, T,J=1,00sy N
H IS STuxkED IN SYMMEYRIC STORAGE MODE.

ON INFUT, IF IOPT = 0,4 2y OR 3 ZXMIN INIT.A~
LIZES He AN INITIAL SETTING OF H BY THE
USEK 1S INDILCATED BY I0PT=1,

H MUST Br POSITIvVE CEFINATE. IF IT IS NOT,
A TERMINAL ERROK OCCURS.,

ON GUTPUT, H CONTAINS AN ESTIMATE OF THE
HESSIAN AT THE FINAL PARAMETZR ESTIMATES
(loFEey AT X (1) pX(2) 900 ey X(N))

A VECTOR OF LeENGTH N CONTAINING AN ESTIMATE

ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
IXNMIN
IXMIN
ZXMLIN
IXMIN
IXMIN
ZXMIN

ZXMIN
ZXMIN
IXNIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXHIN
IXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXHLN

98
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ﬁﬁC)OFﬁf)O

OF THE GRADIFNT OF/OX(I),I=1,...,N AT THE
FINAL PARAMETER ESTIMATES. (OUTPUT)

F - A SCALAF CONTATINLING THE VALUE OF THE FUNCTION
AT THt FINAL PAKAMETER ESTIMATES, (OQUTPUT)
H - A VECTOR OF LENGTH 3®N USED AS WORKING SPACE,

ON OUTPUT, WORK(1), CCNTAINS FOK
I = 1, THE NOKM OF THE GRADIENT (I.FE.,
SQRT(G(1)*T2¢C(2)*%2 4, ,.4G(NI®¥F2))
I = 2, THE NUMBER OF FUNCTION EVALUATIONS
PERFOf MEC .
I = 3, AN ESTIMATEL OF THE NUMBER OF
SIGNIFICANT DIGITS IN THE FINAL
PARAMETER ESTIMATES.,
IER - CPROF PAKAMETE® (OUTPLTY)
TERMINAL EFRKOP
{th = 129 IMPLIES THAT THE INITIAL HESSIAN
USED BY ZXMIN IS NOT PQSITIVE DEFINITE,
EVEN AFTEK ACDING A MULTIFLE OF THE
ICENTITY TO MAKE ALL OIAGONAL- ELEMENTS
FOSITIVE «
IEk = 130 IMPLIES THAT THE ITERATIONMN WAS
TERMINATED DUE TO ROUNDING ERRORS
6ECOMING DOMINANT. THE PAFANETER
ESTIMATLS HAVE NOT BEEN DETERMINED TO
NSIG OIGITS. - S )
IER = 1331 IMPLIES THAT THE 1TERATION WAS
TERMINATED BECAUSE MAXFN WAS EX( i DtD.
" SUBKOUTINE ZXMIN (FUNUT yNyNSIGyMAXFN,IOPT yXyHyGyFyHWyIER)
‘ SPECLFICATIONS FOR AFGUMENTS
CINTEGER NyNS1G,MAXFN, I (PT,IER S
REAL X{N) yGIN)sH{1),F, H{1)
C SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
INTEGER IG,IGGQLS'ID;FF’lR’IJ’I,J’NMI’JJ,JPl,L,KJ,K,
& th,LlNKpITN,Il,IFl,JNT,NPl,JB,NJ

(]

ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXNIN
ZXNIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXNIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXNIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN

L8



(%1

RFAL

-

FEFS yAXy ZERO,) ONF ) HALF ) SEVEN, FIVE, TWELVE y TENyHH, 2ZXMIN

EPSyHJJy V,0Fy RELX ,GSO,ULIFF, AEPS,ALPHA,FF,T0T,
F1,F2,2y6YS5y06GSyS1GyZZyGNFM,P1,HHHy,GHH,yH2,F 11,
F12,F21yF22y,HHAX, HMIN
REPS/1641400000070000000N08B7 yAX/70,1/
ZERO/0.,0740NE/ 1.0/ ,HALF/0.5/,
SEVEN/Te0/,FIVE/S o 0/3TWELVE/12,0/,
TEN/10.07,FP1/7061/

INITLIALIZATICN

FIKST EXECUTAALE STATEMENT

EVALUATE FUNCTION AT STARTING POLNT

OATA
DATA
IR = 0
HH = SQART(RLFS)
H2 = SAFT (HI)
TP3 = TEN®® (=NSIG)
iG = N
166 = NN
1S = 166
100FF = 1
II = h
W(l) = =CHY
W(2) = Zt+ 0
W(3) = 7th0
LO 5 I=1yN

G(1) = X(I)
CONT1HUE

CALL FUNCT (NyG,F)

1FN = 1

GO 7O N

ZXMHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMLN
ZXMIN

IXMIN

ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
IXMiN
IXHIN
ZXMLIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMLIN
ZXMIN

T OFF-LJAGUHNAL ELEFMENTS CF H TO 060ZXMLIN

1J =7
DO 15 [=22,H

IXMLN
IXMIN
ZXMLN
ZXMLIN

88



H(1J) = ZFFO IXMIN

IJ = 1TJded IXMIN

10 CONT INUE ZXMIN
I = 14¢1 IXHIN

15 CONTINUE ZXMIN
20 IF (JCPT.NL.D) GO TO 30 ZXMIN
SET CTAGONAL ESLEMENTS OF H TO ONE ZXMIN

1J =10 ZXMIN

0O 25 [=1,N ZXMIN

IJ = 1J¢l ZXMIN

H(IJ) = ONE . _ ZXMIN

25 CONTIMUE ZXMIN
GO 70 35 ZXMIN
GET DIAGCNAL ELEMENTS OF MESSIAN ZXMIN

30 IML = 1 ZXMIN
NM1L = 1 ZXMIN
NPL = N+1i _ ZXMIN

0O 3% [=2yNP1 ZXMIN
HHH = H2®AMAXL(ABS (X{(IM1)),AX) ZXMIN

G(IM! = X{1M1)¢+HHH ZXMIN

CALL _NCTINyGyF2) ZXMIN
G(IM1) = X(IM1)=HHH ZXMIN

CALL FUNCTA(M,G,FF) ZXMIN
H(NML1) = (FF=F+F2=F)/ (HHH®*HHH) ZXMIN
GIM1) = X(IM1) ZXMIN

IM1 = 1 ZXMIN

NM1 = T +NML ZXMIN

35 CONT1INUE ZXMIN
1FN = IFNeN+N ZXMIN

IF (10PT NC+3 +O0Re HetfNel) GO TO 50 ZXMIN
GET THE #&ST OF THE HESSIAN ZXMIN

JJ = 1 ZXMIN

11 = 2 ZXMIN

&8



L0

L5

50

55

DO <5 [=2,
GHH = H
Lo U J

4 H
G 1)
G(J)
CALL
GI(I)
CalLL
G(N
CALL
G(I)
GALL
{1l
G(J)
131 =

N .
2*AMAXL (LSS (X (I)) 4 AX)
=144)

= HPYAMLXL1(ABS (X(J)D),yAX)
X(1)v0HM

X (J) ¢HHH

FUNCT (NyG,F22)

= X(1)=-GHH
FUNCT(N,GyF1 2)

= X(J) -HHH
FUNCT(MNyG,F11)

= X (I)+GHH

FUHCT (NyGyF21)

H "

) = (F22-F21-F12+F 11}/ (4L ¥ HHH* GHH)

= X (J)
1141

CUNTINUE

G(1) =
JJ = JJ
Ille

CONTINUL

IFN = L1FN#

HMI A

HMA X

NML = 1

0o 5% 1=1,
HMIN =
HMLX =

H (1
H(1

X(1)
+1
+1

C(N2N=N}*2)

ADD MULTYIPLE OF 1OUENTITY TO
MAKE 01 AGOMNAL ELEMENTS POSITIVE

)
)

N
AMINIL (HMI N, H(NM1))
AMAXL CHRAY yHINML) )

NM1 = NM1+1+1

CONTIHUF
HMIN = AFAX1(0.01% (SUS(HMAX) ¢AB5 (HMIN) ) =HHIN 90 «0)

NM1 = 1
Lo 6U I=1,

N

ZXMIN
ZXMILN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMLIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
IZXMHIN
ZXMIN
IXHMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
ZXMIN
IXMLN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXHMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMLIN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMLIN

06



60

65

70

75

FINMT) = HONML) #HMIM
NML = WM1e¢l ]
CUNTINUE

FALTOF H TO L®U¥L-TFANSFOSE

ik =
IF (NGT 1) GO TO ES
1F (H{L)GT 7281 0) GU TO 95
H(1) = Ztl0
It =0
GO TG 30
NM1 = H-1
JJ =10
O 8% J=1,N
Jb1 = J
JJ o= JJed
HdJd = H(J))
IF (HJJ.5T,Z2i83) GO TC 70
H(JJ)Y = 71KO
b = k=1
GC YO 5
IF (JsfQ«N)Y GO TO 85
iJ = Jd
L= 0
LG yu 1=JP1yN
L = L+!
I1J = 1J+¢1-1

vV = H(IJ)Y/HIJ
KJ = T11J
DO 75 K—'—I’N
H{KJ#L ) = HIKJ+L)=H(KJ)I*V

KJ = KJ#¢K
CONT INUE
H(1J) =V

IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXHLN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMHIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXHMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMLIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
IXMLN
ZXMIN

ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
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o ooo

80 CONT : 'E i ZXMIN

85 CONTINUE _ N ZXMIN
90 IF (IR.EQ.N) GO TO 95 IXHIN
IER = 129 ZXMIN
. . G6o TO0 9000 o ZXMIN
95 ITN = 0 ’ ZXMIN T
DF = =ONE IXMIN
o EVALUATE GRADTIENT W(IG#I)yI=1,ses9N ZXMIN
100 LINK = 1 ZXMIN 7
GO YO 280 ZXMIN
105 CONTINUE o _ ZXMIN
BEGIN I TERAT1ON LOOP ZXMIN
IF (IFNJGE+MAXFN) GO TO 240 ZXMIN
CLITN = ITHet ZXMIN
DO 110 I=1,N ' ZXMIN 7
W(I) = =W(IG+I) ZXMHIN
110 CONTINUL IXMIN
T o " "DETERMINE SLARCH CIRECTION W TUUZXMIN T T
BY SOLVING H*W = =G WHERE IXMIN
_ H = Lf0"*L~-TRANSPOSE ZXMIN
1F (IK.LTeN) GO TC 14O IXMIN
N +EQ. 1 ZXMIN
G(1) = W(1) ZXMIN
IF (NeGT.1) GO TO 115 ~ ZXMIN o
(1) = w(1)/H(1) IXMIN
GO TO 140 ZXMIN
N «6Ts 1 IXMIN
115 11 = 1 IZXMIN
SOLVE L*W = =G ZXMLN
CO 125 1=2,HN IXHIN
v = 11 IXMIN
1L = II1+1 ZXMIN
V = WI(I) IXHIN
IM1 = 1=t ZXMLIN
00 120 J=1,IM1 _ ZXMIN

6



I1J = TJet R ZXHIN

V = V=H(IJI*W(J) ZXMIN
120 CONT INUE ZXMIN
G(I) = V ZXMIN
W(I) = V ZXNIN
125 CONTINUE ZXNIN
c SOLVE (D*LT)®7 = W WHERE ZXMIN
C LT = L=-~TKANSFOSE ZXMIN
WIN) = WI(N)/H(II) ZXMIN
JJ = 11 ZXMIN
NML = N=1 ZXMIN
o 0O 138 NJ=1,NM1 ZXMIN
c J = NH=1yN=2ys0eyl ZXMNIN
J = N=NJ ZXMIN
JE1 = Jed ZXMIN
JJ = JJ=-JPt ZXHIN
V = H(J)/H(JJ) : ZXMIN
14 = JJ ZXMIN
00 130 I=JP1i,yN ZXMIN
I1J = TJ¢I-1 ZXMIN
V = V=H(IJ)®W(I) ZXMIN
130 CONT INUE ZXMIN
W(J) = V : ‘ IXMIN
135 CONTINUE ZXMIN
: DETERMINE STEP LENGTH ALPHA ZXMIN
140 RELX = ZERO ZXMIN
GSO0 = Zt' C ZXMIN
DO 145 . 14N ZXMIN
T WIS+ = WD ZXMIN
DIFF = ABS(W(I))/AMAX1(ABSI(X(I)), AX) ZXMIN
RELX = AMAX1 (RELX,0DIFF) , ZXMIN
GS0 = GSOW(IG+II¥*W(I) ZXMIN
145 CONTINUE - ZXMIN
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160

165

170

175

CJNT

iF (FEL XeEQeZ2EO0Y GI TO 265
KREPS = EFS/RELX

IER = 130

1F (GS0.GL.ZEFD) GO TU 245

1F (DF.EQ.ZEFQ) GO TO 24¢

LER = 0

ALPHA = (=DF<-DF)/GSD

1F (ALPHALLELZEKO) ALPHA = ONE
ALPHA = AMIN1 (ALFHA ,ONE)

IF (QLUIFF.EQ.2) ALPHA = AMAXL(P1,ALPHA)
FF = F

T0T ZE+O
0

H 1

SLaRUH ALCNG

ifF (IFN.GL MAXFN) GO 70 240
GO 198 I=1,N

WEI) = X(1) ¢ALPHA®R({1S +1)
CONTINUE
CALL FUNCLT (HyHyF1)
IFN = LFN+1
1F (F1.GE.F) GO TC 160

Fe = F
TOT = TQT+ALPHA
IER = 0

F = F1

DO 1e5 I=1,N
X(1) = W(I)
CONTINUE
IF (JUNT-1) 170, 200, 20°¢
iF (1FN.GEt sHAXFN) GO TGO 240
DO 1785 I=1,N
WELl) = X(I) ¢ALPHA*W (IS +])
CONTINUE
CALL FUNCT (N ,H,F1)
IFN = IFHNet

XtALPHA*W

ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXNHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMiN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
2 MHIN
ZXHIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXNHIN
ZXMIN
ZXM1IN

A2V BN
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180

185

190

195

200
205

l1F (F1.GE.F) GO TO 205

1F (F14¢F2.GEsF+F ,ANDs SEVEN®FL4FIVE*F2,GT .THWELVE*F)

TOT = TOT +#ALPHA
ALPHA = ALPHA+ALPHA
GO TO 160

CONTINUE

IF (F,EQ.FF JAND., IDIFF.EQ,?2
1F (ALPHALLTLAEPS) GO TO 245
IF (IFN.GE.MAXFN) GO T0O 2440

ALPHA = HALF®ALFHA
LO 185 1=1,N

W(I) = X(I)+ALPHA®WH(LIS+]I)

CONTINUE

CALL FUNCT (NyH,F2)

IFN = [FN#1

IF (F2.GEL+F) GO TO 195

TOT = TOT+ALPHA
il = 0
F = F2

GO 190 I=1,N
X(I) = W(I)

CONT1NUE

L0 TG 200

Z = k1

LF (FI4F . GT F24F2) 2 = ONL4HALF® (F=F 1)/ (F¢F1~F2=F2)

7 = AMAX1(P1,2)

ALPHL = 7> AL PHA

JNT = 1

GO TO 140

1F (ICT .LTLAEPS)Y GO TO 245
ALPHA = TOT

60 2110 1=1,N

+ANDe RELXeGTWLEPS)

SAVE OLD GRACTIENT

L Nnira iy

ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
ZXMHIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMLN
ZXMIN

ZXMHIN
ZXMHIN
ZXMHIN
ZXHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMLN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
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C

H{I) = W(IGC+I)

210 CONTINUE

215

220

225

EVALUATE GFACIENT W(iGe¢ID,

LINK = 2
GO TO 2840
IF (IFN.GE MAXFN) GO TQ 240
GYS = ZEFRC
DO 226 I1=1,N

GYS = GYS+W (LG#I)" W (IS +4I)

WIIGG#I) = W(I)
CONTINUE
DF = FF=-F
DGS = GYS=GSO
IF (DGS.LELZEFO) GO TO 10°¢
IF (GGS#ALPHAYGSO0.GT.ZFFGC) GG TO 2730
UPUATE HESS1AN H USING

COMPL EMENTARY DFP FOKMULA

SIG = ONE/GSO :
IR = =-1P
CALL ZXMUN(HyN,yhyS1GyGy Ih,0,2ZEKO)
DO 22% 1=1,M

G(I) = W(IG#I)=-W(1GG*I)

CONT INUF
SI1G = ONt/ (ALPHA®DGS)
IR = =IF

CALL ZXMUN(HyN3GySIGyrHy 1Ry 0,y Z2ERO)

60 TO 10%

230

UPGATF HESSIAN USING
DFP FORMUL A
27 = KLFHA/(DGS=-ALPHA®GSO)
SIG = =22
CALL ZXMJUN(HyN yHWyS. GyGyll y0,FEPS)
Z = DGS*ZZ-ONE
DO 235 1=1,N
GCI) = WCIG+I) ¢Z*W(IGG+I)

I=lpo..pN

ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXNIN
ZXMIN
ZXMIN

IXHIN

IXMIN
ZXMIN

ZXMIN

ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
ZXNIN
ZXNIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXHIN
IXMIN
IXMIN
ZXMIN
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235

240

245

2510

255

2640

CONTINUEL
SIG = ONE/(ZZ®*DGS [GS)

CALL ZXHJN(H,N,G,SIG,N,IF\’U,ZERO)

GO TO 105
IER = 131

60 Tu 250
1F (iCIFF.EQ.2) GO TO 250

'L1OLFF = 2

GO 70 100

1F (ItkehtoeN} GU "0 255

iF (RELX.LE.EPS) GO TO 255
GO 70 100

GNikM = ZFFO
00 260 1I=1yN
G(I) = W(IG+D)
GNEHM = GNRM*G(T)"GI(I)

MAXFN FUNCTICN

CHANGE TO CENTRAL DIFFEFRENCES

MOVE GkADIENT TO G ANO RETURN

CONTLINUL

GNR P = SGRT(GNEM)

W(1) = GNKM

H(2) = IFN

W(3) = =nLOGIN(AMAX1L(FEPS,RELX))

IF (N.tQ.1) GO TO 9000

‘NP1 = Nt

NM1L = N-1

JJ = (N®(NP1))/2

DO 275 JB=1,NM1
JP1 = NP1-JB
JJ = JJ=JP1
HJJd = H(JJ)
1J = JJ

COMPUTL H = L™0*L-TFANSFOSF

EVALUATIONS

ZXMIN
IXHIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN

IXMIN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
ZXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMIN
IXMIN

FA)



L =0 ZXMIN

G0 270 I=JUP1,N ZXMIN

L = L+t ' . IXMIN

[J = T J+1-1 IXHIN

o V = HITJ)I®HIJ IXMIN

KJ = IJ ZXMIN

DO 265 K=I,N IXMIN

HIKJ+L) = HIKJ+L) +H(KJ)®Y ZXMIN

KJ = KJK ZXMIN

265 CONTINUY¥ ZXNIN
H(1J) = V IXMIN

270 CONT 1 NUE ZXMIN
Hdd = Hiud ZXMIN

275 CONTIMNUF ZXMIN
GO TO 9000 ZXMIN

c EVALUAT ¢ GFACIENT ZXMIN
280 1F (lULFFLENG2) GO TN 230 . IXMIN

C FORWAFL CIFFEPENCES ZXMIN
G GRATT e NT = W(IGH+I1), lzlyolo,N IXHMIN
DO 2bY 1=1,N ZXMIN

7 = HHY AMAXL(ADRS (X (I)),AX) ZXMIN

27 = x(I) ZXMIN

X(1) = 727+7 ZXHIN

CALL FUNCT (liyX,F1) Z XML N

WilGel) = (F1=-5)/2 IXMIN

X(1)y = 27 ZXMIN

285 CONTLINUE ZXMHIN
iFN = L1FN4N IXMIN

GO TO (10%, ?15), LINK ZXMIN

c CENTRAL C[IFFELPENCES ZXMIN
C LGRAPIENT = W(IG#I), I=1,4ee9N IXMIN
290 DO 29t i:=1,NH IXMIN

7 = HH*AMAX 1 (LS (X (I))yAX) ZXMIN

77 = X(I) ' IXMIN

X(1) = 2747 .-

B&



CALL FUNCT(N,X,F1)

x(1) = 27-2Z

CALL FUNCTI(N,X,F2)
WIIG+]l) = (F1=-F2)/(2+2)
Xx(1) = 722

295 CONTINUE

9000

9005

1FN = IFN+#N+N
G0 TO (105, 215), LINK
CONTINUE

IF (JEReNL«0) CALL UEKTSTULER,oHZXMIN
KETUF N
END

LAMAN
IXMIN
IXMIN
ZXHIN
ZXMIN
IXMIN
ZXMIN
ZXMIN
ZXMNLIN
IXMIN

ZXMIN
ZXMIN
ZXMHIN

&6



|

D000 00OD0OOO0ON00000

PUFPOSE

. USAGE _

ARGUMENTS

ANNEXE €

Listage du sous—programme DCADRE utiliseée

pour 1 ‘évaluation des integrales

DCADRE

= ESTIMATED BOUND OGN THE ABSOLUTE ERROR OF

NUMEFICAL INTEGRATION OF A FUNCTION USING
CAUTIOUS ADAPTIVE KCMBERG EXTRAPOLATICN

FUNCT ION OCAOFRE (FyAyB,AERR,RERR,ERROF ,IER)

DCADRE
DCADRE

OCAORE

DCADRE
DCADRE

- DCADRE -

ESTIMATE OF THF INTEGRAL OF F(X) FROM A TO B,
(OUTPUT)

A SINGLE-ARGUMENT REAL FUNCTION SUBPROGRAM
SUPPLIED BY THE USER. (INPUT)
F MUST BE DECLARED EXTERNAL IN THE

" CALLING PROGPAM, ~ — —~ 7 =~

THE TWO ENDPOINTS OF THE INTERVAL OF
INTEGRATION. (INPUT)

DESIRED ABSOLUTYE ERROR IN YHE ANSHER. (INPUT)

DESIRED RELATIVE ERROR IN THE ANSWER. (INPUT)

"THE QUTPUT NUMBER, CCAORE. (OUTPUT)

EFROF PARAMETER. (OUTPUT)

WARNING ERRORI(WITH FIX)
IER = 65 IMPLIES THAT ONE OR MORE

SINGULARITIES WERE SUCCESSFULLY HANDLED.

DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCAORE
OCADRE

- DUADRE -

DCADRE
DCADRE

DCADRE

OCADJRE

~ DCADRE

DCADRE.
DCADRE
OCADRE
DCADRE"

DCADRE




(

|
|

ocvomaocﬂocvo&voc%ocvol

0O0OO0OO0OOOOOO00 O,

!

{,

!
OC)O(w

TER = 66 IMFLIES THAT, IN SONE

SUBINTERVAL (S), THE ESTIMATE OF THE

INTEGRAL W8S ACCEPTED MERELY BECAUSc THE
ESTIMATED ERRCR HAS SMALL, EVEN THOUGH NO

"KEGULAR BEMAVIOF WAS RECOGNI ZED.
TERMINAL ERROR
CIEF = 131 INDICATES FAILURE DUE TO

INSUFFICIENT INTEKNAL WORKING STOPAGE.
Itk = 132 INPICATES FAILURE OUE TO

TOO MUCH NOISE IN THE FUNCTION (RELATIVE

TO THE GIVFN ERROR REQUIREMENTS) OR
DUE TO AN TLL=-BEHAVED INTEGRAND.

IEF = 133 INDICATES THAT REFR IS GREATER
THAN 0.1, OR RERK IS LESS THAN 0.0, OR
FERF 1S TOO SMALL FOR THE PRECISION OF

. THE MACHINE.,

PRECISION/HARCWARE = SINGLE AND DOUBL E/H32
= SINGLE/H36,H48,HED

REQDe LMSL ROUTINES = UERTST,UGETLO

NOTATION - INFORMATION ON SPECIAL NOTATION AND
CONVENTIONS IS AVAILABLE IN THE MANUAL

REMARKS 1. OCADRE CAN, IN MANY CASFS, HANDLE JUMP
OISCONTIMITIES. SEE DOCUMENT REFERENCE FOR FULL
DETAILS.

2« THE KELATIVE ERROR PARAMLTER RERR MUST BE IN THE

~ INTERVAL (0,0,041) INCLUSIVELY. FOR EXANPLE,

KERR :"E‘I“InochTEs "THAT THE ESTIMATE OF THE

INTEGRAL IS TO Bt COFRECY TO ONE DIGIT, WHEREAS
RERF = ,0001 CALLS FOR FOUR DIGITS OF ACCURALY.
IF DCADRE GETERMINES THAT THE RELATIVE ACCURACY

ERRA = ABS lREKRRY

~ INTFOOUCTLON Ok THRCUGH IKSL KOUTINE UHELP

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCAGRE
DCADRE
DCADRE
DCAGRC
OCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCAORE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

- DCADRE

DCADRE
DCADRE

‘DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCACGRE
LCADRE

- DCADRE

DCADRE
DCAGRE
ODCACRE
ODCADRE
DCADRE

‘OCADRE

OCADRE
DCADRE
DCAGRE

107



STEFMN = LENGTH/ (TRO¥Y*MXSTGE)
T T 7 STEFNM = AMAX1 (LENGTH,AES (A),ABS (8))"TEN
STAGE = HALF
ISTAGE = 1 o
i FNSIZE = ZEFPO
PREVER = ZERO
e ' ' THE GIVEN INTERVAL OF INTEGRATION
c IS THE FIFST INTERVAL CONSIDERED.
— BEG = A o
"7 7 7 FBEG = F(BEG)I*HALF
TS(1) = FBEG
1BEG = 1
EON = 8
FENL = F(EDN)¥HALF
L TS(2) = FEND
- IENC = 2 ’
5 RIGHT = FALSE.,
INVESYIGATIOMN OF ‘A PARTICULAK
e T T SUBINTERVAL BEGINS AT THIS POINT.
10 STEP = EDN - BEG
ASTEP = ABS(STEP) )
: IF (ASTEP «LT. STEPMN) GO TO 205
: HRERR = STEPNM+ASTEP
' IF (HRERF_«EQe STEPNM) GO TO 205
T(1,1) = FBEG ¢ FEND
TABS = ABS(FBEG) ¢ ABS(FEND)
R L =1 S
N = 1
H2CONV = +FALSE.
.. . AITKEN = JFALSE,
15 LML = L
L =L + 1
c CALCULATE THE NEXT TRAPEZOID SUM,
c T T TA(Ly1), WHICH 1S BASED ON *N2% + 1|
( " ENUTSPACED FOINTS. HERE,
c N2 = N8%2 = 2%%(L-1),

|
|

DCADRE
OCADRE
OCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADKE
DCADRE
DCADRE

ODCADRE -

DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE

OCADRE =~

DCADRE
OCAGRE
DCAORE
DCADRE
DCADRZ
DCADRE
DCCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCAORE

DCADRE
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‘N2 = N#¢N ' T "DCADRE
FN = N2 DCADRE
__ _ISTEP = (IEND = IBEG)/N ~~~~~~~~~~~ DCADRE
IF (ISTEP .GT, 1) GO TO 25 DCADRE
11 = IEND DCADRE
IEND = JEND ¢ N B 7 ) o ~ DCADRE
IF (IEND .GT. MAXTS) GO TO 200 ' ' ODCADRE
HOVN = STEP/FN DCADRE
III = IEND S - S L OCADRE
F1 = ONE _ ' "OCADRE
DO 20 I=1,N2,2 ODCADRE
_TISUILI) = TSUII) | DCADRE
TS(III=1) = F(EDN = Fi * HOVN) DCADRE
Fi = FI+TWO DCADRE
ili = 1I1l1-2 ) : . _DCADRE
Il = I1-1 DCADRE
20 CONTINUE DCADRE
ISTEP = 2 ' DCADRE
25 ISTEP2 = IBEG + ISTEP/?2 DCADRE .
SUM = ZEKO DCADRE o
SUMABS = ZERO DCAORE
£O_30 I=ISTEP2,1END,ISTEP ~ DCADRE .
SUM = SUM + TS(I) DCADRE |
SUMABS = SUMABS + ABS(TS(I)) DCADRE
30 CONTINUE DCADRE J
T(Ly1) = T(L=1,1)*HALF+SUM/FN _ DCADRE i
TASS = TABSYHALF+¢SUMABS /FN DCADRE {
- N = N2 - ‘ DCADRE
C GET PREULIMINARY VALUE FOR PVINT® DZADRE I
c FRCH LAST TRAPEZOIC SUM AND UPDATE OCADRE |
c - - THL EwROF KEQUIREMENT ®ERGCAL® DCAORE
c FOK THLS SUBINTERVAL., - DCADRE ‘l
1T = 1 OCAORE |
___VINT = STEP*T(L,1) DCADRE |
TABTUM = TABS*TEN . DCADRE f

+OT



FNSIZE = AMAX1 (FNSIZE,ABS(T(Ljy1))) DCADRE
ERGL = ASTEP®FNSIZE®*TEN _ ~ 0CADRE
ERGOAL = STAGE®AMAX1(ERFA,EFRR*ABS (CUREST+VINT)) DCADRE
C COMPLETE ROW L AND COLUMN L OF ¥T# DCADRE
c__ S ARRAY o DCADRE
FEXTRP = ONE DCADRE
00 35 I=1,LM1 DCADRE
FEXTKkP = FEXTRP*FQUR . DCADRE
T(I,L) = T(L,I) = T(L=-1,1) DCADRE
T(L,I¢1) = T(L,I) ¢ T(I,L)/(FEXTRF=0ONE) DCADRE
35_ CONTINVE DCADRE
ERRER = ASTEP®ABSI(T (1,L)) ' DCADRE
c ' FRELIMI NARY DECISION PPROCEDUFE DCADRE
c_ IF L = 2 AND T(2,1) = T(1,1)y,  DCADRE
C GO YO 135 TO FOLLOW UP THE DCADRE
c IMPFESSION THAT INTERGRAND IS DCADRE
c o _ STRAIGHT LINE, DCADRE
1F (L +GTe 2) GO TO &0 : DCADRE
HRERR = TABS+P1®%ABS (T (1,2)) DCADRE
_ 1F (HKERF LEQ, TABS) GO TO 135 __ DCADRE
GO TO 15 DCAORE
o CACULATc NEXT RATIOS FOR DCAORE
C”_ . - R - _ COLUHNS 1'000 'L'Z OF T"[ABLE ) _ DCADRE B
c KATIO IS SET TO ZERO IF DIFFEFENCE DCADRE
c IN LAST TWO ENTRIES OF COLUMN 1S DCADRE
c ABOUT ZERO DCADRE
40 DO 45 i=2,LM1 DCAORE
DIFF = ZERO - : OCADRE
_ HRERK = TABTLM#ABS(T(I-1,L)) DCADRE
IF (FRERR oNEe TABTLM) OIFF = T(I=1,LM1)/T(I=1,L) DCAGRE
T(I-1,LM1) = DIFF DCADRE
45 CONTINUE - ) A . DCADRE
IF (KBS (FCUF=T (1,LM1)) .LE, H2TOL) GO TO €0 DCADRE
iF (T(1,LM1) LEQ. ZERGC) GO TO &5 DCAORE
IF _(ABS(IWO=ABS(T(1,LM1))) LT, JUMFTL) GO TO 130 DCADRE
IF (L «EQ. 3) GO TO 15 DCADRE

H2CONV = JFALSE, - DCADRE

7
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IF (ABS ((T(1,LM1)=T (1,L=2))/T(1,LM1)) LEs AITTOL) GO TO 75

60

‘50

55 1

65

70

IF (KEGLARK) GO YO 5¢
IF (L +EQe &) GO TO 15
HRERh = ERGL *EPKREF
IF (ERRER +GT. ERGOAL «AND. HREKR oNE. ERGL) GO TO 175
GO TO 145
CAUT1NUS KOMBERG EXTRAPOLATICN

"IF (H2CONV) GO TO 65

AITKEN = JFALSE.
H2CONV = .TRUE.
FEXTRP = FOUR

IT = 1T + 1

VINT = STEPY"T(L,IT)

_EKREF. = ABS(STEP/(FEXTRP-GNEI*T (IT=1,L))
IF (EFREF JLE. ERGOAL) GG TO 160

HRERFK = ERGL #EFFES

IF (HRERK «.EQ. ERGL) GO TO 160

IF (IT .tQ. LM1) GO TO 125
IF (T(IT,LM1) .EOQ. ZERO) GO TO 70
IF (T(IT,LM1) .LE. FEXTRF) GO TO 12¢

IF (ABS(T(IT,LM1)/FOUR-FEXTRP)/FEXTRP +LT+ AITTOL)

1 FEXTRP = FEXTRF*FCUR
Go T0 70 B B
C INTEGFAND MAY HAVE X®®ALPHA TYPE
c SINGULARITY
L RESULTING IN A RATIO OF *SING®
c 2%% (ALFHA + 1)
75 IF (Y(1,LHM1) +LT. AITLOW) GO TO 17

IF (A1TKEN) GO TO €0

_ a0

H2CONV = FALSE.

AITKEN = .TRUE.

CFEXTRP = T(L=2,LM1)

IF (FEXTKP .GT+ FOURPS5) GG TO 65
IF (FEXTRP oLT. RITLOW) GO TO 175

1F (ABS (FEXTRP-T(L=-3,LM1))/T(1,LM1) .GT. H?TOL) GO TO 175

OCADRE

DCADRE’

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

DCADRE
DSADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCAORE
DCADRE
DCADRE
DCAORE
DCADRE
OCADRE
DC ADRE
DCADRE
DCADRE
CCADRE
DCADRE

071



I SING = FEXTFP
; ' FEXTK1 = ONE/(FEXTRP - ONL)
L. __AIT(1) = ZERO
i DO 85 I=2,L
AIT(I) = T(I,1) ¢ (TUiy1)=T(i=1,1))%FEXTHL
R(I) = T(1,I-1) i
DIF(I) = AIT(I) - AIT(I-1)
85 CONTINUE
o r=2
90 VINT = STEP®AIT(L)
ERRER = ERRER®FEXTM1
HRERR = ERGL ¢EFREF i S B o
IF (ERREFR +GT., ERGOAL +AND. HKERR .NE. EFGL) GO TO 95
IER = MAXO0(IER,65)
... 60 TO 160
: 95 IT z IT ¢+ ¢
' IF (IT +tG. LM1) GO TO 125
___1F (17 .GT. 3) GO TO 100
H2NEXT = FOUR
SINGNX = SING+SING
_ 100 1F (HZNEXT LT, SINGNX) GO TO 105
FEXTRP = SINGNX
SINGNX = SINGNX¢SINGNX
GO To 110
105 FEXTFP = H2NEXT
H2NEXT = FOUR® H2NEXT
| 110 00 115 I=IT,LM1
R(1+1) = ZERO
HKERF. = TABTLM+ABS (DIF (I +1))
- "IF (KRERR oNEs TABTLM) R(I¢1) = UIF(I)/DIF(I¢1)
! 115 CONTINUE o S
! H2TFEX = =H2TOL®*FEXTRP
IF (R(L) =~ FEXTRP .LT. K2TFEX) GO TO 125
\ IF (R(L=1)=FEXTRP LT, F2TFEX) GO "0 12%
| ERREF. = ASTEP*ABS(DIF (L))
FEXTHL = ONE/(FEXTFP = CNE)

! 00 120 I=IT,L

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

DCADRE

DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
OCADRE

DCADRE"

DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
‘DCAORE
DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
DCADRE
‘DCADKE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADRE

DCADKE"

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

i = eEm v wm e

LOT



e -

AIT(I) = AITU(I) & DIF(I)*FEXT ML UULMAUKL

DIF(I) = AIT(I) - AIT(I=-1) DCADRE

120 CONTINUE DCAGRE

/ GO TO 90 DCADRE
c CUKRENT TRAPEZOIU SUM AND RESULTING DCADRE

c . EXTFAPOLATED VALUES DID NOT GIVE DCADRE

c A SMALL ENCUGH ®ERFER?*. DCADRE

c NOTF =-- HAVING PREVER ,.T. ERFER DCADRE
_.C o o IS AN ALMOST CERTAIN SIGN OF DCAORE
c BEGTNNING TPOUBLE WITH IN THE FUNC-DCADRE

c TION VALUESe. HENCE, A WATCH FOR, DCADRE
¢ e ANG CONTROL OF, NOISE SHOULD ~ DCADRE
c BEGIN HERE. DCADRE
125 FEXTRP = AMAX1 (PREVER/EFRRER,AITLOMW) DCAORE
- PREVEK = ERFER DCAGRE
IF (L +LTes S5Y GO TO 15 : DCAORE

IF (L=IT «GTs 2 oAND, ISTAGE oLTe MXSTGE) GO TO 170 OCAGRE

___ _EFRET = ERRER/(FEXTRP** (MIXTBL=-L)) DCAGRE
HKERR = ERGL 4EFRET DCADRE

IF (ERRET oGTe EFGOAL +ENDs HREKR oNEo. EPGL) GO TO 170 DCADRE

) GO T0 15 o _ DCADRE
c INTEGRAND HAS JUMP (SEE NOTES) DCADRE
130 HRERKR = ERGL+ERREF. DCADRE
 IF (ERREF +GTe EFGOAL «AND, HRERR .NE, EFRGL) GO TO 170 DCADRE
C NOTE THAT 24FN = 237 DCADRE
DIFF = ABSU(T(L,L))I® (FN+FN) DCAORE

GO TO 160 B o B _ OCADRE

c INTEGFANDG IS STRKAIGHT LINE DCADRE

c TEST THIS ASSUMPTION BY COMPARING DCAODRE
c. i , THE VALUE OF THE INTEGPAND AT DCADRE
c FOUR #*RANDCMLY CHOSEN® POINTS WITH OCADRE

c THE VALUE OF THE STRAIGHT LINE DCADRE
~Cc N INTERFOLATING THE INTEGRAND AT THE DCADRE
C THO ENC POINTS OF THE SUB=INTERVAL.DCAORE

c IF TLST IS PASSED, ACCEPT *VINT® DCADRE
135 SLOPE = (FEND=-FBEG)®THO DCADRE

801



FBEG2 = FBEG+FBEG
00 140 I=1,4
DIFF = ABS(F(BEG¢RN(I)®*STEP) = FBEGZ=-RN(I)*SLOPE)
HRERR = TABYLM+DIFF
IF(HRERR .NE, TABTLMN) GO TO 155
140 CONTINUVE

GO TO 160
c NOISL MAY BE DOMINANT FEATURE
. C o ESTIMATE NOISE LEVEL B8Y COMPARING
C THE VALUE OF THE INTEGRANO AT
C FOQUP *RANDCMLY CHOSEN® POINIS WITH
G THE VALUE OF THE STRAIGHT LINE
c A NTFFPCLATING THE INTEGRAND AY THE
c THO ENOPOINTS. IF SMALL ENOUGH,
o c_ R ACCEPT #VIN® _
145 SLOPE = (FEND=-FBEG)*THWO
FBEGZ2 = FBEG+FBEG
A S P S _ ) _
150 DIFF = ABS(F(BEG#RN(I)'STEPD - FBEGZ-RN(I)*SLOPE)
155 ERRER = AHMAX1(ERKEKR,ASTEP*DIFF)
S HRERF, = ERGL $ERREF B - S
IF (ERREK +GTe ERGOAL «ANDs HRERR oNEs EKGL) GO TO 175
I = 1+1
~ IF (1 +LEe. &) GO TO 150
lER = bbb
C INTEKGRATION OVER CUKRENT SuBe-
- e INTFRVAL SUCCESSFUL
C ADC *VINT®* TO ®ODCACRE® AND ®*ERKER®
C TO ®LAKFOF*, THEN SET UP NEXT SuB-
C INTE¥RVAL,y IF ANY,

160 CADORE = CADRE ¢ VINT

ERROF = ERROR # EFRZR

1F (F1GHT) GO TO 165

ISTAGE = ISTAGE =- 1

iF (ISTAGE +EQ. 0) GO TO 220
REGLAF = REGLSVI(ISTAGE)

OCADRE

DCADRE
DCAORE
" DCADRE
DCADRE
OCADRE

OCADRE
OCADRE

DCAORE

DCADRE
DCAORE
DCADRE
DCADRE
DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
ODCADRE
DCADRE

DCADRE

OCADRE
DCADRE
OCADRE

DCADRE

DCADRE
DCAORE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADGRE

OCADRE
DCADRE
OCADKE
DCADRE

"DCADRE

" DCADRE
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_ . . _BEG = BEGIN(ISTAGE) ' OCAORE
EDON = FINIS(ISTAGE) ODCADRE
CUREST = CUREST = EST(ISTAGE®1) ¢ VINT DCADRE

_TENC = IBEG - 1 DCADRE

FENC = TS(IEND) DCADRE

IBEG = IBEGS(ISTAGE) DCADRE

GO TO 180 - » DCADRE

165 CURESY = CUREST & VINT DCADRE

STAGE = STAGE+STAGE DCADRE

JEND = IBEG OCADRE

IBEG = IBEGS (ISTAGE) GCADRE

EON = BEG DCAGCRE

_BEG = BEGIN(ISTAGE) DCADRE

FENC = FBEG DCAORE

FBEG = TS (IBEG) DCACRE

) 60 TO S5 DCADRE

c INTEGFATION CVER CURFENT SUBINTERVAL DCAORE

c IS UNSUCCESSFUL, MARK SUBINTEFVAL DCADRE

c o FOR FURTHER SUBDIVISION. SET UP DCAQORE
c NEXT SUBINTERVAL. - DCADRE

170 REGLAR = ,TRUE, DCADRE

175 IF (ISTAGE +EQe MXSTGE) GO TO 205 DCADRE

IF (KIGHT) GO TO 185 ' DCADRE

REGLSV(ISTAGE¢1) = REGLAF DCADRE

___ BEGIN(ISTAGE) = BEG OCADRE

IBEGS(ISTAGE) = IBEG DCADRE

STACE = STAGE®*HALF DCADRE

180 RIGHT = «TRUE. DCADRE

BEG = (BEG+EDN)”HALF _ DCADRE

IBEG = (IBEG+IEND)/?2 DCADRE

 TSUIBEG) = TSUIBEGI*HALF o ~_ DCADRE

FBEG = TS(IBEG) ’ ' T OCADRE

G0 TO 10 DCADRE

_ 185 NNLEFT = IBEG = IBEGS(ISTAGE) OCADRE

IF (1END#NNLEFT GE. MAXTS)Y GO TO 200 DCAORE

I1I = IBEGS(ISTAGE) DCADRE

.11 = 1END

DCADRE

orr



DO 190 1=I11,IBEG
I1 = 11 ¢ 1
TSCII) = TS(I)

190 CONTINUE

00 195 I=1BEG,II
TS(II1) = TS(I)

135

. LEND_

I11 = I1I + 1
CONTINUE
LEND + 1
IEMD = NNLEFT
FREG

1BEG

FENC
FBEG = TS(IBEG)

'
W n.on

FINIS(ISTAGF) = ED
EON = BEG

BEG = BEGIN(ISTAGE)
BEGINISTAGE) = EDN
REGLSV(ISTAGE) = FEGLAR

ISTAGE = ISTAGE + 1

2210

__ 60 Y0 215

REGLAR = REGLSV(ISTAGE)

ESTCISTAGE) = VINT

CUREST = CUREST ¢ £ST (ISTAGE)

GO T0 5

1ER = 131

GO YC 215

IER = 132

1ER = 133

CADRE = CUREST ¢ VINT
OCADRE = CADRE

9000 CONTINUE

IF (IeR oNEe. O0) CALL UERTST

END

FAILURE T0O HANDLE GIVEN INTEGRA-

TION PROBLEM

(1ER y6HDCADRE)

DCADRE
DCADRE
DOCADRE
DCADRE ~
OCADRE
OCADRE

- " OCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE
DCADRE .
DCAORE
DCADRE’
DCADRE
DCADRE
DCADRE

DCADRE
DCADRE
DCADRE
OCADRE
DCADRE
ODCADRE
DCADKRE
OCAGRE
DCADRE
OCADRE
OCADRE
DCAORE

DCADRE
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_IER = 66 IMFLIES THAT, IN SOME
SUBINTERVAL (S), THE ESTIMATE OF THE
INTEGFAL W8S ACCEPTED MERELY BECAUSE THE

DCADRE ~

'DCADRE

DCADRE

ESTIMATED ERRCR WAS SMALL, EVEN THOUGH NO DCADRE

c
c
c
. C ESTINRAIELD ABRAL: YLAURE
c KEGULAR BEHAV1OF WAS RECOGNI ZED. DCADRE
c TERHMINAL ERROR OCADRE
c IeF = 131 INCICATES FAILURE DUE TO i DCADRE
- C "7 TINSUFFICIENT INTERNAL WORKING STOFAGE.  DCADRE
C Itr = 132 INPICATES FAILURE DOUE TO DCADRE
C TOO MUCH NOJSE IN THE FUNCTION (RELATIVE OCADRE
c TO THE GIVFN ERFOR REQUIREMENTS) OR DCADRE
c DUE TO AN TLL=-BEHAVED INTEGRAND. DCADRE
C 1EF = 133 INDICATES THAT REFR IS GREATER DCADRE
e T THAN 0.1y, Ok RERR IS LESS THAN 0.0, OR  OCADRE
c FERR 1S TOO SMALL FOR THE PRECISION OF DCADRE
c o THE MACHINE, DCADRE
c DCADRE
c PRECISI1ON/HARDWARE = SINGLE AND DOUBL E/H32 DCADRE
c = SINGLE/ H36,HUB,HE6OD . - _DCADRE
c . DCADRE
c REQDs 1MSL ROUTINES = UERTST,UGETIO ODCADRE
c ) DCADRE
C  NOTATION - INFORMATICON ON SPECIAL NOTATION AND OCAORE
c CONVENTIONS YIS AVAILABLE IN THE MANUAL DCADRE
c o ~ INTFOOUCTLON OK THKCLGH IMSL KOUTINE UHELP DCADRE
c B S T T T T DCADRE
C REMARKS 1, OCADRE CAN, 1IN MANY CASFS, HANDLE JUNP DCADRE
_C DISCONTIMITItS., StE DOCUMENT REFERENCE FOR FULL DCADRE
c DETAILS. DCADRE
c 2. THE KELAT1IVE ERROR PAPAMLTER RERR MUST BE IN THE DCADRE
_C_ o INTERVAL (0,0,0,1) INCLUSIVELY., FOR EXAMPLE, DCADRE
c KERR = 0,1 INDICATES THAT THE €STIMATE OF THE =~~~ "DCADRE
c INTEGRAL IS TO BE COFRECT TO ONE DIGIT, WHEREAS CCAGRE
c RERF = 0001 CALLS FOR FOUR ODIGITS OF ACCURACY. DCADRE
c 1F DCADRE GETERMINES THAT THE RELAFIVE AGCURACY DCAGRE

AR
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Cc REQUIREMENTS CANNOT BE SATISFItD, IER IS SET TO TDCADRE
C 133 (RERR SHCULD BE LAKGE ENOUGH THAT, WHEN ADUDED DCADRE
¢  T0 100.,0, THE FESULT IS A NUMBEF GREATER THAN DCADRE
c 100,00, DCADRE
c 3. THE ABSOLUTE ERROR PARAMETER, AfRK, SHOULD BE NON- DCADRE
c NEGATIVE. IN ORDER TO GIVE A REASONABLE VALUE FOR DCADRE
c AERKy, THE USEF MUST KNOW THE APPROXIMATE MAGNITUDE DCADRE
> OF THE INTEGKAL BEING COMPUTEDe. IN MANY CASES IT IS DCADRE
¢ SATISFALTORY TO USE AEKR = 0.0, IN THIS CASE, ONLY DCADRE
c THE RELATIVE ERROR RCQUIREMENT IS SATISFIED IN THE ~ DCADRE
c COMPUTATION, DCADRE
C 4, EVEN WHEN IER 1S NOT EQUAL TO 0, DCADRE RETUKNS THE DCADRE
C BEST ESTIMATE THAT HAS BLtN COMPUTED. ~ DCADRE
c QUOTING FRCH THE DOCUMENT REFERENCE=- A VERY CAUTIOUS DCADRE .
¢ ___ MAN HOULL ACCEPT UCACRE ONLY IF IER IS 0 OR 65« THE DCADRE
c MERELY REASONAGLE MAN WOJULD KEEP THE FAITH EVEN IF DCADRE
c IER IS €6¢ THE ADVENTURCUS MAN IS QUITE OFTEN RIGHT DCACRE
c IN ACCEPTING LCADRE EVEN 4.F IER IS- 131 OR 132, ‘OCADRE
C 5« DCADFE MAY RETURN WRONG ANSWERS IF F HAS A PERIODIC ~~ OCADRE
c FACTOK WITH HIGH FREQUEMNCY AND THE INTERVAL (A,B8) DCADRE
_C _ CONTAINS AN INTEGRAL NUMBER OF PERIODS. IN rHIs CASE DCADRE
c THE EASIEST FIX IS TO CIVICE THE INTERVAL INTO YTWO ~  'DCADRE
c SUBINTEFVALS (A,C) AND (C,8) SUCH THAT NEITHER DCADRE
c CONTAINS AN ;NIEQRAL uuwecﬁ OF PERIODS (PICK C AT DCADRE
c RANDOM), AND CALL CCAOKF TO INTEGRATE OVER EACH " DCADRE
Cc SUBINTEFR VAL, DCADRE
c DCADRE
c COPYRIGHT - 19786 BY IMSL, INC. ALL RIGHTS RESERVEL., DCADRE
c DCADRE
C  WARRANTY - = IMSL_ RAKRANTS ONLY THAT IMSL TESTING HAS BEEN DCADRE
c AFFLIED TO THIS CODE. NO OTHER WARRANTY, ~~ DCADRE
c EXPFESSED OF. iMPLIEC, IS APPLICABLE. DCADRE
B DCADRE
Ce=eececccaccncceccnccccccocccccccaaa- ceee=a e e cecemscecceceeea==DLADRE
c DCADRE
____ REAL_FUNCTION DCADKE (F,A,B,AERRyREFRR,ERKCR, IER) DCADRE

SPECIFILATIOBS FOR ARGUMENTS

DCADRE



ANNEXE D

Egquation de Schrédinger dans le systéeme de coordonnées

du centre de masse et coordonnées relatives

Il s'agit d’'exprimer 1 'équation

(5.5)

coordonnées du centre de masse et coordonnées relatives

F—Q,:L = (XJ—X’YJ__Y,Zl_Z) = (XJ,Yl,ZJ)
_F\'bz = (x:—X,y:—Y,Z:—Z) = (X::,Y:,Zz)
R 1
u =-———————(MX+mx1+mx2,MY+my1+my2,MZ+mz1+m22)
M+2m
d ) u. 9 N Xy g N M= 9
ax ™ AU X A%, X W=
et
2 2 ~nZ 2 2
d 0.\ 9 . . 9 U, Ix=> 9
_ =] — + +
ax’ \dx /) dus % ¥ Audx,  Ix 9x Ju.dxe
2,
AN e 9% d° X, Ju. J*
+ +  — +
¥x /| Ixy XX PaIX= X X JULIX.
(}xz)u 7 = dx, 7 = Ju. 47
| + — +
Ix/ Ix% Ix X Wae X I UL WXe
2
QU“Z'QL X, OL gxzz’ Z LU 3Xa QZ
= _2/ + —Z + | — —1, + 2 — _—
9% ) qu X/ Jxi A ) Ix& XX duLdx,

dans le systéeme de

(D. 1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)



2 X
W W= 9 W= X, 2
+ 22— — + 22—
XX W Ix= X IX 9. IX=
2 7Y
De 1la m@me manieére on calcule _ﬂ_" et 7 s ainsi
Y Y4

2
M 2 Y 2
AR =( 32, + 9—+ __2_.
M+ 2m/| Ul Uy ¥

92/ 22 g7. 27- 37' 37‘/

+ +
2 L 2 )
X3 vy  9z4 b N 54

oM ¥ 7 7?
M o+ 2;D3Ux9x1 Judv,  qu.dz,
I
2M > ok 9 2°
(M+2m L?ux}xz Juydy= Ju¥zo
{ gb gz gt
+ 2

adxe .9y 7.7z

et
o
/M (Bux ) AN (gle '
= — e + +
gxl; d%a gUi Bxa 2)(21 ¥ QXZ;
W ¥ 4" W =
+ 2 — + 2 — —
i Qxa guxgxl dxa sa gngxz
W= xa 47
+ 2

- ]X:L 27'(1 ?X;gx:

115
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gL
A
De la méme maniére on calcule ___

2

- 1 ainsi
2Y1 721
2 ) z i
m Y 42 X y 9% A
A, = — + + — o+ + — +
A
Me2n) | J0L D qud Xt av. izl
2 pA
m f 4 7’
+ 2 + + (D.8)
M+ 2m)Ju.dx. Ju,dvy, Juldz,
lLe m@me calcul donne
2 2
m ] 9 7? uh ’s 1*
Dz =—— — + + +
M+ 2m/ [ dus Quy Ul xS R A
1
m 1 ’h 32
+ o 4 + (D.9)
M+ 2m /W 9= Judy. Juldza
Utilisant (D.&), (D.8) et (D.9)
1 1 M 2m gl Qt
—_— AR + — ‘—Al + A2]= v + — 2 — + 2
M m - (M+2m) (M+2m) U, Ju,
2
d 1 1 1 1
+ —Z +|— + — AR:[ H— + — ARZ
UL M m M m
2
> g 92 gl
+ + +
Mo ™2 Qvadva  Jz.7z-
1 1 1 : 2
= Ac + + — <A.R1 + ARZ) + — Vr1Vk= (D.10)
M + 2m M m )\ M

ou ¢ est relatif au centre de masse

Utilisant (D.10)
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2
] 1
- — —_ AR + — <A1 + Az)
2 M m
1 1 1
Devient en pasant — + — = —
M m M
> 2 )2
R f %
— Ac - - (&F‘\‘l + &Rz) —_ — VR1VR2
2{M+2m) 2) M
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(D.11)

En portant cette relation dans (4.4) on trouve 1 'équation {(4.6)



