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RESUME

Ce mémoire a pour but de mieux comprendre I’induction et la déformation des fi-
laments tourbillonnaires rectangulaires. L’originalité de ce document est d’avoir
trouvé un développement théorique de la vitesse d’induction pour un filament
rectangulaire et d’en expliquer la dynamique. Certains chercheurs ont fait une
amorce expérimentale sur les filaments rectangulaires mais aucun des articles
parus n’ont fourni un support mathématique pour expliquer I'induction. Nous
avons complété par des expériences qui viennent confirmer notre théorie. Des
explications supplémentaires sur l'origine et la destruction des filaments tourbil-
lonnaires sont résumées.

La dynamique des tourbillons issus d’une ouverture rectangulaire est beau-
coup plus complexe que ceux issus de formes plus simples comme le cercle ou
Pellipse. De plus, malgré qu’il ne soit pas fréquent de rencontrer des tourbil-
lons rectangulaires dans la réalité, leur dynamique est tres instructive quant
a l'interaction des tourbillons. Nous décrivons les résultats d’expériences de
génération de tourbillons rectangulaires et les méthodes utilisées. Nous mon-
trons des images originales de ce type d’anneau et enfin, nous comparons avec
des simulations numériques obtenues par d’autres chercheurs.

Nous terminons par la constatation de phénomenes intéressants qui se pro-
duisent lors de I'induction d’un filament rectangulaire. Dans certaines conditions
biens déterminées, on voit que le filament rectangulaire se sépare en deux ou trois
tourbillons circulaires. Ces phénomenes de scission s’expliquent par la présence
de la viscosité qui dépasse le cadre de ce mémoire mais qui pourrait faire 1’objet
de recherches subséquentes.



INTRODUCTION

L’intérét pour les filaments tourbillonnaires a pris naissance il y a plus d’un siecle.
Depuis, maints articles et maints chercheurs ont essayé d’expliquer le processus
de la formation, de la propagation ainsi que de la destruction des tubes tourbil-
lonnaires. La premiere approche théorique sur les anneaux de tourbillons a été
faite par Williams Thomson (Lord Kelvin, 1867) apres la publication de I’article
fondamental de Helmholtz (1858).

Les applications de la théorie des tourbillons sont trés étendues et on les
trouve a différentes échelles de grandeur. Lord Kelvin (1867) a émis I'idée que les
tourbillons sont a ’échelle atomique. Plus prés de nous, on retrouve les anneaux
de tourbillons dans le domaine de I'ingénierie comme dans le forage sous-marin
(Chahine et Genoux, 1983) ou encore dans dans la lutte contre le feu (Akhme-
tov, 1980). Les tourbillons générés sur le bout des ailes d’un avion en sont un
autre exemple qui a beaucoup d’intérét dans I’aéronautique (Crow, 1970; Moore
et Saffman, 1971). Dans le domaine de la météo aéronautique, on a souvent rap-
porté des vents violents et subtils qui se développent sur les pistes d’atterrissage
pouvant ainsi causer des écrasements. Ces vents ont les caractéristiques des an-
neaux de tourbillons. Certaines études, datant d’environ vingt ans, ont proposé
d’utiliser des anneaux de tourbillons pour transporter des polluants a haute al-
titude grace a leur propriété auto propulsive (Turner, 1960). On a récemment
constaté, a I’aide de photos prises par satellites, des tourbillons bidimensionnels
géants qui prennent naissance dans le détroit de Gibraltar et qui se propagent
a des milliers de kilometres dans 1’océan Atlantique. Lors d’explosion de grande
puissance, le champignon qui en résulte a une ressemblance évidente avec un an-
neau tourbillonnaire. On a méme fait des études sur le son généré par 'interaction
de deux anneaux (Minota et al, 1983, 1988). A Déchelle cosmique, les galaxies

peuvent étre considérées comme des tourbillons qui interagissent entre eux.



De plus, les tourbillons sont des acteurs importants dans la turbulence qui
est un phénomene d’actualité ayant des applications dans le transport de quantité
de mouvement, d’énergie et de diffusion. Nous nous limitons a I’étude des tourbil-
lons ayant la forme particuliere d’un rectangle. Cela n’empéche pas d’introduire

d’autres formes qui nous seront utiles par la suite.

Plusieurs techniques sont possibles pour produire un anneau de tourbillons.
La plus simple est de laisser tomber une goutte d’eau colorée dans une verre
d’eau. Une version différente de la méme expérience consiste a former une goutte
au bout d’une burette et de I’approcher de la surface de I'eau. Au contact, un
anneau de tourbillons se forme méme si la gouttelette n’a pas d’énergie cinétique
au départ. Cela indique que la tension de surface est une source importante

d’énergie du mouvement rotationnel (Shariff et Leonard, 1992).

Des anneaux de tourbillons peuvent étre formés & partir d’une plaque chauf-
fante. L’air surchauffé monte en formant une structure tourbillonnaire circulaire.
Ici, c’est la différence de température qui est a ’origine de ’anneau tourbillon-
naire mais cela pourrait aussi se produire par une différence de pression et de
vitesse. C’est cette technique de gradients de pression et de vitesse qui a servi

pour la fabrication de nos tourbillons rectangulaires en laboratoire.

On a développé une théorie qui permet de déterminer la vitesse d’induction
et la déformation d’un filament rectangulaire au cours du temps dans un fluide
idéal. Jusqu’a présent, aucun article ne traite de cette théorie. Pour arriver a ces
résultats, nous avons décortiqué les principaux articles concernant la théorie de
P’induction, de la perturbation et de I'instabilité. Les techniques utilisées dans ces
articles sont reprises pour 1’élaboration de notre théorie du filament rectangulaire
qui est appuyée par nos résultats expérimentaux. Notre théorie ne tient pas
compte des phénomenes reliés a la viscosité comme par exemple la scission ou la

reconnection d’un filament.

De nos expériences, nous constatons d’autres observations sur la formation
et la destruction d’un filament rectangulaire. On a jugé judicieux de les joindre a
ce mémoire car elles ajoutent a la compréhension générale du comportement des

filaments tourbillonnaires.



CHAPITRE I

FILAMENT TOURBILLONNAIRE

Nous allons présenter une définition d’un filament tourbillonnaire et du théoreme
fondamental qui s’y rattache. Nous établissons une description des étapes de
la vie d’un filament tourbillonnaire généré par le passage d’un fluide par une
ouverture, de sa formation jusqu’a sa destruction. On y expose les principales
théories acceptées, les expériences les plus pertinentes et enfin, les auteurs s’y
rattachant.

1.1 Théoreme fondamental

Une ligne (ou fil) tourbillonnaire est définie comme une courbe dans ’espace qui,
a un instant ¢ donné, possede en chacun de ses points une tangente au vecteur
tourbillon £ (équation 1.1) ou v est la vitesse. Les lignes tourbillonnaires peuvent,
engendrer des surfaces tourbillonnaires (figure 1.1) et, en particulier, des tubes
tourbillonnaires (Ryhming, 1991). Le terme “vortex” a été introduit par Lord
Kelvin. Ce terme est beaucoup utilisé dans la littérature anglaise et est équivalent

au mot “tourbillon” en frangais.

Q=Vxv (1.1)



i

Figure 1.1: Gauche: Fil tourbillonnaire, Droite: Tubes tourbillonnaires en-
gendrés par des lignes tourbillonnaires.

Lord Kelvin a émis un théoreme qui affirme que l'intensité d’un tube tourbil-
lonnaire est conservée dans un fluide non visqueux et barotrope. Une conséquence
de ce théoreme est qu’un filament tourbillonnaire est indestructible dans un flu-
ide idéal. Le théoreme de Kelvin-Helmholtz prévoit que les filaments tourbillon-
naires ne prennent naissance ou ne disparaissent qu’aux frontieres du fluide (par
ex. Ryhming, 1991). Par conséquent, ils ne peuvent se présenter que sous trois

formes:

¢ de longueur infinie, méme dans un volume fini;
e en suivant des courbes fermées;

e en commengcant et en se terminant aux surfaces-frontieres du fluide.

Ce théoreme est tres important car il nous assure qu’un filament tourbil-
lonnaire fermé dans un fluide idéal est éternel et se déplace a vitesse constante.
Ainsi, une fois qu'un filament tourbillonnaire est formé, sa vitesse d’induction
dépend exclusivement des caractéristiques du filament et non des parametres du

fluide environnant.



1.2 Domaine de recherche

L’éventail des sujets d’études sur les filaments tourbillonnaires est vaste. Les
principaux domaines de recherches sur le sujet pourraient se schématiser comme
suit:

e Formation

— phase d’enroulement (“vortex sheet”)

— décollage de la paroi

Propagation

— induction

— perturbation

Séparation et interaction

Destruction

— instabilité

— viscosité

Dans la section qui suit, nous allons élaborer plus en profondeur sur chacun des

items ci-haut mentionnés.

1.3 Revue de littérature

Formation

Tout fluide possede une viscosité qui lui est propre. La présence de cette viscosité
est une condition essentielle pour expliquer la formation d’un filament tourbil-
lonnaire. Sans elle, il n’y aurait pas de tourbillon possible. La figure 1.2 montre

deux profils de vitesse dans un fluide avec et sans viscosité. Dans le cas ou il
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Figure 1.2: a) surface de séparation pour un fluide non-visqueux. b) cisaillement
de la vitesse pour un fluide visqueux.

n'y a pas de viscosité, les deux couches de fluide glissent ’une sur ’autre sans
interaction car il n’y a pas de frottement entre les molécules du fluide. Dans le
cas ou il y a de la viscosité, les molécules subissent des contraintes par la présence
du gradient de vitesse. Cela a pour effet de déformer le profil de vitesse et de

générer des tourbillons.

Les montages les plus utilisés pour la formation d’anneaux tourbillonnaires
utilisent la propulsion d’un fluide a travers un orifice. Ces types de montages sont
versatiles. Ainsi en modifiant la forme de ’orifice, on peut générer différents types
d’anneaux selon les besoins de nos études. Ces montages existent sous forme de

deux catégories: orifice et jet (figure 1.3).

Le processus de formation des tourbillons a été expliqué par Maxworthy
(1972, 1974, 1977), dés le début des années 1970. D’autres articles ont suivi
dont ceux de Pullin et Perry (1979, 1980) et de Blondeaux et De Bernardinis
(1983). Dans 'article de Krutzsch (1939), on peut voir la formation d’un tour-
billon secondaire dans la premiere étape de sa formation. Il s’intéressait surtout
aux phénomenes de stabilité et du nombre d’onde spontanées qui apparaissent
sur un filament circulaire. Cet article est souvent négligé mais il est parmi les
plus importants dans le domaine de ’expérimentation. Il présente un schéma
du profil de la vitesse a la sortie de 'ouverture et la vitesse maximale se trouve
pres des parois du tube lorsque le fluide est propulsé (figure 1.4). Ce schéma
explique ’enroulement pres de la paroi de I'ouverture donnant ainsi naissance au

filament tourbillonnaire. Cet enroulement est justifié par ’effet conjoint de deux
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Figure 1.3: Générateur de tourbillons a I'aide d’'un montage a) de type orifice
et b) de type jet .

principes physiques. Le premier principe fait appel aux gradients de pression et
de vitesse a la sortie de la fente. En effet, nous pouvons voir que le rayon du
filament grossit jusqu’au moment ou il n’y a plus de fluide qui I’alimente (figure
1.6). L’acceptation de ce principe nous permet d’avoir des anneaux de grosseur
variable et ceci en controlant la durée de I'impulsion. Si la durée est tres longue,
I’anneau devient suffisamment gros et se décolle de la paroi en se déplagant par

sa propre induction.

L’autre principe, provient d’une instabilité similaire a celle de Kelvin-Hel-
moltz. En deux dimensions, celle-ci ne se produit que pour certaines caracté-
ristiques de I’écoulement. Premierement, il faut un cisaillement dans la vitesse
d’écoulement. Deuxiemement, il faut satisfaire le critére de Rayleigh (réf. Kundu,
1990, p. 392), ou il faut avoir un point d’inflexion dans le profil de la vitesse,
Cela exige donc de considérer un fluide visqueux. Troisiemement, il ne faut pas un
grand écart dans la densité des fluides pour satisfaire le critere de Richarson (Rz)
qui est une mesure de la variation de la densité par rapport a la vitesse. Pour un
fluide incompressible passant par une ouverture, le critere de Ri est naturellement

satisfait. La premiere et la deuxieme condition sont satisfaites dans les deux types
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Figure 1.4: Schéma du profil de la vitesse a la sortie du tube a 1’aide d’un
montage de type jet.

de montages, orifice et jet (figure 1.2).

_ 9p/o:
~ lov/az|?

constante gravitationnelle

p: densité
V: vitesse horizontale perpendiculaire
a l’axe k

Ces deux phénomenes coexistent lors de la formation d’un anneau. La figure
1.7 utilise la technique des bulles d’hydrogene et permet une visualisation tres
fine de la présence de ces deux phénomenes. La prédominance d’un principe sur
I’autre dépend beaucoup de Re et de la durée de I'impulsion. Pour de petits
Re, la formation de ’anneau est principalement due au principe des gradients
de pression et de vitesse. Par contre, c’est le principe de I'instabilité de Kelvin-
Helmholtz qui prédomine pour les grands nombres de Reynolds (figure 1.5). On
remarque toutefois sur cette derniere figure que le filament tourbillonnaire ne
se crée pas immédiatement a la sortie de 'ouverture mais légerement plus loin.
Ainsi, dés que ’anneau est formé, il s’éloigne de la paroi par induction et un
autre anneau se forme derriere lui et ainsi de suite. Pour les cas intermédiaires,
la forme générale est due aux gradients de pression et de vitesse et nous avons

une instabilité qui se situe autour de la forme générale. Cette instabilité entraine



Figure 1.5: Les premieres étapes dans la formation d’un anneau de tourbillon
g P p

turbulent Re ~ 41500 (Glezer, 1988).
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Figure 1.6: Tourbillon a la sortie d’une fente rectangulaire, Re =~ 8500 (Auer-
bach, 1987).

Figure 1.7: Présence des deux phénomeénes: formation de I’anneau par des
gradients de pression et de vitesse ainsi que par l'instabilité.

une partie du fluide extérieur inerte avec celui en rotation.

Induction

L’induction cause 1’auto-propulsion d’un anneau. Un des premiers articles sur
I’induction est de Lord Thomson (1867). Le concept d’induction se congoit
tel quillustré par la figure 1.8. Le tourbillon A pousse le tourbillon B et vice
versa. Ce principe est apparenté a la loi de Biot-Savart en électromagnétisme.
L’équivalent de cette loi en mécanique des fluides pour la vitesse d’induction

(équation 1.2) est entierement développée dans ’appendice A et s’écrit:
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Figure 1.8: Principe de 'induction en deux dimensions.

a(p) _K/cr ><|;Zs (1.2)

:E |r

un point sur le fil tourbillonnaire
k :  circulation (m?s™!)
r : vecteur qui joint le point p a un autre

point sur le fil tourbillonnaire

ds:  élément de longueur du fil tourbillonnaire
=tds
t vecteur tangent au fil tourbillonnaire

Plusieurs auteurs ont remanié I’équation 1.2, mais tous s’inspirent de cette
meéme expression que nous utiliserons au moment de définir la vitesse d’induction
pour un filament rectangulaire. Lamb en 1932 en a tiré une formulation sans
intégrale qui est encore utilisée aujourd’hui pour déterminer la vitesse induite
(équation 1.3) pour les anneaux circulaires. La vitesse d’induction est intimement
liée a la structure du filament tourbillonnaire, c’est-a-dire a sa forme et a sa dis-
tribution de circulation. Lamb a développé sa formule pour la vitesse d’induction

d’un anneau circulaire ayant une distribution de circulation d’un corps rigide.

dt ~ 4nR

dzo K {1 S8R 1} (13)

08—~

4

R: rayon moyen de [’anneau a partir de son centre
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o rayon du tube tourbillonnaire

L’intérét de l'induction a vraiment pris de I'ampleur a partir des années
1960 par les articles de Hama (1960, 1962, 1963, 1965). Il introduisit le “Concept
d’induction localisée” qui consiste a établir un lien entre la vitesse d’induction
et le rayon de courbure. Ce concept est une fagon ingénieuse d’éviter la forme

intégrale et facilite beaucoup les calculs (appendice B).

Les articles les plus intéressants dans le domaine de ’expérimentation sur
la propulsion d’un simple anneau sont ceux de Maxworthy (1972, 1974, 1977).
On y fait des constatations sur le comportement des tourbillons pour différents
nombres de Reynolds. On y décrit également un accroissement du rayon d’un
anneau avec le temps. On y explique la différence entre la vitesse induite théorique
et expérimentale qui serait due au tourbillon secondaire qui entre en interaction
avec le tourbillon principal ainsi qu’a une perte de circulation dans la trainée.
Dans certains cas, suite a un anneau instable, il émerge un anneau stable avec

une circulation nettement moindre qu’au commencement.

L’expérience de Didden (1979) a fait marque dans le domaine. Ses résultats
expérimentaux sont encore utilisés comme base de plusieurs articles pour fins de
comparaison. Cette expérience a été la premiere a vérifier les affirmations de
Maxworthy en montrant I’existence d’une circulation négative lors de la forma-
tion d’un tourbillon par une ouverture circulaire. L’article de Auerbach (1987)
a corroboré cette affirmation en ajoutant que la viscosité est aussi un facteur
important. L’article de Nitsche et Krasny (1994) a repris les résultats de Did-
den dans une simulation numérique. On pourrait nommer également Sfeir (1979)
et Tsuchiya et Horikoshi (1986) pour leur travaux expérimentaux sur les fentes

rectangulaires.

Pour les expériences impliquant plusieurs anneaux, les articles de Glezer ont
eu des résultats spectaculaires. En effet, on pouvait voir des structures cohérentes
émerger d’un flux turbulent pour des nombres de Reynolds élevés (figure 1.9).

McWilliams (1984) s’est aussi intéressé a ces observations.
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Figure 1.9: Tourbillon émergeant de la turbulence. Pulsation de 20 ms par
intervalle de 85 ms (Saffman, 1981).
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D’autres se sont intéressés principalement a 1’aspect théorique de 'induction
comme Saffman (1970, 1978), Fraenkel (1973), Tung et Ting (1967), Batchelor
(1987) et Lamb (1932, chap. 7). Ony aborde des sujets tels que la viscosité, la cir-

culation ainsi que des approches différentes pour déterminer la vitesse d’induction.

La simulation numérique s’intéresse surtout aux phénomenes se rapportant
a la viscosité et aux comportements non linéaires des tourbillons. Le traitement

: . , , : , ,- i ,
par simulation n’est pas nécessaire en général pour comprendre 'induction d’un

filament simple et peu d’auteurs s’y intéressent.

Perturbation

Dans un langage courant, une perturbation est une modification que l'on in-
flige a un filament circulaire. Cette modification se traduit par une fonction
mathématique que I’on superpose a I’équation du cercle. Par exemple, un filament
circulaire auquel on applique une perturbation sinusoidale de mode 2 donne une
“ellipse” (figure 1.10) et un mode 4 donne un “carré” (figure 1.11) ou r = r(0,1)

est la perturbation radiale a ¢t = 0.

Les premieres études portant sur la perturbation sont celles de Lord Kelvin
(1880). Ses études ne concernaient que les filaments circulaires. Plus récemment,
les articles les plus pertinents sont ceux de Hama (1960, 1962, 1963, 1965), qui
étudia différents types de perturbations appliquées a des filaments droits ainsi

que sur des cercles.

Kambe (1971) a fait des essais expérimentaux intéressants pour différents
types d’ouvertures a ’aide d’un montage de type orifice. Il proposa une descrip-
tion de la dynamique d’un anneau dans le temps et une approche théorique pour

un anneau circulaire ayant une faible perturbation.

Il arrive tres souvent qu'un filament perturbé oscille lorsque la perturbation
n’est pas trop forte. Par contre, pour une forte perturbation, le filament se sépare
ou perd beaucoup de son énergie au fluide environnant. Perturbation et instabilité
sont des mots clés que l'on retrouve partout associés au mouvement d’oscillation

d’un filament tourbillonnaire. La différence entre une simple perturbation et
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Figure 1.10: Perturbation sinusoidale de mode 2 sur un filament circulaire.

AN
VY

Figure 1.11: Perturbation sinusoidale de mode 4 sur un filament circulaire.

I’instabilité est le taux d’amplification qui est nul pour un filament oscillant ou

stable et non nul pour un filament instable.

Séparation et Interaction

Un filament tourbillonnaire peut se scinder en plusieurs anneaux au cours de son
évolution. La raison principale en est la présence de la viscosité. Suite a une
séparation, on observe un fil qui unit les anneaux de tourbillons, et ce fil est

observé autant du c6té expérimental que dans les simulations numériques.
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L’expérience de Kambe (1971) a montré la scission d’un anneau en deux ou
trois selon des conditions particulieres. L’expérience de Fohl et Turner (1975)
montre la collision de deux anneaux qui se joignent pour ensuite se séparer. lIls
fournissent une premiere approche pour expliquer leurs observations. L’article
de Voropayev et Afanasyev (1992) montre I'interaction de deux anneaux dans
différentes conditions expérimentales. D’autres ont fait des simulations en deux
dimensions sur 'interaction et la collision de deux anneaux (McWilliams et al.,
1982, 1983, 1988). Plusieurs simulations en trois dimensions permettent de com-
prendre ce qui se passe lors de la fragmentation et la reconnection d’un filament
(Melander et Hussain, 1989; Kida et al., 1989, 1991; Ishii, Kuwahara et Liu,
1993).

Lors de I’expérimentation, il est difficile de réaliser un montage qui montre la
structure tres fine d’un filament en trois dimensions. De plus, certains parametres
comme la circulation ou encore la pression ne sont disponibles que pour certains
points du filament. Cette connaissance partielle ne permet pas d’expliquer le
phénomene de scission ou de jonction adéquatement. La simulation, par contre,

permet de connaitre ces variables.

La viscosité est essentielle dans I’explication de la scission. Cependant, du
point de vue théorique, si ’on tient compte de la viscosité, les équations devien-
nent non linéaires et insolubles analytiquement. Les approximations que nous
devons faire s’averent trop grandes et font disparaitre les termes non linéaires
dont on voulait justement étudier le comportement. Seule 'intervention de sim-
ulations numériques parviennent a résoudre ces équations. Il n’est pas étonnant
de constater que les articles les plus pertinents sur le sujet soient parus dans la

derniére décennie.

Destruction

Il y a principalement deux causes a la destruction d’un filament tourbillonnaire:
I’instabilité et la viscosité. Autant du coté expérimental que du co6té théorique,

les plus importants articles concernant la destruction d’un filament sont ceux

de Maxworthy (1972, 1974, 1977); Widnall et Sullivan (1972); Widnall et al.
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(1970, 1974); Krutzsch (1939); Saffman (1978). Ces derniers se sont intéressés a
I’amplification d’une perturbation, au nombre d’onde, a 'impact de la viscosité

sur 'instabilité ainsi qu’a la déformation du filament dans le temps.

Lorsqu’un filament est instable, il y a une perturbation qui survient et qui
s’amplifie avec le temps. Apres un court intervalle de temps, la perturbation est
tellement grande qu’elle disloque I’anneau original. On associe a I’instabilité un

nombre d’onde qui est en relation avec le nombre de Reynolds.

Pour sa part, la viscosité a un effet stabilisateur (Appel, 1959) sur I’anneau.
La viscosité peut empécher ’apparition de l'instabilité si elle est suffisamment
grande ou si on est en présence de petits nombres de Reynolds. Mais a plus
ou moins long terme, la viscosité dissipe la circulation de I'anneau avec le fluide
environnant et parvient a anéantir le filament tourbillonnaire. Dans la plupart
des cas, la viscosité ne fait que diminuer le taux d’amplification de I'instabilité
et retarde la destruction du. filament. Pour un nombre de Reynolds élevé, il y a

apparition d’un mode instable qui croit rapidement et démolit le filament.

La destruction d’un anneau semble venir en contradiction avec le théoreme
de Kelvin-Helmholtz qui affirme qu’un filament de tourbillon est indestructible.
Dans la réalité, on observe qu’un anneau a une durée de vie finie. L’affirmation
de Kelvin-Helmholtz ne tient pas compte de la viscosité qui dissipe la circulation

au cours du temps comme Macworthy I’a observée.



CHAPITRE I1

THEORIE

Dans ce qui suit, nous faisons un tour d’horizon des diverses théories sur les
filaments de tourbillons. Nous utilisons différentes techniques pour déterminer
la vitesse induite d’un filament rectangulaire et nous analysons sa déformation
avec le temps. Pour la toute premiere fois, des équations explicites sont données
dans I’étude des filaments rectangulaires. Nous allons aussi parler d’un critere de
distinction entre un filament carré et rectangulaire.

2.1 Introduction

2.1.1 Biot-Savart

Les équations de base sont celles de Navier-Stokes bien connues en mécanique
des fluides. A partir de ces équations, une expression est déduite pour la vitesse
d’induction d’un filament tourbillonnaire dans le cas d’un fluide incompressible
et non visqueux. Ce développement a été fait dans ’appendice A. L’équation
résultante de la vitesse d’induction (équation 2.1) s’apparente a la loi de Biot-

Savart en électromagnétisme.
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Cette derniere équation est a la base de tout développement dans ’évaluation
de la vitesse induite. Si elle a ’avantage d’étre exacte, elle a le désavantage d’étre
tres difficile a utiliser. Elle donne souvent des intégrales tres complexes insolubles
analytiquement. L’équivalent de I’équation 2.1 sous la forme polaire, développée

par Batchelor, s’écrit comme:

K . K R
q(x) = p [cos(6) B — sin(0) N] + irR [ln(?;)] B + O(o) (2.2)
rotation translation

Cette forme est moins utilisée que la précédente mais a un certain intérét.
La partie gauche de I’égalité comporte deux parties. La premiere représente
la vitesse de rotation du filament tourbillonnaire sur lui-méme. La deuxieme
partie est la vitesse de translation du filament. C’est cette derniére qui est la plus
intéressante car elle est associée a la vitesse d’induction. La vitesse de translation

ou d’induction est dans la direction de la binormale.

L’équation 2.2 a ’avantage de ne comporter aucune intégrale. Il faut par
contre supposer que le rayon du filament tourbillonnaire est infime et négliger les

effets a longue portée (appendice B).

2.1.2 Concept d’induction localisée

Afin d’illustrer I'utilisation de I’équation 2.1, on ’applique a 1’équation simple
d’une parabole y = z?. Cette équation possede une solution analytique et présente
des conclusions intéressantes. Apres maints calculs (appendice B), ’expression

de la vitesse induite pour un filament parabolique est:

4q 2 1 1
cK (422 + 1)3/2 n(o) S n(o)
. 2
ou ¢ =

(2% 1 1)7/?

Pour arriver a cette expression, il faut faire I’approximation que le rayon du
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filament tourbillonnaire est extrémement petit et négliger les effets a longue portée

comme pour ’équation de Batchelor sous forme polaire.

La variable ¢ représente ’expression de la courbure locale d’une parabole. La
variable o correspond a la dimension du rayon du filament tourbillonnaire. Donc,
la vitesse induite est proportionnelle a la courbure locale du filament tourbil-
lonnaire. Maintenant, il est plus facile de calculer la vitesse d’induction pour
n’importe quelle fonction en contournant le probleme d’une intégration com-
plexe. La courbure d’une fonction se calcule avec des dérivées. La vitesse induite
pour une courbe peut étre écrite, apres une définition pertinente du temps et de
la longueur, a ’aide de 1’équation 2.3 qui a été démontrée dans I'appendice B
(équation B.4, p. 78).

dr  (0r/ds) x (9%r/0s?)
= |orjosP (23)

Il faut que la fonction soit lisse et qu’elle possede des dérivées d’ordre supé-
rieur. Cette approche pour déduire la vitesse induite a été nommeée le “Concept
d’induction localisée” et a été introduit par Hama (1962). Le terme “localisée”
vient du fait que les effets a longue portée sont négligés. Malgré les approxima-
tions nécessaires a son application, ce concept donne d’excellents résultats. Ce
concept est tres intéressant car les endroits de courbure plus forte ont les vitesses
induites plus élevées. Donc, la simple visualisation d’une courbe donne une bonne
idée du comportement du filament tourbillonnaire dans le temps. Ce concept est
aussi utilisé pour d’autres formes de courbes comme ’exponentielle et la sinusoide
(appendice B). Il faut noter que les courbes étudiées jusqu’a maintenant ne sont
pas fermées. Pour de faibles amplitudes, ces courbes peuvent étre pergues comme

des perturbations sur un filament droit.

Un traitement strictement géométrique peut étre utilisé pour trouver la cour-
bure d’une fonction. Cette maniere de faire ne demande aucune dérivation et

aucune intégration. Elle est aussi tres utile pour une approche numérique.

Les filaments tourbillonnaires fermés sur eux-mémes possedent certains in-

variants dans le temps qu’il est avantageux de connaitre pour comprendre la
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déformation du filament durant son induction. Ces deux invariants sont:

e La longueur du filament reste constante dans le temps.

e La surface fermée projetée du filement reste constante dans le temps.

Ils sont démontrés dans I'appendice C. Ces invariants impliquent que les endroits
de forte courbure engendrent une courbure dans d’autres plans que celui de la
propagation et ceci affecte le comportement du filament par la suite. L’impact de
ces invariants est négligeable pour les anneaux circulaires. Ce n’est cependant pas
le cas pour les anneaux rectangulaires car une déformation appréciable du filament
est observée dans les autres plans que celui de la propagation. Le phénomene
d’oscillation observé dans plusieurs cas est expliqué par 'invariance de la longueur

et de la surface du filament.

2.1.3 Perturbation

En général, I’équation 2.3 est non-linéaire et difficile a résoudre analytiquement.
Un des rares cas ou il existe une solution analytique complete est présentée a
I’appendice B pour un filament parabolique. Ce type de filament sert donc de

base pour s’initier a la théorie des perturbations.

La parabole (y = 2?) peut se concevoir comme une perturbation sur une ligne
droite. La courbure maximale se trouve au point z = 0. Au cours du temps, ce
point diminue de courbure au profit des points adjacents de chaque coté. Cela

montre un déplacement de la courbure vers les deux bras de la parabole.

Les autres perturbations choisies sont la sinusoide et la gaussienne. Ces deux
types de perturbations rejoignent un large éventail de filaments tourbillonnaires.
Pour des perturbations de faible amplitude, on peut linéariser les équations qui
définissent le filament tourbillonnaire. Au fur et & mesure que ’amplitude des
perturbations augmente, les effets non linéaires deviennent prédominants et le
comportement du filament tourbillonnaire se complique. Le filament tourbillon-

naire se déforme différemment selon ’amplitude de la perturbation.
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Une perturbation gaussienne sur un filament droit a approximativement le
méme comportement qu’'une perturbation parabolique et les mémes conclusions
s’appliquent. Il y a un mouvement en hélice du filament dans le sens inverse de

la rotation du filament lorsque la perturbation est sinusoidale (équation B.38).

Suite a ’application d’une perturbation sinusoidale de faible amplitude sur le
cercle, il y a deux cas possibles a analyser selon la valeur du nombre d’onde (m).
Si le nombre d’onde n’est pas un entier, le filament tourbillonnaire ne peut pas se
refermer sur lui-méme. Le rayon de la perturbation augmente indéfiniment avec
le temps comme pour le filament parabolique. Un rayon qui augmente implique
que la courbure locale diminue. Cela provoque une instabilité qui ne conserve
pas la longueur du filament invariante et il faut s’attendre a ce que ’anneau se
disloque. Pour les nombres d’onde entiers, le filament tourbillonnaire se referme
sur lui-méme. Dans ce cas, le rayon de courbure oscille constamment plus ou
moins rapidement selon le mode qui lui est associé. La période d’oscillation T
est fonction du nombre d’onde m et plus le mode est élevé et plus le filament
oscille rapidement. Cette relation entre la période et le mode est déduite dans
I’appendice D & l’aide de I’équation D.19 (p. 121).

R

T = ZFW (2.4)

Un filament elliptique est obtenu en posant une perturbation sinusoidale

de mode 2 sur un filament circulaire. Ce cas est particulierement intéressant
car il se rapproche d’un filament rectangulaire. Puisqu’on a un mode entier, la
théorie prévoit que I’anneau elliptique oscillera indéfiniment. Plus I’excentricité
s’approche de 'unité et plus I'ellipse est aplatie. La période T' ne dépend que
du mode m et du rayon R dans les équations linéarisées. On sort du domaine
des petites perturbations lorsque la période du filament tourbillonnaire dépend
également de I’excentricité. Ainsi, nous demeurons dans le domaine des petites
perturbations tant que ’excentricité est inférieure a 0.82 (réf. appendice D).
En d’autres termes, tant que le rapport de 1 < z,/y, < 1.74 ou z, et y, sont
les points ou l’ellipse coupe I’axe des z et des y respectivement. La théorie

est valable jusqu’a cette limite. Cette frontiere entre une perturbation faible et
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forte pour D’ellipse est nécessaire car nous avons des interprétations différentes
selon la valeur de l'excentricité (0 < e < 1). Pour les valeurs supérieures
d’excentricité, il est difficile de faire une théorie qui reflete la réalité. Pour de
faibles valeurs d’excentricité, le filament elliptique reprend sa forme originale
apres chaque période. Pour des excentricités qui s’approchent de 1’'unité, le fil-
ament oscille aussi mais ne reprend pas sa forme originale et par conséquent,

Pellipse n’oscille plus selon la période montrée par 1’équation 2.4.

2.1.4 Instabilité

Cette section a pour but ’etude des filaments tourbillonnaires fermés qui ont des
perturbations de modes entiers. Jusqu’a présent, ces perturbations appliquées sur
un anneau circulaire, avaient pour effet de le faire osciller ou de le déformer sous
sa propre induction. Mais, il s’avere qu’un anneau de tourbillons dans un fluide
idéal est presque toujours instable pour un anneau circulaire méme lorsque le
mode est entier. C’est-a-dire que les perturbations prennent de 'amplitude avec
le temps et provoquent presque toujours la destruction de ’anneau. 1l y a des
modes m privilégiés qui apparaissent spontanément lorsqu’un fluide est propulsé
par une ouverture circulaire selon le rayon du filament o. Le nombre d’onde m
qui apparait est inversement proportionnel au rayon ¢ du filament tourbillonnaire

m = 1/0. Ces résultats sont présentés en appendice E et sont dérivés de Iarticle

de Widnall et Sullivan (1972 ).

Le taux d’amplification normalisé & est défini par I’équation 2.5 qui relie
& avec le nombre d’onde m sur l'anneau. Un mode élevé a une plus grande

amplification et la durée de vie de I’anneau en est d’autant diminuée.

a= %ln(m) (2.5)
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2.2 Vitesse d’induction pour un filament rec-
tangulaire

Nous utilisons maintenant les outils developpés dans la section précédente pour
solutionner les problémes qui font ’objet de ce mémoire, soit le déplacement et

I’évolution d’un filament rectangulaire.

Nous définissons le filament rectangulaire initial dans le plan zy et sans
composante selon ’axe z. Nous avons développé trois méthodes distinctes pour
déterminer la vitesse d’induction d’un filament rectangulaire. La premiere appro-
che est la méthode de l'intégrale (section 2.2.1) qui ne donne pas une équation
soluble analytiquement. Afin de résoudre I'intégrale, nous la simplifions en procé-
dant a 'analyse du comportement asymptotique de cette fonction. Ceci ne donne

pas une solution exacte mais vaut la peine d’étre mentionné.

La deuxieme méthode fait appel au concept d’induction localisée (section
2.2.2). Cette méthode exige que les dérivées d’ordres supérieurs existent. Il
nous faut définir un filament sans discontinuité et lisse. On obtient une solution

analytique par cette méthode de la vitesse d’induction.

Dans la troisieme, nous séparons le filament tourbillonnaire en quatre seg-
ments droits (section 2.2.3). On utilise, essentiellement, la loi de Biot-Savart
(équation A.5, p. 74). Cette derniere nous donne la solution la plus intéressante

des trois.

2.2.1 Meéthode intégrale

Pour amorcer notre étude d’un filament tourbillonnaire rectangulaire, nous pre-

nons une fonction de la forme:

z 2 y 2n
(Z) "+ (—) —1 (2.6)
:ED yD
Les constantes z, et y, sont les points ou le filament coupe 'axe des z et

l’axe des y. I’équation 2.6 est continue et lisse pour n’importe quelle valeur de
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(a)

(c)

_
. .

Figure 2.1: De haut en bas: (a) z* + 4%y? = 1, (b) z* + 4*y* = 1 et (c)
28 4 48y8 = 1,

n. Lorsque la valeur de n est positive et entiere cela donne automatiquement
un filament fermé. Plus la valeur de n augmente, plus la forme se rapproche a
celle d’un rectangle (figure 2.1). Pour n = 1, il s’agit de ’ellipse qui est bien
connue. Le systeme de coordonnées cartésiennes est utilisé dans le traitement

mathématique.

Pour évaluer la vitesse induite, il nous faut trouver le vecteur unitaire tangent
t et le vecteur rayon r a un point quelconque x = ¢ pour 1’équation 2.6. On pose

d/0x =" pour simplifier I’écriture.
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Yy T 2n—1 T 2n ﬁ_l
-]

xo xo xo
ds = 2 4y dz

= J1+y?dz

i+ y')

i+y']

r = ({—2)i
[(£ —2)*

+ (ye —y)J + 0k
+ (ye — y)*]*/?

Tous les éléments sont présents pour trouver la vitesse induite.
i J k
t xrds = 1 y’ 0 | dz
-z ye—y O

= ([ye —yl = y'[¢ —2]) dek

L’argument de I'intégrale dans la formule de Biot-Savart 2.1 est:

Cette expression est tres difficile a intégrer. De plus, il y a une singularité en

z = £. Nous séparons |'intégrale de part et d’autre du point de singularité.

E—o Io

4rq tXxr txr

— = / 3 ds + / 3 ds (2.8)
—To E+0
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Nous obtenons la forme générale de ’intégrale de Biot-Savart pour la vitesse

d’induction pour ce filament en remplacant ['argument par I’équation 2.7. Le

rayon du filament tourbillonnaire est représenté par ¢ qui est infiniment petit.

L’équation 2.8 ne peut pas étre résolue directement. Il faut faire un trai-

tement asymptotique pour espérer réussir a résoudre cette intégrale analytique-

ment. On sait que n — oo est le cas que 'on désire pour le filament rectangulaire.

En utilisant le comportement asymptotique et les simplifications qui suivent, il

sera possible de trouver une solution a I’équation 2.8.

Q

InQ

Evaluation de intégrale

[

R

12

1

(@

(%— 1) In [1 - (5) n} )
() G-
(£)" v

Lo

T 2n
1+<—> ~1 [n— oo,z # tz,

To

0o [z — +z,]

1 [n— o0,z # tz,)

0 [z— +z,]

On substitue les approximations ci-haut dans 1’équation 2.7.

E—o

2 . /
K T,

—Zo

4mq Yo

(=) 1+ (2)" ) - )

dz k +

[(€ — )2
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Yo / (=) (@)=
To t4o [(6 - $)2]3/2
-0 2n-1 zo 2n—1
g oy () v T(2)
9~ m_/ (f—x)zd‘”onéi i ek (2.9)

2n—1
Pour toute valeur de ¢ # +z,, I'’équation 2.9 est nulle car (;—o) = 0 lorsque

n tend vers l'infini.

AT dz|o
K

=0k pour n — oo

Et pour |z| = z, la vitesse induite est infinie. Pour |z| = z, la vitesse induite

est indéfinie.

AT Q2|0
K

=ook pour n — oo

Donc, la vitesse induite se situe aux extrémités du filament et est nulle ailleurs.
On voit que ces valeurs de la vitesse induite ne sont pas révélatrices de la réalité.
Les approximations utilisées sont trop fortes. Mais sans ces approximations, il est
impossible d’obtenir une forme intégrale qui soit soluble analytiquement. Cette

tentative a été infructueuse mais montre la difficulté de la forme intégrale.

2.2.2 Concept d’induction localisée

Le concept d’induction localisée établit un rapport direct entre la courbure ¢
d’un filament tourbillonnaire et la vitesse induite (appendice B). Il s’agit donc de
trouver la courbure de I’équation 2.6. Pour un filament défini dans le plan zy,
il y a déja une équation qui évalue ce rayon de courbure directement (équation

B.8, p. 81):

_ l _ |flgll_glfll|
R [f/2 +g12]3/2
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On pose f=z,9g=yet' =0/0z.

1
gl _ __y_o(i>2n_l I:l_ (1)277,:' 2n
To \Typ Ty

(2.10)

L’équation 2.10 est un peu hermétique car les points du maximun d’induction sont
difficilement visibles mais elle a I’avantage de n’avoir subi aucune approximation.
La variation de la courbure en fonction de la position x et de la variable n est
présentée a la figure 2.2. Sur cette figure, la vitesse induite est nettement plus
élevée aux extrémités que sur le reste du filament. Cette tendance s’accentue
lorsque la valeur de n augmente et lorsque le rapport de z,/y, augmente. La
figure 2.3 montre la variation de la vitesse induite pour différents rapports x,/vy,.
Ainsi, plus ce rapport est élevé et plus la vitesse induite se concentre sur les

extrémités du filament.

On vérifie I'exactitude de 1’équation 2.10 pour le cas d’un cercle de rayon
unitaire en posant z, = 1, y, = 1 et n = 1. Pour ce cas, la vitesse d’induction
est une constante et elle est indépendante de la coordonnée z. Naturellement, la

courbure ¢ est constante pour un cercle.
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Figure 2.2: Vitesse d'induction selon la position 2 et la variable n pour une
surface z, - yo = 150. Gauche: Z¢ = 1.5 ou z, = 15. Droite: 2 =2 ou z, = 17.4.

Yo - Yo

S
1
0.8
0.6 yo=2.5:
0=7.5:
04 y
yo=1§
0.2
0 ans X

Figure 2.3: Vitesse d’induction selon différents rapports de z,/y, ou z, = 15.
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=2y,

—X==X, X=X,— 2y,

P(g,0)
:

=
T o

0

Figure 2.4: Filament rectangulaire et variables étudiées
2.2.3 Induction de quatre filaments droits

Dans ce cas, la méthode intégrale de Biot-Savart est utilisée pour déterminer la
vitesse d’induction car le fait de considérer des filaments droits évite d’avoir des
intégrales compliquées. Un schéma de la forme rectangulaire est présenté a la
figure 2.4. Cette méthode a le désavantage de ne pouvoir nous donner la vitesse
d’induction aux quatre coins qui forment un angle droit car ce sont des points
singuliers ne possédant pas de dérivées définies. Par contre, elle est valable pour
tous les autres points. L’induction est évaluée au point P(¢,0) en déterminant la

contribution de chacun des quatre segments de droites du rectangle.

Contribution de la droite y = 2y,

Déterminons les vecteurs nécessaires a 1’evaluation de 'intégrale de Biot-Savart.

t = 1+0j+0k
r = ({—2)i+(0-2y,)j+0k
= - ) w) P
= [(z— &)+ (290)*)*/*
ds = dzx
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i ] k
txr = 1 0 0
E—z -2y, 0
= _zyok
txrds = —2y,dzk
4T gy=2y, 70 1
—=—= = =2, d
: o | =&+ ur

—Zo

7 1
| e e

dz

L’évaluation de cette intégrale est assez simple et nous en donnerons seulement

le résultat final.

AT gy=2y fﬁé a:22+
K N [(LEO - 6)2 + (2y0)2]l/2 + [(mo n 6)2 n (2y0)2]1/2 (211)

Contribution des droites z = £z,

Nous procédons de la méme maniere que précédemment.

t = 0i+j+0k

r o= (EF )it (0-y)j+ 0k
= [(EF 2+ P
= (oo F O + v

ds = =dy
i J
txr = 0 +1
EFzo —y
= (mo:fzé)k

t xrds = (fz,—§)dy

k
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2Y0

47Tq:r:|::r To F 6
o — d
/ (2o F €)% + y?]3/2

Le résultat final de ces segments de droite est:

A7 Gots reE
Thateo _ ZoR (2.12)
K [(zo F € + (2y0)21"
Contribution de la droite y =0
La contribution de cette partie est nulle car le vecteur t = —1 est parallele a

r = (£ — z)1 et donne un produit vectoriel nul.

AT gy—o

K

=0 (2.13)

Vitesse induite de toutes les parties

La vitesse induite au point P(£,0) est la somme vectorielle de toutes les contri-
butions. Le changement de variable ¢ = x illustre la vitesse induite en fonction

de la position (z). Cette vitesse est dirigée dans la direction k.

To—T 2y0 Totx 2y0
47rq($’0) — 2Yyo + I_o—LI + _ﬁ + T_o% (2 14)
K [(zo —2)% + 200 )2]'?  [(zo + 2)? + (290)°]'/? '

Cette équation est un résultat beaucoup plus intéressant que celui obtenu par
la premiére méthode qui demandait des approximations tres fortes et qui, en
plus, n’était pas précise. L’équation 2.14 est plus simple que celle obtenue par la
deuxieme méthode 2.10 et décrit bien la contribution de chacun des filaments indi-
viduellement. La figure 2.5 montre la vitesse d’induction pour différentes valeurs

de y, lorsque z, est constant. Ainsi, la vitesse d’induction est surtout concentrée
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Figure 2.5: Vitesse d’induction sur un filament rectangulaire par quatre sections
de droites ou z, = 15 et n = 2.

aux extrémités du filament lorsque le rapport z,/y, augmente. L’induction aug-
mente a mesure que la valeur de z tend vers la valeur maximale z,. La valeur
minimale de la vitesse d’induction se trouve au point P(0,0) ou au point P(0, 2y,)

qui ont la méme valeur par symétrie.

Une équation a peu pres similaire a été développée par Hama (1960) pour
le champ magnétique induit par un courant dans un fil de forme rectangulaire
(équation 2.15). Essentiellement, elle est équivalente a 1’équation 2.14 qui cor-
respond a la vitesse d’induction d’un filament rectangulaire en mécanique des

fluides.

B(z,0) ul { (z,+2y,) — (zo +2y,) +

dr (2yo) (2o — )? + (2y,)?]1/2 * [(zo +2)2 + (2y0)2]1/2} (2.15)



35

2.3 Filament rectangulaire obtenu par une per-
turbation

Jusqu’a maintenant, on a déterminé la vitesse induite pour un filament rectan-
gulaire par différentes méthodes. Mais, il serait pertinent de savoir comment le
filament se déforme lorsqu’il se déplace dans le temps. Nous utilisons la technique
des perturbations. On peut décomposer la forme d’un filament tourbillonnaire en
deux parties: une forme générale (ligne, cercle) et une perturbation. Ainsi, par le
choix judicieux d’une perturbation, une forme spécifique peut étre générée. Donc,
en posant une perturbation appropriée sur un cercle, un filament rectangulaire est
fabriqué. La difficulté est de trouver la perturbation qui nous permet d’obtenir
un tel filament. Nous allons définir ici deux de ces types de perturbations qui
sont acceptables. Dans un premier temps, nous utilisons une perturbation en
créneau de mode 2 et dans un second temps, nous choisissons une perturbation
qui sera ajustée afin de correspondre a un filament rectangulaire. De plus, en
choisissant un rapport de z,/y, < 1.74 (appendice D), cela nous assure d’étre

dans le domaine des faibles perturbations.

2.3.1 Perturbations sous forme de série de Fourier

Les perturbations utilisées sont des fonctions périodiques qui viennent perturber
un filament circulaire. La forme initiale de la perturbation radiale r(6,0) ainsi
que celle de la perturbation axiale ((6,0) (figure 2.6) peuvent étre décomposées

en une série de Fourier sous la forme:

r(6,0) = r(6) = %+iancos(nﬂe)+bnsin(nm)
((6,0) = ¢(6) = 0

a6 = %/Tr(é)de avec T:%r

0 = % /TT(G)cos(nQG)dH

by = % /Tr(e)sin(nna)da
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Figure 2.6: Réprésentation d’un filament de tourbillon perturbé en coordonnées
cylindriques: a) perturbation radiale r et b) perturbation axiale (.

Les séries de Fourier représentent un systéeme linéaire. Afin d’obtenir un fila-
ment rectangulaire, on choisit une perturbation radiale initiale paire (b, = 0)
et périodique sur une période T' de 7. En choisissant une valeur appropriée du
rayon R, il sera possible d’annuler la valeur de @, qui simplifiera 1’écriture des

équations.

r(0,0) = r(0) = iancos(Qné’)

¢(9,0)

I
I
—~

sy
~—

Il

a, = T/ Jcos(nQ20)df avec T =

L’évolution de la pertubation radiale avec le temps peut s’écrire:

r(0,t) = Re [Zancos@n@)ei“’"t}

1

r(0,t) = [i ay, cos(2n8) {cos(w,t) + isin(w,t)} (2.16)

Un développement de I’équation d’onde générale en coordonnées polaires pour la
perturbation radiale r(6,t) apparait en appendice D par I’équation D.12 (p. 118).
Connaissant I’évolution de la perturbation radiale, on peut évaluer la perturbation

axiale ((0,t) en utilisant la relation D.11. L’équation d’onde est essentielle pour
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évaluer la valeur de la fréquence w, qui est spécifique pour chacun des n. Une
expression de la fréquence w, est possible en utilisant conjointement 1’équation

2.16 et D.12.

R482r(9,t) N d*r(0,1) N d°r(0,1)

o1 06" o
2 0
8_72“ = Y —w’a, cos(2nf) cos(wyt)
ot =
847" 00 )
— = »_16n%a, cos(2nf) cos(wnt)
90 n=1
d%r >
— = —4n?a, cos(2n) cos(wy,t)
06? =
> (—R'w? 4 16n* — 4n®)a, cos(2nf) cos(w,t) = 0 (2.17)
n=1

L’équation 2.17 est égale & zéro pour toutes valeurs de n lorsque:

—R'W? 4 16n* —4n® =0

W, = 2l 1 (2.18)

L’équation 2.18 est la relation de dispersion en fonction du mode (m=2n). Ainsi,

la perturbation radiale r(6,t) devient:

r(0,t) = § a, cos(2n@) cos (2—n(4'i{—;1L/2t) (2.19)

n=1

La forme de la perturbation axiale ((6,t) est déterminée en utilisant les équations

2.19 et D.11 (p. 118).
o __ L& r
ot R*00* R?

an (1 — 4—:;)1/2 cos(2n0) sin (2—n(4n2—_1)1—/2t) (2.20)

R2

™8

¢(0,1) =

n=1
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Figure 2.7: Perturbation carrée de mode 2 sur un filament circulaire.

Les équations 2.19 et 2.20 donnent la forme générale des équations de polarisation
pour les perturbations radiale et axiale en coordonnées polaires lorsque les pertur-
bations sont périodiques par un développement en série de Fourier. Ces équations
sont utiles pour différentes configurations initiales de la perturbation radiale dans
les sections qui suivent. Ainsi, a partir de la configuration initiale, on détermine
a, et une valeur de R qui annule a,. En reprenant les équations de polarisation
définies plus haut, il est possible de trouver 1’évolution des perturbations dans le

temps.

2.3.2 Perturbation par une onde en créneau

Nous utilisons une perturbation en créneau (figure 2.7) sur un filament circulaire
de rayon R, car elle se rapproche de la perturbation sinusoidale de mode 2 qui
donne un filament elliptique. La ressemblance entre les deux filaments obtenus
suggere qu’il s’agit de perturbations similaires. Cette perturbation ne donne pas
un filament rectangulaire parfait mais conserve un certain intérét car elle montre

es caractéristiques comparables & celles d’une perturbation sinusoidale.
d térist parabl lles d’une turbat dal

L’angle de coupure 6 est défini comme:
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Yo
§ = arctan(=
arc an(xo)

ou z, et y, sont les points de rencontre du filament avec les axes = et y. Le

rayon du cercle R sans perturbation se situe entre y, et z,. Posons la valeur

de y, inférieure a z, par convention. Les conditions initiales des perturbations

s’écrivent sur une période T' comme:

r,— R —-6<60<$6

r(6,0) = r(0) = {yo_R 6<h<n—6

¢(0,0) = 0

La fonction perturbatrice est paire de période T' = 7 et de fréquence 2 = 2. Dans

ce qui va suivre, nous allons décrire la perturbation radiale comme une série de

Fourier. Dans un premier temps, nous devons évaluer les valeurs de a,, a, et b, .

Qo

an

46
7[xo ~ ¥o] + 2[y, — K]

r(0) cos(nQ2) db

I T

QI')\Q') \'\3

=6
(z, — R) cos(2n0) df + % / (yo — R) cos(2n8) db
5

2 sin(2né

- ( ) [xo - yo]
™ n

9 T
T/r(&)sin(nﬂ&)d&
0
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La perturbation radiale est présentée en une série trigonométrique selon ’équation

suivante:

26 2 &, sin(2né)
r(0,0) = _[$o Yol + [yo — R] + ;ho — Y Z

cos(2n8) (2.21)

La valeur du rayon R du cercle n’est pas restreinte a une valeur précise et

I’équation 2.21 peut étre simplifiée davantage en prenant:

26
R=y,+ _[$o - yO]
T

Cette valeur de R annule «a, et la perturbation radiale initiale devient:

(0,0) = 2o, — ) 3 2200

n=1

cos(2n0)

La perturbation radiale 7(8,0) est une somme de fonctions en cosinus qui sont
toutes paires m = 2n. L’amplitude du mode 2 est toujours supérieure aux autres
modes quelle que soit la valeur de ’angle de coupure §. Ainsi, le mode principal
est 2 et les autres modes sont secondaires. A partir des équations 2.19 et 2.20,
on écrit directement les équations de I’évolution des perturbations en fonction du

temps.

r(0,1) = 2[z, — yo] [i n(218) o(900) cos (H%L’t)] (2.22)

C 9,t =2 Lo — Yo % 1 — % 1/ sin(2nf) cos(2n8) sin Mt
n 1 4n n

R2
n=

(2.23)

Les équations 2.22 et 2.23 sont les équations de polarisation pour une pertur-
bation initiale en créneau. Pour éviter une expansion a l'infini selon toutes les
harmoniques, conservons seulement les deux ou trois premiéres valeurs de la som-

mation. Ces valeurs sont suffisantes pour donner une bonne approximation de la
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erturbation étudiée. En guise d’exemple, nous avons utilisé les valeurs initiales
b

suivantes pour analyser le comportement du filament.

z, = 1.5
Yo = 1
n = 3
De ces valeurs initiales, on obtient:
§ = arctan 22
o
= 33.7° = 0.588 rad.
R = 1.187
ap = 0.2938
a; = 0.1130
a3 = —0.0400

La figure 2.8 montre I’évolution sur une demi période d’un filament circulaire
avec une perturbation en créneau. Apres une demi période, le filament reprend
presque sa forme initiale tournée de 90 degrés. D’une période a I'autre, le filament
oscille mais ne reprend pas sa forme originale. Cela est di au fait que chaque
mode a une fréquence particuliere qui n’est pas un multiple du mode principal.
La figure 2.9 montre I’évolution de la perturbation axiale ((6,t) en fonction de
I’angle. Cette perturbation montre la déformation du filament selon le vecteur de
la binormale. Les endroits qui se déforment le plus sont les mémes que ceux qui
ont les courbures les plus fortes. De la méme fagon que la perturbation radiale,

la perturbation axiale oscille sans reprendre sa valeur initiale.

2.3.3 Perturbation ajustée

L’objectif est de définir une perturbation sur un cercle qui donnera comme résul-
tante un filament rectangulaire. Le probleme est de trouver ’équation de cette

perturbation initiale. En coordonnées polaires, on a:
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Figure 2.8: Déformation par la perturbation radiale r(f,t) au cours du temps

pour z, = 1.5, y, =1 et n = 3.

H ~
£ P angle (rad)

5
-0.1 N/ VN _//

Figure 2.9: Evolution de la déformation axiale ((0,t) engendrée par une per-

turbation en créneau pour z, = 1.5, y, =1 et n = 3.
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r = rcosf

y = rsinf

Il est assez facile de conclure que les perturbations initiales ont la forme:

Lo — R -6<0<é
r(0,0) = r(0) = {_1,_;’ R §<f<r_§ (2.24)
¢(6,0) = 0

ou 6 = arctan(y,/z,) est I'angle de coupure. Un filament rectangulaire est obtenu
en appliquant la perturbation 2.24 sur un cercle de rayon R comme le montre la
figure 2.10. Pour exprimer la perturbation radiale en série de Fourier, il nous faut
évaluer a,, a, et b,. La valeur de b, est nulle car la perturbation r(,t) est une
fonction paire. Mais, avant de procéder, nous aurons besoin de certaines formules
d’intégration tirées du livre de Ryznik (1994).

/ ,1 dr = In tan =

SIN T 2

/ L 4 In (”+x)
r = -4 =
cos T ftan 4 2

cos 2nzx " cos(2k — 1)z T

de = 2) ————+Intan—

/ sinz Lgl 2k —1 +nan2
cos 2nz " _psin(2k — 1)z T oz
do = 2 (-1 (<1 Intan (§ 4+ )
/ cosz T 2.(=1) 2k —1 +(=1)"Intan 4+2

b
Il

1

Alors, la valeur de a, et a, sont:

]

T—=0
Yo
/(cosﬂ ) 9+5/(sin9 R) d0

2 | o

| S — |

) tan( + ) tan(l—é)

[ 1+siné 6
_:co In (—1 — siné) — 2y, In (tan 5)] — 2R

INE

N[Oy

A |
H
I

| o
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it} Xo

Yo-R

Figure 2.10: Perturbation ajustée sur un filament circulaire afin d’obtenir un
filament rectangulaire.

| O

3

3| o

N ¥ o 3o ¥ e

- i

§ T—6
/ < To R> cos 2n6 do + / ( ,yo — R) cos 2n6 db
s cos J \sin 0

Z T {(—1)”‘]“3:0 sin((2k — 1)é) — y, cos((2k — 1)6)}] +

k=1

1 +siné )
Dz, In | ——— | — 2%, -
( )z, In (1 i 6) Yo In (ta,nQ)]

4

zn: ok — 1 {(—1)"‘kxo sin((2k — 1)6) — y, cos((2k — 1)6)}] +

k=1

(=1)"z, In (1 + s1n6) ol (ta,n 1+ cos 6)}

1 —siné 1 —cosé

La valeur de a, est annulée en posant:

1 1+siné 14 cosé
f= T lxoln (1 —siné) + 9o 1n (1 —cosé)]

Les relations de polarisation sont les suivantes:
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T(0,i) =

ERES]

n=1 k=1

1+sin§) ( 1+c055)]
-nH" In [t .
[( ) xom(l—sin& t an1—cos5

2n(4n? — 1)1/2 )
—t
R?

Z { [ 2k4_ 1 {(_1)"_kxosin((2k - 1)6) — yo cos((2k — 1)5)}:| +

cos(2n8) cos ( (2.25)

Rt 1/2
¢(6,t) = %Z (1 - 41?) { [ 2k4— ] {(—1)"_kxosin((2k —1)8) — yo cos((2k — 1)5)}] +
k

1+sin5) ( 1+c055)]
-1)" In|t .
[( ) J:om(l—sin5 + o an1—-cos<5

2n(4n? — 1)1/2
R? i

cos(2nf) sin ( (2.26)

Les équations 2.25 et 2.26 représentent ’évolution des perturbations radiale et
axiale en fonction du temps. La premiere harmonique est un mode deux et toutes
les autres sont paires. Les premiers termes de la sommation nous procurent
un bon apercu de I’évolution du filament auquel on applique une perturbation

ajustée. Pour montrer un cas particulier, considérons le cas suivant:

z, = 1.5
Yo = 1
n = 3

A partir de ces valeurs, les variables suivantes sont évaluées:

6 = a,rcta.n&
Ty

= 33.7° = 0.588 rad.
R = 1.358
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Figure 2.11: Déformation du filament rectangulaire par la perturbation radiale
r(6,t) au cours du temps pour z, = 1.5, y, =1 et n = 3.

ap = 0.3273
as = —01099
as = —0.1073

La figure 2.11 montre la déformation du filament avec la perturbation ajustée. La
déformation axiale avec le temps est montrée a la figure 2.12. D’une oscillation
a l'autre, le filament ne reprend pas sa forme initiale pour la méme raison que
pour un filament avec une perturbation en créneau. D’ailleurs, les deux types de
perturbations, en créneau et ajustée, ont un comportement qui se ressemble avec
le temps. Mais, on doit favoriser la perturbation ajustée car le filament s’approche
de plus en plus d’un filament rectangulaire lorsque n augmente. Cela n’est pas
le cas pour la perturbation en créneau. Par contre, le développement en série de
Fourier des relations de polarisation pour r(8,t) et ((6,¢) pour la perturbation

ajustée est nettement plus complexe que pour la perturbation en créneau.
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Figure 2.12: Evolution de la perturbation axiale ((#,t) au cours du temps pour
z,=15,y,=1et n=3.

2.4 Distinction entre un filament rectangulaire
et carré

Un cercle sur lequel on applique une perturbation dont ’harmonique principale
est 2, produit un rectangle. Un carré sera produit si on applique une perturbation
dont ’harmonique principale est 4. Le passage du mode principal de 2 a 4 se fait
en ajustant le rapport z,/y,. Pour ce faire, nous utilisons les deux invariants
(appendice C) soit le critere de surface et le critére du périmetre. A partir des
valeurs de z, et y,, on fait correspondre un cercle qui a la méme surface et le

meéme périmetre. En utilisant le critere de surface, le rapport z,/y, est:

4r,-y, = wk?

4xo% = 7z’
4

k= —

s
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Lo

k= 1273 = —
Yo
Le rapport z,/y, = 1.273 est la valeur qui délimite de part et d’autre un mode
2 d’un mode 4. Le mode principal est 2 pour z,/y, > 1.273 et est 4 pour
1 <z,/y, < 1.273. Avec le critere du périmetre, le rapport z,/y, s’écrit:

4z, +4y, = 27R

T, T

Io‘*‘? = Exo
1
ko= -
|
ko= 1752 = 22
Yo

Le mode principal est 2 pour z,/y, > 1.752 et est 4 pour 1 < z,/y, < 1.752. Les

rapports z,/y, < 1 ne sont pas intéressants car ils ont un équivalent horizontal

par symétrie.

Le mode principal est 4 pour z,/y, < 1.273, et est 2 pour z,/y, > 1.752
(figure 2.13). Mais que pouvons-nous affirmer pour 1.273 < z,/y, < 1.752 7 Les
équations de polarisation des perturbations de la section précédente montrent
que le mode principal est 2 pour toutes valeurs de z,/y,. Donc, pour rester
consistant avec ces relations de polarisations, on choisit le critere de la surface
qui nous permet d’avoir un mode de 2 pour 1.273 < z,/y, < 1.752 (figure 2.14).

En résumé, on a un filament carré de mode principal 4 pour:

Zo
1< —<1.273
Yo

Et, le filament rectangulaire est de mode principal 2 pour:

T > 1.273 (2.27)
Yo

Pour comparer deux filaments, le critere de la surface est plus approprié que celui

du périmetre.
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surface

Figure 2.13: Représentation visuelle des rapports de z,/y, de la théorie entou-
rant les criteres de surface et de périmetre.

mode 2; I
mode 4: i

mode 4 mode ? mode 2
surface

1 1.237 1.754 2 Yo

Figure 2.14: Choix du rapport de z,/y, qui distingue un filament rectangulaire
d’un filament carré.



CHAPITRE III

EXPERIMENTATION

Dans ce chapitre, nous présentons le contexte et le montage que nous avons
réalisé pour nos expériences. Nous présentons les principaux résultats obtenus de
la vitesse induite pour différents filaments de forme rectangulaire que nous com-
parons avec la vitesse induite théorique. Enfin, nous montrons quelques images
de la fragmentation du filament.

3.1 Montage

Le montage utilisé pour nos expériences est de type “orifice”. Le fluide utilisé
est 'air de la piece sans traitement spécifique. La qualité de Iair ainsi que les
variations de pression et de température ne modifient pas les résultats. Les valeurs

des différents parametres lors des expériences sont:

T ~ 300 K
p = 118 kg/m®
p = 1.85x107° Pa-s

v = 157Tx10"°m?s7!
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De la fumée est générée dans une enceinte fermée qui sert de traceur pour
visualiser les anneaux (figure 3.1). Une impulsion électrique est envoyée au haut-
parleur pour le faire déplacer brusquement d’environ un millimetre. La tension est
maintenue durant 1.5 seconde pour étre graduellement relachée par la suite pour
éviter la formation d’un tourbillon secondaire (figure 3.2). Le déplacement et la
vitesse du haut-parleur varient selon I’amplitude de I'impulsion. Le haut-parleur
atteint son déplacement maximum 0.03 seconde apres le début de I'impulsion. Ce
temps de montée du haut-parleur est constant pour toutes les expériences ce qui
est une limitation de notre montage. La vitesse de déplacement du haut-parleur
influence la circulation et le temps de montée influence le rayon du filament
tourbillonnaire. Par conséquent, le rayon (o) de nos filaments est constant pour
toutes nos expériences avec un orifice donné. Par la suite, le haut-parleur a un
léger recul pour se maintenir a la méme position durant le reste de 'impulsion.
L’écart entre le déplacement maximun et sa position moyenne est dii a l'inertie
du haut-parleur et la résistance de ’air a I’embouchure de 'ouverture. Cet écart
est indésirable car il peut se former un tourbillon secondaire qui vient interagir
avec le tourbillon principal en diminuant la vitesse d’induction. On a constaté
qu’on pouvait diminuer cet écart en diminuant la surface de 'ouverture ce qui
a pour effet d’accroitre I'impédance mécanique du systéme. On a donc intérét a
avoir des ouvertures avec des surfaces réduites. Mais plus la surface de 'ouverture
diminue, plus on diminue le rayon (R) de notre ouverture. 1l faut se rappeler que
notre théorie exige R > o pour étre applicable. Un compromis acceptable est
d’avoir des surfaces d’au moins 4 cm?. On donne dans le tableau 3.1 les valeurs
de déplacement du haut-parleur en fonction de la tension qui sert au calcul du

nombre de Reynolds.

Les variables importantes en expérimentation sont la circulation (x), la
vitesse de déplacement (V;), le nombre de Reynolds (Re) et le rayon (o) du
filament tourbillonnaire. Avec notre montage expérimental, on a la possibilité
de faire varier Re en contrélant la vitesse de sortie de 'air et la dimension de
la fente. On n’a pas la possibilité de faire varier la dimension du filament car le
temps de montée des impulsions est le méme dans toutes les expériences. Toute
Pexpérimentation est basée sur ces deux critéres: nombre de Reynolds et dimen-

sion de 'ouverture.
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Tableau 3.1: Déplacement (D) du haut-parleur en fonction de la tension (Volts)
pour une ouverture de 6 cm? et D}, = 2.764 cm

Tension (Volt) D (mm) V; (cm/sec) Re k (cm?/sec)
40 .004 1.09 19.19 3.01
.00 .007 1.91 33.63 5.28
.60 189 ol.4 904.9 142.1
.70 311 84.7 1491  234.1
.80 514 140 2465  387.0
.90 126 198 3486  547.3
1.00 1.00 272 4789  751.8
1.10 1.29 351 6179  970.1
1.20 1.61 438 7711 1211
1.30 1.89 ol5 9067 1424
1.40 2.14 583 10263 1611
1.50 242 659 11602 1821
1.70 2.73 743 13081 2054
2.00 2.87 770 13556 2128
3.00 2.87 781 13750 2159
4.00 2.88 784 13802 2167
5.00 2.90 789 13890 2181

*D., : diametre équivalent pour un cercle ayant une surface identique.
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Nous n’avons pas de données expérimentales sur la distribution de la cir-

culation. Un vélocimetre Doppler ou la technique des bulles d’hydrogene sont

communément utilisés pour déterminer la distribution de la vitesse et par le fait

meéme, la circulation. Ne disposant pas de ce type d’équipement, nous approxi-

mons Re a partir de la vitesse moyenne qui correspond a une distribution d’un

corps rigide. Le nombre de Reynolds est nécessaire afin de déduire la circulation.

Naturellement, on calcule des valeurs moyennes du nombre de Reynolds et de la

circulation car on ne peut pas déterminer ces valeurs autrement.

Sh—p =~ 490 cm?
D
Viep = —
h—p ¢
t ~ 0.03s
V — Vh—p : Sh_p
Sfente
Vs ) De
Re = ——2
v
k = Rep = Vs Dey
Sp—p 1 surface du haut-parleur
Vip @ vitesse de déplacement du haut-parleur
D : déplacement du haut-parleur (mm)
D, : diametre équivalent pour un cercle

ayant une surface identique (¢m)

t : temps de monté du haut-parleur (s)
Vs : vitesse du fluide a la sortie de la fente (cm s7?)
Stente : surface de 'ouverture (cm?)

3.2 Induction

Des le moment ou le haut-parleur arrive a son déplacement maximum, il y

décollement du filament de tourbillon de la paroi car il n’est plus alimenté par
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Figure 3.1: Photo du montage expérimental.

Figure 3.2: Distance parcourue par le haut-parleur en fonction du temps pour
une ouverture de 6 cm?.
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Figure 3.3: Formation d’un anneau de tourbillon par une ouverture rectangu-
laire, 1/30 seconde par image, Re = 3000.

I’apport d’air venant de ’enceinte. A partir de cet instant, le filament tourbillon-
naire évolue sous sa propre induction. Ce phénomene est illustré dans la figure
3.3 qui utilise un laser donnant une coupe transversale du filament. Lors de la
sortie de l'air par 'ouverture, il y a un enroulement a la paroi qui démontre que
le filament tourbillonnaire est généré par les gradients de pression et de vitesse et
que Re n’est pas tres élevé. A Pembouchure de I'ouverture, il peut y avoir aussi
un tourbillon secondaire apres le décollement de la paroi du tourbillon principal.

Ce tourbillon secondaire tourne dans le sens inverse du tourbillon principal.

Le tableau 3.2 établit une comparaison entre deux ouvertures rectangulaires
de dimensions 2 X 3 em et 1.7 x 3.5 em. Pour ces ouvertures, le filament ne
se propulse pas sous sa propre induction pour des Re inférieurs & 2000 car il
s’effondre des sa formation. Pour des Re plus élevé que 7000, le filament se
détruit par une instabilité de mode 7 ou 8 apres seulement une demi période
d’oscillation. Le mode 8 apparalt avec les Re les plus élevés. Le filament est
d’autant plus stable que le rapport de z,/y, se rapproche de ’unité pour un
Re donné. Le rayon du filament tourbillonnaire est d’environ 0.5 ¢m. Les valeurs
fournies sont des valeurs moyennes. La vitesse d’induction dépend principalement
de Re et pas du rapport z,/y, de 'ouverture. La période d’oscillation diminue au
fur et & mesure que Re augmente. La période est plus longue pour la deuxiéme
oscillation que la premiere sur le filament. L’écart entre la période de la premiere

et de la seconde oscillation s’atténue lorsque Re augmente.
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Tableau 3.2: Vitesse d’induction expérimentale pour des ouvertures de 6 cm?.

2x3cm 1.7 x 3.5¢em
Re | Voya Période Mins* | V1i7x3.5 Période Mins
emfs 1 osck 2 osc em/s 1osc 2osc
2400 | 18.2 10 13 — 17.4 11 18 —
3486 | 21.7 7 11 — 23.2 9 12 —

3336 | 24.3 6
4789 | 31.2 3.9
4426 | 33.1 )
6179 | 35.8 4.5
7711 | 44.0 4

— 25.9 7 7.5
— 29.1 6 7
34.2 4.5 )
— 34.7 4.5 )
7 43.3 3.5 3.5

SOt O o
|
0~~~ |

*M;ns © Mode instable
xosc : oscillation, en trentiemes de seconde

La vitesse expérimentale et le rayon du filament sont mesurés avec une
caméra vidéo. Les images se suivent a tous les 1/30 de seconde. On emploie
I’équation B.12 (p. 86) pour trouver la vitesse induite théorique en gardant la
partie de la translation seulement. La vitesse induite théorique (V;z) est évaluée
pour R = D, /2 = 1.38 ¢em et 0 ~ 0.5¢cm. Le tableau 3.3 compare la vitesse
expérimentale V.,, = (Vaxs + Virxas)/2 moyenne avec la vitesse théorique Vjy.
Dans I’élaboration de I’équation de la vitesse théorique, on a posé K >> o¢. En
raison des limitations de notre montage, cette condition n’est pas entierement
satisfaite. Le rapport de la vitesse théorique sur la vitesse expérimentale est

approximativement constant.

o= 2 o]

ag

La vitesse d’induction en chaque point du filament tourbillonnaire rectan-
gulaire n’est pas la méme. On constate que les extrémités ont des vitesses
d’induction plus élevées qu’ailleurs sur le filament. En général, apres 2 ou 3
trentiemes de seconde, le filament a la méme forme qu’a la sortie de la fente mais
il a tourné de 90 degrés dans le cas d’une ouverture qui possede un mode principal

2 (équation 2.27). Cette rotation pour un filament rectangulaire est présentée a
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Tableau 3.3: Comparaison de la vitesse d’induction expérimentale avec la vitesse
théorique.

Re & (em?/s) Vin (em/s) Vewp (cm/[s) Vewp/Vin

2400 467.1 27.3 17.8 0.65
34386 547.3 32.0 22.5 0.70
3336 649.5 40.0 25.1 0.63
4789 751.8 44.0 30.2 0.69
4426 861.0 50.3 33.7 0.67
6179 970.2 56.8 35.3 0.62
7711 1211 70.7 43.5 0.63

la figure 3.4. Dans le cas d’un mode principal 4, on observe le méme phénomene
mais ’angle de rotation est de 45 degrés (figure 3.5). D’une période & 'autre, les
angles droits originaux s’atténuent pour devenir presqu’un filament circulaire. Il
est bon de mentionner qu’il n’y a aucun déplacement de matiere. L’apparence de

rotation est diie a la déformation du filament et non a la rotation de la matiere.

3.3 Scission du filament rectangulaire

Au-dela d’un certain rapport z,/y, et pour Re suffisamment grand, le tube tour-
billonnaire n’oscille plus. Pour des configurations particulieres, il y a séparation
du tube tourbillonnaire en deux ou trois tourbillons circulaires dés la premiere
oscillation lorsque le filament est rectangulaire de mode principal 2. Pour un
filament carré, il n’y a jamais fragmentation du filament peu importe Re. En

augmentant Re, le filament carré oscille plus rapidement, tout simplement.

On a adapté un jeu de miroirs a notre montage pour avoir une vue tridimen-

sionnelle et pour comprendre la déformation du filament (figure 3.6).

La séparation du filament en deux anneaux se produit pour des ouvertures
ayant un rapport de 3.5/1 jusqu’a environ 5.5/1. Il se forme deux anneaux si-
milaires quasi circulaires. Pour une ouverture en deca du rapport 3.5/1, il est

impossible de fragmenter le filament de tourbillon original. I.’angle de séparation
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Figure 3.4: Rotation de 90 degrés pour un filament rectangulaire (vue de face).

Figure 3.5: Rotation de 45 degrés pour un filament carré (vue de face).
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entre les deux anneaux est d’autant plus grand que le rapport de 'ouverture
T,/Y, est plus élevé. De 3.5/1 a 4.5/1, il se peut que les filaments se rejoignent
en un seul apres séparation, étant donné que ’angle de séparation entre les deux

filaments tourbillonnaires est petit.

Dans des conditions particulieres, les tourbillons se propagent dans le plan
de I'ouverture apres séparation. On a utilisé une fente de 3.5/1 et un nombre de
Reynolds d’environ 2500. En fait, il y a séparation apres la demi période, ensuite

jonction en un filament pour se séparer apres une période.

Lorsque le rapport atteint 6/1 jusqu’a 7.5/1, il peut y avoir formation de
trois tourbillons. Pour des Re faibles, le tourbillon central est nettement plus
gros que les deux autres qui se trouvent aux extrémités. Au fur et a mesure que
Re augmente pour une méme ouverture, le tourbillon du centre devient plus petit
et ceux des extrémités grossissent. Lorsque Re augmente, 'angle de séparation
entre les deux tourbillons des extrémités diminue. Pour un Re suffisamment élevé,
il y a seulement deux tourbillons comme dans le cas d’une ouverture de rapport

plus petit.

Un rapport d’ouverture plus grand que 8/1 ne donne pas un nombre de
tourbillons supérieurs a trois. Le nombre de tourbillons maximun qu’on a obtenu

avec notre montage est de trois.

Lorsqu’il y a séparation en deux ou trois tourbillons, ceux-ci sont reliés par
un mince fil qui demeure dans la trainée (figure 3.6). La séparation du filament se
produit presque toujours apres une demi période. C’est-a-dire que si la fente est
horizontale, les deux (ou trois) tourbillons voyagent dans le plan vertical apres

séparation.
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Figure 3.6: Trainée qui accompagne un filament tourbillonnaire séparé en a)
deux ou en b) trois.



CHAPITRE IV

INTERPRETATION DES RESULTATS
EXPERIMENTAUX

Le principal objectif de notre expérimentation est de décrire la déformation du fi-
lament lorsque celui-ci se meut par sa propre induction. On veut aussi savoir dans
quelles conditions on obtient des modes supplémentaires et comment ces modes
affectent le comportement du filament dans le temps. Nous abordons I’explication
sommaire du processus de la fragmentation d’un filament rectangulaire. De plus,
nous montrons qu’il peut y avoir une similitude entre la collision de deux anneaux
circulaires et un filament rectangulaire.

4.1 Déformation d’un filament rectangulaire

Jusqu’a présent dans la littérature, il n’y a pas eu d’expériences exploitant les
fentes rectangulaires spécifiquement. Une premiére approche a été faite par
Kambe qui s’était intéressé a plusieurs types d’ouvertures. On utilise son tra-

vail comme point de comparaison pour nos expériences.

On constate que les zones de fortes courbures se déplacent plus rapidement
selon I’axe central. Cela est conforme aux prédictions de Hama (1962). Donc, les
extrémités du filament rectangulaire se déplacent beaucoup plus rapidement que
les zones planes. On sait également que le filament ne s’étire ou ne se contracte pas

dans les premiers instants de son induction et conserve la méme longueur. Cela
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Figure 4.1: Schéma de la déformation du filament tourbillonnaire rectangulaire
de mode 2 (haut: vue a angle; bas: vue de face).

explique que les extrémités ne se propagent pas en ligne droite. Elles se dirigent
I’une vers 'autre des la formation du filament tourbillonnaire. En s’avancant
I’une vers l'autre, elles provoquent une courbure dans la partie qui était plane a
’origine de sorte que la vitesse de cette derniere partie augmente. Il s’ensuit une
diminution de la courbure ainsi qu’un ralentissement des extrémités (figure 4.1).

Le méme principe s’applique a un filament ayant un mode principal 4.

Il y a un écart entre la vitesse expérimentale et théorique d’environ 40 pour
cent (voir table 3.3). Cette différence est expliquée par Maxworthy (1972) qui a
montré qu’il y avait une perte de la circulation dans la trainée diminuant ainsi la
vitesse d’induction. Apres seulement quelques centimetres, on peut avoir perdu
jusqu’a 50 pour cent de la circulation originale. De plus, lors de la formation du
tourbillon principal, il y a apparition d’un tourbillon secondaire qui interagit avec

le tourbillon principal en diminuant sa vitesse.

Expérimentalement, un filament tourbillonnaire rectangulaire perd sa forme

originale d’une oscillation a ’autre par la présence de la viscosité.
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4.2 Instabilité

Les tourbillons issus d’une fente rectangulaire subissent des perturbations et
I’instabilité s’y installe plus facilement que sur un anneau issu d’une ouverture
circulaire. Un nombre de Reynolds trop élevé empéche ’anneau d’osciller autour

d’une forme d’équilibre qui est la forme de "ouverture.

Pour les filaments rectangulaires de 2 x 3 em et 1.7 x 3.5 em, on a vu
apparaitre un mode 7 ou 8 (voir table 3.2) supplémentaire spontané qui vient
détruire le filament pour des Re supérieurs a 3300. L’équation E.35 (p. 159)
définie dans I’appendice E, provenant de I'article de Widnall et Sullivan (1973),

sera utilisée pour fins de comparaison.

V = 1n@+A—1
N o 2
Vo= 284

ou B = 1.38 ¢cm et 0 ~ 0.5 em sont des valeurs expérimentales. Comme nous
avons supposé la distribution d’un corps rigide pour nos expériences, nous avons
choisi A = 0.25. Pour cette valeur de V, Widnall et Sullivan ont observé dans
leurs expériences un mode 8 apparaitre spontanément (figure 4.2). De ce point
de vue, nous pouvons comparer nos résultats aux leurs. Ce mode spontané
n’apparait pas dans tous les cas. Pour Re faible, le filament rectangulaire oscille
durant quelques périodes et le filament se dissipe par 'effet de la viscosité. Dans
ces cas-ci, la viscosité a un effet stabilisateur et empéche ’instabilité de s’installer.
Pour de treés hauts Re, le filament est instable dés sa sortie de 'ouverture et est
détruit.

4.3 Fragmentation

Comme nous ’avons mentionné, les extrémités du filament rectangulaire se diri-
gent 'une vers 'autre a cause de leur courbure locale qui est plus forte par

rapport au reste du filament qui occasionne une vitesse induite plus élevée. Le
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Figure 4.2: Nombre d’ondes (m) instable en fonction de V: x, expérience; o,
prédiction théorique au maximum d’amplification (Widnall et Sullivan, 1973).

phénomeéne de scission est exclusivement di au rapport z,/y, du filament et a
la présence de la viscosité (figure 4.3). La premiere étape (1) montre le filament
rectangulaire. On sait que les endroits qui ont une courbure plus grande au-
ront une vitesse d’induction plus élevée que le reste du filament (étape 2). Les
extrémités se déplacant 1’une vers I’autre, induisent une courbure sur les parties
planes du filament qui augmentent leur vitesse d’induction qui est d’autant plus
petite que le rapport z,/y, est grand. Ce faisant, la vitesse induite sur les parties
planes diminue celle des extrémités car la courbure des extrémités diminue (étape
3). Pour un rapport de z,/y, suffisamment grand, il y aura scission du filament
lorsque les extrémités se rejoignent (étapes 4). Par la suite, les deux filaments

resultant sont presque circulaire et se séparent a vitesse constante (étape 5 et 6).

Le rapport minimum trouvé expérimentalement est de 3.5/1. Au dela de
ce rapport, les deux extrémités entrent en contact et provoquent la séparation
du filament. En deca de ce rapport, il est impossible de fragmenter le filament

rectangulaire.

Apres fragmentation du filament en 2, ’angle de séparation entre les deux
filaments circulaires est d’autant plus grand que le rapport z,/y, est grand. Cela
s’explique par le fait que les extrémités avancent plus rapidement que les parties
rectilignes du filament. Plus le rapport z,/y, augmente et moins les parties

rectilignes vont s’éloigner 'une de ’autre car elles ont une vitesse induite plus
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Figure 4.3: Schéma du mécanisme de séparation en 2 du filament tourbillonnaire
rectangulaire (haut: vue & angle; bas: vue de face).

faible.

La fragmentation du filament en 3 est plus complexe. On n’est pas en mesure
d’en présenter une explication complete. D’ailleurs, personne ne I’a jamais fait.
Comme on ’a déja mentionné, cela se produit pour des rapports de z,/y, plus
élevés. Sommairement, nous avons constaté qu’il n’y a pas seulement que les
extrémités qui entre en contact lors de la fragmentation du filament en 3 parties.
Les points de rencontres sont plus nombreux et cela a pour effet de produire un
filament central avec 2 autres en périphérie qui se propagent perpendiculairement
a ’orientation de la fente rectangulaire initiale. Ces 3 filaments sont tous presque
circulaires. De nos expériences, il a été impossible de savoir avec précision les
endroits que le filament rectangulaire se recoupait. Cela nous empechait d’aller
plus loin dans nos investigations. Afin de savoir ces points de rencontres, il nous

aurait fallu un équipement plus sophistiqué et précis.

Apres séparation des tourbillons, il y a un filament qui relie ceux-ci et qui
reste dans la trainée. Ce phénomeéne est expliqué sommairement par Melander
et Hussain (1989). Ce filament se compose d’une partie du fluide du filament
tourbillonnaire qui se mélange avec une partie du fluide extérieur qui ne possede

pas de circulation. Méme sans la séparation du filament tourbillonnaire, on peut
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apercevoir une trainée qui est pareillement composée.

Lors de la séparation du filament original, la rencontre des deux extrémités
des tourbillons ainsi formés se fait aprés une demi-période et c’est la raison
pour laquelle les tourbillons se propagent perpendiculairement a la fente. Si

la séparation ne s’est pas faite apres une demi-période, elle ne se fera pas.

4.4 Similitude entre deux anneaux circulaires
et un tourbillon généré par une fente rect-
angulaire

Il y a une similitude frappante entre la dynamique de la collision de deux anneaux
circulaires et 1’évolution d’un filament rectangulaire. Il est possible de concevoir
un tourbillon généré par une fente rectangulaire comme la jonction de deux an-
neaux circulaires. Ce lien n’a encore jamais été montré jusqu’a présent. Illustré a
la figure 4.4, nous avons comparé nos résultats expérimentaux avec les résultats
d’une simulation numérique faite par Kida et al. (1991). Comme on le sait, il y a
eu beaucoup de simulations numériques de la jonction de deux anneaux depuis la
derniere décennie. Expérimentalement, la collision de deux filaments circulaires
a été réalisée par Kambe (1971) et aussi par Fohl et Turner (1975). La similitude
s’établit lors de la jonction des deux anneaux circulaires pour n’en former qu’un
seul. A ce moment, le filament tourbillonnaire ressemble & celui qui est formé
par une fente rectangulaire et se comporte de la méme facon. La déformation
s’effectue aussi de la méme maniere et il y a la présence d’un filament reliant les
deux tourbillons ainsi qu’une trainée apres la séparation. Ces simulations permet-
tent d’obtenir des informations supplémentaires telles que la circulation, la vitesse
et la pression en tout point du filament. De plus les simulations peuvent prendre
en considération la viscosité, parametre tres difficile a inclure dans nos équations
théoriques. Bien que nous n’ayons pas inclus la viscosité dans nos équations, ne
perdons pas de vue qu’elle est un facteur primordial dans la fragmentation d’un

filament rectangulaire.
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Vue

a) Face Coté

Figure 4.4: Images expérimentales d’un tourbillon issu d’une fente rectangulaire
comparées avec les images de la collision de 2 tourbillons obtenues par simulation

(Kida, Takaoka et Hussain, 1991).



CONCLUSION

On a utilisé différentes méthodes pour déterminer la vitesse d’induction d’un fila-
ment rectangulaire. La plus probante est celle qui utilise le “Concept d’induction
localisée” développé par Hama (1962). La méthode des quatres filaments rec-
tilignes donne également une vitesse d’induction intéressante en utilisant la loi
de Biot-Savart. On a confirmé que les endroits ayant la vitesse d’induction la
plus élevée se situent aux extrémités du filament rectangulaire et cette vitesse est

d’autant plus élevée que le rapport z,/y, augmente.

L’existence de deux parametres invariants pour les filaments fermés a été de-

montrée:

e La longueur du filament reste constante dans le temps.

e La surface fermée projetée du filament reste constante dans le temps.

Le “Concept d’induction localisée” fait un lien direct entre la vitesse d’induction
et la courbure locale du filament tourbillonnaire. Plus la courbure a un point
du filament est élevée, plus sa vitesse d’induction est grande. Conceptuellement,
les deux parametres d’invariance avec le “Concept d’induction localisée” forment
les bases permettant d’expliquer le comportement et de prédire 1’évolution d’un
filament tourbillonnaire fermé en absence d’instabilité et de viscosité. En con-
sidérant seulement ces criteres d’invariance et le “Concept d’induction localisée”

on démontre que tout filament non circulaire oscille continuellement.

Nous avons présenté les équations de la déformation du filament rectangulaire
en utilisant la théorie des perturbations. Nous avons appliqué ces équations a
deux configurations initiales de perturbations. Les deux configurations donnent

des résultats essentiellement analogues mais la technique de la “perturbation
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ajustée” donne des résultats légerement meilleurs que celle de la “perturbation
en créneau”. Le développement en série de Fourier des perturbations initiales
a montré la présence de modes pairs seulement dont le mode deux est le mode
principal. De plus, le filament ne retrouve pas sa forme initiale apres chaque
oscillation car la relation de dispersion indique qu’il y a une fréquence particuliere
pour chaque mode pair. Cette fréquence augmente avec le mode. Nos expériences
ont corroboré le fait que le filament oscille autour de sa forme d’origine comme

la théorie le démontre.

La théorie de la stabilité est nécessaire pour expliquer le phénomene de de-
struction des filaments rectangulaires dans nos expériences. De cette théorie, on
montre que méme en ’absence de la viscosité, la plupart de filaments deviennent
instables et se détruisent avec ’apparition d’une onde qui croit avec le temps.
Cette onde instable se développe et a un mode particulier qui dépend du rayon
o du filament. Ainsi, plus le filament est petit et plus le mode instable est élevé.
Expérimentalement, on peut diminuer la dimension du filament en diminuant la
durée de 'impulsion. Dans nos expériences, la durée des impulsions est constante
et on ne peut modifier la dimension o des filaments. La viscosité peut également
détruire le filament tourbillonnaire en dissipant la circulation du tourbillon avec
son environnement immédiat . En fait, tout filament tourbillonnaire a un temps
de vie limité et est détruit par la présence de la viscosité ou par ’apparition d’une

onde instable ou par I’effet conjoint des deux.

Dans I’ensemble, nos résultats expérimentaux coincident assez bien avec les
prédictions théoriques malgré notre impossibilité de déterminer la distribution de
la circulation qu’on a supposée constante dans nos calculs. Une fagon de trouver la
distribution de la circulation serait ’utilisation d’un laser Doppler. L’écart entre
la vitesse théorique et expérimentale est expliquée par la perte de circulation
dans la trainée et par la présence d’un tourbillon secondaire. De notre montage
expérimental, on a un controle sur le nombre de Reynolds et la dimension de

I’ouverture. Le nombre de Reynolds nous permet de faire varier la circulation.

La fragmentation d’un tourbillon rectangulaire en 2 ou 3 tourbillons circu-
laires, qu'on a observée sous des conditions particulieres, est expliquée par la

présence de la viscosité et le rapport de z,/y,. L’étude de la viscosité ne fait
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pas partie des objectifs de ce mémoire mais est 1’élément essentiel qui explique la
fragmentation. De plus, la simulation numérique de la collision de deux filaments
circulaires a une ressemblence troublante avec la fragmentation d’un filament
rectangulaire en deux. Cela nous indique que la compréhension de la collision de

deux filaments circulaires serait utile pour celle d’un filament rectangulaire.

Expérimentalement, il est évident que la viscosité affecte les résultats. Notre
théorie ne la considére pas mais, pour des études ultérieures, il serait intéressant
de I'inclure. On est conscient que cela ne sera pas aisé car les équations devien-
nent non linéaires, ce qui augmente considérablement la difficulté de trouver une

solution.



APPENDICE A

FORMULE DE BIOT-SAVART

Cet appendice est essentiel pour I’étude de la vitesse d’induction d’un filament
tourbillonnaire. La formulation de la vitesse d’induction se présente sous la méme
forme que la formule de Biot-Savart. Cette formule est générale et sans approxi-
mations.

Vitesse d’induction

Le vecteur tourbillon © s’exprime en fonction de la vitesse comme:

Q=Vxgq (A1)

ou q = q(r,t) représente le vecteur vitesse. On voit par cette équation que le
vecteur tourbillonnaire €2 est facile a trouver si on connait le vecteur vitesse q
mais on ne le connait pas. C’est justement ce dernier que ’on veut trouver. Pour
ce faire, il est possible d’exprimer le vecteur vitesse (Ryhming, 1991, p. 30) &
I’aide d’un vecteur potentiel A pour un fluide incompressible et stationnaire tel

que:

q=V x A
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Cette substitution est valable car elle satisfait I’équation de continuité (A.2).

V- (pq)=0 (A-2)

Donc, le vecteur potentiel doit étre solénoidal (V - 4 = 0). On effectue le rota-
tionnel de part et d’autre de I’équation A.1l afin de trouver une solution pour le

vecteur potentiel.

Vxq = Vx(VxA)
= V(V-A)-V?4
—

=0

Vxq = —V34

Cette équation est semblable a I’équation de Poisson pour chaque composante de
q q

A. La solution de cette équation différentielle est de la forme:
1 Q(x*)
= — [ ———=dV(x"
A) = g [ e V)

Par définition, on a:

ro= |x—x"|
x = x(z,y,2)
X = Xz, o)
dV(x*) = élément de volume

g 0 0
Ve = (a—w’a—m)

Pour un point quelconque P(z,y,z), expression du vecteur potentiel devient

I’équation A.3.
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1 19
A@ﬁ?—/—W' (A.3)
v
On peut simplifier I’équation A.3 en employant la relation suivante:

NdV =|Q|Sds =« ds

dV :  élément de volume du filament tourbillonnaire
S :  surface perpendiculaire au filament

ds :  élément de longueur du fil tourbillonnaire

Kk :  circulation

O I L i
A(x)_E!TSdS—ALW/T
q = VxA

= V;x !i/ds(’,ﬁx*)]

C

= 5[V xds(x)

Vo(=) = —3

1
r r

La vitesse induite d’un filament tourbillonnaire s’exprime par ’équation suivante:

q:_i/rxds(x*) (A.4)

47 r3

En employant les relations ds(x*) = tds et t = Or/0s, ou t est le vecteur tangent

unitaire, la vitesse induite se modifie pour devenir:

Kk ds Xr

4 3

dq
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Cette équation est ’équivalent de la loi de Biot-Savart en électrodynamique:

dB:&]dl;(r

4 7

La ressemblance est frappante car les deux équations sont équivalents lorsqu’on

substitue:

I = &
B = ¢q
dl = ds

Alors, a partir de maintenant on a une équation A.5 pour I’évaluation de la vitesse

induite d’un filament tourbillonnaire.

kK Ttxr
alx) = - / “ S ds (A.5)

—0o0

Cette derniére équation est le point de départ de plusieurs articles dans la déter-
mination de la vitesse d’un filament tourbillonnaire. De la similitude évidente
avec la forme de la loi de Biot-Savart en électromagnétisme, on lui conserve le

méme nom en mécanique des fluides: “Formule de Biot-Savart”.



APPENDICE B

VITESSE INDUITE

L’évaluation de la vitesse sous la forme intégrale de Biot-Savart est peu com-
mode a manipuler et donne souvent des formes intégrales impossibles a résoudre.
L’emploi de 'ordinateur est essentiel si on veut s’attaquer a ces équations inté-
grales directement. Cet appendice développe une approche différente proposée
par Hama (1962) pour déterminer la vitesse d’induction et qui porte le nom de
“Concept d’induction localisée”. Ce concept détermine la vitesse d’induction
en fonction du rayon de courbure. On applique ce concept pour des filaments
tourbillonnaires parabolique, sinusoidal et exponentiel. De plus, une forme po-
laire de la vitesse d’induction est donnée.

Vitesse induite en fonction du rayon de courbure

Concept d’induction localisée

La procédure est inspirée de Hama (1965). La formule de départ est celle de
Biot-Savart (A.5). Il faut trouver le vecteur rayon et le vecteur tangentiel (figure
B.1) pour un filament quelconque. Le vecteur rayon sur un filament est exprimé

comime:

r(&,t) =r(s +£&,t) —r(s,t)
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Figure B.1: Composantes d’un filament tourbillonnaire.

ou & = £(s) est le parametre qui parcourt le filament tourbillonnaire. La valeur
de € est infime et on fait un développement en série de Taylor du rayon r(¢,t)

autour du point £ = 0. La variable s est un point du filament et ds = d¢.

r(f) = a1 +azf® +- -

Les a; sont des vecteurs évaluer a £ = 0.

ap = 0Or/d¢ (B.1)
ag = %a%/aﬁ (B.2)

1
ag = 58%/853

La courbe doit étre sans discontinuité et continiment dérivable. Le vecteur tan-

gentiel t est la dérivée du vecteur rayon r.

t = ar(é,t)/ds
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Ir(&,t)/0¢
= ay+2azé + -

Maintenant, on a les deux vecteurs essentiels pour trouver la vitesse induite. Il

nous faut évaluer leur produit vectoriel t x r.

txr = (ar+2a2f+--) x (a1l +agt’ +--)
~ (a1 x a1)é + (ag x a1 + 2a;1 x az)é? + O(€°)

~ (a1 x az)é* + 0(¢%)

~ (a x az)|¢|?

Il nous faut également la valeur du module du rayon.

r> = r-r
= [(ard + a2’ + )7
= [a1*[¢]* +2a1 - a2’ + -+

P = leallel (14 e

|az|?
— _ - ay - az
r3 = |a1|3|€|3(1_3 |2€+)

a1
~ a0 €70

On a toutes les variables nécessaires pour déterminer la vitesse induite par la

formule de Biot-Savart.

Kk Ttxr
= d
1 47r/ r3 S

—00

K 7 a1><a21
[ Bt o)«

4r lag |3

12
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K 7 a] X ag 1
~ 2/ l S |s|+0(”l “

Nous savons que les aj sont évalués au point ¢ = 0. Donc, ils sont indépendants

de € et peuvent sortir de ’intégrale.

(o0}

Kk a1 X 232
~— " o) d
1= O/[W K

47T |a1|3

Pour éviter la discontinuité au point £ = 0, on donne une dimension au filament
tourbillonnaire (o) qui est le rayon du filament a partir de son centre. On limite
Pintégration a une distance finie du point dont on évalue la vitesse induite, ce qui
revient a négliger 'induction a longue distance. Les bornes de I'intégration sont

de o jusqu’a 1. On utilise aussi les relations B.1 et B.2.

K |a1|3

g & X(zaZ)/lliJrO(l)] dé

_ (0r/05) x (8*r/0s?) | 1
~ TR In =+ O(1) (B.3)

Nous appellons I’équation B.3: “Concept d’induction localisée”. Lorsque
o < 1, le terme qui est de 'ordre de I'unité O(1) est négligeable. La vitesse
induite d’un filament de troubillon par lui-méme peut étre écrite, apres une

définition adéquate du temps (exprimé en m?) comme:

dr _ (0r/ds) x (0°r/0s?)
o= |orjosP (B-4)

Cette derniere formulation B.4 est couramment utilisée pour 1’évaluation de la
vitesse d’'induction. Il est a noter que la vitesse induite sur un filament courbé
est proportionnelle au rayon de courbure local du filament. Le lien entre les deux

est démontré sommairement ci-dessous.
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Rayon de courbure

Pour trouver le rayon de courbure d’une courbe, on a besoin des trois relations
de Frenet-Serret (voir Spiegel, 1979 et Hurley, 1980).

dT dB dN

—=¢N—=—-7N —=7B —-«T

ds " ds ds °
Par définition T est le vecteur unitaire tangent a la courbe, N le vecteur unitaire
normal et B le vecteur unitaire binormal. Le vecteur r = r(t) est une courbe
dans R? qui est dérivable partout. De plus, la distance est une fonction du temps

qui s’exprime comme s = s(t) ou ds/dt = |dr/dt|.

T = dr/ds
_dr/dt
~ ds/dt

dT/ds = d°r/ds*
= ¢N

(dr/ds) x (d’r/ds*) = T xcN
(dr/ds) x (d’r/ds®) = ¢T xN
= ¢B

Trouver le module de dr/ds est I’équivalent de trouver le module de T qui est un
vecteur unitaire et on conclut que |dr/ds| = 1. Maintenant, il est facile de faire le
pont entre le rayon de courbure (1/<) et la relation de la vitesse induite trouvée

plus haut.

dr/ds) x (d*r/ds?)
|dr/ds|?

<B=(

Ainsi, la vitesse est une fonction de la courbure et elle est dirigée selon la binor-

male.

(dr/ds) x (d*r/ds?)

dr/dt =
r/ \dr /ds[®
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Dans certains articles, le dénominateur n’est pas considéré car ce dernier ne
change pas la vitesse induite puisqu’il vaut un. Cette derniere équation est tres
intéressante car c’est une équation différentielle beaucoup simple que ’équation
intégrale originale. L’amplitude du coefficient de In(1/0) de 1’équation B.3 est
la courbure ¢ = 1/R du filament tourbillonnaire. La vitesse d’induction s’écrit

comime:

4 1 1 1
ﬂ:—]n—:§ln— (B.5)

K R o o

La vitesse d’induction est directement proportionnelle a la courbure. Cette ap-
proximation est valable lorsque le rayon du filament o est extrémement petit
et que l'induction & longue distance est négligée. Il faut dire également que le
phénomene de torsion n’est pas pris en compte. De la derniere équation, la vitesse
d’induction est maximale a I’endroit ou la courbure est la plus forte ou, ce qui

revient au méme, le rayon de courbure est le plus faible.

Rayon de courbure dans le plan

Il arrive souvent que le vecteur rayon initial n’a pas de composante dans la direc-
tion de I’axe k. Dans ce cas, le filament tourbillonnaire se définit par rapport aux
deux autres axes disponibles. On retrouve souvent cette configuration initiale

dans la littérature. Ainsi, le vecteur rayon s’exprime sous la forme de I’équation

B.6.

r(z) = f(z)i+g(z)j+0k (B.6)

Les fonctions f(z) et g(z) sont arbitraires et sont continliments dérivables. La

courbure ¢ = 1/R pour une un tel filament s’exprime par la relation B.7.



81

|df(l‘) d’g(z) _ dg(z) &*f(z)
c=1/R= dr  dz? dx  dzx?

(42)"+ (2]

(B.7)

On peut simplifier sa forme en définissant 9/0t = .

|f/g// _ g/f//‘

¢ = l/R = (f'2 +g’2)3/2

(B.8)

On utilise & maintes reprises la relation B.7 ou B.8 pour différentes formes ini-
tiales de filaments tourbillonnaires définis dans un plan. Cette équation facilite
et allege de beaucoup les calculs. Une équation similaire peut étre développée
lorsque le filament a une troisieme composante dans la direction k mais elle n’est

pas utile pour nous dans ce qui suit.

Vitesse induite sous forme polaire

On sait que la vitesse induite a une solution analytique proportionnelle au rayon
de courbure. Il existe également une solution a I'intégrale de la vitesse induite
sous forme polaire. Un tel développement a été introduit par Batchelor (1987).
Dans ce qui suit, nous présentons toutes les étapes nécessaires pour y parvenir.

Daniel Tousignant, un confrére de maitrise, a fait un développement similaire.

Forme polaire

On fait appel a la géométrie analytique élémentaire (Florent, 1981). On s’intéresse
principalement aux filaments fermés. La vitesse induite pour un point quelconque

x sur une filament de tourbillon fermé s’exprime comme:

qlx) = — 2 § TXEET) (B.9)

47 r3
C
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Figure B.2: Croquis de la vitesse induite prés d’une ligne de tourbillon.

La circulation est considérée comme nulle a I’extérieur du filament de tourbillon.
Nous étudions la vitesse induite dans le voisinage d’un point d’origine sur le
filament de tourbillon. Le vecteur r est la différence entre deux points du filament
de tourbillon que I’on peut exprimer par 1’équation B.10 et le vecteur §s(x*) est

un élément de longueur qui coincide avec le filament.

r=x-—x" (B.10)

Avec le point O comme origine et T,N et B comme vecteurs dans la direction
des axes (figure B.2) du filament de tourbillon, le vecteur position d’un point

dans le plan normal au filament de tourbillon au point O peut s’écrire comme:

X=$2N+$3B

La tache est d’examiner la vitesse au point X lorsque x,? + 232 = ¢ tend vers 0.
On utilise un intervalle de longueur [ pour I’évaluation de I'intégrale le long du
filament a partir de l'origine O qui varie entre L. > { > —L. Il s’agit maintenant
de déterminer le vecteur position x* d’un point sur le filament de tourbillon. La
courbe pres du point O est un cercle centré a (0, R). L’équation pour un tel
cercle est 22 4 (y — R)? = R? et on évalue y lorsque z = [ qui est un point sur le
filament pres du point O. En développant en série de Taylor cette équation du

cercle on trouvey = K — R + %% + - -- et cela donne comme valeur de y:
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NR_ZZ_l [2
Y~ or = 9°

Maintenant, un point x* a proximité du point O, qui se situe sur le filament, a

la forme suivante:

x* = IT+yN
1
x* IT+ 3¢’ N

&

L’élément de longueur ds(x*) est équivalent a la longueur de dx*. Ainsi, I’élément

de longueur ds(x*), prés du point d’origine, s’exprime comme:

ds(x*) = dsa(l)l( )dl
dx*
dl
dl
(T +<IN)dl

%

Evaluation de ’argument de D’intégrale

L’argument de I'intégrale de B.9 est défini par:

(x —x*) X ds(x*)

Ix — x*3

On a tous les éléments pour évaluer 'argument de I'intégrale a cette étape.

%

1
x —x" —ZT+($2—§C12)N+$3B

* 2 1 2\2 21/2
X —X ~ l-+—(:v2—§§l)+:v3
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1/2

&

1
2ol +23” + P(1—gzy) + Zggﬂ

T N B
(x —x") xds(x*) =~ | =l z,—35I* =3 |dl

1 ¢l 0

[ 1
—236l T + 23 N + {—cl®> — 2y + §c12} B] dl

&

%

I 1
—z3cl T+ 23N — {z, + §g12} B] dl

L’expression a intégrer pour la vitesse induite est:

(x —x*) x ds(x*)  |~2asIT + 23N = {as + L2} B] d

*|3 ~ 3/2
|x — x*| [$22 + 3% + 21 —gzq) + %C214] !

(B.11)

On pose le changement de variables :

Ty = ocos(f)
z3 = osin(f)
!
t = —
o
dl = odt

Lorsque o tends vers 0 alors 1 — ¢ocos(f) ~ 1 et 3c%0%t* — 0. Apreés ces

simplifications, I’équation B.11 devient:

(x — x*) x ds(x*) [Ci sin(6) T + {cos(8) B —sin(d) N}o~! + 5;_2]3

e dt

=P

1
1+t {1 — o cos(6)} + Z§20214

=(1+412)

[ci sin(f) T + {cos(f) B —sin(§) N}o~! + 5;—2B

(1 + 12)3/2 dt

Q



Evaluation de la vitesse d’induction

L’argument de l'intégrale s’est beaucoup simplifié.

47 (x) L//g stsin(6) T + {cos(6) B —sin(§) N}o~! + % B gt
—aq(x) ~ R
—-Ljo
4 Mooy o
T Ccos
il ~ ¢sin(f / T / dt B
. Q(X) gsm( ) (1 +t2)3/2 tl+ o (1 +t2)3/2 t
-L/o -L/o
L/o L/a
sin(0) 1 3 ¢2
- dtN + = / — 4B
o / (1 4 ¢2)3/2 i 2 (1 + ¢2)3/2
~Ljo —-Ljo

On utilise les relations intégrales suivantes provenant de Ryznik (1994):

1 T
. dy = =
| Grom® = sl
z -1
/ (0% + 22)3/2 /(02 + 22)
2

/mdx = \/(J%Tﬂ)-kln(x-}- (02—}—3:2))

Apres simplification, la vitesse induite est:

%

q(x) e

QL[COS(G)B — sin(H)N] + — [ln (—) - 1]B

QL [cos(G)B — sin(G)N] 4+ [ln (é) - 0-3]B

xe

Q
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Pour enlever la dépendance de la vitesse induite par rapport a la variable L, on
pose L < R. Cela ne signifie pas que L est petit pour autant, seulement qu’il
doit étre beaucoup plus petit que R. En choisissant L = R - 6, on a:

In(

5 = m()

2
=4

Le facteur In () devient négligeable comparativement a In(£) lorsque o tend vers

0. En remplagant ¢ en fonction du rayon de courbure par la relation ¢ = 1/R,

I’expression finale de la vitesse induite sous la forme polaire est:

q(x) = —~— [cos() B — sin(f) N] + — [1n(§)] Bt 0B | (B.2)
o2ro 47 R o —
rotation translation longue portée

La contribution a la vitesse au point O & ’extérieur de la région d’intégration
L > | > —L est sirement bornée et sa contribution est infime. Cette contri-
bution venant de ’expérieur de la région d’intégration peut étre incluse dans le
terme O(c)?. Cela revient a dire qu’on néglige les effets a longue portée par
I’approximation L <« R. La vitesse d’induction en un point x est principalement
influencée par les points qui lui sont adjacents. A une certaine distance, la con-
tribution des autres points devient négligeable. Cette approximation s’apparente

a celle du “Concept d’induction localisée”.

La partie “rotation” de I’équation B.12 représente la vitesse de rotation du
filament sur lui-méme. Ce terme n’influence pas le déplacement de la ligne de
tourbillon. La partie “translation” représente la vitesse de translation du filament
qui est selon la binormale. Ce terme varie avec le rayon de courbure R et la dimen-
sion du rayon du filament o. Si ¢ diminue, la vitesse de translation augmente et
si R diminue, la vitesse de translation augmente aussi car MR& diminue lorsque R

augmente. Ceci est en accord avec une équation similaire développée par Lamb
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(1932, chap. 7). La partie “longue portée” pourrait étre remplacée par une

constante. Elle tient compte de la partie de I'induction que I’on a négligée.
p p ghg

Le fluide dans le voisinage du point O a une grande vélocité dans la direction
de la binormale avec une magnitude asymptotique In(1/¢). Un filament idéal
(0 = 0) se déplacerait a une vitesse infinie. On considére toujours que le filament
a une dimension finie comme on l’a fait ici par ’approximation ¢ — 0. Si la
vorticité k n’est pas nulle a des points extérieurs a la ligne de tourbillon alors il
faudrait les ajouter a la contribution de la vitesse d’induction q. Mais toute ces
contributions sont finies et négligeables comparativement avec le second terme

“translation” de B.12 lorsque o tend vers 0.

Dans le cas d’un cercle sans perturbation, le filament de tourbillon se déplace
uniquement selon la binormale. Lorsque le filament de tourbillon est droit (R =0

alors ¢ = 00) la vitesse de translation est égale a zéro.

Vitesse induite pour une parabole

Pour illustrer le comportement d’un filament tourbillonnaire sous sa propre in-

duction, on va utiliser I’exemple d’un filament parabolique.

Nous déduirons la vitesse induite par la formule de Biot-Savart en coordonnées
cartésiennes par un développement analytique complet. La solution obtenue est
sans approximation et exacte. Nous comparerons ce résultat avec celui obtenu par
le “Concept d’induction localisée”. Pour obtenir des variables adimentionnelles,

on pose z = cz* et y = cy* ol ¢ a la dimension de m™1.
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Figure B.3: Vitesse d’induction au point P(¢,7n) d’un filament de tourbillon
courbe.

Vitesse d’induction par Biot-Savart

Pour trouver la vitesse induite q au point P(z,y) = P(£,£?) pour un filament
parabolique (y = z?), il faut d’abord trouver le vecteur unitaire tangent t a la
courbe et le vecteur rayon r (figure B.3). En posant z(t) = t et y(¢) = 2, le

vecteur tangent et le vecteur rayon sont:

Brjy2uj

VE R

i+ 21 ]

VIt 4

r = (E-1)i+ (@ -tH)j+0k
r = |r|

= [e-vr+ @ -]
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Le produit vectoriel t x rds devient:
i ] k
1 2t
V1I+42? 1442
E—t £2 -2 0
_ (e—ﬁ _%@—ﬂ)k
VI+42 V14482

i = &+ Ly
ds = V1+42dt
(txr)ds = (€ —12—2¢+2%)dtk
= (£—t)dtk

txr =

Donc, la vitesse induite est perpendiculaire au plan du filament tourbillonnaire
car elle se propage selon la coordonnée k. Il n’y a pas de vitesse induite selon les
autres coordonnées. On sait que z = ¢, I’équation de la vitesse induite selon la

variable z dans la direction de ’axe k est:

dmq _ [ (¢ -2 i
CcK /_oo (€ — 2)2 + (€2 — 22)2] (B.13)

De cette équation, la vitesse induite a une singularité au point z = £. La vitesse
induite du filament tourbillonnaire sur lui-méme devient infinie a ce point. Pour
éviter ce probleme, on suppose que le filament possede un rayon o non nul. Cela a
pour effet de séparer 'intégrale de part et d’autre de la singularité. En modifiant
le dénominateur de ’argument de l'intégrale par la relation B.14, on arrive & une

forme plus propice de la vitesse induite.

-2+ (-2 = (E—a)+[¢—a) ¢+ o)
= (-2 1+ (E+2) (B.14)

drq -0 dz
S lw(é—mue+wﬂtuf”+
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*© dx
/£+a (z — &)[(€2 + 22)? + 1]3/2 (B.15)

Dans l’équation B.13, I'argument de I'intégrale est toujours positif. Pour con-
server cette propriété, on doit utiliser z — ¢ dans le second terme de 'intégrale

pour garder le caractere positif de 'argument. En procédant aux changements

de variables t = _Ing pour l'intégrale ff;oa et u = ﬁ pour l'intégrale [}, on
obtient:

4 1/e t2

il R / 57 dt +

CK 0 [1—4&t+ (462 + 1)¢?]

u?

1/o
d
/o L+ déu + (462 + 22"

(B.16)

On trouve la solution de cette équation intégrale a 1’aide des tables d’intégrations
prises dans le livre de Ryznik (1994):

R = o+bz+cz?

A = 4dac—b*
z? (0> — A)z?4+2ab 1 [ do
dz = + -] — B.17
[ 7 AVE ] VR (B.17)
dz 1
— = —In {2 2 b Nl
NG :t\/an<\/cR:t cac:t) (B.18)

Apres un calcul fastidieux, la solution finale de la vitesse d’induction s’écrit:

amq 1 { 462 — 260 — 1 462 4 260 — 1

ok 48241 (4{2—4£a+02+1)1/2+(4£2+4£a+02+1)1/2

1 [(4§2+1)(452—4§a+a2+1)]]/2+(452—2§a+1)
(42 +1)12 7 [(4€2 4+ 1)(4€2 + 460 + 02 + 1)]'/? - (462 + 260 + 1)

Cette équation est la solution analytique exacte de la vitesse d’induction pour

un filament parabolique. Cette solution intégrale n’est pas la seule valable. Une
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autre forme équivalente (équation B.19) a été trouvée et qui est extrémement

longue mais qui se simplifie beaucoup lorsque o < 1.

dmg  _ 1 462 — 260 — 1 462 + 260 — 1
er 4E24 1 (462 —4fo 4+ 02+ 1)1/2 1 (462 4 40 + 02 4+ 1)1/2
N 1 (462 + 1)V/2(4€2 — 460 + 0% + 1)1/2 4 (462 — 260 +1)
(462 + 1)1/2 o/2 ’

(462 4 1)1/2(4€2 4 460 + 02 +1)1/2 4 (462 4 2¢0 + 1))
al2

_m In <[2(402 +1)1?2 —40] - [2(40% + 1)1/2 4 40]) } (B.19)

Lorsque ¢ <« 1, les termes en ¢ au numérateur du logarithme sont négligeables

et ’équation B.19 devient, en posant ¢ = z:

drq 1 9 42(4:1:2 + 1)?
2 2(42% +1)
= ——— _{42? — — :
A L 1) { z°—1+In . } (B.20)

On a présentement une forme simple de la vitesse d’induction pour un filament
parabolique. La dimension du filament est déterminée par o/c. Le rayon du
filament est directement proportionnel a la valeur de o. 1l faut noter que la
valeur de o ne peut pas étre nulle. La vitesse induite est d’autant plus grande
que le rayon du filament est plus faible. La vitesse induite pour différentes valeurs
de o est montrée a la figure B.4. La figure B.5 montre la vitesse induite normalisée
¢(2)/q(0) pour plusieurs valeurs de o. Pour des valeurs de o extrémement petites,

I’équation B.20 se simplifie davantage en employant la relation suivante:

In( 1) > 4z? — 1 + In[2(42* + 1)]

g

Avec cette approximation, I’équation B.20 devient:

dmq 2 1
o ™ e ) (B:21)




Figure B.4: Vélocité induite sur un tourbillon parabolique.

o
o
79
—
=]

Figure B.5: Vélocité induite normalisée.

92
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Pour des courbes moins simples que la parabole, I'intégration de la formule de
Biot-Savart devient rapidement trés complexe et posséde rarement une solution

analytique.

Vitesse d’induction par le “Concept d’induction localisée”
pour la parabole

Dans cette section, le “Concept d’induction localisée” donne le méme résultat
dans le cas d’une parabole que la méthode de I'intégrale de Biot-Savart. Il nous
faut trouver le rayon de courbure d’une parabole et comparer ce résultat avec

I’équation B.21. Le vecteur rayon pour une parabole s’écrit comme:

r(z)=zi+2%j+0k (B.22)

En utilisant la relation B.7, on arrive facilement & déterminer la courbure.

1 2
=—=—— B.23
TR a2y 1) (B-23)
En comparant les équations B.5 et B.21, on constate aisément que les deux formu-
lations sont identiques. De plus, la vitesse induite maximale pour une parabole

est au point (0,0) qui constitue I’endroit de la plus forte courbure.

Par ce cas simple, on a montré qu’il existe effectivement un lien entre le
rayon de courbure et la vitesse induite. Lorsqu’on fait I’approximation que la
dimension du filament est infime et que ’on néglige 'induction & longue portée,
on voit qu’il y a corresponcance entre la formule intégrale de Biot-Savart et le
“Concept d’induction localisée”. De plus, les calculs sont nettement moindres

par la derniere méthode.

Rayon de courbure et surface

11 existe une facon graphique de trouver la courbure et par le fait méme la vitesse

induite (figure B.6). Cette derniere ne fait appel a aucune dérivée et a aucune



Figure B.6: Surface engendrée par un filament courbe.
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intégrale. Elle est tres intéressante si on veut I'implanter sur ordinateur pour en

faire une simulation.

De chaque coté du point P, on choisit deux points z; =z —a et zo = x4+ b, ou a

et b sont des constantes positives. Pour la parabole, la surface A s’évalue comme:

2

(z14x2)r—2322

A = dy dx
(a+0)°
A =
6
La longueur d’arc (1) est:
L= [(62) + (b))

= [(e2—21)" + (22" —2:)]V*

I = (a+0b)[1+ 42?2

Connaissant la relation 1/R = 2/(42? 4+ 1)*/? pour une parabole, il s’en suit:

1

7=

124

B

(B.24)
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Le point z; est a proximité de z, pour éviter I'induction a longue distance. Le
vecteur surface A est normal au plan et décrit 'amplitude et la direction de

I’induction.

On peut exprimer la vitesse par des variables adimentionnelles en partant du fait
que la vitesse d’induction q est proportionnelle a dr/dt en utilisant les variables

adimentionnelles suivantes:
r* = ecr

tadi = §C2I€t 111(1/0’)
s

L’équation B.21 de la vitesse induite avec ces variables adimentionnelles peut se

réécrire comme:

47 r 12A
;E = 13 ln(l/o)
1 dler) A
SckIn(l/o) dt B
drx* A
dtes; 1

La méthode de la détermination de la vitesse induite par la surface est une al-
ternative qu’on utilise lorsqu’on n’a pas la fonction qui décrit le filament tour-
billonnaire. Cela peut étre le cas lorsqu’on a seulement une série de points pour
déterminer la forme du filament tourbillonnaire. Elle permet de trouver la vitesse

d’induction aisément et sans modeles numériques compliqués.

Vitesse induite pour un filament de forme gaus-
sienne et sinusoidale

Dans cette section, d’autres courbes sont présentées comme la gaussienne B.25
et la sinusoide B.26 qui sont plus souvent employés que la parabole. Ces courbes

servent d’introduction a la théorie de la perturbation. Sur un filament droit,
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la courbe gaussienne est considérée comme une perturbation locale et la courbe

sinusoidale comme une perturbation périodique.

Gaussienne: y = ae”, z=0 (B.25)
1
Sinusoide: y = 2a COS(ZWI'), z2=0 (B.26)

On analyse I'impact de la valeur de I’amplitude a sur la vitesse d’induction. La
dimension du filament tourbillonnaire est considérée comme infime mais non nulle
et les effets a longue portée sont négligés. Cela nous permet d’utiliser le “Concept
d’induction localisée”. Chacune des étapes de développement mathématique est

faite pour les deux courbes simultanément.

Nous savons qu’un filament droit n’induit pas de vitesse de translation.
Alors, s’il y a induction, cela provient de la perturbation. Les petites valeurs
d’amplitude par rapport a 'unité sont considérées comme de petites perturba-
tions et 1’équation de la vitesse d’induction peut étre linéarisée. Les amplitudes
qui ne sont pas négligeables par rapport a I’'unité sont les cas non-linéaires. Cela

implique une autre interprétation des résultats.

Vitesse d’induction

On utilise ’équation B.7 pour trouver la vitesse d’induction pour les courbes B.25

et B.26 qui est directement proportionnelle a la courbure ¢.

Pour la forme gaussienne

f -z f/ -1 fu =0
g=ae™ ¢ =—2aze ™ g¢"=—2a[l —2z%e"
(x) B f’g” _ g’f”
5 - [f/? +g12]3/2
¢(z) = —2a(l—22%) e ™ - [1+4a’z?e 2] 73/ (B.27)

s(0) = —2a
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Figure B.7: Vitesse induite initiale pour une perturbation gaussienne en fonction
de z.

L’illustration de la variable de x en fonction de la vitesse d’induction est montrée
a la figure B.7 pour différentes valeurs d’amplitude. En utilisant 1’équation B.5,
il est facile de montrer que:

(z)

9ar) S\
5(0)

On peut exprimer la courbure sous une forme différente en remplacant la variable

z par y/a. La figure B.8 représente la variable y/a en fonction de la vitesse

d’induction.

yla = e* donc —az*=In(y/a)
<(y/a) = —2a(y/a)[1+2ln(y/a)]-[1 - 4a*(y/a)* In(y/a)] "
s(0) = —2a

Pour la forme sinusoide

f =T f’ =1 f” =0
g =2acos(3a) ¢' = FEsin(fr) ¢" = =5 cos(5a)
2 2 ~3/2
@ = 2a(}) e oo (F) G " wa

@ = (1)
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Figure B.8: Vitesse induite initiale pour une perturbation gaussienne en fonction

de y/a.

Figure B.9: Vitesse induite initiale pour une perturbation sinusoidale.
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1.0}

a=0
a0

y/2a

Figure B.10: Vitesse induite initiale pour une perturbation sinusoidale en fonc-
tion de y/2a.

La figure B.9 donne une représentation de la vitesse d’induction en fonction de
la variable z. Comme pour la gaussienne, on exprime la courbure en fonction de
la variable y/2a au lieu de z. La figure B.10 montre la relation de I'induction par

rapport a la variable y/2a.

y/2a = cos(%x) donc 1-— cosz(gx) =1— (y/2a)

T 2

s(y/2a) = —2a (Z)2 (y/2a) - [1 + 4a® (iﬂ') - (y/?a)2]]
- (3

La nature de la distribution de la vitesse induite est similaire pour de faible valeurs

-3/2

d’amplitude a. Dans le cas de la perturbation sinusoidale, la vitesse induite se

réduit a une droite lorsque le terme a? est négligé.

s Yy

s(0) 2a

Cela correspond a une rotation solide dans le plan de la structure sinusoidale

et aucune autre déformation ne prend place. Lorsque le terme a? devient non



100

négligeable, la distribution de la vitesse induite acquiert une courbure de forme
concave. Donc, le plan de la configuration sinusoidale tourne et se déforme dans
un motif d’hélice. Un cas intéressant se présente lorque "amplitude a¢ augmente
et que a? devient grand par rapport & I'unité. Dans ce cas, la vitesse induite
est confinée a une région tres étroite pres du centre du filament de tourbillon
et est essentiellement nulle ailleurs. Les figures B.8 et B.10 montrent que cette
portion étroite se courbe rapidement ce qui est completement différent lorsque

I’amplitude a est faible.

Petite perturbation

Dans le cas de petite valeur de a, I’équation du mouvement d’un filament de tour-
billon peut étre linéarisée. Le but est de trouver les équations d’ondes générales
en coordonnées cartésiennes qui nous donnent I’évolution des déformations avec

le temps. On utilise la relation B.4 comme point de départ:

(Or/ds) x (0%r/ds?)
|or/ds|?

dr/ot = (B.29)

Si amplitude a est petite, s devient essentiellement égale a x. Le vecteur rayon r
est représenté comme une composante linéaire avec une perturbation et chacune

des composantes de I’équation B.29 devient:

r = rpit+r,J+7r.k
ry = z+ex’(z,y,2,t)
7"y = y+6y*($,y,z,t)

r, = z+e(z,y,2,1)

or Oz~ Jy* 0z*
5 - o +68t +€ 50 (B.30)
@E& = [1+6a$]+68y +eaz

oz Oz oz
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or

o =~ 1
d*r 0% d*z* Oy 0%z
952 = 022~ 922 T hg2 T on

ou ex™ représente la perturbation lorsque € tend vers zéro. En remplagant dans

I’équation B.29, la vitesse d’induction devient:

1 J k
8r az‘. 6 * az‘.
5 = 1 +e5- 6—3% €5
* 2, % »
or ) oz, 0%y
5 = 0i—c¢ 5.7 T € 5,2 k (B.31)

2

Les termes en € sont négligeables. On fait la correspondance entre chacune des

coordonnées des équations B.30 et B.31.

oz*

W == 0

dyr 0%z
ot Ox?
92 B 9%y*
ot Ox?

*

Les valeurs affectés de * sont de I'ordre de grandeur des variables linéaires z,y, 2.

*

On enleve les * aux variables et en gardant a l’esprit que ces variables sont

fonctions de z,y, z,t et qu’elles correspondent a des perturbations. Les équations
'Y q p p q

différentielles deviennent:

Oy/ot = —0°2/0z*
02/t = 0%/0z*

Il est préférable d’exprimer les variables y et z en fonction de x et ¢ seulement.
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oy/ot = —0*2/0x*
o*(oyjot)  0%(9%z/0z?)
0x? - 0x?
0(0%/0z*) 0%z
at T ozt
0%z 0z
5= (B.32)

En utilisant la méme technique, ’équation différentielle pour la variable y est:

d%y d'y

2 = B (B.33)

Ces deux équations différentielles B.32 et B.33 sont les équations d’ondes générales
en coordonnées cartésiennes pour de faibles perturbations. La résolution de ces

équations différentielles est montrée ci-dessous.

Z = :I:/Oc>o cos(az) z?j(QQt)F(a) da (B.34)
Fla) = %/Ooo f(z) cos(ax) da

ou f(z) est la configuration initiale. Les équations de polarisation B.34 mon-
trent la déformation en fonction du temps et de la position. Les conditions pour

appliquer ces équations générales sont:

y(z,0)=af(z)  y(0,t)=ag(t)  y(xoo,t) fini
z(z,0) =0 z(0,1) =0 z(+oo,t) fini

Petite perturbation gaussienne

On prend une configuration initiale gaussienne comme perturbation afin de trou-

ver les équations de polarisation:
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y(z,0) = f(z) = ael™*) 2=0 & 1=0

Des formules provenant de Ryznik (1994) permettent I’évaluation des équations

B.34:

/e‘ﬁ””2 cos(ax)dzr = %\/ge(_%) [Re 8 > (]
0

Le(_mﬁ%) . COS (% arctan(%) - %)

e P7’ cos(az?) cos(bz)dz =

\8

%e(_m%) -sin (% arctan(—;—) - L)

0
—pz? _; 2 —
0/e sin(az®) cos(bz)dz = 4(5? + a?)

A T’aide de ces intégrales, une solution est déduite pour la configuration initiale

gaussienne:
Fla) = (a/br'/?) e~ (07/4¥)
y(z,1) 2\-1/4 ‘(%) cos ( b*atr )
= afl 7 - B.
o(o.1) a(l+ 757 /"e cos(az) o \1 552 ¢ (B.35)

rayon
Y hélice
ou ¢ = 1/2arctan(r)

T = 4b*t

On a présentement la configuration de la déformation du filament de tourbillon
en fonction du temps et de la position selon z pour une petite perturbation
gaussienne. Un mouvement hélicoidal apparait dans le plan yz. Puisque 0 < ¢ <
7 /4 varie faiblement avec le temps, 'amplitude de la fonction trigonométrique
est essentiellement controlée par le premier terme du rayon de I’hélice. Le facteur
7/(1 + 72) croit linéairement au départ pour atteindre un maximum de 0.5 pour
T = 1 et décroit ensuite avec le temps. Donc, I’hélice se déplace du centre de la

perturbation vers les # = +oo. Il est a noter qu’aucune particule ne se déplace
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avec cette hélice. Cela est semblable a une onde qui se déplace sur un fil tendu.
Dans la limite ou 7 — oo, le premier terme de ’amplitude disparait et ’hélice ne

se perpétue pas.

~1/4

Le premier facteur (1 + 72) montre que 'amplitude décroit avec le temps

_ b2 52 )
comme t~/2, En méme temps, la variation de la fonction exponentielle e (”’2

est telle que la largueur de la perturbation gaussienne augmente avec le temps.
Puisque le taux d’élargissement est presque linéairement proportionnel au temps

~1/4 alors la déviation

et est plus rapide que le taux de décroissance (1 + 72)
augmente sur I’axe des z pour atteindre un maximum égal a 2|bz|~*/2e~'/* pour
T = (4b*z? — 1)"/? et diminue pour des valeurs plus grandes de 7. Le produit
des deux premiers facteurs détermine le rayon de 1’hélice qui augmente au début.
Suite a une augmentation du rayon de I’hélice au début, celui-ci s’en va diminuant
le long de 'axe des =. Eventuellement, le filament de tourbillon va s’approcher

de plus en plus d’un filament droit.

Petite perturbation sinusoidale

Nous considérerons deux configurations initiales de perturbations sinusoidales.
La premiere en est une selon 'axe des y exclusivement. La seconde comporte

deux perturbations, une selon I'axe des y et une autre selon 1’axe des z.

PREMIERE:

Cette perturbation initiale est donnée par:
y(z,0) = f(z) = acos(az), 2(z,0)=0

La relation de polarisation est trouvée par une technique qui est souvent utilisée
en considérant une solution cyclique dans les dérivées. Cette technique est simple
et elle s’apparente a la transformée de Fourier. Naturellement, il faut s’assurer
que les conditions initiales sont respectées. L’équation d’onde B.33 est le point

de départ dont la solution a une forme:

y(z,t) = Re [a ei[”‘“’t]]
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On déduit les relations suivantes a partir de B.33.

Gyl = —uty
o'y/ozt = o'y
w = +a°
y(z,t) = Re [a ei[“:”iazt]]
y(z,t) = acos(az £ o?t)
y(z,t) = acos(alz + at]) (B.36)
y(z,t) = acos(az)cos(a’t) £ sin(az)sin(a’t)] (B.37)

On arrive a la méme forme pour la variable z en utilisant la relation B.32.

z(z,t) = afcos(az) cos(a’t) £ sin(az) sin(a’t)]

Pour satisfaire la condition initiale y(z,0) = acos(az), il ne faut considérer que

la partie en “cosinus” de 1’équation B.37.

y(z,t) = acos(az) cos(a’t) (B.38)

Trouver la relation de polarisation pour z n’est pas tres difficile en sachant que

dz/dt = &*y/dz?, donc:

z(z,t) = —a cos(ax) sin(a’t) (B.39)

En combinant les deux dernieres équations B.38 et B.39, le filament subit une
rotation rétrograde avec une vitesse angulaire o et ne posseéde pas de vitesse de

déplacement.

DEUXIEME:

Nous prenons maintenant la configuration initiale suivante a ¢ = 0:

y(z,0) = f(z) = acos(az), z(z,0)= asin(az)
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La solution de la relation de polarisation pour y est simplement celle qui a déja

été trouvée plus haut (équation B.36).

y(z,t) = acos(afz £ at]) (B.40)

De méme, la relation de polarisation pour z est:

z(z,t) = asin(a[z — at]) (B.41)

Les équations B.40 et B.41 satisfont les conditions initiales. L’hélice a encore
un mouvement de rotation rétrograde autour de ’axe des z mais voyage dans la
direction des x positifs a vitesse constante. Ce qui n’était pas le cas pour une
perturbation en y exclusivement. Dans tous les cas, aucune particule de fluide ne

se déplace le long de I’axe des z.

En conclusion, il y a la présence d’une hélice qui prend naissance a I’endroit de
la plus forte courbure et se progage par la suite en s’éloignant de ce point. Elle
prend de ampleur et s’atténue par la suite lorsque x — oo pour la perturbation
gaussienne. Pour la perturbation sinusoidale en y seulement, la perturbation ne
se déplace pas. Mais si z subit une perturbation au départ, on voit qu’elle effectue

un mouvement hélicoidal qui voyage a vitesse constante.

Perturbation importante

En prenant une valeur d’amplitude non négligeable comme a¢ = 4, on ne peut
plus simplifier aussi aisément. Dans le cas de la vitesse induite de la forme
gaussienne (équation B.27), le second terme 1 +4a?z%e 2% devient prédominant,
excepté dans la région prés du maximum de courbure. Le méme phénomene peut
s’observer dans le cas de la sinusoide (équation B.28). En conséquence, la vitesse
induite est confinée dans une région étroite qui fait courber la portion du sommet

tres rapidement.

Il y a une courbure rapide du filament dans le cas gaussien qui génere une

vitesse selon ’axe des x qui forme une bosse dans le filament. Cette bosse cause
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plus tard des courbures dans les deux autres plans et qui produisent des motifs

complexes de déformation du filament tourbillonnaire.

Dans les deux cas (sinusoide et gaussien) la configuration en hélice et des mo-
tifs trés complexes apparaissent lorsque I’amplitude de la perturbation a devient
grande par rapport a 'unité. Cependant, le patron en hélice est maintenu pour
des valeurs d’amplitudes a plus petites ou égales a deux. Le patron en hélice ne se
déplace pas et reste présent dans le cas sinusoidal a cause de la nature périodique
de la perturbation. Dans le cas gaussien, I’hélice voyage vers les z — oo et

I’amplitude de cette hélice s’atténue durant sa course selon 'axe x.



APPENDICE C

PROPRIETES INVARIANTES

Quelques propriétés intéressantes peuvent étre obtenues avec le concept d’induc-
tion localisée concernant le comportement d’un filament de tourbillon courbe sous
sa propre induction. On démontre que la longueur et la surface d’un filament tour-
billonnaire sont invariantes au cours du temps. Ces propriétés sont développées
pour les cas ou le filament est lisse et les dérivées d’ordre supérieur existent.

Invariance de la longueur du filament avec le
temps

Cette partie a été développée a partir d’'une communication personnelle avec
Daniel Tousignant. Dans les développements qui vont suivre, on a besoin d’ une

propriété du produit vectoriel et du concept d’induction localisée.

a-(bxc)=c-(axb)

Une écriture simplifiée de 1’équation du ”Concept d’induction localisée” (B.4, p.
p q

78):

81" ! "
5 = Ar’ X r
r = 0Jr/ds

-3

A= r|
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L’invariance de la variation du vecteur rayon par rapport au temps se formule

comme suit:
o|r'|
ot

ol
ot

0 1o N1/2
o)

1 (, or aﬂ)
-lr +r

2[r] ot ot
Yoo
Ir’'| Ot
O
lr’|  Osot
Y
lr/| Os Ot
r 0
m . E(/\I‘, X I'")
!
|I‘_/| . (/\,I‘, " + A % I‘"-+-/\I‘, % I_///)
r ——
=0
A A
m [r/ (r/ X r//)] _+_ m [r/ (r/ X r///)]
A, n ! ! nm / !
mr-(rxr) —+—mr-(r><r)
T e
0

Le module de la variation du vecteur rayon ne change pas avec le temps. Par

conséquent, la longueur du filament reste inchangée au cours du temps malgré

que le filament tourbillonnaire peut subir des déformations. La longueur d’arc

du filament est définie comme:

I(t) = /|r’|ds

La variation de la longueur d’arc dans le temps est:

dity  Folr
a ) a9

51
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Donc, il n’y a pas de variation de la longueur du filament dans le temps. Il est a
noter que les limites d’intégration sont arbitraires et que I'invariance ne s’applique
pas seulement sur la longueur entiere du filament mais également sur n’importe
quelle portion du filament. Alors, un filament de tourbillon ne s’étire pas et ne se
contracte pas sous sa propre induction. Malgré que le filament peut se déformer
avec le temps, sa longueur reste un invariant. Cette propriété est essentielle pour
comprendre le comportement de déformation d’un filament tourbillonnaire dans
le temps. Il faut noter que ’'on est dans un cas idéal sans viscosité. En réalité,

on observe une légere augmentation de la longueur avec le temps.

Invariance de la surface projetée avec le temps
La surface d’un triangle (figure C.1) est représentée par le produit vectoriel:

1
Surface = A = §|r X r'|
Définissons un vecteur p(t) perpendiculaire au plan (équation C.1) qui est une

représentation de la surface totale projetée de la courbe. Le module de p(¢) est

la projection de ’aire maximale. Il est a noter que la courbe doit étre fermée.

p(t) = %jé(r « v} ds (C.1)

La variation du vecteur p(¢) en fonction du temps est:

dp(?)
dt
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Figure C.1: Surface par le produit de 2 vecteurs.

Commengons par I’évaluation de I.

0%r
_[2 = frx atasds

Par l'utilisation d’une des propriétés du produit vectoriel, la forme de "argument

de l'intégrale dans I, change pour:

£< @) , Or O’r
as”at N

><82r _ 9 rx& - ’x&
" 850t~ Bs a1 T

0 or , Or
12_;‘%%(1‘)(&)*(1‘)(5)618
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Il est facile de montrer que la valeur de /3 est nulle car I'intégration se fait sur

une courbe fermée.
0 Jr
o= ol g)
C

En remplacant dans I, on obtient:
I,=1h

L’expression de la variation de la surface en fonction du temps se simplifie. On

utilise également ’équation du “Concept d’'induction localisée”.

) _ [0

dt ot

o}
= f(/\r' x ") xr'ds
C

Sans perdre de généralisation, nous posons |r'| = 1 et par conséquent A est une

constante. Il est montré en géométrie analytique (Spiegel, 1979) que:

T = =
Ir'|
dT
E_TI = r" =¢N

d ! /
%t) — f(ALX§r">des
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(AT x ¢IN) x Tds

I

o e, Otem, Ve, Ot
>
Z

(AsB) x Tds
) ds

(Ar") ds

~_
S
e

"Vds

"=

I
o > Q
Q
.
'-s\

dp(t)
di

Ainsi, le vecteur p qui représente la surface du filament fermé, ne subit pas
de variation dans le temps. Alors, la surface du filament tourbillonnaire est
invariante dans le temps. Cette affirmation n’est valable que pour des filaments

fermés.

Corollaire

Considérons un vecteur u comme une mesure de 'oscillation du filament tour-
billonnaire. Mathématiquement, on peut exprimer ce vecteur u adimensionnel
comme le rapport de la surface sur la longueur au carré du filament tourbillon-

naire.

u(t) = li:;? 'f(r x r')ds

Le vecteur u(t) est constant par ce qui a été montré plus haut.

du(t)

a
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Alors, il n’y a pas de variation de la mesure de l'oscillation avec le temps.
L’inégalité isopérimétrique (équation C.2) fait un lien entre la surface et la lon-

gueur.

P —4rA >0 (C.2)

La surface maximale que ’on peut générer dans le plan pour une certaine longueur
[ est un cercle. Pour une courbe fermée, la surface et la longueur se définissent

comine:

A = lf|r><r'|als
2
c
[ = }{|r’|ds
c

Il existe un lien entre le vecteur u(t) et l'inégalité isopérimétrique.

2 ¥2
u(t) = A < ‘t—fi—w _ 11—2 oit I = ()
La variable {* est la longueur du périmetre projeté sur un plan de la courbe
fermée et [ est la longueur du filament réelle. L’égalité survient lorsque [ = [*,
c’est-a-dire lorsque la longueur projetée sur un plan est celle du filament réel
en trois dimensions. Cela se produit lorsque le filament est un cercle. Donc,
il n’y a pas d’oscillation du filament lorsqu’il y a égalité. En aucun temps [*
est plus grand que [ et cela implique que |u(t)] < 1. La mesure de u n’est
pas seulement constante mais est aussi plus petite que un. La signification de ce
corollaire est qu’un anneau de tourbillon non circulaire a I’origine n’atteint jamais
la forme circulaire. Ainsi, le mouvement oscillatoire initial d’un tourbillon non
circulaire ne cesse jamais. Alors, suite a une perturbation quelconque du filament
tourbillonnaire, ce dernier oscille sans s’arréter. Cependant, dans un fluide réel, il
est possible que le mouvement oscillatoire soit amorti et que le tourbillon devienne

un cercle par la présence de la viscosité.



APPENDICE D

PERTURBATION

Cette section est consacrée a I’étude de la déformation du filament tourbillonnaire
sous sa propre induction avec la présence d’une perturbation. On débute par
I’analyse de petites perturbations pour un filament tourbillonnaire en coordonnées
cylindriques. Ces coordonnées sont plus appropriées pour traiter les anneaux de
tourbillons.

Les équations d’ondes généralisées ainsi que les équations de polarisation des
perturbations sont trouvées en coordonnées cylindriques pour les perturbations
de faible amplitude. Les équations d’ondes en coordonnées cartésiennes ont déja
été déterminées comme introduction a la théorie des perturbations. On termine
par ’étude d’un filament elliptique.

Nous nous inspirerons principalement des développements faits par Hama
(1965). Tout le développement se fait avec le concept d’induction localisée. Nous
completerons par des commentaires sur le comportement d’un filament tourbil-
lonnaire lors de sa déformation.

Analyse linéarisée

En général, les équations sont non linéaires et sont difficiles a résoudre analy-
tiquement. Cependant, une solution explicite a été obtenue pour le cas d’un

filament de tourbillon presque droit avec des perturbations de forme gaussienne
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et sinusoidale. Une analyse similaire est présentée pour un anneau de tourbillon

perturbé. La définition du vecteur rayon est:

p(0,t) e, + 2(0,t) k
[R+r(0,t)] e, + [ct + ((0,1)] k

distance radiale de I’axe du cylindre de rayon R

distance parallele a I’axe central

déviation (perturbation) radiale

déviation (perturbation) de translation

o

Nous utilisons % ="'

vitesse pour un anneau de tourbillon circulaire & 1/R

et % = " pour simplifier I’écritures. La vitesse d’induction

est définie a partir des relations suivantes et de ’équation B.4.

x'[®
6

(Or)/(9s) x (9°r)/(9s?)
|(Or/0s)[?

eg

—e,

r'e,+(R+r)es+ 'k (D.2)
[P —(R+71)]e,+2r'eg+("k  (D.3)
(R+7)°

s/R donc ds = RO

(0r)/(80) x (9%r)/(66%)
|(Or/08)]°
e[

(D.4)

Tous les éléments sont présents pour calculer la vitesse d’induction a partir de

I’équation D.4 en utilisant les équations D.2 et D.3.
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e, ey k
r' xr” 1

RIE = (Rt r’ (R+7r) ( (D.5)
" —(R+r) 27’ ¢”

Les produits de perturbations sont négligées pour ne garder que le premier ordre.

I r' xr” 1 " / " 2
r = R = (R1r) (R+7)("e,—(R+7) e9+[—(R+r)r +(R+7~)(]])};])

Nous allons prendre la dérivée par rapport au temps du vecteur rayon (équation

D.1):

t=re,+ (c+()k (D.7)

En faisant la correspondance terme a terme de D.6 avec D.7, on a un systeme de
deux équations a deux inconnues. Le terme en ey n’est pas considéré puisqu’il ne

donne aucune information supplémentaire.

(R + T) "
. (R+7r)r”  (R+r)?
= TR TRy
S A——— (D.9)

(R+r)? R+

On suppose que la perturbation est faible comparativement au rayon local (R >
). De plus, on sait que pour un tourbillon circulaire parfait, la vitesse ¢ = 1/R.
La démonstration est simple. Pour un anneau parfait, les perturbations sont
nulles » = 0,{ = 0. Alors, le vecteur rayon s’écrit comme: r = Re, + ctk et
par conséquent r = ck. Par le concept d’induction, ’équation D.4 nous donne la
courbure. Pour un cylindre la courbure vaut 1/R et ¢ = 1/R comme il fallait s’y

attendre pour un cercle.
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En se servant de I’approximation R > r dans les équations D.8 et D.9, on simplifie

pour donner les équations D.10 et D.11.

. 1 1
r = EC
ar 1 9%
: r’ 1
¢ = _(R—+—1°)2+R—+—'r_c
o
R R+4+r R
r' r
T TR R
a¢ 1 0% r
% = moe B (D-11)

L’étape suivante est d’isoler r et ( en fonction de t et de § pour avoir les équations
d’ondes. En multipliant I’équation D.11 par 9?/36? et en employant la relation
D.10, on isole la variable perturbatrice (r ou () pour donner les équations d’ondes

D.12 et D.13.

d*r dlr 0%

4— — — — — —

Bor = ~a6~ 3¢ (D.12)
9% ¢ 9%

4_ e e — e —

f at? 964 062 (D.13)

Ces équations représentent la forme générale des équations d’ondes en coor-
données cylindriques pour de petites perturbations. A partir de configurations

initiales, on peut déterminer la relation de dispersion et de polarisation.

Résolution des équations d’ondes

On résout les équations d’ondes pour la configuration initiale sinusoidale suivante:

r(0,0) = acos(mb) ((6,0)=0 (D.14)
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L’amplitude de la perturbation a est beaucoup plus petite que le rayon de I’anneau
K. Nous cherchons a trouver la relation de dispersion dans un premier temps.
Nous posons au départ que la solution de la perturbation radiale a une forme
exponentielle et nous ajustons la solution par la suite pour satisfaire les conditions

initiales.

r(0,t) = Re [ae'"0=1)] (D.15)

Nous I’appliquons dans I’équation d’onde D.12 pour le rayon.

2
R“% = —RWr(0,1)
2
% = —m*r(6,1)
4
% = m'r(6,1)
—RW = m*—-m*
(2 — 1)1/2

Cette équation est la relation de dispersion qui relie la fréquence w et le mode m.

Equations de polarisation

En remplagant dans I’équation D.15, on a:

(g =112
r(0,t) = Re [a™F Y

Cette équation est la forme générale de la relation de polarisation pour r(6,t).
11 existe deux cas a condidérer ici selon la valeur du mode. Le permier est pour
m > 1 et le second, pour m < 1. Ces deux cas donnent des équations de
polarisation ainsi que des interprétations différentes du comportement du filament

tourbillonnaire.
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Figure D.1: Nombre d’onde m sur un anneau circulaire.

PREMIER CAS: m > 1
2 _ 1\1/2
r(0,t) = acos (m@ F m(mTl)t>

2 _ 1\1/2
= acos (%t) cos(mf) + asin (

m(m? — 1)'/2

R?

t) sin(m0)

La partie en “cosinus” est suffisante pour satisfaire les conditions initiales de

I’équation D.14.

m(mz _ 1)1/2

r(0,t) = acos (Tt> cos(m#)

De la relation D.11, la relation de polarisation de ((€,1) est:

(0,t) =a

2 _ 1)1/2 2 _ 1)1/2
(m?—1) “in (m(m - 1)

m

) costmd)

(D.17)

(D.18)

Les équations D.17 et D.18 sont les relations de polarisation des perturbations ra-

diale r(8,t) et axiale {(8,t). Une représentation du nombre d’onde m est montrée

a la figure D.1. Pour un filament fermé, la perturbation doit avoir un mode en-

tier tel que m = 1,2,3,---. Dans ce cas, les perturbations radiale r(8,t) et axiale

((0,1t) oscillent sans amplification avec le temps. La période d’oscillation T' définie

par I’équation D.19 est fonction du mode et du rayon R du filament. Naturelle-
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ment, m = 1 est le cas trivial du déplacement uniforme d’un anneau de tourbillon

circulaire.

R2
T=%— (D.19)

m(m? — 1)1/2

Dans le cas d’un anneau fermé, il est intéressant de vérifier si la surface pro-
jetée et la longueur restent constantes. Ce sont deux invariants qui ont déja été

démontrés. Nous commencons par la surface projetée qu’on peut exprimer par:

= 7R [1+0(a/R)|

En posant 7(8,t) =~ a et a < R dans le cas d’une petite perturbation, la surface
reste constante et est approximativement celle d’un cercle parfait. Le deuxieme

invariant est la longueur d’arc (.

l:/|r’|d9

Le vecteur r’ est définit & partir de la relation D.2 comme:
r = r'e,+(R+r)eg+ 'k
¥] = 4 (R+r)?+ (7
] = (B+r)

Le produit croisé des perturbations est négligé. On détermine la longueur d’arc

pour un cercle complet en posant r & a.

2T

| = /(R-l—r)d9
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= Rf(1+a/R)d9

= 27R[1 4+ O(a/R)]

La longueur d’arc est constante et est approximativement celle d’un cercle.

DEUXIEME CAS: m < 1

Il est a noter que ’anneau de tourbillon n’a pas besoin d’étre complet. L’approxi-
mation par le concept d’induction localisée dépend seulement de la configuration
locale du filament de tourbillon et néglige les effets a longue distance. Donc,
il est parfaitement légitime de considérer une configuration locale qui n’est pas
périodique autour de 'anneau. Dans ce cas, m peut avoir des valeurs inférieures

a 'unité. Cela donne d’autres équations de polarisation.

Pour m < 1, la relation de dispersion D.16 nous indique que w est une valeur

imaginaire.

m(m2 _ 1)1/2

w = = i
; 1 — 2\1/2
w = j:zm( R;n) si o m<1

Ainsi, la perturbation radiale s’ecrit:

r(f,t) = Re [a emle

r(f,t) = Re la - {Sinh (W—TT")I“Q Foosh (W_Tzﬂ)mt) H

r(0,t) = acos(mf) {sinh (m(l‘TTz)mt) + cosh (”““‘TZWQ}

m(l—m2)l/2 ’
R2

La partie en cosh est suffisante pour satisfaire les conditions initiales de I’équation

D.14.
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m(l o m2)1/2

r(0,t) = acosh (Tt> cos(m0) (D.20)

La relation de polarisation de ((f,t) en utilisant I’équation différentielle D.11

devient:

¢(0,1) = a

%ﬂsinh (m(l—R—Tz)l/zt) cos(m#) (D.21)

Cette solution a un comportement singulier. Les perturbations augmentent con-
stamment avec le temps pour un angle donné. La valeur de ¢ au point 6 = 0,
qui est le sommet de la configuration, augmente de maniére monotone. Alors,
étant donné que le filament a une longueur fixe, ce point se souléve plus haut
que le reste du filament de tourbillon pour se diriger vers le centre. Cela génere
des courbures dans les autres plans qui affectent le comportement du filament

tourbillonnaire.

Rayon de courbure

Jusqu’a présent, on a trouvé les équations de polarisation des perturbations qui
nous indiquent le comportement des perturbations radiale et axiale au cours du
temps. Ici, on présente une analyse du rayon de courbure. On retrouve encore
deux solutions différentes selon la valeur du mode. Nous voulons trouver une
équation générale pour le rayon de courbure R. Nous avons besoin d’une relation

de Frenet-Serret et de I’équation de r” qu’on retrouve a D.3.

dT  d*r
ds  ds?
19
T R200?
1
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1
_ ﬁ<r"—(R+r)]ep+2r'eo+C"k>
= ¢N
4T
—_— = =1
ds ¢ /R

L’objectif est de trouver la formulation du rayon de courbure R en fonction du
rayon de la perturbation r. Dans la relation précédente, on néglige les valeurs

des coordonnées en ey et k car elles sont nettement inférieures a celle de e,.

— 1 12 " 2
¢ = I %—Z(R-H")r +(R+r)
1 Rer [
R R? R+r
R B
=2
r ,rll
~ Rl
I +R+r+ ]
[R+r+7r" 4
~ R
I R+r ]
R r " g ,
= "= — D.22
R.R+T+R+T+R+T+O(T/R)] ou "= -m7r (D.22)
- 1— 2
R = R 1+%+O(a/}2)2] (D.23)

A présent, il ne reste plus qu’a substituer les valeurs du rayon de la perturbation
selon la valeur du mode des équations D.17 et D.20 dans I’équation D.23 pour
avoir la variation de la courbure en fonction des parametres du filament. Ainsi,
on a deux comportements différents du rayon de courbure R selon la valeur du

mode m.

a m(m? — 1)4/2

Ru>1 = R {1 + R(l —m?) cos (Tt> cos(mb) + O(a/R)2}

m(1 — m?)'/?

Rper = R {1 + %(1 — m?) cosh (Tt) cos(m0) + O(a/R)Z}
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Pour m < 1, on voit que le rayon de courbure augmente de facon monotone avec

le temps. Cette tendance a déja été confirmée par une déformation progressive

d’une configuration initiale parabolique y = z2. Lorsque m > 1 et entier, le rayon

de courbure oscille continiiment dans le temps sans amplification.

Calcul du flux

On veut connaitre I'influence des perturbations I’'une sur I'autre et pour ce faire

on calcule le flux de (r{) qui est une mesure du transport d’une perturbation par

rapport a l'autre. Il y a deux cas a prendre en compte selon que la valeur du

mode est entier ou non. Le calcul du flux se fait comme suit ou 7" est la période.

%H

r( dt
(r¢) = *5
J dt
0
PREMIER CAS: m > 1
La période pour ce cas est:
R?

T =27

m(m? —1)1/2

On fait le changement de variable suivant pour simplifier les équations.

azQ—WtZMt
T

R2
Les perturbations r et ( se réécrivent en fonction de a comme:

r o« cos(a)

( « sin(a
27

Donc (r{) «

1
—/cosasinada
27
0
=0

(D.24)
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L’intégrale du flux étant nulle, il n’y a pas de transport de perturbations. Cela a

pour effet de montrer la stabilité de ce cas lorsque le mode m est entier.

DEUXIEME CAS: m < 1

La période n’est pas définie étant donné que le filament n’est pas fermé et par

conséquent:
T =00

Comme précédemment, on fait le changement de variable:

m(l _ m2)1/2

R2

a =
Les perturbations se transforment sous la nouvelle variable a et le calcul du flux
devient:

r & cosha

( « sinha
7
(r() « f/coshasinhada
0

> 0
Le flux est plus grand que zéro car le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique
sont toujours plus grands que zéro. Donc, il y a instabilité et le systeme explose

avec le temps. Plus la valeur du flux est grande et plus le filament est instable

rapidefnent. C’est également ce que Hama (1962) a observé.

Vitesse induite pour une ellipse

Nous considérons la vitesse induite pour une distribution initiale d’un tourbil-

lon elliptique d’excentricité variable (figure D.2). On présente que les principales
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Ay

. . e, _||MF ) . . T 2 y 2 _
Figure D.2: Excentricité e = (37| d’une ellipse : (a) + (b) =1.
étapes car les équations elliptiques sont des équations difficiles et lourdes a ma-

nipuler mathématiquement.

Cette section est particulierement instructive pour la présente recherche car
’ellipse peut étre vue comme une approximation d’une fente rectangulaire. Une

ellipse, en coordonnées cylindriques, s’exprime comme:

r = z,cos(f) T, = cte
y = y,sin(f) y, = cte
z =0

Pour que cette équation décrive une ellipse, il faut que y, = z,(1 — €)'/ oli ¢ est
’excentricité (Florent, 1981). Pour une ellipse, I'excentricité est une constante

inférieure a 'unité. De ce fait, ’angle d’excentricité ¢ est tel que:

e = cos(p)
Yo = T,sin(p)

Sous le “Concept d’induction localisée”, la vitesse induite est inversement pro-
portionnelle au rayon de courbure. La vitesse induite d’une ellipse est dans la
direction de I’axe 2z et son amplitude découle de ’équation du rayon de courbure

B.8 développée plus tot.
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1 I,y” _ I”y, . , a
—=——— ou =
R (Izz + y/2)3/2 90
On applique la précédente relation pour trouver la courbure pour une ellipse en

fonction de ’excentricité e et de la variable unique x.

¢’ = —z,sin(f)
" = —z,cos(h)
y' = yocos(f)
y' = —a,sin(¢)sin(d) ot y, = z,sin(¢)
$/y// _ $//y/ — $02 sin(¢) = I02(1 _ 62)
($/2 . y/)3/2 — $03[1 — 2 0082(9)]3/2
1 1
7 = ;v_(l — )21 — € cos(h)]73/?
— i(l _ 62)1/2[1 _ 62($/$0)2]—3/2
Zo
T, _
T (1 ML= afa)
T, _
7 = (=)= —y/y) ]

La distribution de z,/R pour plusieurs valeurs d’angles d’excentricité est mon-
trée aux figures D.3 et D.4. Nous définissons I’axe majeur comme étant I'axe z
et comme "axe mineur ['axe y. Par convention, on définit la valeur de z, plus

grande que y, qui donne une ellipse allongée a ’horizontale.

Lorsque D’excentricité augmente (¢ diminue) la vitesse induite devient tres
grande pres du sommet de ’axe majeur. Plus I’excentricité d’une ellipse est
grande et plus 1l y a une différence entre la vitesse induite aux extrémités et
le reste du filament. Avec des excentricités faibles, 1’ellipse se rapproche d’un

anneau circulaire et analyse des petites perturbations est applicable.

Lorsque D’excentricité est aussi petite que 0.2, la déviation par rapport a un

anneau circulaire est moins de un pourcent. Ainsi, la théorie des petites per-
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Figure D.3: Vitesse induite initiale d’un anneau elliptique par rapport a 'axe

majeur z (Hama, 1965).
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Figure D.4: Vitesse induite initiale d’un anneau elliptique par rapport a 'axe

mineur y (Hama, 1965).
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Tableau D.1: Conditions initiales d’un filament elliptique (Hama, 1965).

I I1 111 IV V

Excentricité : e 0.2 0.5 0.707 0.866 0.940
© 785 60 45 30 20
Zo/Yo 1.021 1.155 1.414 2.000 2.924
Surface: Tz,y,/4 20 20 20 20 20
Longueur d’arc 15.8 159 162 173 193

turbations peut étre appliquée sans probleme. Lorsque ’excentricité approche de
0.5, la théorie des petites perturbations donne encore des résultats raisonnable-
ment précis. Pour des excentricités plus grandes (voir table D.1), les déformations
du filament de tourbillon deviennent complexes d’autant plus que ’excentricité
augmente. Néanmoins, une certaine périodicité subsiste et on constate que les
axes majeur-mineur alternent méme lorsque I'excentricité augmente. Au cours
d’une oscillation du filament, la forme originale est d’autant moins bien repro-
duite que ’excentricité est plus grande. De plus, il y a augmentation de la période
d’oscillation avec ’excentricité (figure D.5). Pour de petites perturbations de

modes entiers, la période est:

T = 27 R?/m(m?* — 1)'/?

1l serait plus pertinent d’exprimer la période comme une fonction de I’excentricité.

Tout d’abord, nous définissons un rayon effectif R.;; pour ellipse comme:

1
Reff = E(xo‘i'yo)

- %[1 +(1— €)Y (D.25)

La surface pour une ellipse vaut:
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To y_Q[ro2_r2]l/2
A = / / ’ dydzx
0 0

1
= “TIolYo
1 Yy
1
= chOQ(l — e?)l/?
T,° A
i —7r(1 — ey (D.26)

La méme valeur de surface a été choisie pour toutes les ellipses. La période T est
réécrite en fonction de la surface et de I’excentricité. Pour ce faire, nous utilisons
les relations D.25 et D.26 et remplacons R par R.f; pour un mode deux (m = 2).
En utilisant la relation e = cos(¢), on exprime la période en fonction de I’angle

d’excentricité.

T o 21 R?
m(m? —1)1/2
T _ 2”%3 1+(1- 62)1/2]2
m=2T 9 (312)
A [1 + (1 _ 62)1/2]2
Tm=2 =
3172 (1 —e2)1/2
Al i
o + sin(p)

312 sin(p)

Ainsi, la période est fonction de I’excentricité et elle augmente avec celle-ci.
Selon I’article de Hama (1965), il faut faire un ajustement supplémentaire a la
période par un facteur multiplicatif constant. La figure D.5 présente les résultats.
L’anneau elliptique n’a plus un comportement linéaire a partir du moment ou la
période varie avec l'angle d’excentricité. Cet angle se situe a environ ¢ = 35
degrés ce qui correspond a une excentricité d’environ e = 0.82. Cette valeur
est la frontiere entre les perturbations faibles et fortes. De 35 < ¢ < 90 ou

1 < z,/y, < 1.774, on peut appliquer la théorie des petites perturbations.

Un anneau de tourbillon elliptique oscille méme lorsque 1’excentricité est

grande mais la déformation du filament devient trés complexe. L’ellipse oscille
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Figure D.5: Dépendance de la période d’oscillation apparente d’un anneau de
tourbillon elliptique sur ’excentricité (Hama, 1965).

eu importe ’excentricité si on n’églige 'instabilité et la viscosité qui peuvent
P P glig qul p

détruire le filament.

Cependant, lorsque ’excentricité est petite, I’ellipse n’oscille pas d’une mani-
ere aussi simple que ’on serait enclin a le croire. Par exemple, dans le processus
d’alternance de l'orientation des axes, I’axe mineur n’atteint pas sa plus grande
valeur en méme temps que ’axe majeur atteint sa plus faible valeur. Il y a un
décalage de phase. Ce décalage augmente a mesure que I’excentricité augmente.
Cette différence de phase pourrait s’expliquer par la différence d’échelle de temps
entre I’axe majeur, dont la vitesse induite est forte due a sa courbure, et ’axe

mineur qui progresse plus lentement.
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Anneau circulaire par le concept d’induction lo-
calisé

Dans cette section, on analyse un anneau circulaire de rayon unitaire (R = 1)
avec une petite perturbation par le “Concept d’induction localisée”. Le but est
de connaitre la déformation du filament au cours du temps. Le développement

qui suit est un complément de l’article de Kambe (1971).

Petite déformation d’un anneau de vortex circulaire

On utilise les coordonnées cylindriques ou ey, eg, k sont les vecteurs unitaires
selon les axes (figure D.6). Le vecteur position unitaire r(t, s) affecté d’une petite

perturbation (e < 1) s’écrit comme:

r(t,s) = xo(t) + er(s) + ex(t,s)
= xo(t) + ex(s) + e[u(t, s) ex(s) + v(s, 1) eq(s) + w(s, ) k| (D.27)

Le mouvement de translation est représenté par le vecteur xq. Le vecteur x =
(u,v,w) est le vecteur position selon les trois coordonnées de la perturbation. On
utilise la notation "= 9/dt et ' = 0/06 pour simplifier I’écriture. En coordonnées

cylindriques, on a les relations suivantes:

e = e

99, = —€r

La variable s est fonction de 8 et ds/df = |0r/06| qui est une mesure de la
variation de I’élongation du filament selon ’angle. L’équation B.4 (p. 78) de la

vitesse induite se modifie pour s’adapter au sytéme de coordonnées cylindriques.

or Oor O°r

ot~ 95 0s?
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Figure D.6: Représentation d’un anneau circulaire perturbé en coordonnées
cylindriques.

. I,I X I,II
= (dsjdop (D-28)

Vitesse induite

Pour le calcul de la vitesse induite, il faut évaluer les trois fonctions r’, r” et ds/df

qui apparaissent dans I’équation D.28.

X = uert+vey+wk
x' = (W—v)er+(u+v)es+uw'k
x" = (—u+tu —20)er +(2u' —v+v")es + 'k

r' = eg+tex
= —ep t ¢ X"
1/2
|r1| — [I‘I . I‘I]

_ [1 4 %ey - x + 62|XI|2]1/2
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= [1 + 2¢(u+v') + 62|x'|2] 12

s,

7 = s = |r|

1

o = 1 —e(u+v)+ 0(e?)
1

i 1 —3e(u+v)+ O()

er ey k
r'xr’ = e(u —v) 1+e(utv) ew

—1+e(—u+u"—20") €2u' —v+0") ew”

= ew'er —ew ey + [1 +e(2u —u" + 3v')] k (D.29)

L’équation D.29 s’exprime en fonction des variables x’ et x” comme:

er e k

7
e, xx = 1 0 0
v —v utv w

er ep k

"
€y XX = 0 1 0
—u+u" -2 2 —v+v W

er x X +eygxx" = wer—wepg+ (2u—u +3)k (D.30)

On réécrit I’équation D.29 en utilisant la relation D.30.

r'xr" =k+ele, x2' +eg xz” (D.31)

La vitesse induite, en négligeant les ordres supérieurs en ¢, selon le concept

d’induction localisée est:
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r xr”’
13

r =

=1 —=3e(u+v)k+eler x x' + eg x x"] (D.32)

S

De I’équation D.28, il faut trouver la dérivée par rapport au temps du vecteur

rayon D.27.

Po= %o+ ex (D.33)

Etant donné que les formules D.32 et D.33 sont égales, on fait une correspondance

terme a terme en utilisant la relation D.30.

).(0 - k
x = =3u+v)k+ [er x x' + ey x x"]
= =3u+v)k+ [w" er —w'eg+ (2u — v’ + 3v') k]

vey + veg + wk = w'er —w'eg+ (—u —u")k

Equation d’onde

Pour satisfaire la derniére équation, il faut:

U o= w
o= —uw (D.34)
w = —u—u”

Le terme x¢ = k montre bien qu’un anneau sans perturbation a une vitesse selon
I’axe k perpendiculaire au plan du filament de tourbillon. On peut simplifier

davantage les relations D.34 pour les mettre sous une forme plus facile a résoudre.
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v o= —u—(u)"

o= —w' —w" (D.35)
De méme, on déduit:

v = —u' —u" (D.36)

v o= —v" =" (D.37)

Ces dernieres équations sont les équations d’onde. Il y a une similitude avec les

formules D.12 et D.13 (p. 118) définit dans un cadre plus générale.

Relation de dispersion

Pour trouver les relations de dispersion, il faut résoudre les équations d’onde.
Etant donné qu’elles ont toutes la méme forme, on s’attarde a 1’équation D.35
pour montrer la procédure a suivre. La technique de la décomposition de Fourier

est utilisée pour trouver une solution.

(u,v,w) o elmi=t) (D.38)

La variable m est un entier qui représente le mode sur anneau et w est la

fréquence. On utilise les relations D.35 et D.38.

w = —wWw
" 4
w = mw
W = —miw

Donc, ’équation de dispersion est:
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Figure D.7: Variation du rayon pour m = 0 et variation de la direction pour
m = 1.

w2 =m?*(m?-1) (D.39)

L’équation D.39 est valable pour un anneau de rayon unitaire et il existe une
similitude avec I’équation générale D.16. Si w est réel alors ’anneau est stable.
Ici, la valeur de w est toujours réelle car le mode est un entier et ’anneau est

toujours stable peu importe le mode sur ’anneau.

La fréquence (w) est nulle lorsque m = 0 ou 1 et I’anneau reste circulaire
sans aucune perturbation. Pour m = 0, le diametre de I’anneau varie 1égérement.
Pour m =1, c’est la position du centre de ’anneau qui varie (figure D.7). Pour

m > 2, anneau oscille continiment selon la fréquence définie par D.39.

Relation de polarisation

C’est a partir des équations d’onde que I’on détermine les relations de polarisa-

tions pour m > 2.

u(m,w,t) = Re {Cu ei(me—wt)}
v(m,w,t) = Re {C, ¢'m=1}
w(m’ w, t) = Re {Ow ei(me_"-’t)}

Les variables C,,C, et Cy, sont des constantes réelles ou imaginaires. On se

rappelle que u est une distance radiale ey, v une distance selon 1’axe e et w une
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distance selon ’axe k qui ont toutes des valeurs réelles. Posons comme conditions

Initiales:

u(m,w,0) = Cycos(mb)
v(m,w,0) = C,sin(mb)

w(m,w,0) = 0

A Pattribution d’une valeur & P'une des constantes, les autres s’ajusteront afin

de safisfaire les équations d’onde. Cette valeur initiale n’est pas unique et nous

prenons comme valeur de départ:

C,=a

On se réfere aux trois équations d’ondes D.34 pour trouver les deux autres con-

stantes.

at
c, = ——
m
ailw
Cw = >
m

[l reste maintenant a trouver la partie réelle de chacune des variables perturbatives

(u,v,w).

u = Re {a ei(me“"t)}

= acos(mf — wt)

= a[cos(mb) cos(wt) — sin(m#) sin(wt)]

Une solution suffisante qui répond a la condition initiale est:

u = a cos wt cosmb

(D.40)
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L’equation D.40 est la relation de polarisation pour la perturbation u. A partir

de I’équation D.34, nous trouvons les relations v et w.

o
00?
w = //[—awsinwtcosm@]deQ

= u

w = a—u;sinwt cos mb (D.41)
m

Ce qui donne la relation de polarisation pour w.

. !
vo= —w

aw

v o= /[——sinm@sinwt]dt
m

v =~ coswt sinmb (D.42)
m

Nous venons de déterminer chacune des composantes de la perturbation en fonc-
tion de la fréquence et du mode pour m > 2. Nous analysons le comportement
des perturbations les unes par rapport aux autres en éliminant les termes en sinus

et cosinus dans les expressions de u,v et w.

—u = cosmbcoswt
a
m? }
—w = cosmbsinwt
aw
2
—ul] + S W = cos”mdl
a aw/m
u2+ w? 2 0
— 4+ ———— = cos°m
a2 gemi(mi-l)
777.4
2 2
w _ 2
= cos*mb
a2 a2[ _ _1_]
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Figure D.8: Evolution des perturbations selon le mode m = 2 et le mode m = 3
(Kambe, 1971).

Nous obtenons une équation elliptique en éliminant le terme temporel pour ne
conserver que la variable spatiale (6) et la variable m. Dans les cas ou § =
km/2m ol k prend des valeurs paires (k = 0,2,4,--- 4m — 2), tel que cos’* mf =

cos? kw/2 = 1 et on obtient une simplification supplémentaire.

Pour des valeurs paires de k, ’équation est elliptique et se rapproche de I’équation
d’un cercle & mesure que le mode m augmente. De plus, il n’y a aucun mouvement
selon ’axe e4 car v = 0. Pour les valeurs impaires de k (k=1,3,---,4m — 1) les

perturbations sont:

u = 0 (D.43)
v = Zfcoswt (D.44)
w = 0 (D.45)

La figure D.8 montre I’évolution des perturbations selon deux modes spécifiques.



142

Invariance de la longueur du filament

La variation de la longueur locale du filament de tourbillon est exprimée par

I’équation:

ds ! 2 | /(2
- [1+26(u+v)+e|x|]

~ 14 e(u+v)+ O(e?)

1/2

Il est possible de vérifier que u+v’ = 0 a partir des relations de polarisations, Par
conséquent, les perturbations n’ont pas d’effets sur la variation de la longueur du

filament.



APPENDICE E

STABILITE D’UN ANNEAU CIRCULAIRE

On a traité les perturbations sans les mettres en relation avec la notion de sta-
bilité. Dans cet appendice, nous appliquons une perturbation sur un anneau de
tourbillon circulaire afin de déterminer les modes qui sont stables et de définir
les criteres de stabilité selon le taux d’amplification et le mode. La perturbation
employée est un sinus de faible amplitude, ce qui nous permettera de linéariser
nos équations.

Nous trouverons la vitesse induite pour ce filament circulaire par la loi
de Biot-Savard directement. Nous montrerons qu’un anneau de tourbillon est
presque toujours instable dans un fluide idéal. Nous établirons une relation en-
tre le rayon du filament et le nombre d’onde. Le développement est inspiré de

Widnall et Sullivan (1972).

Formulation de ’analyse de stabilité

Nous utilisons la formule de Biot-Savart A.4:

K / r x ds(x')

q:_47r r3
C

A partir de la figure E.1, nous reformulons I’équation précédente de Biot-Savart

pour ’adapter a nos besoins.
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Figure E.1: Configuration et coordonnées du systeme pour une perturbation
sinusoidale sur un anneau de tourbillon circulaire (Widnall et Sullivan, 1972).

r= yi-Yy
ds(x') = dy
K — x d
q= 4_/ (y —y1) . y (B.1)
™2 ly — yil

Les perturbations sont des déplacements sinusoidaux dans la direction radiale

r et axiale (. Nous supposons qu’il

n’y a pas de composante tangentielle de

la vitesse de déplacement. Un anneau circulaire, sans perturbation se déplace

sous sa propre induction a vitesse constante V4. Dans un systeme de coordonnées

cartésiennes se déplacant avec le tourbillon non perturbé, les variables de position

s’écrivent sous la forme suivante:

Y1
Y2

[R + 7e™) cos(h)
[R 4 re™sin(f)
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ys = Ceimﬁ

ou r = r(t) et ( = ((¢) sont les amplitudes des perturbations axiale et radiale
qui varient avec le temps et le nombre d’onde m. Le nombre d’onde est obliga-
toirement un entier afin que le filament de tourbillon se referme sur lui-méme.

D’apres la figure E.1, on remarque que:

6=0,+0

En coordonnées cylindriques (e,,, eg,,k) , le vecteur y; sur le filament perturbé

est:

yi=[R+ reimel] e, + Ceime] k ou R =cte (E.2)
La vitesse de ce filament au point y; est:

dy, dy
alye) =Gy =g+ ok

ou y; est le vecteur distance mesuré dans un systeme de coordonnées fixes.

| dc
imby 5 imby k
€ eTl _+_ dt €

dyl . dT
dt  dt

Les perturbations peuvent s’influencer 'une ’autre. Les équations de croissance

des amplitudes des perturbations s’écrivent comme:

dr
o = W (E.3)
¢

Nous remplacons ces relations dans I'expression de la vitesse induite E.1 pour

donner I’équation E.5.
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a(y1) =Ce™ Ve, +re™Vok + Vok (E.5)

Une solution pour le systeme d’équations en r et ( est:

r(t) = e !
d_'r B .
o = T

(1) = e
fi—g = —w(

On ne s’intéresse pas a I’amplitude des perturbations que nous posons égale a
’unité et qui est faible comparativement au rayon de I'anneau. On n’étudiera
pas I'impact de 'amplitude de la perturbation. On s’intéresse davantage au taux
d’amplification. Si le taux est nul alors le filament est stable, sinon, il est instable.

On obtient un systeme aux valeurs propres pour les équations E.3 et E.4.

2 2](6)

La valeur propre de la fréquence w de ce systeme est:

w=—i/V,V, (E.6)

Lorsque la fréquence est imaginaire, il y a croissance exponentielle des pertur-

bations. Si la fréquence est réelle, ’anneau oscille continuellement et est stable.
C’est a partir des valeurs prises par V; et V, que ’on peut affirmer si I’anneau
est stable ou non. Ainsi, 'amplitude des perturbations n’a pas d’impact sur la
détermination de la stabilité. Le vecteur y; de I’équation E.2 peut se réécrire en

une partie sans perturbation et une autre avec distortion.

y1 = R+ ei(mﬁl—-wt) e, + ei(mﬁl—wt)k
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Maintenant, il reste a exprimer le vecteur y en fonction des coordonnées cylin-

driques a partir du point y;.

y = [R + reime] cos(f) e, + [R + reime] sin(f) eg, + (™ k (E.7)

Vitesse induite

Le calcul de la vitesse induite se fait en différentes parties séparément a partir
de ’équation E.1. On exprime sous une forme plus pratique le vecteur y — y;
des équations E.T et E.2 par I'utilisation de trois matrices colonnes. La premiere
matrice représente la partie non perturbative de I’anneau. La deuxieme et la
troisieme matrices représentent les perturbations radiale r et axiale (. La premiere
ligne de chaque matrice colonne est la coordonnée en e, , la deuxieme est la

coordonnée en ey, et la troisieme en k.

R(cosd — 1) 0 e™f cosf — 1
Y-¥i= Rsind + (™0 0 +re'mo e™sin (E.8)
0 eim@ -1 0

Le méme procédé est utilisé pour définir le vecteur tangent dy.

dy -
dy = —= db
db
—Rsind 0 eimg(—sin§+ im cosd)
d = ; ; - _ _
d_;: = Rcosé + (e'™O 0 + ret™é &' (cos  + ¢m sin §) (E.9)
0 im e'm@ 0

On passe par un développement en série de Taylor au voisinage du point r = 0

et ( = 0 pour déterminer 1/|y — y1|°.
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f(T7C) = f(0,0) + f’(0,0) ’ [(TaC) - (0)0)] +

(0,0 2
P00 (0, 0)— 00+
: af of
f’(0,0) = <_’_)
ar’ o reg=0
1
f(r, () = v —yiP
1 _ 1
ly=yiliceco |y —vild

Nous négligeons les dérivées supérieures et le produit de perturbations:

)

8|y—y1|
o 0

11 N —3 (8|y—y1|
ly—yiPP ly—-vil8 ly—y1l§ or

Evaluons les valeurs intermédiaires:

l

ly -y1l = \/(y —-y1)-(y —y1)

2R%*(1 — cos @) + Rr (1 — cos B) ™11 + eim‘;]

1/2
+Rr (1 —cos(B) e ™ [1+ e~"™] 4 O(r?) + O(Cz)]

ly —y1lo = Ry/2(1— cosh) (E.10)
5|y—y1| R(l—COSé) { imé imé —imf —i 5}
.~ 1 — . emll—l-elm _l_e!mxl_l_ m
or || 2ly — y1lo ( ) (14 ™)
Oly —y1l
—_—— 0
¢ .

La distance entre deux points sur ’anneau de tourbillon non-perturbé est |y —y1|o.

-3 1

1 1 _ ’ -
= -1+ Rr (1 —cosf)[2e'™01(1 4 &'™?)
ly-y1lP Iy = y1l3 { ly = vilo 2ly —¥1lo [ ]
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! = ! . {1 - §7‘eim‘91 —(1 s eim“’)} (E.11)
y—yilf ly =yl 2 R
De cette expression, la partie réelle seulement est conservée en ne considérant
pas la partie imaginaire parce que la définition d’un module est un nombre réel.
Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer 'intégale E.1 qui est le produit
vectoriel de I’équation E.8 par E.9 multipliés par le scalaire E.11. Ce produit
vectoriel donne un terme d’ordre zéro qui réflete la vitesse d’induction pour un
anneau sans perturbation. Un autre de premier ordre en r et ( qui montre le
comportement de la vitesse induite causée par les perturbations qui sont les plus
pertinents. Et un dernier qui est d’ordre supérieur en r et ( dont on ne tient pas
compte pour ’analyse de la stabilité. Chaque terme est traité séparément dans

les prochaines sections.

itesse induite e zé
Vit duite d’ordre zéro

La premiere partie des équations E.8 et E.9 représente la partie sans perturba-
tions.

€r, €y, k
ay| .- - - _
(¥ —y1)lo ¥ FY dd = | R(cosf —1) Rsinf 0 |df
0 — _
—Rsinf  Rcosf 0

= R*(1 —cosf)dfk (E.12)

Nous avons besoin des équations E.1, E.10 et de E.12 pour déterminer la vitesse

induite sans perturbation qo(y1).

1 —cosf

_ A /
= R J 20— cos B)PP

dd k +

K =3 e [ (14 €)1 —cosh)
v 1y _ d
wEla e )_/W 20 —cos B2 VK

1 —cosf

4:1% / [2(1 — cos A)]3/2 df k4 O(r) k (E.13)




Comme 1l fallait s’y attendre, un ’anneau circulaire sans perturbations se dirige
selon ’axe des k. Nous résolvons cette intégrale dans une section subséquente.
De I’équation E.13, 1l y a un terme du premier d’ordre O(r) qu’on ne considére
pas pour I'instant dans I’étude sans perturbation mais dont on tiendra compte

lors de la détermination de la vitesse induite de premier ordre.

Vitesse induite de premier ordre

Les vecteurs y — y1 et dy/df se composent d’une partie non perturbée et d’une
autre partie qui a une perturbation de premier ordre en r et (. Pour trouver la
vitesse induite de premier ordre, il suffit de faire le produit vectoriel de la partie
non perturbée de E.8 avec la partie perturbée de E.9 dans une premiere étape.
Dans une seconde étape, il faudra faire le produit vectoriel de la partie perturbée
de premier ordre de I’équation E.8 et la partie non perturbée de E.9. L’addition
de ces deux produits vectoriels donne une expression de premier ordre selon les

perturbations r et (.

PREMIERE ETAPE

er, es, k

X = R(cosd — 1) Rsinf 0 eimh

0

y
(y -vy1) %

rei™ (imcosf —sinfy) rei™ (cosf + imsinf) im( em?

DEUXIEME ETAPE

5 er, ep, k
(y—y1) % a—g =| rem cosf—reimt reimiging (et — (e (E.14)
0 —Rsind Rcosf 0

Un troisieme terme, qui provient de la perturbation de premier ordre de qp,
s’ajoute en ne prenant pas compte de la coordonnée en ey, car cette derniere
s’avere nulle lorsqu’on évalue l'intégrale. Donc, il n’y a pas de vitesse angulaire

sur le filement tourbillonnaire.
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La vitesse induite de premier ordre de q; sous forme intégrale est:

K imd [ cos 9[1 — e™] + imsinfeim?
= — ! = dbe,
N 47 R? Ce / [2(1 — cos §)]3/2 o
T imb ) imb ] 4 i g eimb
K imd ™1 — cosf] + e™° —cosf — imsinfe -
: _ dék
anR? © / [2(1 — cos §)]3/2 +
K img, —9 [l + €™9][1 — cos f]
anR? © o [2(1 — cos §)]3/2 a0k (E-15)

-7

En faisant référence a I’équation E.5, il est possible de faire une correspondance
directe pour trouver V; et V; qui sont nécessaire a la détermination du taux

d’amplification w.

Evaluation de I’intégrale

Les équations E.13 et E.15 ont un point de singularité lorsque § = 0. Cette
singularité est évitée en donnant une dimension au filament de tourbillon par
I'intermédiaire d’un angle de coupure (§). Cela a pour effet de séparer les

intégrales en deux parties. De plus, toutes les intégrales ont la forme:

ﬂ ezm0 _
F(m) :_/ S e (E.16)

L’exponentielle peut se séparer en deux parties (cos et i sin) et le dénominateur
est une fonction paire. Alors, dans I’évaluation de I'intégrale de E.16 il ne reste

que la partie en cosinus de I’exponentielle.

7 cos mé -
Fm) = /7T[2(1—cos¢§)]3’/2 b

cos m#l _
= do A7
[2 1 — cos 6)]3/2 (E-17)




152

Cette intégrale n’a pas de solution analytique. Une astuce est utilisée pour par-
venir a la résoudre. II s’agit d’additionner et de soustraire des fonctions G(m)

qui ont les mémes singularités que F'(m) et qui ont des solutions numériques.

. cosmf - cosm@ 1 T e
G(m) = 2%5%[ 2(1 = cos 0) 3/2d0—6/ —§6/ cosdeH]
0 17 e’
F(m) = G(m )-I—211_rg l/ cos_m g/—cosmada} (E.18)
5 5

Nous avons ainsi introduit un angle de coupure § qui nous permet de définir les
intégrales en fonction du rayon du filament de tourbillon. La prochaine étape
est de trouver une forme analytique de F(m) en fonction des caractéristiques du

filament tourbillonnaire.

Evaluation de F(m)

La fonction G(m) peut étre interprétée comme la transformée de Fourier de la

fonction suivante:

- 1 1 e?
1) = [2(1 — cos_g)]?’/2 B 8f (6:<m)
0 = -5 (027

Les valeurs de G(m) pour différentes valeurs de m sont présentées au tableau
E.1. Ces valeurs montrent que G(m) a un effet négligeable dans la le calcul de la

stabilité et particulierement lorsque la valeur de m augmente.

Maintenant, il faut trouver une solution aux intégrales qui sont présentes
dans I’équation E.18. Nous présentons que les principales étapes. Plusieurs for-

mules du livre de Ryznik (1994) ont été utilisées afin de parvenir a la résolution
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Tableau E.1: Valeurs des G(m) (Widnall et Sullivan, 1973).

m  G(m) m  G(m)
0 0.4%4 6 0.004
1 0.073 7 0.003
2 0.025 8§ 0.003
3 0.012 9 0.002
4 0.008 10 0.003
5 0.005

des intégrales. On a posé le changement de variable z = mf. Nous commencons

par 'intégrale suivante:

Y= e T T o

oo - . oo
/cosm0 _ cosmé msinmé m /cosz

_/coszdz _ 7+lnm5+/cosz_ldz
z

~ v+ Inméd
~ vy+Ilnm+1Iné
Tcosmd - cosmbé msinméd
5/ d) = o - PR mllytné+lnm]  (E.19)

ou v est la constante d’Euler (y = 0.5772). L’intégrale suivante est beaucoup
plus difficile. Nous esquissons les principales étapes ott z2 = (1 + m?)#? et on

garde en mémoire que z = (14 im)f = (1 + m?)/24.

cos 60 =
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y1/2 1/2

1 l+m B 1 o0 l+m B
] e

2 2

) )
e ?
= / dz
VA
5(14m2)1/2

= —Ei (=6(1 +m?*)'?)

§(14m2)1/2 e _q
=y —In§(1+m)V2 = / T i (>0
) z
oo / 2\k B
= —y —Iné(14+m?H)V2 - Z = k'm) [6 > 0]
k=1
~ —Iné(1 +m?)V?
~ —ln5—%ln(1+m2)
T e ?cosmb 1 9
/Taz 7 +1né+ 5 In(1 +m?) (E.20)
5

On peut joindre les résultats ci-dessus des équations E.19 et E.20 pour donner

une forme simplifiée de F'(m).

cosmdé msinméd
F(m) = G(m)+ 2 5

1 1
m*[y +1Iné + Inm] — Z[A/ +1Iné+ §ln(1 +m?)]

Une simplification supplémentaire est possible. On développe le cosinus et le

sinus en série de Taylor autour du point 0.

coomé 1 m® mé’
BN TR L TR
—msinmé ,  mi§?  mbé
e T
cosmd ~ —msinmé N i—§m2+0(52)

6? 6 602 2
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Dans la limite ou é — 0, F(m) devient:

1 3 1 1
F(m) ~ G(m)+§+m2[—§+7+1n5+lnm]—Z['y+ln5+§ln(1+m2)] (E.21)
[.’équation E.21 donne une forme analytique qui s’exprime en fonction des car-
actéristiques du filament de tourbillon (é,m). Une différence de F'(m) implique
une annulation des termes qui ne dépendent pas de m et F'(m) peut s’écrire

comine:

3 1
F(m)~ G(m) + mz[—i +v+Inéd+Inm|— gln(l +m?) (E.22)

La prochaine étape est de trouver une relation entre 1’angle de coupure ¢ et
les autres propriétés du filament tourbillonnaire. Nous utilisons 1’équation de la

vitesse induite sans perturbation d’un anneau circulaire qy, pour y parvenir.

K o 1
= —|-lIn— -4+ A|B E.2
b 47TR[ sk a2t (E-23)
A= 2%
S
0
I' = distribution de vorticité

Cette équation a déja été montrée par Lamb (1932, chap. 7) et une démonstration
complete a été faite par Saffman (1970) et Fraenkel (1973). On vérifie facilement
que pour une distribution uniforme I'(s) = s%/a? qui correspond & un corps rigide,

onal(a)=1et A=1/4 et on retrouve la forme bien connue de Lamb.

Nous comparons I’équation qp avec qg qu’on a développé plus t6t qui doivent
étre égaux. Avant tout, nous exprimons le vecteur qo a partir de la définition de

F(m) (équation E.13 et E.17).

K
" 4ArR

qo [F'(0) — F(1)| k (E.24)
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Il s’agit d’introduire la relation E.22 dans E.24.

K

qo = 47FR[G(0)—[G(l)—3/2+7+1n6—1/81n2]}k
~ ﬁ[m—ln(s}k (E.25)

Maintenant, il faut faire la correspondance entre I’équation E.23 et celle de E.25

en posant:

R=R+re™ =R [1 + %einel]

o1
In4—1né = —lnﬁzg
n§ = m%qﬁ—A
- m%-m(u%eim“)qté-/{
né ~ 1n%—%eimel+%—A (E.26)

C’est la relation qui fait le lien entre I'angle de coupure 6 et les propriétés du
tourbillon o, R, A et r. Alors qp s’exprime comme:

K

— 1m6’1
a = Wk+ Tl k (E.27)
K 8K 1
= In — - = i
Vo eyl L + A 5 (E.28)

Donc, un petit changement de rayon génere une composante perturbative d’ordre
un en r qui est ajoutée a qi. En substituant ’équation E.26 dans E.22, on
obtient une nouvelle expression de F'(m) strictement en fonction des parametres

du filament.

F(m) ~m? ln;—;+’y—1—A —%ln(1+m2)+G(m) (E.29)

L’importante relation E.29 est utilisée pour trouver la vitesse induite.



157

Stabilité

Pour trouver les deux variables nécessaires a la stabilité (V; et V;), on utilise les
relations E.5, E.15 et E.27.

47TR2V< _ ] cos § — cos fei™? + imsin eimé

K B E [2(1 — cos §)]3/2
Ar R*V, 7 92em _ cosBe™ _ cos@ — imsinfe™

= / > do —
K [2(1 — cos 6)]3/2
1 —cosf+ em —coshemiy _
do + 1
2 / < [2(1 — cos §)]3/2 ) *

Le dernier terme “+1” provient de 1’équation E.27. Pour exprimer les variables

V; et V, en fonction des F(m), on a besoin des relations suivantes:

o mé esz + e—zmﬂ
C =
2
Cosg B ez@ + e—10
2
B ezﬂ_ e—ig
sinf = .
22

Avec ces dernieres relations et I’équation E.16, on déduit:

v, = JW{F(I)—%[F(m+1)+F(m—1)]+
TP+ 1)~ Fm - 1)]} (E.30)
v, = E%*ﬂ%@—gﬂm+D+FWPJH—HU—
3

SF(m+1) = F(m - 1)] = 7 [F(0) = F(1) 4 F(m) -

%uum+1y+Fmr—Uﬂ+1} (E.31)



158

Pour de faible valeurs de m, il faut utiliser la définition F'(m) de I’équation E.29
dans les deux dernieres relations pour avoir les valeurs de V; et V.. Lorsque m > 1

et 0 = 0, I’équation E.29 se simplifie et le terme dominant est proportionnel a

Ina/R.

F(m) ~ m? ln%+lnm—ln2+7—1—A —éln(l-l—mz)-l—G(m)
~ m?ln—

R

En remplagant cette derniere équation dans E.30 et E.31, on obtient:

Kk 5,0

Vo = -k In— (E.32)
K O

V, = . S(1—m*)In— (E.33)

2 ont un lien avec la courbure locale du filament du

Les facteurs m? et 1 — m
tourbillon. Plus le mode m est élevé, plus la courbure est grande localement. Le

taux d’amplification E.6 pour des valeurs de m élevées est:

47rR2 mv1 — ln — (E.34)

L’anneau est stable lorsque w est réel. Cela qui est le cas pour tout mode m > 1.
Pour m = 0 ou 1, le taux d’amplification est nul mais ces valeurs ne satisfont pas

I’approximation m > 1.

Pour une investigation complete de la stabilité de ’anneau du tourbillon, il
faut utiliser ’équation E.29 pour trouver les valeurs de V; et V.. Il se produit
souvent que la valeur du rayon du filament ¢ n’est pas négligeable et que le mode

m n’a pas une valeur tres grande.

La vitesse de translation induite de ’anneau (Vp) et la vitesse induite die
aux perturbations (V; et V;) sont influencées par le rayon du filament o et par

la distribution de la vorticité A par la relation —Ilno/R 4+ A. En divisant V4
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de I’équation E.28 par x/47wR, nous obtenons une équation V en fonction des

parametres du filament.

~ 8R 1

V:ln7+A—§ (E.35)
La variable V de équation E.35 caractérise completement ’anneau de tourbillon.
Il est a noter V augmente lorsque le rayon du filament o diminue. Du coté
expérimental, il est beaucoup plus facile de mesurer V que A et o. Pour une
distribution uniforme de circulation avec un rapport o/R = 0.1 et pour une
distribution de vitesse U = cte s, on a I'(s) = s?/a® et on trouve la valeur
maximale pour V qui est 4.13. Pour un tourbillon de Hill, la distribution de
vitesse a approximativement la forme U = cte(1 —s?/a?)*/? et la valeur minimale
de V est égale a 1.8. Nous pouvons rendre le taux d’amplification adimensionnel

w en le divisant par /47 R%.

~ w

o(V,m) = ——— E.36
w(Vym) k/4m R? ( )
Pour un mode m donné, @ est fonction de V seulement. Le taux d’amplification
spatial w, est défini comme le produit du taux d’amplification w par R/Vy qui

correspond au temps pris par 'anneau pour parcourir la distance d’un rayon.

- wR
wz(V, m) = 70

wR
Vk/4dr R
o(V,m)
1%

Nous considérons deux modeéles pour prédire le rayon local le long du filament de
tourbillon. Le rayon du filament est invariant dans le premier modele et il n’y a

pas de changement de longueur du filament de tourbillon.

o = 09 (E.37)
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g o)y
In— = In —
np n (E.38)

Dans le second modele, le filament conserve son volume localement %(s)!(s) reste

invariant et I(s) est un élément de longueur.

oll = o*l
0fRd) = O*[R+re™]do
2 2 L rmb)
oy = O 1+Re ]
1
2 _ 2
7T 1+§ez‘m91]
o ~ of - = eimel]
- R
T im, ]2
o~ 0g l—ﬁe 0]
o~ og l—éeimgl] (E.39)
Inec—InR ~ Inoyg+1In [l—ée"mel] —InR
o ro T .
In—= =~ In—— —=e&™ :
n N - ope (E.40)

A volume constant, le rayon du filament est plus faible qu’avec le modéle a rayon
constant. Nous analysons I'impact de ces deux modeéles sur le taux d’amplification

spatial en employant les équations E.34 et E.28.

—m2
o = —i my1—m?lno/R (E.41)
A—-1/2—In8—Ino/R

En utilisant le modele a volume constant, le numérateur de I’équation E.41
diminue et le dénominateur croit. Ce qui signifie que le w, a volume constant est
plus faible que le w, & rayon constant. On peut affirmer que le modele a volume
constant a un effet stabilisateur. La figure E.2 montre cet effet et pour différentes

valeurs de mode (m).

Pour chaque mode de déformation avec m > 2, il y a une région de V pour

laquelle w, est imaginaire et qui produit une instabilité. Pour des grandes valeurs
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T=n

<

Figure E.2: Taux d’amplification spatiale w, en fonction de V et du mode m;
rayon constant: —, volume local constant: --- (Widnall et Sullivan, 1973).

de V, le mode instable contient plusieurs longueurs d’onde. Il faut absolument
que le rayon de filament o soit beaucoup plus petit que la longueur d’onde de
la perturbation (~ 27w R/m) sur le filament pour que la théorie développée soit
acceptable. Alors, pour de grandes valeurs de m, la longueur d’onde de la per-
turbation s’approche de la dimension du filament (o) qui rend la théorie moins
efficace. Malgré tout, on peut s’attendre a des résultats valides qualitativement.

Les résultats sont également biaisés lorsque V = 1.8.

L’amplification spatiale et 'intervalle de V sont légerement affectés par la
dimension ¢ du tourbillon durant sa déformation pour un mode instable. La
bande d’instabilité devient tres étroite pour de tres grandes valeurs de m. Il est
possible de faire une analyse de cette limite bien que le résultat ne soit pas aussi

précis que pour des modes plus faibles. Pour simplifier, on pose:

o
Inc =1ln—— -1-A
no n8R+'y

Pour de trés grande valeur de m, la valeur de Inm ne peut plus étre négligée et

I’équation E.29 devient:
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F(m) = m*né +Ilnm]— %ln(l +m?) + G(m)
~ m*ng + (m®—1/4)Inm
F(1) = Ine
%[F(m+l)—+—F(m—1)] = (m2+1)1n6+(m2+1)1nm—%1nm

%[F(m +1)—F(m—1)] ~ 2m?Iné+2m?lam

De ces relations, on trouve:
27 ~ 2 1
Ve ~ m®lnég + (m —l)lnm—+—zlnm (E.42)

|74

12

(1~m2)ln&—m21nm—+—%lnm (E.43)

Les variables V; et V, sont fonctions de deux variables (m et &). La bande
d’instabilité est bornée par V; = 0 et par V. = 0. Pour ces valeurs on a la
stabilité sur I’anneau de tourbillon car I’amplification est nulle. Alors, pour un
m donné, on cherche la valeur de & qui correspond a ces limites. Pour V; = 0 on

fait correspondre la limite &, et pour V, =0 on fait correspondre la limite &,.

—(m*—=1)lnm—1/4lnm

ln(}( ~

m2
5 m?lnm —1/4lnm
Ing, ~
1 —m?
21
x 1 Inm (E.45)

Pour un m donné, on a . > &,. Mais I’écart entre 7; et &, diminue lorsque m

augmente (figure E.2). Pour des valeurs de m qui sont tres grandes, on a:

1
Inge =Inég, ¥ —Inm =In — (E.46)
m
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Donc, la dimension du filament & est inversement proportionnelle & la valeur
du mode m. Ainsi, si le rayon du filament diminue, il faut s’attendre & une
augmentation du mode sur 'anneau et inversement. De plus, cela veut dire
qu’'un anneau de tourbillon de tres faible rayon o est instable & des modes m

élevés.

1
V o« In i
o
V « Inm

On peut donc affirmer que la vitesse de translation est proportionnelle au mode

selon In m.

Amplification spatiale maximale

Nous cherchons le taux d’amplification spaciale maximale. Nous savons déja que
&¢ > 6, et 6, = —lnm. Tout d’abord, il faut trouver I'intervalle entre 7, et o,

ou:
o+ Ac

On utilise les équations E.45 et E.45 comme point de départ.

s
m?(m? — 1)

5o+ A6 3m?
n e ~

¢

Iné, — Inaoy Inm

| 5 ~ o Inm
In (1 + &) ~ 7—31nm
&( 2m2
Ao 3lnm

12

(E.48)

&( 2m2
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L’équation E.48 donne la grandeur de I'intervalle qui produit une amplification
pour un mode donné. On peut présumer que la valeur maximale de ’amplification

se situe au centre de l'intervalle puisque les extrémités valent zéro.

. . 3lnm
Omazr = O¢ 11— 42

1
InGmer = Inée+1In (1 - 34nm)

12
5
3
|
5
3

Pour trouver I'amplification maximale , il faut trouver les valeurs V; et V, en

employant les équations E.42 E.43 évaluées a G4

Ve = —§lnm
4

V, = —§lnm
4

_ 3

@w = —i1—Inm
4

En divisant par V ~ Inm, on obtient la limite de ’amplification spatiale w, pour

des valeurs de m tres élevées.

w, ~ —%é (E.49)

Ce résultat n’est pas particulierement précis mais donne une limite a la valeur de

I’amplification spatiale.

Effet de la viscosité sur la stabilité

Nous pouvons introduire 'effet de la viscosité pour voir son influence sur la sta-
bilité par rapport a la dimension du filament de tourbillon. On sait par Saffman

(1970) que la dimension du filament o varie comme /4vt.
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t«‘:ola

a x Ro
R*6? o« vt
R%*5?

14

(E.50)

Il serait également pertinent de connaitre la variation de temps nécessaire pour
que le filament passe de ¢ a ¢ + Ad. On trouve cette relation en appliquant la

dérivée a I’équation E.50.

R*¢ A&

14

At x

Ainsi, la derniere équation fournit le temps écoulé en fonction des parametres
du filament et de la viscosité du milieu v. Nous exprimons la relation E.50 en

fonction de I"amplification:

K
w VT Inm
K R?%6 Ao
wAl (47rR2 lnm> (T)

nfv -~
x —0Aflnm
v

Les variables m et Ad sont éliminées en employant les relations E.47 et E.48.
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1
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o
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Pour des modes élevés, nous avons une maniére qualitativement valable pour
estimer le taux d’amplification. La viscosité a un effet stabilisateur sur I’anneau
de tourbillon. Plus la viscosité est grande et plus on dispose de temps pour
observer un mode élevé. On sait que la dimension du filament affecte directement
le mode sur I’anneau de tourbillon. La viscosité influence la dimension du filament
de ’anneau en ’augmentant avec le temps (équation E.50). Par conséquent, la
viscosité a tendance a diminuer le mode sur ’anneau. Plus le nombre de Reynolds
Re est élevé pour un milieu donné, plus la circulation est grande, plus le filament
est petit et plus la vitesse de translation est grande. Cela permet d’observer des
modes plus élevés mais on dispose de moins de temps pour le faire car I'instabilité
détruit le filament tres rapidement. Donc, pour des nombres de Reynolds tres

élevés, la viscosité n’a pas le temps de stabiliser ’anneau.
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