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RESUME

Dans le modeéle standard de l'interaction électrofaible, les masses et les
mélanges des quarks sont des parametres libres. Ceci est d au fait que les
masses sont générées via la brisure de la symétrie du vide en introduisant un
doublet scalaire. Si la nature a choisi ce processus pour générer les masses des
particules, il doit exister un boson scalaire appelé boson de Higgs.

Ce secteur est ad hoc et les différents parametres y sont introduits empirique-
ment afin d’accommoder les résultats expérimentaux.

Dans ce mémoire, nous étudions les formes simples des matrices de masses
afin de mieux comprendre le secteur de Higgs dans le Lagrangien.

Nous étudions en détail les propriétés de la matrice de mélange et
ses différentes paramétrisations. L’ accent est mis, d’une part, sur la
paramétrisation standard et celle de Wolfenstein a cause de son importance
pour la phénoménologie, et d’autre part, sur la paramétrisation de Hamzaoui
puisqu’elle est exprimée en fonction des observables physiques.

Tout d’abord, nous faisons une étude exhaustive des techniques de projection
de la saveur qui permettent d’exprimer les éléments de la matrice de mélange
en fonction des invariants des matrices de masses.

L’atout majeur de cette nouvelle technique est qu’elle permet de contourner
le probleme de la diagonalisation des matrices de masses; une tache de calcul
laborieuse.

Ensuite, nous démontrons analytiquement et numériquement que l’ansatz
de Fritzsch prédit une masse du quark top inférieure ou égale & 100 GeV. On

doit conclure alors que cet ansatz nécessite certaines modifications.
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Nous exposons les raisons et les motifs qui nous incitent a préserver ce modele
et nous présentons ’ansatz modifié de Fritzsch ou ’on introduit deux nouveaux
parametres libres, o et (.

Nous démontrons que ce nouvel ansatz est capable d’accommoder la masse
mesurée du quark top (174 £ 10) GeV. Nous démontrons aussi que I’ansatz de
Fritzsch modifié établit une borne supérieure de la masse du top, m;, donnée

par:
a+Mme—my

(|Ves| - my—mg+f )2

myp

mt<

ol les m; sont les masses des quarks et |V;| et un élément de la matrice de
mélange Vi .

La formulation des équations des observables de la matrice de mélange en fonc-
tion des parametres des matrices de masses nous permet de développer une
approche perturbative autour des nouveaux parametres de ’ansatz de Fritzsch
modifié. Nous obtenons alors des expressions analytiques des éléments de la
matrice de mélange et nous réussissons a mettre des contraintes serrées sur les

deux phases des matrices de masses.

Mots clefs: Masses, quarks, top, Kobayashi-Maskawa, Fritzsch.
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INTRODUCTION

L’'un des problémes non résolus en physique des hautes énergies est
le probleme des masses des fermions et de leur mélange. Les mesures
expérimentales sont les seuls moyens a la disposition des physiciens pour la
détermination des masses des fermions et de leur mélange [1]. Les valeurs les

plus récentes sont résumées dans le tableau suivant [1]:

Tableaul.l

Masses des quarks et des leptons

Leptons (GeV) Quarks (GeV)

e 0.511 1073 u 0.005 | 4 0.008
g 105.65 1073 ¢ 1.3 s 015
T 1.777 t 174.0 b )

Le modele standard [2] de l'interaction électrofaible, (M.S.), malgré son
succeés remarquable et son accord avec l'expérience, présente plusieurs as-
pects insatisfaisants. Parmi ses imperfections, on retrouve le grand nombre
de parameétres arbitraires auxquels il doit faire appel. Le M.S. n’explique pas
pourquoi il y a trois générations de fermions. La brisure de symétrie CP ainsi
que les masses ne sont pas prédites par le modéle, par contre elles sont intro-
duites a la main [3].

Dans le modele standard de l'interaction électrofaible, il y a une seule échelle
de masse v ~ 250 GeV [4], celle de la valeur moyenne du champ de Higgs

dans le vide (état fondamental). Les masses des quarks et des leptons sont
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toutes arbitraires parce que le M.S. ne fixe pas les constantes de couplage Higgs-

fermions.

A cause de la présence de trois générations de fermions, les états propres de
I'interaction faible ne sont pas nécessairement les états propres des masses. Ceci
rend le mélange des quarks inévitable. Dans le M.S., le mélange des quarks est
décrit par la matrice de Kobayashi-Maskawa (Vi) [5] dont les éléments sont
des parametres libres . De plus, le M.S. ne peut pas prédire individuellement
les éléments de la matrice de mélange des quarks. Cependant, le modéle exige

qu’elle soit unitaire.

Dans ce mémoire, nous nous proposons d’étudier le probleme de masse des

quarks, celui des leptons ne fera pas partie de notre étude.

Pour réduire le nombre de parametres libres dans le secteur des masses
et mélanges des quarks, plusieurs approches ont été suggérées. L’approche la
plus populaire est celle qui consiste a postuler une forme particuliére pour les

matrices de masse (ansatz) et essayer de satisfaire les données expérimentales.

Dans le cadre de cette approche, plusieurs auteurs ont suggéré des formes
spécifiques “raisonnables” de la matrice de masse des quarks puisque ce sont
ces matrices qui sont a l'origine des masses et des mélanges [6]. Les formes
des matrices des masses ont été soit inspirées par des modeles de jauge, soit
dérivées par imposition de principes externes tels que des symétries discretes,
structures hiérarchiques, mélange des voisins les plus proches, etc... A partir
des matrices de masse, on peut calculer les valeurs propres (masses des quarks)

et les mélanges en fonction des parametres du modeéle.

Parmi ces ansatz, on retrouve ’ansatz de Fritzsch, 'ansatz de Stech, ’ansatz

de Gronau, l'ansatz de Johnson et Sechter [6], etc...

L’ansatz de Fritzsch est celui qui a le plus de succes grace a son élégance.
Cependant, il a été démontré que la masse du quark top prédite par cet ansatz
est inférieure a 100 GeV [7]. Ceci présente un probléme sérieux puisque la masse

du top a été mesurée expérimentalement et a une valeur de (174 £ 10) GeV

[8].



Nous-allons montrer dans ce mémoire, qu’au lieu d’abandonner l’ansatz de
Fritzsch, il est possible de préserver son élégance en optant pour une version
légerement modifiée.

Nous allons montrer aussi que ce nouvel ansatz peut accommoder une masse
du top aussi grande que sa valeur expérimentale (174 =+ 10) GeV tout en
reproduisant les bonnes expressions des éléments de la matrice de mélange
Vi m en fonction des masses des quarks et des phases des matrices des masses.
Nous allons montrer que ceci est di au fait que le mélange des deux premieres
générations est peu affecté par les nouveaux parameétres de l'ansatz de Fritzsch

modifié.



CHAPITRE I

MASSE ET MELANGE DES QUARKS DANS LE
MODELE STANDARD

1.1 Introduction

Les leptons et les quarks sont les fermions fondamentaux dans la nature, ils
sont regroupés en trois familles [2]. Les leptons et les quarks gauches sont des

doublets :

fuw ui=1u,c,t L = Vei {Vei:VeaV#aVT
W=Ndi)) \di=dys,b T \e ), lei=epT
et les leptons et les quarks droits sont des singulets:

qRri, qRi =UR, CR, tR; dR, SR, bR

€Ri, €Ri =€R, R, TR (1.1.1)

La désintegration [ nous apprend que seul le neutrino gauche prend part
3 Dinteraction faible. A chacune de ces particules correspond un opérateur
de champ de Dirac. Premiérement, on considére seulement le doublet (Z), la
généralisation aux deux autres familles est directe. Le spineur du quark u peut

étre divisé en deux parties, une droite et une gauche:

u(z) =ur(z) + ur(z)

ou
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usle) =5(1 = 3)u(z)
ugr(z) =%(1+’75)U(I) (1.1.2)

Le spineur du quark d se décompose de fagon analogue a celui du quark u en une
partie droite et une autre gauche. uy et ug ne sont pas solution de I’équation
de Dirac a cause du terme de masse de u. Mais la masse de u (m, = 5
MeV) est tres petite en comparaison avec les énergies de quelques GeV voire
de 100 GeV ou plus que I'on retrouve typiquement dans les expériences & haute
énergie. Nous pouvons approximer le monde réel en considérant u sans masse.
On suppose pour démarrer, qu’il n'y a pas de couplage électromagnétique ni
électrofaible. Il reste quatre champs, uy, ugr, diet dr. La densité lagrangienne
correspondante est:
Lo(z) = (T, d)(7>0)) (ZZ) + driy*OrdRr + URiIY Orur (1.1.3)
Cette densité lagrangienne est invariante sous une rotation arbitraire SU(2)
dans 'espace v,, etdy,

Lo-2s Ly

(b)) o (el -

Cette transformation est une transformation de jauge globale. Nous postulons

si

I'invariance de la théorie sous une transformation locale ou U(z) € SU(2) pour
chaque x. Pour que Lg soit invariant sous une transformation de jauge locale,
on doit introduire trois champs vectoriels; au méme nombre que les générateurs
du groupe SU(2) (nombre de générateurs = n? — 1). Les matrices de Pauli,
71,72 et 73 sont des générateurs du groupe SU(2). Les champs vectoriels cor-
respondants sont W3, W?et W;. Nous les combinons pour avoir des matrices
hermitiques 2 x 2 de traces nulles. Wy(z) = Wg(z)%. Nous définissons le

tenseur de champs:

Was(2) = BW,(2) = 0,Wa(2) + iglWh(2), W, (&) = Wi () 2. (1.15)
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ou W, (z) = W2 (2)—8, W (z)—geas. W3 (z)WE(z) ol €qp sont les constantes
de structure du groupe SU(2) et g est la constante de couplage de jauge. La

densité lagrangienne pour u, d et les champs W est donnée par :

L(@) =5 Tr(Wa, (&)W (2)) + (Ti(z), T (2))in* (93 + "QW*)@ZExD

+ﬁ(z)i7’\8,\u3(x) +E(z)i7’\8,\d3(z) (1.1.6)

3]

Il est clair que ce lagrangien ne peut pas générer des termes de masse pour

les bosons de jauge. Ce lagrangien est invariant sous une transformation de

jauge de SU(2). Quand

Wi(z) = U(z)Wx(2)UT (z) — gU(z)a,\UT(x) (1.1.7)
uL(:E) UL(I)
() » v () (1.18)
et
up(r) > ur(z) (1.1.9)
nous obtenons
L(z) = L(z). (1.1.10)

SU(2) est appelé groupe d’isospin faible.
1.2 Le champ de Higgs et la brisure spontanée de symétrie

On parle de brisure spontanée de symétrie quand le lagrangien d’un systéme
posséde une symétrie qui n’est pas partagée par son état fondamental.

Cette idée de brisure de symétrie joue un rdle crucial dans la théorie de
I'interaction électrofaible. L’idée est que l'interaction faible est véhiculée par les
bosons de jauge W qui, comme on I’a vu, n’ont pas de masse. Le lagrangien
contient aussi des termes correspondant aux électrons sans masse, neutrinos
et muons sans masse. Il est invariant sous la symétrie interne SU(2), dite

symétrie de jauge. Un champ scalaire de Higgs [2] est donc introduit avec un
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état fondamental de valeur moyenne non nulle. La brisure spontanée de symétrie
donne une masse a |’électron, au muon, au tau et aux bosons de jauge tout en
laissant le photon et le neutrino sans masses. Nous introduisons deux champs
scalaires complexes de Higgs @, et ®, a partir desquels on forme un doublet
o(t) = (:;) et on demande que ce champ soit un doublet sous la transformation
du groupe d’isospin faible SU(2). Nous cherchons donc une densité lagrangienne
L qui soit invariante sous une transformation SU(2). Nous voulons que la
théorie soit renormalisable, ce qui exige que toutes les constantes de couplage
doivent étre sans dimension ou avoir la dimension d’une puissance positive de

masse. Donc la densité lagrangienne devrait avoir la forme suivante:

Le =(8,81)(6*3) — V() (1.2.1)

V(@) =p?ete + aala) (1.2.2)

On demande & X d’étre positive pour assurer la stabilité. Si u? > 0, V(@) aura
un minimum absolu & ® = 0. Quand u? < 0, le potentiel possede un minimum
a une valeur non nulle ®. qui satisfait: [®.]*> = —%1‘/\—2 En théorie quantique des
champs, on parle d’une valeur moyenne non nulle de ’état physique du vide.
La contrainte est seulement sur le module du champ. L’orientation est ar-
bitraire. Il en résulte que 1’état fondamental est infiniment dégénéré. Comme
la théorie des perturbations est formulée pour des champs ayant un état fon-
damental # 0, il est donc approprié de redéfinir le doublet scalaire ® comme

suit:

6.1 0
®(z) = 5 ( (u+\f/1_(z))) (1.2.3)
2

ol les valeurs moyennes du vide de tous les champs réels £;, £, €3 et H(z) sont
non nulles. Aucune de ces infinités d’états n’est invariante sous une rotation
SU(2). Donc la symétrie SU(2), qui est une symétrie du lagrangien, est spon-

tanément brisée par I’état fondamental.
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Ensuite, grace a la liberté de rotation du champ de Higgs dans ’espace des
isospins SU(2)L, on peut absorber le facteur de phase de ®(z) et du méme coup

éliminer £(z) du lagrangien. Le champ devient donc:

B(z) = % (v N %(I)) (1.2.4)

L’expression de la dérivée covariante D, en fonction des champs A, Wf et Z,

est:

‘ . . 1
D,=03,+1eQA,+: (T+W:_ +rTW, )+ zgz(§7'3 —zw@®)Z, (1.2.5)

1
V27
e g

.2
- - , — sin? 6 1.2.
9z sin By cos Ow cos Oy Tw = s bw (1.2.6)

po (8o (0 Vans () ) qen

ch:i( vaaWi(v+ H) ) (1.2.8)
g V2 \0,H — YigzZ,(v + H) -

En remplagant la dérivée partielle par la dérivée covariante Lg devient:

1 1 1 1
Lo = 5(0uH)" + 29" WIW* ™ (v + H)* + 2952, 2"(v + H)* —v[5(v + H)?]
(1.2.9)
On peut identifier les termes de masse des bosons W et Z, Mw = %gv et

Mz = %gzv, tandis que le photon reste sans masse.

1.3 Le Lagrangien du M.S. et ’origine de la brisure de la symétrie
CP

La forme générale de la densité lagrangienne du M.S. est donnée par
L=L(f,G)+ L(f,H) + L(G,H) + L(G) — V(H). (1.3.1)

ou f désigne les fermions, H le doublet de Higgs et G les bosons de jauge.
L(f,G): le lagrangien de l'interaction des fermions avec les bosons de jauge.

L(f,H): le lagrangien de 'interaction des fermions avec le Higgs.



L(G, H): le lagrangien de I'interaction des bosons de jauge avec le Higgs.
Considérons le secteur hadronique de la théorie, le secteur leptonique se
traite de la méme facon. L(f,G) est le terme qui donne l'interaction des

fermions avec les bosons de jauge. Il s’écrit comme suit [3]:

i [ JLVY (6#1 — 192 %W,’, —1ig1 6B 1) (ZJL>

1=1 ]L
., .2
+ gjRVY (@: - lgl(g)B;J)qJ'R

+ ¢ piv* (6# - igl(:;)B,l)q;R} (1.3.2)

o1 ] est la matrice identité et 1, 2, et =L sont les valeurs propres de ’hypercharge

6° 3’
Y, générateur de U(1), qui est construite de sorte que Q = I3 +Y ait les valeurs
propres 2/3 pour les quarks de type “up” et - 1/3 pour les quarks de type

“down”. L’interaction des fermions avec le doublet de Higgs est donnée par:

N : PO 2. {CONG
Un) = 3 [raadle (Zge Jour + Y@ aic (oo )t + 1
(1.3.3)
ou Yjx et Y} sont les couplages de Yukawa qui sont des nombres complexes

arbitraires dans le modele standard [10].

() . G(0)x
= (@(0)) et H® = <_q>(—)) (1.3.4)

sont respectivement le champ scalaire de Higgs et son conjugué.

1 1
&) = —(d, +i®y) et &0 = %(% +1®3) (1.3.5)

V2

qui correspondent & quatre champs scalaires réels. H¢ est choisit au lieu de H*

car ce dernier ne se transforme pas comme doublet sous SU(2)
H* 5 U (a)H* £ U(a)H” (1.3.6)

Mais
H¢ - U(a)H® (1.3.7)
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L'invariance sous U(1) est garantie en exigeant la conservation de la charge.
Comme nous ’avons vu dans la section précédente, sous la brisure spontanée
de symétrie, (B.S.S.), le champ ®¢ est décalé, $o — ®g + v, oll v est la valeur
moyenne du niveau fondamental du champ @, et les trois champs &;, j =
1,2,3 ont été absorbés par les bosons Z et W* qui deviennent massifs. Apres
B.S.S., dans 'expression de L(f, H) donnée par (1.3.3) il ne reste que les termes

impliquant @,

N
BSS - —_ 1
L(f,H)— — Z [mjkq_jLQkR + Mg kg + hoc| (1 + ;‘I’o) (1.3.8)
71,k=1
ol mjx = —%ij, m;k = —%Yj’k sont les matrices de masse des quarks.

Nous allons montrer que l’expression (1.3.8) de L(f, H), brise formelle-
ment les symétries discretes C, P et CP (App. A). Nous mentionnons a ce
stade, que (1.3.8), ne donne pas ’expression de L(f, H) dans la base physique.
L’importance de cette remarque sera claire plus tard quand nous montrerons que
ce méme lagrangien, L(f, H), une fois exprimé en termes des champs physiques,
conserve automatiquement C, P et donc CP.

Soit E, le terme dans L(f, H) impliquant les quarks de type “up”. Etudions

sa transformation sous les symétries discrétes C, P et CP.

—_— 1 R X —
E =m;xgiLqkr + h.c = 5 [mjqu'(l +7s)gk + mpge(l — 75)41]

=l§ (m+mT)+(m—mT)75]q (1.3.9)

o

Donc la parité est conservée si la matrice de masse est hermitique. Dans ce cas
m = ml et (m — mT)'y5 = 0. En utilisant les propriétés des transformations
des champs sous les symétries discrétes (App. A), la transformation de E sous

I'opération de conjugaison de charge C est donnée par
7[(m+mh7 + (m = ml)Txs g (1.3.10)

ou T dénote la transposition matricielle.
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Pour que C soit une bonne symétrie, m doit étre symétrique. Sous1’opération

CP (App. A), E devient:
q (m+mT)T—(m—mT)Tfy5 q (1.3.11)

Pour que E soit invariante sous CP, il faut que m soit réelle, donc m = m?*,
m’ = m'*. Il faut noter toutefois que nous sommes en présence des champs non
physiques, puisque la théorie ici n’est pas écrite dans la base physique. Pour
trouver les champs physiques, il faut diagonaliser les matrices de masse des
quarks m et m’. Or nous savons que toute matrice carrée, hermitique ou non,

est diagonalisable a 1’aide de deux matrices unitaires. Donc:

UpmUL = D = Diag(mu, me,my) (1.3.12)
U’Lm'UgL = D' = Diag(mgq, ms,ms) (1.3.13)

ot Uy, Ug sont telles que UpUS = UpU}L = 1.
Pour trouver Uy, nous multiplions I’équation (1.3.12) par son conjugué her-
mitique.
ULmULURmTUI = UmeTUI = D? = Diag(m?,m%, m}) (1.3.14)
Uy diagonalise mmT; de méme Ur diagonalise mim.
En substituant (1.3.12) et (1.3.13) dans l’expression (1.3.8) du L(f, H), nous

trouvons

5L ™MjkqkR =qQLMgR = ?ZUI ULmUIT% Urqr
——

D
=ULq1DURrqr
m, O 0
=Upq, | 0 me O |Urgr (1.3.15)
0 0 my

Donc les champs physiques sont:

G =Upq=Up | c1 |; (1.3.16)

o™ =Updy =Up | st (1.3.17)

P
QU
t~



De méme pour les quarks droits, ou L — R dans I’équation précédente.

En substituant dans I’équation de L(f, H), nous trouvons:

P95, H) = = (14 22) [mya(-E 20

+ termesen d, s et b] + h.c.

-1
)C+ mtt( -+_275

_ 1+
m¢( 5

)t

d - - _
=-(1+ —vg) [muﬂu + m.cc + mytt + mgdd + m3s + mpbb
(1.3.18)

LPR¥S(f H), contrairement & L(f, H) a la propriété importante de conserver C,
P et donc CP aussi. De plus, nous apprenons que la symétrie d’un lagrangien
n’a pas nécessairement d’implication physique si ce lagrangien n’est pas exprimé
dans la base physique. A partir des deux matrices de masse m et m’, on a trouvé
quatre matrices unitaires (U, Ugr, U} et Ug) qui diagonalisent m et m’. Nous
avons aussi établi la relation entre les champs physiques et les champs non
physiques. Dans l’expression de LP"¥*(f, H), il n'y a plus de trace de U et U’
et l'interaction du Higgs avec les fermions conserve automatiquement C et P et
conserve aussi la saveur.

Il reste a exprimer L(f,G) en termes des champs physiques des quarks.
Prenons tout d’abord un terme de courant neutre du lagrangien L(f,G). (i.e
n’impliquant que les quarks de type up ou down). Soit En(z,t) le terme donné

par:

. .2
En(z,t) =grY" [3;4 - Zgl('é')By]QjR

e 3 2 1]
=qpUrY* [a# - 291(5)3#] U;-[ch

!

- .2
=qp7* [6# - zgl(g)B#]qR (1.3.19)

On voit qu’ll n’y a pas ici de courants de changement de saveurs. Ceci est
di aux facteurs suivants. Premiérement ces expressions contiennent seulement
des termes “droits” ou “gauches” et jamais les deux a la fois. Ceci résulte en

la conservation de la saveur. Deuxiément, puisque les matrices, U et U’ sont
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unitaires, la conservation de saveur implique que les termes des courants neutres
ne contiennent pas de termes de la forme: Ty*(a + bvys)c (mécanisme de GIM).
Les autres constituants de L(f,G) sont les termes des courants chargés. Ces
termes conservent I’hélicité mais pas la saveur. Ils mélangent les quarks de
type “up” aux quarks de type “down” du fait que W= transportent une charge
unitaire.

Puisque les courants chargés impliquent seulement les quarks “gauches”, les.
matrices d’indice R n’entrent pas du tout et la matrice Uy est multipliée par
Ui’. Le produit ULUILJr n’est pas nécessairement l'identité, mais il doit étre

unitaire. Les termes des courants chargés sont donnés par:
X, = [W; - iWﬁ]q_L'y“q'L 4 he

_ [W; - iwj] EHA UL UG PR he (1.3.20)

en posant V = ULULT, X, sera:

Xo =|W} —iw?|J

ou
Ved Vus Vaup d
J¢ =(u7c’t)L7# Vcd Vcs Vcb 8 (1321)
Vie Vie Va b

L
V est la matrice de mélange des quarks.

Les courants chargés sont responsables de la brisure de symétrie CP dans
le modele standard. X, brise “maximalement” C et P puisque la partie axiale
de l'interaction a la méme intensité que la partie vectorielle de l'interaction. Il

s’écrit:

X =W} = W2 G Vi (1 = ¥)ai + Wh+ W |G Vil - w)es

CP . el . — *
- [Wﬁ + ZWﬂq;n“ij(l — ¥5)q; + [W,i - zWﬁ]qﬂ“ij(l -



14

L’argument (z,t) des champs se transforme en (—z, t) sous I’action de CP (App.
A). Tl en résulte que V3 = Vji, pour que CP soit conservée. Ce qui revient
a dire que la matrice doit étre réelle afin de conserver CP. Donc la matrice
doit étre réelle modulo des phases mesurables. Puisque la phase d’une fonction
d’onde n’est pas une quantité observable (¢ et €!®1, ou alpha est réelle, sont
physiquement équivalentes), celles qui sont mesurables sont les phases relatives
des différents champs. Nous devons donc déterminer quelles sont les phases
mesurables dans V et quelles sont celles qui ne sont pas mesurables. Nous

avons la liberté de les redéfinir comme suit:
g — ¥ Wqp (1.3.24)

®(q), g =u, ¢, t, d, s, b sont des nombres réels. Il y aura donc six quantités

pour le cas de trois familles. V se transforme comme suit:

e_id’(“) 0 0 Vud Vus Vub ei‘b(u) 0 0

V = 0 e—id>(c) O Vcd Vcs Vcb 0 eld)(C) 0
0 0 e—i®(1) Vie Vie Va 0 0 ()
(1.3.25)
Vs, —eli@0) =)y, (1.3.26)

7 — gdetype “up”. o = gde type “down”. Pour que ce rephasage laisse invari-
ant le lagrangien du modele, il faut soumettre les champs droits des quarks au
méme rephasage faute de quoi la partie L( f, H) ne sera pas invariante puisqu’elle
mélange les “L” avec les “R”. Une matrice N x N unitaire a N? parametres.
N(#) de ces parametres peuvent étre associés aux angles d’Euler. Les
parameétres restants sont les phases. Nous avons vu que (2N — 1) de ces phases
ne sont pas mesurables. Il y a 2N phases non mesurables, ¢(j) et ®(«), mais
seulement 2N-1 différences de phases apparaissent dans ’expression de V,; ,
donc V a N? — (2N — 1) = (N — 1)? paramétres dont W phases et
LI;/_IZ rotations. Quand N = 2, le modele & deux familles, nous avons une

rotation et aucune phase. La matrice de mélange s’écrit donc:

( cos 8 sinG) (1.3.27)

~sind cos@
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qui correspond a la matrice de Cabibbo [11]. La présence de la matrice orthog-
onale de Cabibbo explique I’absence des courants neutres de changement de
saveur. Avec deux familles, la matrice de mélange est automatiquement réelle
et donc CP est conservée. Or on sait a partir de plusieurs expériences, que la
symétrie CP est brisée. Pour remédier a cet inconvénient, une solution proposée
par Kobayashi et Maskawa est d’étendre le modele a trois familles. Pour n = 3,

nous avons trois rotations et une phase responsable de la brisure de la symétrie

CP.
1.4 Conclusion:

Les courants chargés sont responsables de la brisure de la symétrie CP et
nous avons conclu que le modele standard ne peut rendre compte du phénomene
physique de la brisure de CP qu’en considérant un nombre de familles n > 3, tel
que suggéré par Kobayashi et Maskawa [6]. Le chapitre suivant sera consacré a

I’étude des propriétés de la matrice de mélange et sa paramétrisation.



CHAPITRE II

PROPRIETES DES MATRICES DE MASSES ET DE MELANGE

2.1 Introduction

Comme on I'a vu dans le chapitre précédent, la matrice de mélange Vi ps
est une matrice 3 X 3 unitaire. Les valeurs expérimentales de ses éleéments sont
données par la matrice suivante [1]:

0.9747 2 0.9759  0.218 2 0.224 0.002 a 0.005
0.218 2 0.224 0.9738 2 0.9752  0.032 & 0.048 (2.1.1)
0.004 a 0.015 0.030 a 0.048 0.9988 a 0.9995
Elle peut donc étre paramétrisée par 9 parameétres indépendants. Pour une
matrice 3 x 3 quelconque, le nombre de parametres est 18 parameétres complexes.
Ce nombre est réduit a 9 par les contraintes d’unitarité suivantes: VjﬂVﬂ., =

da~- Cependant, on a la liberté d’absorber une phase dans le champ gauche:
qr = e*l)qy (2.1.2)

ce qui enléve une phase arbitraire de chaque ligne de V. Puisque V n’est pas
affecté par une transformation de phase commune & tous les g, seulement
6 — 1 = 5 degrés de liberté des phases peuvent étre éliminés de cette fagon.
Vikum peut étre donc exprimée en terme de seulement 9 — 5§ = 4 parameétres
physiques indépendants.

Différentes paramétrisations de la matrice Vi ainsi que le choix des
parametres indépendents ont été traités par plusieurs auteurs [11]. Dans ce

qui suit, on va étudier certaines des paramétrisations les plus populaires.
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2.2  Paramétrisation de la matrice de mélange

Certainement, toutes les paramétrisations de la matrice de mélange sont
équivalentes et la physique reste la méme quelle que soit la paramétrisation. La
seule chose que nous pourrions gagner est que la physique soit plus simple et
transparente dans 'une de ces paramétrisations. Parmi ces paramétrisations,
Kobayashi et Maskawa [5] ont montrer que pour n = 3, la matrice de mélange

des quarks peut étre paramétrisée par trois angles et une phase.
2.2.1 Paramétrisation de Kobayashi-Maskawa

Comme le nom l'indique, cette paramétrisation est due a Kobayashi et
Maskawa [5]. Ils ont été les premiers a montrer que dans le cas de trois
générations, la matrice de mélange peut étre paramétrisée par un produit de

trois matrices de rotations R et d’une matrice d’insertion de phase D comme

suit:
V= Rz(—f)z)Rl(—f)] )D((S — 7r)R2(63) (2.2.1.1)
ou
(8] S1 0 1 0 0
Rl(f)]) = —381 C1 0 ; R2(62) = 0 C2 S92
0 0 1 0 —s2 ¢
1 0 O 1 0 0
D((S) = 0 1 O N R3(93) = 0 C3 83 (2212)
0 0 616 0 —383 C3

ou ¢; = cos (6;), si = sin (6;).

V sera donc:

1 —S1€3 —3S183
5102  C€1CpC3 — Sp83€  cicos3 + spcaetd (2.2.1.3)
$187 €182C3 + c283€¥ 18983 — coczet®

Par un choix judicieux des signes des champs des quarks on peut restreindre les

angles aux intervalles: 0 < ¢; < 7, 0<6 <27.
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La phase d est responsable de la brisure de CP. Dans la littérature, une
forme alternative de la matrice Vi¢ps est aussi utilisée, on remplace § par § + =
et 6, par —6;.

Dans la limite ou 6, = 8, =0, § = 7, Vi se réduit a la matrice de rotation

de Cabibbo.

ci —s; O
V= Rl(—-el) = S1 C1 0 (2214)
0 0 1

ou la troisieéme génération se découple. Il y a alors mélange seulement entre les

deux premiéres générations.
2.2.2 Paramétrisation standard

Dans la littérature, on appelle paramétrisation standard, la paramétrisation
adoptée par “The particle data group” [12]. Cette construction de la matrice
de mélange a ’avantage de mieux paramétriser les données expérimentales. La

phase est insérée via la matrice R3(4, 51) donnée par:

c 0 se”if
0 1 0 (2.2.2.1)
—se”¥ c
Avec cette construction, V sera:
!
V = Ry(623)R3(013,6 )R1(612)
I
—1
€12€13 , $12€13 , s13e”!
= | c23512 — c12523513¢€" ) C12€23 — $12523€" , C13523 (2'2'2'2)
1) 1)
§12823 — C12€23513€" €12823 — €23512813¢€" C13C23

Expérimentalement, les éléments diagonaux sont de l’ordre de 1. Quand tous

les angles sont petits, la matrice de mélange s’écrit:

1

1= S12 3136_i6
V >~ _312. 1~ S23 (2223)
—313616 —3823 1=

Dans ce cas limite, chaque élément est approximé par un terme unique, ce qui

n’est pas le cas avec la paramétrisation KM.
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Le symbole 17 indique que ces éléments sont légérement plus petits que 1

tel qu’exigé par 'unitarité.
2.2.3 Paramétrisation de Wolfenstein

Dans sa paramétrisation, Wolfenstein [13] écrit les V;; comme une expansion
autour d’un petit parameétre A qui est égal au sinus de l'angle de Cabibbo
(A = Vys = 0.22).

En premiere étape, il ne garde que les termes d’ordre A\? ou plus grand.

Ayant A = V,,, exprimons les autres éléments en fonction de M.

Les mesures expérimentales donnent Vi, ~ 0.06, donc de I'ordre de \2.
2 4
Ve = AN avec A ~ z (2.2.3.1)
L’unitarité nous donne la relation suivante:
VE4+VE4+VE = (2.2.3.2)
Alors,

Vir =1-Vi, =V}
~1 -\ (2.2.3.3)

ou l'on a negligé |Vyp|?. 11 vient:

Vea V1 — )2

)\2
~1- 5 (2.2.3.4)
V.a est de 'ordre de V,;. On pose
Vg = Voo~ —X (2.2.3.5)

ou le signe (-) découle de la liberté de choix de la phase. Encore a ’aide de

I'unitarité:

VidVey + Vi Vo + VsV = 0 (2.2.3.6)

Donc
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/\2
- A1 - ?)-{-/\VC‘;:O
22
Ves=1- ? (2237)
ou l'on a considéré Vy,; ~ 0 a cause de sa petitesse relativement a A2,
Expérimentalement, V;p ~ 1.

La matrice Vi a l'ordre A\? s’écrit donc:

-2 ) 0
-\ 1- /\72 AN2 (2.2.3.8)
0 —AN? 1

En deuxiéme étape, on va considérer 'expansion des V;; & l’ordre A3.
Vs est d’ordre A®. Supposons qu’il s'écrit comme suit: V,, = A\3B, ou B

est complexe. Alors, pour déterminer V;4, utilisons:
VaudVig + Vs Vi, + ViV, =0 (2.2.3.9)

11 s’ensuit que:

/\2

(1- ?) =N A+ MAB =0

. MA(1-B)

td = — . 2z

-7
/\2

Via =~ M A(1 = B*)(1 + ?)
Via= A - \*AB* (2.2.3.10)

Si on pose B = (p —1in); alors V;y = A3A(1 — p —1in). La matrice V & 'ordre

A3 s’écrit:
1- 4 X AN(p—in)
Y _ A A)\2 (2.2.3.11)
AN(1—p—in) —AN? 1

Si on considére la conservation de CP, le calcul des éléments de V a 'ordre

quatre n’est pas d’une grande utilité. Les termes a 'ordre 4 en A sont trop



petits et leur contribution est négligeable. Pour avoir une idée de l'ordre de

grandeur de Viq4, calculons |%“f|

Vab _‘AaA(p—in)‘
Ve | A2A
=/ A(p? +1?) (2.2.3.12)
Expérimentalement,
Vub
2 2.2.3.13
Vcb <0 ( )
Alors,
0.04
2, .2
+n' < —= <1 2.2.3.14
P N ( )
11 vient donc que:
[Via|? = A5 A%((1 - p)? + 1)) (2.2.3.15)
|Via| <2X3%A(1 - p) (2.2.3.16)

<2)4 (2.2.3.17)

Pour le systéme K9, la non-conservation de CP est reliée au produit V;4V;, [13].

Or d’apres (2.2.3.11) et (2.2.3.17,)
|ViaVis| < 203 A2 (2.2.3.18)

qui est de 'ordre de A\°. Pour rendre compte du phénomeéne de la non-
conservation de CP, il est donc nécessaire d’aller jusqu’a ’ordre 5 dans le calcul
des éléments de V. La brisure de CP est reliée a la phase de Vips, donc seule
la partie imaginaire des V;; nécessite un développement & l’ordre A*. Pour

déterminer V,;, on utilise la relation d’unitarité suivante:
VuaVig + Vas Vi, + Vs Vi =0 (2.2.3.19)
Vis ~ 1 donc:
VudVig + Vs Vs + Vp =0 (2.2.3.20)

Im(Vas) = = Fm(VaaVyy) — Im(Vas Vi)
A2 * *
= - (1= )Im(Vg) = Mim(V;3)

1
=— AN (n+ 5n,\?) (2.2.3.21)
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Pour la détermination de V., on utilise:

VudV], + Ved V2, + ViV, =0 (2.2.3.22)
En multipliant par V,V,,, nous aurons:
[Viad|*[Vas|? + Vi Vs Ved Ve + Vi Vas ViaVi = 0 (2.2.3.23)

Il en résulte

Im(V3Vaus VeV + VigVas Vi Vi) = 0 (2.2.3.24)
Im(VVasVedVy,) = =Im(V,} VasVaa V) (2.2.3.25)
= Mm(Ves) = AN Im(Vyy)

Im(V,,) = —A%\*y (2.2.3.26)

La détermination de Im(Vcs) est faite a partir de la relation:

VeaVig+ VesVig + V=0 (2.2.3.27)
Alors
Im(Vep) = = Im(VeaVig) — Im(Ves Vi3
Im(Ves) =A(AX°n) + O(N°)
Im(Ve) =ANn (2.2.3.28)

Ainsi la matrice V 3 'ordre A\° permettant de rendre compte du phénomeéne

de la non-conservation de CP est donnée par:

-4 ) AN (p — in + ini)?)
~A — A AT ANZ(1 +1in)?) (2.2.3.29)
AX(1—p—1in) —AX? 1

2.2.4 Paramétrisation de Hamzaoui

Cette paramétrisation appartient a la classe de paramétrisation des matrices
de mélange en terme des observables physiques. C’est a partir du moment

ou Jarlskog [17] a élaboré la méthode des projecteurs permettant d’exprimer
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directement les observables en fonctions des invariants des matrices de masses,
sans étre obligé de les diagonaliser, que ce nouveau type de paramétrisation a
suscité beaucoup d’intérét. Comme les angles et les phases dépendent de la
convention choisie, il est désirable d’introduire des combinaisons d’angles et de
phases qui seraient observables et donc indépendantes des conventions.

Hamzaoui [14] a montré que pour n = 3, la plus simple paramétrisation de
la matrice de mélange est obtenue en ignorant les angles et les phases et en
utilisant a la place, quatre modules indépendants de la matrice de mélange.
Ceci est du au fait que les modules sont observables alors que les angles et la
phase ne le sont pas; on les déduit des observables.

Dans cette paramétrisation [14-15], le choix des quatre parameétres
indépendants consiste a prendre les modules |Vi,|, |Ves|, |Vid| et JIY’%:Il

Grace a la liberté de rephaser les champs des quarks, on peut choisir libre-
ment les phases de cinq éléments quelconque de V' a la condition suivante: pas
plus de trois des cinq éléments n’ appartiennent a une méme sous-matrice 2 x 2
de V. Un choix convenable des phases sera de les prendre nulles. Le choix
fait par A. Campa, C. Hamzaoui et V. Rahal [15] est d’avoir quatre éléments
positifs |Vua|, |Vausls |Vid|, [Ves| et un élément négatif V4. Il vient:

Vie =|Vis (2.2.4.1)
Ver =|Ves| (2.2.4.2)
Via =|Vid (2.2.4.3)
Vea = — |Ved] (2.2.4.4)
Vb =p|Vese® (2.2.4.5)

La matrice V;; est une matrice unitaire. D’ou

Vaal® + [Vas > + [V = 1 (2.2.4.6)
Vaal* + [Vea|* + Vaal* = 1 (2.2.4.7)

et donc:

|Vud| =\/1 - |Vu3|2 - P2‘Vcb|2 (2248)
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Ved| =/ [Vus|? + p2|Ves|? — [Vial? (2.2.4.9)

On a choisi V.4 négatif, les autres sont positifs. Ainsi

Vad =V/1 = Vi = p2[Vas? (2.2.4.10)

et

Vea = — /|[Vus|? + p2|Ves|2 — |Via|? (2.2.4.11)

De l'orthogonalité de Vs, on a

VaaVig + Vus V3 + Vb V3 =0 (2.2.4.12)
VisVig + VoV + VeV =0 (2.2.4.13)
VausVig + Ves Vo + Vi, Vi =0 (2.2.4.14)

ce qui donne

_Vudvcji _ VUb c‘l;

V* = 2.2.4.15
c3 ‘/un9 ‘/un9 ( )
VoV VaeV)y
Vip=———4 - ¢ (2.2.4.16)
Via Via
Ves VY ViV
Vi = ——><4 2 ud (2.2.4.17)
Via Via
Avec les conventions adoptées au départ (2.2.4.1), on trouve
VaallVea| — pIVas|* _is
Ves = - e”! 2.2.4.18
Vel Vel (2:2:419)
\Veol[Veal  pIVes|[Vual 5
Vib = - e' 2.2.4.19
V,, = [Ved| [lvudllvcdl _ P'Vcblz e—i&] _ [Vas|[Vadl
’ |th| |Vus| |Vus| thd|
Vaual (0%|Ves|? = |Via)? 5|2 Ve :
_ | al (0% Ves|? = [Vaal?) _ plVe] 'Vd|e—;6 (2.2.4.20)
|Vus||th| |Vus||th|

La phase est donnée par:

—1
—2|Vudl|Vcd|P‘Vcb|2

cos () ['th|2 - P2|Vcb|2 + P2|Vus|2|Vcb|2 - PZ|V65|2|VM|2

— [Vas P |Veo|? = p? [Vt + p“|VC,,|“] (2.2.4.21)
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2.3 Rephasage, invariance et représentation géométrique

Pour qu’une expression quelconque représente une quantité physique observ-
able, il faut qu’elle soit invariante sous une transformation de phase des champs

des fermions.

o = €1 ¢ (2.3.1)
g — g (2.3.2)
qs — €% g (2.3.3)
TiViala = GViagae' %) (2.3.4)

Les invariants minimum contenant toutes les informations relatives a la phase

sont les quantités suivantes:
Tiajp = ViaVigVia Vi, (2.3.5)
La mesure de la brisure CP est définie comme la partie imaginaire de Tiqjg.

Im(Tiaj) = JZ €ijk€afy (2.3.6)
kv

Considérons maintenant les relations unitaires suivantes:
ViaViy + VeaVy + VuaVypy = 0 (2.3.7)

Puisqu’ on a affaire a des nombres complexes, cette relation peut étre interprétée

par un triangle dans le plan complexe.
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Ved Vcb*

Figure 2.1 Représentation géométrique de VigV}; + VeaV3 + VudVy =

Expérimentalement, les éléments diagonaux sont presqu’unitaires. Si on con-

sidére maintenant |Vip| = |Vy4| = 1, la relation (2.3.7) devient:
Vie+ VadVy + Vg = 0 (2.3.8)

qui est représentée dans le plan complexe par le triangle suivant:

2 3

Ved Vecb*

Figure 2.2 Représentation géométrique de Vg + VeaV3 + Vi =

Pour montrer la relation géometrique entre J et 'aire du triangle, multiplions

(2.3.7) par V; Vp; on obtient:

VaaVa ViV + VeaVesVaVos + [Vea*Vasl? = 0 (2.3.9)



qui est représentée par la figure 2.3

|ved|42|veb| 42

Figure 2.3 Représentation géométrique de (2.3.9)

N.B: [Ved[2|Veb| 2= |Ved|?|Vcb|?

Il résulte de cette interprétation géométrique une caractérestique importante
reliant les dimensions du triangle a la brisure de CP. La mesure de la brisure
de la symétrie CP(J) n’est que la hauteur du triangle.

Pour des raisons d’invariance sous un rephasage des champs des quarks, la
mesure de la brisure de CP est définie comme étant la partie imaginaire de

Tiajg. De la figure (2.3), la hauteur h du triangle est donnée par:
h = |VuaVa Vi Vil sin (é1)] = |J)- (2.3.10)

La hauteur du triangle est donc exactement le module de J, la mesure de la
brisure de la symétrie CP. La surface du triangle est simplement donnée par:
%|J| |Vea|? |Ves|?. Pour avoir une brisure de CP, il faut que la surface du triangle
soit non nulle.

Une autre importante propriété en relation avec I'asymétrie de CP dans la

désintégration B aux états finaux auto-conjugués par rapport a CP est [19]:

[T = [Vaal Vil [Vas| [Vus| [sin(61)]
= Vil [Ves| Vo] [Vea| [sin(¢2)]
= |Vaal [Veo| [Vus| [Vea| |sin(3)] (2.3.11)
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qui résulte de la géométrie triangulaire. De plus, la loi des sinus nous donne

une relation entre ¢, @9, et ¢3:

[sin(82)] _ [Vas| [Vual  [sin(8s)]l _ |Val [Vial  Isin(és)] _ [Vl [Vidl
sin(é1)] [Vl Veal  Isin(én)l |Vl [Veal  sin(2)]  [Vas| [Vadl
(2.3.12)

Toute information sur les angles du triangle est cruciale puisque ’amplitude de
leur sinus nous donne de 'information sur ’asymétrie de la brisure CP dans la
désintégration des mésons K et B. De plus, les contraintes sur ces angles sont

un test de la relation angulaire du triangle:

¢1 + 6152 + (153 = T (2313)

qui n’est rien d’autre que la représentation géométrique de la condition

d’unitarité. En utilisant les valeurs récentes de 0.05 < R&":l < 0.09 [1]

et en prenant |Vyq| ~ 1 et |V 4| ~ 0.22 dans ’équation (2.3.12), on obtient:

000 < ()l g4y (2.3.14)
|sin(é1)]
2.4 Technique des opérateurs de projection de saveur

Cette technique fut proposée par Greenberg [16] et généralisée plus tard
par Jarlskog [17]. 1l s’agit d’utiliser les opérateurs de projection de saveur
pour extraire des formes analytiques des éléments de la matrice de mélange en
fonction des invariants des matrices tels que les traces et les déterminants. Ces
invariants sont a leur tour exprimés en fonction des masses et des angles. Ainsi,
on n’a pas a diagonaliser directement les matrices de masses.

En général, les observables des matrices de mélange sont des fonctions com-
pliquées des parametres des matrices de masse. La méthode des projecteurs
nous permet de simplifier la tache et d’en donner des expressions analytiques.
Les sections qui suivent seront divisées ainsi: premiérement, on présente la

méthode des opérateurs de projection de saveur pour des matrices hermitiques
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et non hermitiques. Nous déduisons ensuite les expressions des observables
|Vi;|* en fonction des invariants des matrices de masses. Le commutateur des
matrices de masses des quarks est directement relié a la mesure de la brisure
de symétrie CP. Deuxiement on applique ce résultat a des ansatz spécifiques
des matrices de masses. L’ansatz de Fritzsch sera étudié dans le chapitre III et
celui de Fritzsch modifié fera le sujet du chapitre IV.

Supposons qu’il y a n familles de quarks et notons les matrices de masses
des quarks M, pour les quarks de type “up” et M, pour le type “down”. Dans
le MS, on peut, sans perte de généralité, prendre M, et My hermitiques. On
prend au début le cas ou les matrices sont hermitiques qu’on généralise plus

tard au cas non hermitique.
2.4.1 Matrice de masse hermitique

Les matrices de masses N x N hermitiques sont diagonalisables par des
rotations unitaires. Les valeurs propres des matrices de masses sont notées
Au, Ag. Les valeurs propres d’une matrice hermitique sont réelles mais ne sont
pas nécessairement positives. Donc A2 = m2, A} = m?, etc. ou m,, mq sont

les masses (positives) des quarks. On a:

UMUY =diag(M, Xe, M, ) (2.4.1.1.a)
U' MU' = diag(Ma, s, Mo, -.) (2.4.1.1.)

Les opérateurs de projection pour les quarks de type up sont donnés par

Pa(M,) = LoMs) (2.4.1.2)

v

ol v est le déterminant de Vandermande donné par:

1 1 Cee 1
M ) VA W
S (2.4.1.3)

n—1 n—1 n—1
Al A7 D
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v =v(Aus Ae, Ay ) = [ (Ap = As) (2.4.1.4)
B>~
Ou
)\1 =Au,>\2 = AC,A3 = )\t,etc (2415)
Pour n =3
v=( A = A)(Mt — Au)(Ae = Ay) (2.4.1.6)

Le numérateur v, (M, ) est obtenu a partir de v en remplagant A, par la matrice
de masse M, et en multipliant tous les Ag, # # a par la matrice unité. Pour
n =3,

va(M) = (O = M) Oed — Mu)(Aed — M) (2.4.1.7)

ou [ est la matrice identité.

La construction des opérateurs de projection pour les quarks de types
“down” se fait de manieére identique a celle des quarks de types “up”. S’ily a
dégénérescence, cette construction nécessite une modification. Pour n’importe
quelle paire de matrices M,, My, en leur appliquant la méme rotation X, ou X
est une matrice unitaire, les observables physiques restent invariantes sous cette
rotation. Donc toutes les observables doivent étre une fonction invariante des
matrices de masses ol une fonction invariante f(M,, M) est définie de fagon a
ce que:

FMy, M) = fxMXT, xMxT (2.4.1.8)

Les observables de la matrice de mélange des quarks peuvent étre exprimées
en formes manifestement invariantes a 1’aide des opérateurs de projection. Le
carré des modules des éléments de matrice V,; ol a = u,c,t et j =d, s, b est
donné par:

Vajl? = Tr[Pa(My)Pj(My)] (2.4.1.9)

ol Py (My) a été défini auparavant et Pj(My) est son homologue pour le quark
de type “down”.

Pour n = 3, le cas de trois familles: [M,,My] = iC, CP est brisé si et
seulement si Det(C) # 0.
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Det(C) = —2vv'J ou

v =(A — Ac) (At = Au)(Ae — Au) (2.4.1.10.a)
(Ao = A)(Ap = Aa)(As — Ag) (2.4.1.10.b)

!
v
et J est un invariant de la matrice de mélange des quarks.

J=Im(Va;VaxVVE) =T D €apy€ini (2.4.1.11)
~,1

La somme dans cette derniére équation peut étre £1, tout dépend du choix des

lignes et des colonnes. J est la mesure de la brisure de CP.
2.4.2 Matrice de masse non hermitique

Si M, et M, ne sont pas hermitiques, leurs “carrés” le seront: S, = MuMI,

Sq= MdM;[, leurs valeurs propres ne sont pas négatives.

Us,ut =diag(z1,22,...,Zn) (2.4.2.1.q)
U'S'dU’T = diag(z}, 5, ..., Z),) (2.4.2.1.)
ou:
(21,22, ., Zn) = (m2,m2,m?,...) (2.4.2.2.a)
(25,25, ..., z0) =(mi,m%, mé, ..) (2.4.2.2.0)

Les opérateurs de projection sont donnés par:

Pa(su) :va(su), a = 1,2, n (2423@)
v
!
VS
Pl(sa) = Ji,"), j=1,2,--n (2.4.2.3.b)

ou
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et va(sy) est obtenu a partir de v en remplacant z, = Syetzg — 241,08 # a.
Alors la construction suit exactement les mémes étapes que dans le cas des
matrices hermitiques. De plus les fonctions invariantes de S, et Sy peuvent étre
définies en remplacant (M, , My) par (Sy, S4). Le commutateur fait appel & S,
et Sq ala place de M, et M et son déterminant a la forme: Det(C) = —2vv’ J.
Les termes v et v’ font appel au carré des masses. J est exactement le méme
qu’auparavant.

Ayant introduit la méthode de projection, nous sommes en mesure main-
tenant de ’appliquer a la matrice Vi s, pour exprimer ses 9 éléments en fonc-

tions des invariants sulvants:

Tr(M,), Tr(My), Tr(M,)?, Tr(Mg)?, Tr(M,M,y), Tr(M2M,),
Tr(M,M3}) et Tr(MZ2M3) (2.4.2.5)

Dans ce but, calculons P,(M,), pour a = u, cett et P;-(Md), pourj =
d, setb.

v =(my — me)(my — mu)(me — ma) (24.2.6.a)
vu(My) =(my — me)(md — My)(mcI — M) (2.4.2.6.b)
ve(My) =(med — My)(my — my)(My — myI) (2.4.2.6.c)
ve(My) =(My — m D) (My — myI)(me — my) (2.4.2.6.d)
v =(my — my)(my — ma)(m, — ma) (2.4.2.7.a)
vy(My) =(mp — me)(ms — Mg)(meI — My) (2.4.2.7.b)
v, (Mg) =(msI = My)(mp —ma) (Mg — mal) (2.4.2.7.c)
vy (Ma) =(Mg — m,I) (Mg — mgI)(m, — ma) (2.4.2.7.d)
ce qui donne:
Po(My) =Tt = Mu)(mel = M) (2.4.2.8.0)
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Py(My) = (be MZ;EZ:I_ m]\;‘i) (2.4.2.8.)
P.(M,) _(”(“I M;Ef::j) ) (2.4.2.8.¢)
P,(M,) = (”(“I Md;gfd - T’::)I) (2.4.2.8.d)
P,y =2 - ;En]\i — «D) (2.4.2.8.¢)
Py(M,) = (A(ld — e I;EM“ = md)f) (2.4.2.8.1)

La relation (2.4.1.9), nous permet d’écrire les équations que vérifient les 9

éléments de la matrice Vi ps. Elles sont données par:

|Vual* =Tr[P,(M,)Pa(My)] (2.4.2.9.a)
|Vis|? =Tr[Py(My)Py(My)] (2.4.2.9.b)
|Vaus|? =Tr [Py (M,)Py(M,)] (2.4.2.9.¢)
\Vea|? =Tr[Po(M,)Pa(M,)] (2.4.2.9.d)
|Ves|* =Tr[Po(M,)Py(My)] (2.4.2.9.¢)
|Ves|* =Tr[Pe(My) Po(My))] (2.4.2.9.1)
Via|* =Tr[Py(My)Pa(My)) (2.4.2.9.9)
|Vie|?> =Tr[Py(My)P,(My)] (2.4.2.9.h)
|Vis|? =Tr[Py(M,)Py(Mjy))] (2.4.2.9.9)

ce qui donne

(my — my)(me — my)(my — ms) (Mg — ms)|Vas|? = 3mememyma

— myme(my + ma)Tr(My) + mim Tr(M3) + mymaTr(M2)

— myma(my + me)Tr(My) + (my + me)(mp + ma)Tr(My M)

— (my + m)Tr(My M) — (my +ma)Tr(My Ma)

+ Tr(M2M3) (2.4.2.10.a)
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(my — me)(my — me)(mp — ma)(ms — ma)|Vea|® = 3mymympm,

— mymy(my + me)Tr(Mg) + mm,Tr(M3) + mym,Tr(M?)

— mymg(my + my)Tr(My) + (my + my)(my + me)Tr( My M)

— (my + ma)Tr(My M2) = (my + my)Tr(M2 M,)

+ Tr(M2M3) (2.4.2.10.b)

(my —me)(mu — me)(my —ma)(my —m,)|[Ves|* = 3mumuamams

— mymy(ms + ma)Tr(Mg) + mimyTr(M3) + mym Tr(ME)

— mgma(my + my)Tr(My) + (my + my)(ms + ma)Tr(M, My)

— (my +ma)Tr(Mu M) — (my + ma)Tr(Mg My)

+ Tr(M2M3) (2.4.2.10.¢)

(my — my)(me = ma)(ms — ma)(me — m)|Vas|* = 3mimemamy

— myme(m, + mg)Tr(Ma) + mm Tr(M2) + meymaTr(M?)
—mgma(my + m)Tr(My) + (my + me)(mys + ma)Tr(M, M)

— (M4 + me)Tr(MyM3) = (m, + ma)Tr(M; My)

+ Tr(M2M3) (2.4.2.10.d)

(ms — mu)(me — ma)(my — ma)(ms — ma)|Vual* = 3mumem,ms

— myme(my + me)Tr(Mg) + mem Tr(M7) + mgmyTr(M?)

— mymg(my + me)Tr(My) + (my + me)(mg + my)Tr(My Ma)

— (my + me)Tr(My M3) — (my + me)Tr (Mg Ma)

+ Tr(MZXM3) (2.4.2.10.¢)

(my —me)(me — ma)(mp — m)(my — ma)|Ves|* = 3mymaymyma

— mymy(my + ma)Tr(Mg) + mm, Tr(M3) + mymaTr(My)
—mymg(me + my)Tr(My) + (my + my)(my + ma)Tr(My M)

— (my + mu)Tr(MyM7) = (my + ma)Tr(M; Ma)

+ Tr(M2M3) (2.4.2.10.f)
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(my = me)(my — my)(my — mg)(m, — my)|Vig|* = 3mymemym,

— myme(my + mg)Tr(Ma) + mym Tr(M7) + memyTr(MZ)

— mpms(my + me)Tr(My) + (my + me)(my + m,)Tr(My Mg)

~ (my + mo)Tr(MyM3) — (my + ms)Tr(M3 My)

+ Tr(M2M3) (2.4.2.10.9)

(my — ma)(my — me)(mp — my)(mg — my)|Vi|* = 3mymemymy

— myme(my + ma)Tr(Mg) + mym Tr(M?) + mymgTr(M?)

— myma(my + m)Tr(My) + (my + me)(mp + mg)Tr(M, My)

— (mu + me)Tr(My MJ) — (my + ma)Tr(MZ M)

+ Tr(M2M3) (2.4.2.10.h)

(my = ma)(my — me)(mp — ma)(my — my) Vi[> = 3mymemgm,

— myme(mq + my)Tr(My) + mymc Tr(M3) + mam,Tr(M2)

— mams(my + me)Tr(My) + (my + me)(ma + mg)Tr(My, Mg)

— (Mo + me)Tr(MyM3) — (mg + my)Tr(MZM,)

+ Tr(MZ2M3) (2.4.2.10.7)

Nous avons exprimé les éléments de la matrice Vs en termes des masses
des quarks et d’invariants des matrices de masses. Nous pouvons maintenant
travailler sur les matrices de masses et calculer les éléments de la matrice Vs
a partir de celles-ci. Nous pourrons ainsi extraire des relations entre les masses

des quarks et les éléments de ces deux matrices.



CHAPITRE III

MODELE DE FRITZSCH

3.1 Introduction

On a vu dans le chapitre I comment le modeéle standard fait appel a un grand
nombre de parametres arbitraires pour décrire les intéractions électrofaibles. Ce
qu’on constate a partir du lagrangien du M.S., est que les éléments des matrices
de masses et de mélange ne sont pas prédits par le modele a cause du fait que
les constantes de couplage Higgs-fermion ne sont pas fixées. Ils sont par contre
mis a la main. Le M.S. ne prédit pas non plus le nombre de générations. Il ne
donne aucune explication pourquoi il y a trois générations. L’origine des masses
et leur hiérarchie (ie m; > m. > m,) restent mystérieuses aussi.

Face a ces questions, deux approches ont été envisagées. Soit que l'on con-
struise un modele décrivant correctement les forces et expliquant ’origine des
masses, le nombre de générations et la hiérarchie dans le spectre de masse des
quarks. Soit qu’on suggere un certain ansatz qui explique au moins la corrélation
intime qui existe entre les masses des six quarks et leurs mélanges. C’est cette

derniére approche qu’'on va investiguer dans le présent mémoire.
3.2 Matrices de masses de Fritzsch

Dans la littérature plusieurs ansatz des matrices de masses [6] ont été
suggérés. Parmi ces ansatz, le plus populaire et économique est celui de Fritzsch

[6] qui sera étudié dans la section qui suit. Inspiré de la chromodynamique
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quantique et du principe de l'intéraction des voisins les plus proches, Fritzsch

a suggéré la forme suivante des matrices de masse:

0 z 0 0 y 0
My=[z* 0 b|;My=[y* 0 f (3.2.1)
0 b a 0 f* d

ou M, et My sont des matrices de masse hermitiques. z, y, b et f sont des

nombres complexes, nous les représentons comme suit:

0 |z|ed= 0

M, = | |z]e7¥= 0 |ble®® (3.2.2)
0 |ble=% a
0 |y| ety 0

My = | |yle 0 | flets (3.2.3)

0 | fle=#r d
On va étudier ce modeéle en utilisant la méthode des projecteurs qu’on a
développée dans le chapitre précédent. Une fois qu’'on exprime les modules
|V;;|? en fonction des masses et des angles, on calcule la limite supérieure de m;
a partir des éléments les plus connus expérimentalement. En deuxiéme lieu, on

procede a l’étude graphique.

3.3 Expression des éléments de Vi en fonction des éléments de
M, et My

En adoptant ’approche de Jarlskog, on va exprimer les modules |V;;| en fonc-
tion des invariants des matrices de masses donnés par les équations (2.4.2.10).
Ces derniers seront exprimés en fonction des six masses des quarks et des deux
phases.

Les observables physiques restent invariantes si on applique a M, et M la
méme matrice de rotation unitaire X. Ceci est di au fait que les champs des
quarks sont définis & une phase prés. Les fonctions invariantes des matrices de

masses sont définies de maniere a satisfaire la relation:

F(My, M) = f( XM XT, x0MxT) (3.3.1)
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Avec un rephasage approprié des champs des quarks, y et f peuvent étre
choisies réelles positives. On applique la méme rotation aux deux matrices, la
physique ne change pas sous cette rotation. Sans faire aucune approximation,
les calculs sont énormes et longs. Avec la méthode des projecteurs, la tache
se simplifie énormément. On peut déterminer z, b, a, |y|, |f| et d en fonction
des valeurs propres de M, et Mj. Les valeurs propres de M, sont (Ay, A¢, A¢) et
celles de My sont (Mg, Ag, Ap). Les A; sont réelles mais ne sont pas nécessairement
positives. A, peut étre m, ou —m, ou m, est la masse physique du quark “up”.

On a:

(M) =M+ A+l =a (3.3.2)
(M2) =224 22402 =a? + 2(b% 4 |z/?) (3.3.3)
Tr(M2) =22 + A2 + 2% =d® + 2(f]> + |y (3.3.3)
(M) (3.3.4)
(Ma) (3.3.5)

Sans perte de généralité, on peut choisir a et d positifs. En isolant x et b, on

obtient
AAcA
2 tN\cNu
- L 3.3.6
|I| /\u + /\c + /\t ( )
2 A+ 2)(Ae + A0) (A + M)
= — 3.3.7
° At Ac+ Ay (3.37)
alz]? = = Auded (3.3.8)

Nous cherchons une solution avec une structure hiérarchique [A¢| > |Ac| > |[Aul-
On voit & partir de (3.3.2) que A\, = m, puisque a est positive. De (3.3.7)
= A < 0. c.a.d A\, = —m, et finalement (3.3.8) = A, = m,. D’ol:

a=my— M+ My
_ (mt - mc)(mt + mu)(mc - mu)]%

|z| = [ (3.3.9)
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En remplacant (my, m¢,m¢) = (mg4, ms, msp), on trouve des relations similaires

pour d, f et y.

d=mp—myz+my
] = [(mb — ms)(ms + ma)(ms —ma) 1

d I*
lyl =1 k (3.3.10)

Mmpmegmgq

d

On doit maintenant exprimer les quatre observables indépendantes en fonction
des invariants définis plus haut (2.4.2.5). Dans le cas de Fritzsch, ces invariants

s’écrivent:

Tr(M M) = ad + 2|b||f| cos 6 + 2 |z||y| cos &,
Tr(M:Mg) = d(a® + [b]*) + 2a[b]|f| cos &
Tr(M,M}) =a(d® + |f[*) + 2d|b|| f| cos 6
Tr(MIME) = (a® + [b]*)(d® + |f1*) + (l]* + pI*)(v* + |F1*) + |=[*|y[?

+ 2ad|b|| f| cos &y + 2|z||b]|y|| f| cos (62 + &b) (3.3.11)

En substituant ces expressions dans les équations des observables, les modules
des éléments de la matrice de mélange seront exprimés en fonction des six masses
des quarks et des deux angles &, et .

Les observables sont données par (2.4.2.10):
|Vajl* = Tr[Pa(M,)P](My)] (3.3.12)

L’équation précédente donne les 9 |V,;| en fonction des six masses et des
deux angles 6, et &;. Par unitarité, seulement quatre parmi les 9 |V,;| sont
indépendants. En remplacant dans les équations des traces z, y, b, f, aetd
par leurs valeurs respectives, on obtient les expressions des modules |V;;|* de

I’ansatz de Fritzsch en fonction des six masses et des deux phases.
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3.4 Approximation des éléments V;; de la matrice de mélange

L’expression exacte des éléments de la matrice de mélange, bien que garantie
par la substitution mentionnée plus haut, donne des formules monstres difficiles
a interpréter. Cependant, vu la hiérarchie que manifeste le spectre de masse
des quarks, on peut simplifier énormément les |V;;| avec les approximations

suivantes:
? xmum,
y|* ~mam,

162 my(me — my)
|17 =my(my —ma)
trM?: =m? + m? +m?
trM3 =m? 4+ m?+mj
trM, =m; — m.+ my

trMy =my —me + my (3.4.1)
On a ainsi:

tr(MyMg) = trMytrMy + 2|z||y| cos 8, + 2|b|| f| cos &

= (mb—ms+md) (mt _mc+mu)

+2 \/mb me (ms — mg) (Mme — my) cos ()

Memgmsmy cos(6z)

tr(M2My) = (|b]* + trM2)tr My + 2tr M, |b|| f| cos &

:mbmcz-{-mczmd—mczms—mbmcmt—mcmdmt

2 2 2
+memsmy +mpmy” + magmyt —mymy” —2mpymemy
—2memgmy +2momyamy Fmpmymy + Mgmy My, — Mg My My

2 2 2
Fmpmy” FMgmy” — msmy

+2 \/mbmt (ms —ma) (me — my) (Mg — me + my) cos (&)
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tr(MuMZ2) =(|f|* + trM32)tr My + 2tr My |b|| | cos &,
~ —mpme —mpmemyg — memyg? + mpme ms
+2memagm, — mem,? + my? my + mpmgmy
+ma? my—mpmemy — 2mgmemy + mtmy

2
+mp’ my + mymamy +mg® my — My mymy — 2mam,my +m,%my

+ 2 (mp — ms + my) \/mb my (ms —mgq) (—m¢ +my) cos (dp)

tr(MEMG) =|z|*[yl® + (IfI* + trMZ)(b]* + tr M)

+ (1817 + [2[))(f1* + [y[*) + 2[b|| f|tr My tr Mg cos &

2

2 2 2 2 2
~mpmet +FmymeT mg+memgT —mpmeTmg

2

—2ml mgms + m.Em,? —mpdmemy — 2myme mgmy

—memat my +2mp mememy + 3memgm, my — mem,®my

2 2 2
+ mp? my? + mpmgme?® + my?m,?

2m? —2mpl memy — 3mymemgmy

—mbmsmtz—demsmt2+ms
—2mcm42mu+3mbmcm8mu+6mcmdmsmu—2mcm,2mu
2
+ mpl mymy + 2mymamymy + ma® mymy — 2mymymemy
2 2 2 2
—3mamamymy + M  mymy + mp° my© +mpymgmy

2 2 2 2 2 2
+ Mg My —mymsmy© —2mgmemy© + mg©my

+ 2 (mp — ms +my) \/mb me(ms —mg) (me — my) (Mg — me + my) cos (ds

(3.4.2)

ot l'on a négligé |b||f||z||y| cos (dy + §5) dans I’équation (3.4.2). Les éléments

de la matrice de mélange se réduisent donc aux expressions suivantes:

(mp + my) (Mg + ms) (—me —my) (M —my) [Vas|* =
—Mp MMMy — M MG Mg My + N M NG My + My M Mg My

+ 3 MMy My My — Me Mg My — My Mg My My — Mg Mg My My

2

—mamsmy’ + mg? my? — 2mym, \/mb my (ms — mgq) (me — my) cos ()
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+2(—mpme — memg + mpmy + mamy) \/m,mgm, my, cos (6y)
(3.4.3)

(mp —ma)(=mg — my)(me +my)(me + my)|Vea|? =
me2mg? —ml mam, — mymemamy + memgm,my — mp memg ma

2
—MeMg My — MMMy My + 3M MG Mg My — Ty Mg TNy My + TG Mg T My

—2memg /mpmy (m, — my) (me — my) cos (6)
+y/memgmemy (2mymy —2mgmy + 2mymy, — 2mymy,) cos (4 )
(3.4.4)

(mb - md)(mb + ms)(mc + mz)(mc + mu)|VCb|2 =]

2 2

2
mp " me” —me" mgMmg — Mp M Mg My + Mp M Mg My

2
— My MMy — MpMMGg My + Mp M Mg My + M Mg M My,

—2mpme \/mbmt (ms — mg) (me — my) cos(dp)

+ 2/m.mgmgm, (Mmgmy — mymy + mgmy, — mymy,) cos (8;)
(3.4.5)

(mp — ma)(=mg — my)(=me — my)(my — ma)|Vaal* =
MpMc Mg My — McMgMg My — Mp M Mg My _mcmdzmu—mbmcmsmu

2 2 2
+3mcmagmemy +MmpMmgmeMmy —MaMgMy My + Mg" My” — Mg Mg My

+ 2mg \/mymy (my — myg) (me — my) my cos (83)

+2(—mpme+mems + mpmy — mymy) /memgmsmy, cos (d;)
(3.4.6)

(—=mg — mg)(mp + ms)(me + me)(—me — mu:||VC3|2 =

2 2. .2
— M Mg Mg + M My + Mp MMy My + MM Mg My + Mp TN NG My
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A 2
+mpymcmsMmy +3IMemamsmy —MemM” My + MpMgMyMy +MgmMemymy

+ 2m,my /mymy (my — ma) (me — my) cos (63)
Me Mg My My (Mpymy + mamy + mymy +mamy) cos (d;)

(3.4.7)

(mp — ma)(—ma — my)(me + me)(my — ma)|Vig|* =
— My M Mg My + M MgMymy + md2 Tnt2 — M4 My ‘rnt2 — Me Tnd2 My

+ McMgMe My + Mp Mg My My — Mg Mg My My

+2 mdmt\/r;zbmt (=mg+ m;) (me — my) cos (dp)
Memgmsmy (—myme +mems + mymy —mgmy) cos (6;)

(3.4.8)

(mp + mg)(ma + ms)(me + me)(me — my)|Vis|? =

2

2 2
My M MgMy + MM MMy — Mg MMy + M” My” + M Mg Mg My

—mcm32mu—mbmsmtmu — g Mg My My

— QmSmt\/mbmt (—ma + my) (M. — my) cos (&)
Memd My My (—Mpme — memg + mMp My + mg my,) cos (6;)

(3.4.9)

(M —ma)(mp + ma)(=me — mu)(me = ma)[Va|* =

2
— My MMy — MM MgMy + My M Mg My + M Mg Mg Ty

2 2 2
+ MMM My — My MMMy + Mp" My” — MMMy

+ 2mymy \/mbmt (ms — mg) (me — my) cos (&)

+2(—memg +mems + mamy — mymy) /memgmsmy cos(6z)
(3.4.10)

(mp — ma)(mp + ms)(me + my)(me — my) | V| =
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2.2 2
— MpMc Mg My + Mp M Mg My + Mp~ My™ — Mg Mg My

2
— My MMy + MM Mg My 4 TN MG TN Ty — TR T T My

+ 2 mbmz\/mbm, (ms — ma) (me — my) cos (ép)
+vVmemgmemy (—2memg 4+ 2mems +2mgmy — 2mgmy) cos (6;)
(3.4.11)

La partie gauche de I'équation (3.4.5), peut étre approximée par

(mp — mg)(mp + ms)(me + my)(me + mu)iV,:z,|2 ~ m,mgmc|Vcb|2

d’ou
1

mgmgmc

|Vcb’2 ~

(mb2 me2 — mymemgmy +mymemymy

— mp’ memy — 2mp m, \/mbm, (ms —mgq) (me — my) cos(dy)
—m mgm, — mpyme mamy + My Me Mg My + Me Mg Mg My
memamsmy (2mgmy —2mymy + 2mgmy, — 2mgmy) cos (5,;))

(3.4.12)

En ne gardant que les termes dominants, (i.e les cinq premiers termes),
I’équation précédente permet d’aboutir & une majoration de la valeur de m;

donnée par:

Me — My

my < (3.4.13)

[|Vcb| - ﬂ‘ﬁi]z

Expérimentalement, |V| > 0.03, ce qui contraint m; a avoir une valeur plus
petite ou égale a 100 GeV.

Or on sait que cette valeur ne correspond pas a celle de m;. Ce qui nous
oblige a remettre en cause le modele de Fritzsch. Dans le chapitre suivant, on va
présenter une extension de ce modéle. Dans ce qui suit, on va procéder a ’étude

graphique des éléments de la matrice de mélange dans le modéle de Fritzsch.
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3.5 Analyse graphique

D’apreés (2.1), le nombre de paramétres indépendants dans la matrice de
mélange est quatre. Pour l'étude graphique, on a choisi comme éléments

indépendants les modules
|Vub|
‘Vcb| .

En principe, n'importe quel ensemble de quatre éléments de Vi ps fera 'affaire.

qus” chdlv chbl, et

On a choist les éléments les mieux connus expérimentalement.

Il est a noter que dans ’étude graphique, les équations considérées sont les
équations exactes et non les approximations.

L’étude consiste & représenter graphiquement les modules |V;;| en fonction
des deux angles et de m; qui sont les trois inconnues dans les équations (3.4.3)
a (3.4.11).

Bien qu’on se propose d’étudier les quatre équations, il s’aveére que 1’élément
qui permet de tester le modeéle est |V ;|. Les équations |Vys|et|Veq| sont

généralement satisfaites.

dx=0, db=0 dx=Pi/4,db=Pi/4
0.06 /
— 0.04 —
Q Q
3 0
i >
0.02 0.06
0.04
0 60 100 140 180 60 100 140 180
mt mt

Figure 3.1. a) |V.| = f(m¢)pouré, =0etdp =0
b) |Vcb| = f(mt)pour5,; = %et 5b = {-
NB:dx — é; etdb— §
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Le graphique (a) représente |V| pourd, = &, = 0, et m; va de 0 3 200 GeV.
L’intervalle des m; pour lequel |V,3| € [0.035,0.055] est [80,110] GeV. Ce qui

ne correspond évidement pas a la valeur expérimentale de m;.

La figure (b) correspond & é; = 7,8 = §. Pour ces valeurs des angles,

Ll

|Ves| > 0.1 quelle que soit la valeur de m;. Ces angles sont donc exclus.

dx=Pi/2,db=0 dx=Pi,db=0
0.06 / 0.06 /
—0.04 —0.04
Q o]
8] ¢]
z Z
0.02 0.02
0 0
60 100 140 180 60 100 140 180
mt mt

Figure 3.2 a)|Ve| = f(m)pourd, = Jetdy =0
b) |Ves| = f(my) pourd, = metdy =0
N.B: dx — 4, et db — &

Pour les graphes (a) et (b) de la figure 3.2, on obtient la méme chose que

pour le premier cas, cette fois, §; = 7, metdp = 0.
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dx=3Pi/4,db=Pi/4

N = ]

| veb|

60 100 140 180
mt

Figure 3.3 |Vi| = f(mi)pourd, = etdy = I
NB:dx — 46, etdb— &

Dans la figure 3.3, on donne V,; pour ¢, = %’1 et 6, = . Pour ces valeurs des
angles, |V 3| est toujours en dehors de 'intervalle permis expérimentalement.

Bien que ces graphiques ne couvrent pas tout l'intervalle des angles, ils
constituent une sélection d’une vingtaine de graphiques ou la conclusion est
toujours la méme: quel que soit le choix des angles, aucune combinaison d’angles
ne satisfait simultanément les quatre équations.

Cette conclusion est plus directe & partir des figures 3.4 et 3.5, ou on
représente les surfaces de niveaux pour |V | = 0.035,0.04,0.045,0.05 et 0.055.
Pour ces contours, on ne fixe qu'un seul angle a la fois; m; et le deuxiéme angle
couvrent respectivement leurs intervalles permis.

Les graphiques (a), (b), (c) et (d) de la figure 3.4, représentent une coupe
de |Ve| & |Ves| = 0.035, 0.04, 0.045, 0.05 et 0.055 pour différents angles ¢.

Les valeurs de m; pour lesquelles | V| est dans le bon intervalle expérimental
(i.e |Vep| € [0.035,0.055] ), sont dans l'intervalle [20,100] GeV.

Le graphique de la figure 3.5 représente les contours de |V ;| cette fois-ci

a

avec dp fixe et 4, qui variant de 0 & 27. La conclusion est identique. Les my;
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obtenus comme solutions sont entre 20 et 100 GeV.
3.6 Conclusion

On a réussi a montrer par deux méthodes, graphique et analytique, que
dans le cadre de 'ansatz de Fritzsch donné par (3.2.1), la masse m; du
quark top ne peut étre supérieure & 100 GeV. Or on sait qu’elle est mesurée
expérimentalement et que sa valeur est égale a (174 £ 10 GeV).

Il est donc évident que I’Anzatz de Fritzsch doit étre modifié.

Dans le chapitre suivant, on va voir comment on peut remédier a ce probleme.

Un modele modifié est suggéré et les calculs seront refaits avec ce nouvel ansatz.
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Figure 3.4.

N.B: dx — 4,
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Contour de |V3| = f(my) pour

(a) 6, =0
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dx=Pi/4

(b)

50 100 150 200 250 300
mt
dx=3pPi/4
(d)

50 100 150 200 250 300

mt
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Figure 3.5. Contour de |V | = f(m;)pour & =0
N.B: dx — 4, et db = &

50



CHAPITRE IV

MODELE DE FRITZSCH MODIFIE

4.1 Introduction

On a démontré en détail dans le chapitre précédent que le modele de Fritzsch
prédit une valeur de la masse du top inférieure a 100 GeV. Récemment, la masse
du top a été mesurée expérimentalement et elle vaut (1744 10) GeV. Le modéle
de Fritzsch est donc remis en question. Devant cette situation, deux choix se
présentent. Ou bien on abandonne le modeéle de Fritzsch et on cherche carrément
un autre modele, ou bien on élabore une version modifiée de ce modeéle qui
pourrait accommoder la bonne valeur de la masse du top. Fritzsch, a fondé son
ansatz sur des bases physiques trés plausibles. 1l s’est inspiré de la chromody-
namique quantique et a utilisé I’approximation de l'intéraction des voisins les
plus proches. Pour préserver ’élégance de cet ansatz, plusieurs auteurs [18] ont
opté pour sa modification.

La forme des matrices de masses proposée dans la littérature, et connue sous
le nom de la forme de Fritzsch modifiée, consiste & poser M2% # 0 et M3? # 0
qui, pour le rappeler, étaient nulls dans l’ansatz de Fritzsch. Ainsi M, et My

seront données par:

0 z 0 0 y 0
My=\|2z* o b|; Myg=1|vyv* 08 f (4.1.1)
0 b a 0 f d

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier en détail cette forme des matrices
de masses et on essaiera d’avoir une approximation des éléments de la matrice

de mélange et de la valeur de la masse du top.
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On procedera en plusieurs étapes. En premier lieu, on exprimera les invari-
ants en fonction des six masses et des deux angles. En deuxieme lieu, on cernera
I'intervalle des valeurs permises des nouveaux parameétres o et 3. Ensuite, on
diagonalisera les matrices des masses M, et M, et déduire les expressions des
éléments de la matrice de mélange. La derniére partie est consacrée a ’analyse

graphique.

4.2 Expression des éléments de Vi) en fonction des éléments de

M, et My

On a montré dans le chapitre II, que le nombre d’éléments indépendents de
la matrice Vs est quatre. Pour notre étude on a choisi les quatre éléments sur

lesquels on posséde le plus d’information expérimentale. Ce sont |Vysl, |Vedl,
[Ve| et JI%:IL
Les équations que vérifient ces quatres éléments sont données par I’équation
(2.4.2.10). Dans le chapitre III, on a adopté la convention de Fritzsch et on a
choisi la valeur propre A, < 0. Explicitement, on a choisi A, = —m,, ou m, est
la masse physique du quark c.
Bien str, le choix est arbitraire; on aurait pu choisir m; ou m,, mais pour

étre consistent avec la littérature, il est préférable de faire ce choix. Avec cette

convention, les matrices de masses diagonales deviennent:

My 0 0
UM U'=MP=| 0 -m. 0 (4.2.1)
0 0 my
et similairement
my 0 0
VMVi=MP =1 0 -m, 0 (4.2.2)
0 0 my

Les équations (2.4.2.10.a) & (2.4.2.10.d) s’écriront:

(my — my)(—me — my)(my + my)(ma + m,)|Vis|* = —=3mym.mymy
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+ myme(my + ma)Tr(My) — mem Tr(M}) + mymaTr(M])

— mpyma(my — me)Tr(My) + (my — me)(ms + ma)Tr(M, My)

— (me = m)Tr(My M) — (my + ma)Tr(M; Ma)

+ Tr(MZXM3) (4.2.3)

(my 4+ me)(mu +me)(mp — mg)(—my — ma)|Vea|* = —3mymamsm,

— mymy(my — m)Tr(Ma) + mm,Tr(M7) — mym,Tr(M)

+ mymy(me + my)Tr(My) + (me + my)(me — me ) Tr(My My)

— (M4 + mu)Tr(MyM§) — (mp — my)Tr(M; My)

+ Tr(M2M3) (4.2.4)

(my + me)(mu + me)(mp — ma)(ms + my)|[Ves|* = —3mymymam,

— mymy(=mg +ma)Tr(Ma) + memaTr(Mg) — memaTr(M;)

+ mema(my + mu)Tr(My) + (my + my)(—m, + ma)Tr(M, Ma)

— (my + my)Tr(My M3) — (—my + ma)Tr(M] M)

+ Tr(MZM]) (4.2.5)

(me — mu)(—me — ma)(my — ma)(ms + m,)|Vas|* = +3mymemma

+ myme(—m, + mg)Tr(Mg) — mem Tr(M3) — memaTr(M])

+ mema(my — m)Tr(My) + (my — me)(—mg + ma)Tr(My,Ma)

— (my = me)Tr(My MJ) — (—=my + ma)Tr(My Ma)

+ Tr(M2M3) (4.2.6)

Les traces Tr(M,), Tr(My), Tr(M2), Tr(M?), Tr(M.My), Tr(MZM,;),
Tr(MuM2), et Tr(MZ2M3) sont des invariants par rapport au changement

de base dans laquelle sont exprimées les matrices M, et My. Il s’agit de les
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exprimer en fonction des éléments des matrices MP et MP.

|z |2 azr bz

M2=| az* |z]?+a?+b* (a+ a)b) ; (4.2.7)
b*z* (a + a)b* b]? + a?
lyl? By fy

Mi=| By lyP+B2+IfP B+d)f (4.2.8)
frye BEaf P+

Tr(M,Mg) = Tr(M,)Tr(My) + 228 — oTr(My)
—BTr(M,) + 2Re(zy* + bf*) (4.2.9)
Tr(M2EM,) = 8[|z)? — Tr*(M,) + 22Tr(M,)] + Tr(M)(|b]* + a®)+
2aRe(zy*) + 2Tr(M,)Re(bf*) (4.2.10)
Tr(MuM§) = ofly|* — Tr*(Ma) + 26Tr(Ma)] + TrMu(|f1* + d*)+
28Re(zy*) + 2Tr(My)Re(bf*) (4.2.11)
et finalement,
Tr(MM7) =|z*ly]* + (1 f* + d*)(b]* + o*)
H(b* + |2” + o®)(82 + |I* + [y[*)
+2Tr(M,)Tr(Mz)Re(bf*)
+2afRe(zy*) + 2Re(zy*bf*) (4.2.12)

De la représentation des matrices M, et M, dans la base diagonale, on déduit

I’expression de leurs traces et de leurs déterminants. On obtient:
Tr(Myd) = M+ X2+ X3 =Tr(MP))
Tr(Mig) = M+ +2 =Tr((M72,)"]

Det(My,4) = Mihods = Det(MP,) (4.2.13)

ot MP représente la matrice diagonale. A partir de M,, on obtient:

a=Tr(M,) -« (4.2.14)

avec
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Tr(My) =my —me +my (4.2.15)
Det(M,) = —|z|*a = —mym my (4.2.16)
PR —— (4.2.17)

My —Me+ My —Q

Tr(My) =my +m¢ +m; = o® +a* +2(|z|* + |b]*)
=Tr¥(M,) — 2aTr(M,) + 20 + 2(|z|* + |b]?) (4.2.18)
d’ou
|z|? + |b]* = me(my +my) — mymy — a® + a(my — m, + my) (4.2.19)

]2 = m(my, + my) — mymy — o + a(m, —me + my)

MyMeMy
_ 4.2.20
(my —mc—my — a) ( )
a= My—Mc+mMy—«
d= mg—ms+mp—f3

|z| = \/ T (4.2.21)

—a—m¢+my+my

mpmgims

_ 4.2.22
ot —B 4+ mp + mg — m, ( )

fI* = = 8% — myma + B(ms + ma — my) + (mp + ma)m
_ Mpmdms (4.2.23)

(_ﬁ‘l'mb + myg _ms)

A ce stade, on a réussi & exprimer les traces (et donc les V;;) en fonction de
a, [ et des six masses.

Donc, a et 8 sont maintenant directement reliés aux observables physiques.
Il en résulte que toute information sur « et 8 est d’'une tres grande importance
puisqu’elle nous permet d’avoir plus d’information sur les observables.

Dans la littérature, et 8 ont des valeurs arbitraires. S. Rajpoot [18], sans
justification rigoureuse, pose @ < m. en premier lieu. Ensuite, il le fixe a m.,
tandis que (3 est fixé a 0 sans plus d’explication.

Dongsheng Du et Zhi-zhong Xing [18] traitent les deux parameétres comme
une correction perturbative de premier ordre et les forcent a étre dans 'intervalle

[0, m.] pour « et [0, m,] pour G.
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Nous allons montrer qu’il est possible d’avoir des contraintes rigoureuses sur

leurs valeurs permises sans avoir besoin de spéculer.
4.3 Contraintes sur les parameétres o et §:

Les matrices de masses M, et My sont des matrices hermitiques. Une pro-
priété des matrices hermitiques est la suivante: quelle que soit la base dans
laquelle elles sont exprimées, leurs éléments diagonaux doivent étre compris
entre la plus petite et la plus grande valeur propre [20].

Dans notre cas, les masses, qui sont les valeurs propres, possédent un spectre

hiérarchique m, <« m, < my. Il s’en suit que:
—Me S a S my (431)

—m, < B <my (4.3.2)

De plus, a partir de la positivité des élements |z| et |y|, on peut restreindre
davantage les intervalles de a et 3. Dans les expressions de |z|? et |y|?, (4.2.17)

et (4.2.22) le dénominateur doit étre strictement positif, ce qui donne:

a < Mmg—mMe+ My

B <mp—ms+my (4.3.3)

La positivité des élements |b| et |f| réduit encore l'intervalle de o et 3 :

(me —my +a)(my —me —a)(my +my —a)

b =
My —Me+ My —Q
mg —me+my —
My — M < a < my — Mg
mg—ms < B < myp—mg (4.3.5)

Les racines de |b| et |f| sont:

=My — M, ﬂ:md—ms

{ &= M = Me pour |b| et {ﬂ =TT our | f] (4.3.6)
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Quand « est égale a 'une des racines de |b| et 3 égale a l'une des racines de

|f], > = f = 0 et les matrices des masses deviennent:

0 z O 0 y O
My=\|zx a 0|; Mg=|y* B O (4.3.7)
0 0 a 0 0 d

Dans ce cas M, et My, peuvent étre divisées en blocs 2 x 2. Elles sont donc

diagonalisables par une sous-matrice 2 x 2 orthogonale. Il en résulte:

Veda Vus O cosf., sinf, O
Ve =| Ve Ves 0| =| —sinf, cosf. 0 (4.3.8)
0 0 1 0 0 1

ou V2,, représente le mélange des deux premiéres générations uniquement tan-
dis que la troisiéme génération s’est completement découplée.

Lorsque la troisieme génération se découple, Vyp = Vp = Vig = Vis, =0 et la
matrice V,, décrit le mélange des deux premiére générations seulement. Or,
on sait tres bien que le mélange des deux premieres générations est fidelement
décrit par l'angle de Cabbibo. Dans notre cas, de toutes les racines de a et 3

données par (4.3.6), seul le cas
a=my, —m
{et (4.3.9)
B=mg—ms

conduit a une valeur en bon accord avec la valeur mesurée de I’angle de Cabbibo.

Dans ce cas, a partir de 'expression de |Vy,| on trouve

[+ u S 2\/ u L] C
sin? 6, = MelMd + MM — MuMmdmsm cos 8, (4.3.10.a)
(md + ms)(mc + mu) (md + ms)(mc + mu)
_ 2
cos 8, = memg + myms — (Mg + mg)(me + my)| Vsl (4.3.10.5)

Vidmyamemgm,

L’équation (4.3.10.b) nous donne 6. ~ 7/2.
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Le résultat précédent nous permet d'une part, d’approximer ’angle §, par

7 et d’autre part, d’écrire la forme exacte de Vip comme une perturbation

autour de V}% M-

cosf. sinf. O
Vkm = | —sinf. cosf. 0 [ (1+¢) (4.3.11)
0 0 1

ou € est la matrice de mélange résultant de la perturbation autour de a =
my —me et 3 =mg—mg.
Introduisons deux nouveaux parameétres €; et €, définis comme suit:

a+mc_mu

G =————————""
my

B4+ mg—my

my

e (4.3.12)

Vu 'importance des masses respectives de m, et m; par rapport aux autres
masses, ces deux nouveaux parametres vont servir comme guide pour l’ordre
de grandeur et nous permettre de décider quels termes nous devons garder et
quels termes nous pouvons négliger. On va procéder a la perturbation des |V;;|
au premier ordre en €; et €7, qui sont < 1.

Avant d’approximer les |V;;|, nous allons en premier lieu diagonaliser les
matrices des masses M, et M;. Ensuite nous les exprimerons en fonction de

a, [, des six masses et des deux angles ¢, et J;.
4.4  Diagonalisation de la matrice de Fritzsch modifiée

Les matrices M, et My sont des matrices hermitiques, donc «, d, a, et 3
sont réels. En exploitant la liberté de transformation de phase que possedent
les champs des quarks, on va montrer qu’avec un choix judicieux de la matrice
de rephasage P, z, y, bet f deviennent réels positifs.

M, et My s’écrivent:

0 |z|e*d= 0

My = | |z|e=¥= a |b|e?% (4.4.1)
0 |ble~% a



0 |yl
My = | |yle™* B
0 | fle=*

0

| fle

d

99

(4.4.2)

Définissons les matrices P, et P; de transformation de phase comme suit:

1 0
P,={0 e ¥=
0 0 e i0=F8)

0
0

1 0 0
Pi=]0 e ' 0
0 0 e—i(8y+8s)

, 0 |z| O
M., =PIM.P, = 12] « b
0 b a
o 0 [y O
My=PiMgPs=| [y| B [f
0 |fl d

(4.4.3)

(4.4.4)

(4.4.5)

(4.4.6)

M; et M:i sont des matrices réelles symétriques. Elles sont donc diagonalis-

ables par deux matrices orthogonales O, et O4. Notons que
Tr(M,) = Tr(M,) = Tr(MP) (4.4.8)

et
Tr(My) = Tr(M,) = Tr(MP) (4.4.9)

MDP =0T M. 0,.
—0TPIM,P,0, (4.4.10)

Puisque M, est hermitique, elle est diagonalisable par une matrice unitaire.

0 0 my

d’ou U = P,0, et similairement V = P;0y4, ou

My 0 0
MP=uUlMU=| 0 -m. O (4.4.11)
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P11 P12 P13 q11 q12 413
Ouv=1|p21 p22 pa3s |;et0s=|¢qa1 ¢2 3 (4.4.12)
P31 P32 P33 q31 432 Qq33

On va chercher les valeurs propres et vecteurs propres de M; Ceux de M:i se

calculent de maniere identique.

0 |$| 0 P11 P11
lz| o b || p21 | =mu | P (4.4.13)
0 |b| a P31 P31

Ce qui donne les équations suivantes:

|93|P21 = mMypP11
|z|p11 + apa1 + [b|p21 = mupa

|blp21 + apz1 = myps1

My
p21 = mpu (4.4.14.a)
|b|mu
(mu - G)Psl = P11
|z|
_ _[olmupn 4.4.14.b
p31_|z|(m ~a) (4.4.14.5)

La matrice O, est une matrice unitaire, les pj; vérifient la relation:

2 2,2
2 2 2 _ 2 My [ my —
P11+ Pa +p3 =pn |1+ B + z[2 (e _a)z] =1

|22 (M — a)? + mi(my — a)® + [b]*mi
2

ol EREw— =1
P11 = lz|(my — a) (4.4.15)

1
(I ]2 +m2)(my — )2 + bl2m2 ]

L’équation (4.4.14.a)) nous permet d’avoir:

pn = ma(my — a) x (4.4.16)
[(1al? + m2)(m = a)? + [b2m3]

2
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De I’équation (4.4.14.b), on obtient:

|b|mu

ps1 = (4.4.17)

s

(J2]? + m2)(my — a)? + |b2m2]|

De méme, le vecteur propre associé a la valeur propre —m, vérifie I’équation:

0 |$| 0 D12 D12
lz| o b P22 | = —mc | p22 (4.4.18)
0 ’b| a P32 D32

similairement pour la valeur propre m;, Ceci donne:

pa —|z|(me + a)
- 1
(|22 + m2)(mc +a)? + [b]2m2|
P22 = me(me + a)
- -1
z|2 + m2)(m. +a)? + blzm2|”
L c c.
P32 = —|b|mc
- -1
(|22 + m2)(mc +a)? + [b]2m2|
o — l|(m — a)
- 1
(122 + m?)(m, — a)? + [pfzm?]
P23 = ma(m: — a)
- 1
(el + m3)(me = a)? + p2m3]”
blm
p3z = it - (4.4.19)

(a2 + m3)(m. = a)2 + [pl2m?]
Le calcul des valeurs et vecteurs propres de M, ; se fait de fagon similaire.

, mq 0 0
MP =0TM;0a=| 0 —-m, O (4.4.20)
0 0 my
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911 Q12 Q13
Ou=1|¢1 g2 @3 (4.4.21)
431 4932 g33
yl(mg — d
s yl(ma — d) L

2

(1y]? + m3)(ma — d)? + | f2m3)]

S ma(mq — d)
21 — 1
(yl? + m3)(ma — d)2 + |f2m3)
q31 = | flma
(lyl? + m3)(ma = d)? + | f|2m3]
G1g = _|y|(ms + d)
(Iyl? +m2)(my + d)? + |f]2m2] *
q22 = ma(ms + d)
[(lyP? + m2)(m, + d)2 +1f12m2]
qa2 = —|f|ms
- 11
[(lyf? + m2)(my + d)? + | f12m2]
qi3 = |y|(mb —d)
- 1
[(lyf? +m3)(ms = d)? + [bl2m3 ]
ds = mp(mp — d)
3= 1
[(Iyl2 + m)(ms — d)? + [pf2m3]
blm
gs33 = | | b 1 (4422)

2

[(lyl? + ) (s — d)? + o2
La matrice de mélange de Kobayashi-Maskawa est donnée par Vxy = Uty =

OTPIP,0,
1 0 0
PIP;=10 €% 0 (4.4.23)

0 0 e'¢2
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Avec ¢ = bz — by et ¢y — ¢ = 0y — §5. Puisque c’est la phase relative qui est
importante, nous pouvons choisir les phases de sorte que: §, = d5 = 0. Ce qui

donne: ¢; = 6, et ¢ — 1 = &

Vud Vus Vub
Vi = | Via Vie Vi (4.4.24)
Vie Vie Va

On obtient I'expression des éléments V;; de la matrice de mélange:

Vud = priqn +P21Q21€i6‘ + p31q318i(5=+6b)

Ve = P114q12 +p21q226i6= +p31q326i(5=+65)

Vb = p11q13 + p21q23ei5= + P31Q33€i(6‘+6b)

Ved = p12qi1 + p22q21€™* + paagae’P=+ov)

Ves = 1212 + P22G22€"* + pyagazet =)

Vb = p12gis + P229a3e’®s + paogaset(d=F%)

Via = p13qu1 + P23Q216i6‘ + p33q316i(6’+6")

Vie = P13q12 + P23g22€"% + pazgape’®=1)

Vis = p13qi3 +P23Q238i6= + pssqssei(‘s”‘s") (4.4.25)

4.5 Approximation des éléments des matrices O, et Oy

On a montré dans ’équation (4.3.6), que lorsque « et 3 tendent respective-
ment vers leurs limites inférieures permises, la troisiéme génération se découple
et on se retrouve avec une trés bonne approximation de ’angle de mélange des
deux premieres générations: 1’angle de Cabbibo. Ceci démontre la petitesse des
parameétres o et 3 et justifie la perturbation au premier ordre des éléments de
la matrice de mélange autour de ¢; et ¢;.

Dans cette approximation, on trouve:

My MMMy _ MyMe

|z| ~mym (1l +€) (4.5.1)

my+my —me, —« 1—¢
ce qui donne



|z| = vVmumcv1 + € =~ /mam (1 + %51)
mymams _ mgmg B

—B+mp+ma—m, l—g

~ mgms(1l + €)

1
ly| = v/mame(1 + 552)

ly|* =

(me — my + a)(my —me — a)(my + my — @)

o> =
My —Me+MmMy —

. e1my(my — esmy + me)(my — egmy — my,)

my(l —€)
€1 [m,(l —€)— mu] [m,(l —€)+ me
o (1 —61)
2 Me

~ €My [1—€1+—]

my

De méme pour f,

m
|f|> =eam? [1 — € + —8]
™y

a=my—mc+my —a=my(l—e¢)

d =mp(l — €3)

64

(4.5.2)

(4.5.3)

Dans l’expression des p;j, il y a trois dénominateurs différents que I’on nomme

D], D2 et D3!

1
2

Dy =[(|zf* +m2)(my — a)? + pfm?

1
2

Dy =(|zf* + m2)(me + a)* + om?]

-

2

Dy =[(|zf* + m?)(m: - a)? + |b/*m?]

(4.5.4)

En substituant les expressions (4.5.1) & (4.5.3) dans les D; , ils deviennent:

Dy = [(mume(l+e)+m2)(me —mill - 1))’

1
+ elmimt(mt(l —€)+ mc)] :

o~ [musmc(l +€) + mumemi(1 4 €)(1 - 2¢;)
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—2mimemi(1+e1)(1 —e1) + m2m?(1 — 2¢;)

1
- Zmimt(l —€)+ elmf‘mf(l —€)+ elmimcmt ’

2 m'u. mu %
~ [mumcmt [1 —€ + — 2¢ H
mMe me
My 132
~ m“/mumc{l — € + u}
1 my
> Miy/MyMe [1 - %l + 52—6} (4.5.5.a)
D, = [(mumc(l + 1) + m?) (me + my(1 — 61))2
1
2 2

+ eymy(my(l — ) + mc)mc]

~ [mcsmu(l +e)+ mumcmf(l + € )(1—2€6) + 2m3mumt + mi-f—

1
+mimi(l = 2¢) + 2mimi(1 — &) + eem?m? + egmim, 2
cmy(l 2m. 2
= [mgmg[m . (2+6l) 1+ (1) 4
t my my
mu € mC 2mu 1
+ (1—61)—61-i-l + ]2
Me My my
My 2mc %
~ Mmemy [1-}- + _61}
me my
~ mami[L4 gt + - 2| (4.5.5.b)
2me. My 2
2
.D3 = [(mumc(l + 61) + m%) (mt — mt(]_ — 61))
1
+ emi(ma(l—er) + mc)] ’
2 2.2 4 me J.2-
~ [(mumc(l +e1) +mi)miel + eemi(l —e + ;)]
11
1
MaMe€1(l + € me\ 12
~ [dmi(a+ 1 1)+1+—)]
mt my
1
2 mc] 2
~ 14+ =<
mt\/a[ + -
~ mivE |1+ 5] (4.5.5.)
2mt

Ayant calculé les dénominateurs et les éléments z, y, b, f, aet d, on est en
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mesure d’exprimer les éléments p;; de O, et ¢;; de Oq au premier ordre en ¢

et e;. Il vient:

P11

P21

P31

P12

D22

12

12

12

12

1

1

1

1

D,
mymc(1l + %) [mu —my(l — 61)}
Mey/Mume [
u 1 + mu
my 2m,
14
2m,

u €1 My
-1+ =
mc( + 2 + 2mc)
|bjm
D,
mymer/€1(1 — & 2ﬂm“:

6]mu ( mu mc
1- +
mMe 2m.  2my
1
_ Ve 1
myMme 2

N

my\/Mc

€1 my
2 2me
€1 my
14 — —
+ 2 2m,

((mC +my — egmy)(1 —

€1

2

)(mc +my (1l — 61)>(1 -

My

2m,

)

my
2m.

€1
+2

+5)

(4.5.6.a)

(4.5.6.b)

(4.5.6.¢)

€1

(4.5.6.d)



D32

D13

P23

D33

1

1

1

12

12

1

I

12

1

12

|z](m: — a)
Ds
Vmume(1 4+ £ )ermy
miva(l +3)
varue 4 51)(1 -

2\/_1‘-“%—"&)

—)(1 -

Me

( 2 2m, )

€1
1__
2

27774

67

(4.5.6.€)
)

(4.5.6.f)

(4.5.6.9)

(4.5.6.1)

(4.5.6.1)
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Nous passons maintenant a la matrice de mélange.
4.6  Approximation des éléments V;; de la matrice de mélange

Les V;; sont donnés par I'équation (4.4.25). On vient de calculer les expres-
sions approximées des p;; et g;;. En les insérant dans les expressions des V;j,
on en obtiendra une approximation.

Commengons par les éléments diagonaux de la matrice de mélange. Ces

éléments sont: V4, V.s et Vip.

My md MyMd ;5 mq My
Vea = 1— - (1 — —
d 2m. 2mg, + MM e ( 2m, 2mc)
~] e (4.6.1)

Mg M

+ Ve e F(1 —
~ ei's‘(l + \/elegei's”) (4.6.2)

mq My me Mg 16y

Vib >~ erez (1 — - - — Je

2ms  2m. 2m; 2my

geilbet) (1 2 _

2 2
~ (\er€g + €'%)ei%s (4.6.3)

Les éléments non diagonaux supérieurs, V,,, Vyp et Vp s’écrivent:

[mg md [My 5
us =~ —(1 - - - e
v ms( 2m3) mce
~ 2 [T s (4.6.4)
My Me

Ve = (Ve — Je1 €%) e'd= (4.6.5)
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€2MgMy mg €2
Vb = 2 (1 + —)
€My mg My €1 (8- +6p)
— — — + )
M, 2my  2m. 2

2\/egmdmg Mu s, \/— —\/e_l'ei‘s”] (4.6.6)

Donc V, peut s’écrire en fonction de V., comme:

Vub ~ w - Ty Vcb (4.6.7)
\/ my \/ mMe

En ce qui concerne les éléments non diagonaux inférieurs (V.4, Viq et Vi) bien

qu’on puisse les obtenir de fagon similaire a celle des éléments non diagonaux
supérieurs, il est plus facile de les obtenir a partir de ces derniers en inter-

changeant les “up” en “down” et ¢; en ¢;. Faisant ainsi, V.4 s’obtient a partir

de V,:
Vg 22 [ s (4.6.8)
Me M,

Vie o (Ver — Veze™® e (4.6.9)

Vis se déduit de V_p:

Et Vig se déduit de V,,:

egmym m ; ;
Vg ~ _\/I_m%_c_ m_j [Vaes - /azeeto]
~ \/elm—‘;m -/, (4.6.10)
m; my

De I’équation (4.6.7), on obtient ’expression de —‘c‘h:

“"~ ‘/EZmdm’ 1/ (4.6.11)
Ve Veb mb
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Et de I’équation (4.6.10), on déduit I’expression de ‘—‘;‘i

ts

Vi 1 €1MyMe my
Ve Vo mE T \m, (4.6.12)

En utilisant I'inégalité triangulaire, on trouve les bornes inférieures et supérieures

des rapports: J|T/_jl et J;"ll De (4.6.11) on a:

€2mMgm, IVubI ( @mam, - [my
—_ — 4.6.13
’\/ 'Vcb|2 |Vcb| \/ |V’cb|2 me ( )
Et de (4.6.12) on déduit:
€1MyMe |th| ‘ €1 My M, my
— 4.6.14
’\/mt |V’t.s ms a |V’t3| B mt |m3|2 ms ( )

4.7  Analyse graphique:

De l'expression générale des V;; et a l'aide de I'inégalité triangulaire, une
borne inférieure des éléments de mélange peut étre calculée [18]. Elle est donnée

par:

1 Ny 16y

NiM;  N:Mjz|ly] ’ (Ai —a)(v; — d)

ou N; et M; sont respectivement les constantes de normalisation des vecteurs

propres de M, et Mj. Elles sont données par:

A? |b[2 v bk
R O e R A v Gl oer I

et A; et 7; sont respectivement les valeurs propres des matrices M, et My. Cette
borne est trés intéressante puisqu’elle est indépendente de §,. Pour l’analyse
graphique, on va étudier le comportement des limites inférieures des V;; données
par ’équation (4.7.1), et des expressions exactes des 4 modules indépendants

choisis auparavant, (4.2.7) a (4.2.10).
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Les éléments qu’ on a représentés graphiquement sont |Vs| et |Vys|. Les deux
autres éléments sont généralement satisfaits et peu sensibles aux parameétres
aet 3.

Mentionnons que les graphiques 4.1 a 4.8 sont les graphes des valeurs exactes
de |Ve| et |Vyp| et non de leurs approximations.

Les parametres a et [ varient dans leurs intervalles permis respectifs donnés
par (4.3.5). Les intervalles des €léments V;; qu'on a utilisés sont ceux donnés

par Particle Data Group [12]:

0.035 < |Vip| < 0.055

0.001 < |Vis| < 0.005

0.15 < |Vys| < 0.3

0.15 < |Viy| < 0.3 (4.7.3)

Puisque m?*¥* s’obtient de m;(1 GeV) & I'aide de la relation [7]:
phys 4 2
my™? = my(my) |1+ 3o+ O(a?)] . (4.7.4)

ou a, est I'intensité du couplage C.D.Q, on obtient m;(1GeV) ~ 280 GeV.

Dans les figures 4.1 et 4.2, on représente la borne inférieure de |V, 4| pour
différentes valeurs de d;.

Les solutions pour 6, = 7 et & = m, (figures 4.1 (b) et 4.2 (a)), sont incluses
dans les solutions pour le cas §; = 0, (4.1 (a)). Ceci reflete le phénomene de
découplage de la troisieme génération, dans ce cas, @ — my, — m, et f —
mg — My, la phase est indéterminée.

Les valeurs des angles é, et & sont respectivement g et 0 comme on I'a
démontré dans la formule (4.3.10). Ceci motive 1’étude du comportement de
|Vus| et |Vep| en fonction de a et 3 pour 6, = 7 et § = 0, ce qui est représenté
a la figure 4.3.

Les figures 4.3 (b), représentent la borne inférieure de |Vy3| pour & = 0,

tandis qu’a la figure 4.3 (c), on représente la valeur exacte de |Vub|.. Cette
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figure montre clairement que les parametres a et 3 sont trés petits par rapport
a my et my et justifie davantage le calcul perturbatif des éléments de mélange
qu’on a élaboré dans la section 4.6.

La figure 4.3 (d) représente les contours de |Vy,| = f(a, B) pour §; = %
et 4, = 0. Les coupes sont prises aux valeurs 0.16, 0.17, 0.18, 0.19, 0.2, 0.21
et 0.22. C’est un graphique a titre d’illustration car 1'élément |V,,| est presque

toujours vérifié pour les différentes valeurs des angles.



(a) db=0

(b) db=PI;2

Figure 4.1. a) Borne inférieure de |Vu| = f(a, ) pour s

b) Borne inférieure de [V 3| = f(e, 3) pour d;
N.B: db — 51,

g ©

73
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(a) db=180

db=0

Beta

4

0 50 100 150 200 250 300
Alpha

Figure 4.2. a) Borne inférieure de |V| = f(, ) pour §p = 7

b) Contour de la borne inférieure de |V 3| = f(e, 8) pour §y =0
N.B: db — (51,
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dx=Pl2, db=0 Abw=o

5 (a) 5

o 50 100 150 200 250 300

[s] 50 100 i50 200 250 300
Alpha Alpha
IVubl, dx=Pl/2, db=0 IVuel, dx=PV2, db=0
5 5
(c) ()
4 4

o 50 100 150 200 250 300
Alpha Alpha

Figure 4.3. a) Contour de |Ve3| = f(a,0) pour 6y =0et §; = 7
b) Contour de la borne inférieure de |Vys| = f(a, ) pour §y =0
c) Contour de |Vy3| = f(a,8) pour é; = T et 6y =0
d) Contour de |Vy,| = f(a,B) pour é; = S et p =0
N.B:dx = 4§, etdb— 4
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4.8 Discussion:

A partir du graphe de |V, en fonction de a et 3 pour §, = T et & =0,
on constate que a K m; et § « my. Par conséquent ¢; et ¢, < 1. Notre
perturbation des V;; au premier ordre autour de €; et €; est donc bien fondée.

Dans ’expression du rapport Jlt/’%:ll’ (4.6.13), le terme % n’est pas
toujours petit et ne peut pas toujours étre negligé. Il dépend de ’ordre de
grandeur de €;. Dans la littérature, [18], ce terme a été negligé, ce qui n’est pas
tout a fait exact. Selon la grandeur de ¢;, ce terme peut étre du méme ordre

que , /2w,

Par contre dans le rapport JI#IL’ le terme 517112—"1“‘,%& est toujours négligeable
ts t 8

par rapport a \/Z:: quelle que soit la valeur que prend le parametre €; dans
son intervalle légitime (0 < ¢; < 1). Ceci est di a I'importance du terme m?
dans le dénominateur. Il est donc justifiable d’écrire Jl%ll ~ %;‘

Le couplage de la troisiéme génération affecte peu celui des deux premiéres
générations. Ceci est démontré clairement a partir des expressions de V,p, Vi
et Vis.

Les figures 4.2 (b) et 4.3 (a), (b) et (c¢) du chapitre IV nous permettent de
conclure que €; ~ €. En injectant cette relation dans I’expression (4.6.5) de

V.», on obtient la relation suivante:

[Ves| = /2 €11 — cos (&) (4.8.1)

ou l'on a choisi 65 = 0. Quand ¢; = 0, |V3| = 0 quelle que soit la valeur de 4
ce qui exprime le découplage de la troisieme génération.

Un autre résultat trés important découle immédiatement du fait que €; =~ ;.

Dans ce cas, quand @ = [ = 0, ce qui correspond a l’ansatz de Fritzsch,
e = etmy = mert: Evidement cette valeur ne correspond pas a la valeur
t 8

mesurée de la masse du top (174 £ 10 Gev). Ceci est une autre démonstration
que le modeéle de Fritzsch ne concorde pas avec ’expérience et n’est pas en

mesure de prédire la bonne valeur de la masse du quark top.
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A partir de l'expression de V3, (4.6.5), le module de V,; peut étre majoré

comme suit:

Vol < Ve + Ve (4.8.2)
d’ot
€1

'S Wal=var (4.83)

ou, rappelons-le, €, = %t_;m“ et €, = %b_m" Ceci nous permet d’établir

une majoration de la masse du quark top. Il vient que:

O+ My — My

( Ve — m—mg+f )2

myp

my (4.8.4)

De la comparaison de cette inégalité avec celle donnée par le modele de Fritzsch,
(3.4.13), il est clair que la présence des nouveaux parameétres o et 8 dans la
relation (5.4) fait toute la différence. Ils permettent a 'ansatz de Fritzsch
modifié d’accommoder la mesure expérimentale de la masse du top qui était le
handicap fatal du modele de Fritzsch.

Représentons graphiquement la relation (5.4), qui est la borne supérieure de

la masse du top donnée par ’ansatz de Fritzsch modifié.
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alpha=mc alpha=2mc
(a) (b)
350 350
5
280 n 280
s
E
230 230
150 \ 150
-0.15 0 0.5 1 -0.15 0 0.5 1
beta beta
alpha=3mc
(c)
350
5
n 280
pu]
=3
230
0
15—0.15 0 0.5 1
beta

Figure 4.4. a) Borne supérieure de m; pour a = m,
b) Borne supérieure de m; pour o = 2m,
c) Borne supérieure de m; pour a = 3m,
Dans les graphiques de la figure 5.1, on a représenté le comportement de la
borne supérieure de la masse du top (5.4) en fonction de 8 pour différentes
valeurs de a.
Pour a = m., on a une borne supérieure de m, autour de sa valeur expérimentale
pour 3 dans 'intervalle [-0.14,-0.13].
Vu 'importance de la masse du top, a peut prendre des valeurs dans un

intervalle plus large que 8. Pour a = 2 m. et @ = 3 m,, on est toujours dans
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la zone ou ¢; < 1. Méme pour ces valeurs de o, 3 demeure trés petit et son
intervalle de solution s’élargit tres peu. Pour @ = 3 m¢, 0 atteint & peine
I'intervalle [0,0.01]. Ceci démontre clairement que 8 < ms.

Selon les auteurs de la référence [18], @ =~ m., qui, d’aprés ce qu’on vient
de voir, n’est pas une mauvaise approximation malgré le fait que o puisse étre
plusieurs fois cette valeur. Par contre en ce qui concerne 3, il peut étre confiné
a un treés petit intervalle de son domaine permis. S. Rajpoot [18] I’a pris égal
a 0, ce qui concordre tres bien avec nos conclusions, alors que Dongsheng Du
et Zhi-zhong Xing [18] ont restreint son intervalle a [0,m;,]. On a montré que g3

est trés petit; il est plutot confiné a sa borne inférieure mg — my,.



CONCLUSION GENERALE

L’ansatz de Fritzsch prédit une masse du quark top inférieure & 100 GeV,
ce qui est en désaccord avec ’expérience.

On a montré dans ce mémoire que la version modifiée de ’ansatz de Fritzsch
peut accommoder la valeur expérimentale de m; (174 + 10 GeV). La borne
supérieure de cette masse est donnée par la relation (5.4). Les nouveaux
éléments o et [ affectent trés peu le mélange des deux premieéres générations
qui est bien décrit par I’angle de Cabibbo.

En utilisant les propriétés des matrices hermitiques et des mafrices de masses
de Fritzsch modifié, nous avons réussi a définir rigoureusement les intervalles
permis des parametres a et 3. Un résultat d’une importance énorme pour les
calculs qui ont suivi. Ce résultat n’existait pas auparavant dans la littérature.

A Tlaide de la méthode de projection des saveurs, nous avons exprimé les
éléments de la matrice de mélange en fonction des invariants des matrices
de masses. On a aussi mis en évidence, par des méthodes analytiques et
numériques, la petitesse des parametres a et ( par rapport respectivement
a my et myp ce qui se traduit par la petitesse de €; et € par rapport a 1.

Ce résultat a été crucial pour la justification de la perturbation au premier
ordre des éléments de la matrice de mélange Vi ps.

Nous avons pu reproduire les expressions de quelques élements V;; existant
dans la littérature et nous avons donné des expressions plus exactes aux autres.

vu . 7 . 14
Dans le cas du rapport jIV_:Il on a mis en évidence le terme dépendent de e;,
[

, /%’ qui n’est pas du tout négligeable par rapport a , /2%,
b (=3 c
Les approximations qu’on a adoptées tout au long des chapitres III et IV,

sont justifiées. En fait le nombre de parametres libres dans la matrice Vi ps
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et la complexité des expessions des V;; en termes des masses des quarks et des
phases des matrices de masses, rendent le recours aux approximations indis-
pensable. Cependant, la comparaison des résultats obtenus avec les données
expérimentales montre que ces relations sont tres satisfaisantes. Il y aurait peu
a gagner en ayant recours a des résolutions exactes ou au développement aux

ordres supérieures des V;; au prix d'une énorme complexité des calculs.



APPENDICE A

SYMETRIES DISCRETES ET THEOREME CPT

A.l Parité P

L’opérateur de parité P est un opérateur unitaire dans ’espace d'Hilbert qui
est responsable de l'inversion spatiale. En agissant sur un champ scalaire ®(z)

ou vectoriel ®,(z), 'opérateur P conduit a:

P71®(z)P = n,9(z")

avec
= =1

(2)u = (z0,—24k)

(2)u = (z0,2k) (A.1.1)
et

P71®,(z)P = ny(Po(z’), —Bk(z"))
1
-1 .
— (@) R KCNED)
-1
avec
np(®u) =%1 (A.1.2)

np décrit la parité intrinseque du champ. Pour un champ scalaire, si n, = —1,

le champ est dit pseudoscalaire, et si 7, = +1, le champ est dit champ scalaire.
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Pour un champ vectoriel ¥, si n, = +1, le champ est dit polaire et si 7, = —1,
le champ est dit axial.

Pour un champ de Dirac, (z), la transformation est:

P~ ()P =npov(z’) (A.1.3)
P yl(2)P =vT (2')y0 (A.14)

P? transforme (z,)en (z,), donc P? doit étre soit 'identité, soit une rotation
de 2 7 et donc 77: = 1. Cependant, un champ de Dirac, 9, se transforme comme
un spineur et la rotation d’un spineur ¥ de 2w donne — . Ceci revient a dire
que pour ramener ¥ a sa posittion initiale, i1l faut une rotation de 4 7. Donc
ng = %1, ce qui donne n,(¥) = £1; +1.

Avec les propriétés ci-haut mentionnées, les transformations des formes

bilinéaires de Dirac sont résumées dans le tableau suivant:

Transformation d']c;gl lg %%lpé s'c}us la symétrie P.
(X,t) (—X%,t)
scalaire 0,0, 0,7,
pseudoscalaire Uyys 0, Uqys 0,
vecteur \_1717“\1;2 @_1"/#\1’2
vecteur axial U179, P2 W yhys Ty
tenseur 0, Tu Vo T,0mv 0,

A.2  Conjugaison de charge C

On peut facilement étudier 'opération de conjugaison de charge en prenant
I’équation de Dirac et en renversant le signe de la charge électrique.

Soit W, le champ de Dirac ayant la charge opposée du champ ¥. On a

(1@ — ed —m)¥ =0 (A.2.1)
(1@ + ed —m)¥, =0 (A.2.2)
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Dans le but de trouver la relation entre ¥ avec une charge e et ¥, avec une
charge —e, prenons le complexe conjugué et puis le transposé de la 1¢7¢ équation.

On trouve:

T (=10, — eA)(*TT*) =0 (A.2.3)

Quelle que soit la représentation de l’algébre de Dirac, il existe une matrice
C telle que:
CyIC™ = —, (A.2.4)

En comparant avec 1’équation de ¥, on a une correspondance exacte (a une
phase prés) si on fait:

U, = e0(,°TU*) = e*CT (A.2.5)

Dans la représentation de Dirac, C qui satisfait I’équation (A.2.4) est donné

par:
. 0 —io?
C =iy = (_. 2 9 ) (A.2.6)

(12

qui satisfait les contraintes suivantes:
—c=Cc1t'=cT=ct (A.2.7)

C nous permet d’identifier la structure de particule-antiparticule du champ
de Dirac. En appliquant C au champ de la particule, on obtient le champ de

’antiparticule.

(A.2.8)

OO O =

Ceci montre que l’equation de Dirac contient les champs de la particule de
I’antiparticule avec des charges et des spins renversés.

La transformation des formes bilinéaires ¥ sera:

O (@) U(2)C = O (2)(10)as Us(2)C
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= CTL(2)C(70)asC ™ ¥p(2)C
= Yo(z)(0)as¥}()

= = ¥h(z)(70)as¥alz)

= ¥}(z)(70)pa¥a()

= U(z)¥(z) (A.2.9)

Notons que le terme vectoriel du courant, @7#\11 est impair sous la transforma-
tion C et que le terme axial du courant est pair. Par conséquence, un terme du
genre E’y# (1+ 75 )¥®, brise toujours la symétrie C.

La transformation de toutes les formes bilinéaires est résumée dans le tableau

suivant:

Tableau A.2

Transformation des champs sous la conjugai-
son de charge C.

(X,t) (X,t)
scalaire U, 0, W, ¥,
pseudoscalaire U570, Wyys ¥,
vecteur 0, Y. Y2 -@27,‘\111
vecteur axial ¥, Yuys V2 \_11_27#75\111
tenseur 0, Tuv¥2 -@20#,,\1/1

A.3 Renversement de temps

L’opération de renversement de temps est représentée par un opérateur an-
tiunitaire T' dans l’espace d’Hilbert.

Un opérateur antiunitaire est un opérateur vérifiant les relations suivantes:

T = 1 (4.3.1)
TOq|1) + X2[2)) = MTI1) + \3T)2) (A.3.2)
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Considérons la transformation d’un champ scalaire ®(z, t) et de son conjugué

®(z, t) sous l'opération de renversement de temps T.

T7'®(z)T = nrd(z') (A.3.3)
T4

®(z)T = — nr d(z') (A.3.4)
ol (z'), = (~zo, zk) et la phase ny = £ 1. Pour les formes bilinéaires, ¥I'¥

T 9 (2)¥(2)T =T ¥ (2)y ¥ (z)T
=T YN ) TT 1 TT ¥ (2)T
=T1(z")ivovs (—70)iv0vs (<)
=U(z" ) (") (A.3.5)

ou 'on a utilisé le fait que T4, T = —v, & cause du fait que les 7, sont tous
imaginaires dans la représentation de Majorana.

La transformation de toutes les formes bilinéaires est résumée dans le tableau
suivant:

Tableau A.3

Transformation des champs sous le renverse-
ment de temps T.

(X,t) (X, —t)
scalaire 0,0, 0,7,
pseudoscalaire Wyvs 0, Ty Ty
vecteur ¥, Yu¥2 Uy vA T,
vecteur axial \_11—17#75\112 UyyHhys Wy
tenseur 0, Tuv Vs U0k,

A4 Symétrie CP et théoréeme CPT

La transformation des champs sous 'opérateur de symétrie CP se déduit
facilement a partir du tableau A.2 et du tableau A.3. Elle est résumée dans le

tableau suivant:
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Tableau A.4
Transformation des champs sous la symétrie CP.
(X,t) (—X%,t)

scalaire 0,7, U,7,
pseudoscalaire \_11—1'75 ¥, —@275\111
vecteur @17,‘\112 —@27"\1'/1
vecteur axial @17,‘75\1'/2 —@27"75\1'/1
tenseur 0, ouv¥o ok,

Dans la nature, ces symétries discrétes sont brisées. La parité est maximale-
ment brisée dans I'intéraction électrofaible, et CP est brisée dans la désintégration
des mésons K.

Cependant, il y a un théoréme remarquable, le théoréeme CPT, qui dit que
chaque théorie quantique des champs est invariante sous ’opération combinée
de CPT, sous des conditions trés générales.

Le théoreme dit que I’hamiltonien H est invariant sous CPT:
(CPTYH(z)(CPT)™' =H(z") (A.4.1)

si les conditions suivantes sont satisfaites:

1- la théorie doit étre locale, possédant un lagrangien hermitique et doit étre
invariante sous les transformations propres de Lorentz.

2- la théorie doit étre quantifiée avec des commutateurs, pour les champs de
spin entier et avec des anticommutateurs pour les champs de spin demi-entier.

La transformation des champs sous la symétrie CPT est résumée dans le

tableau suivant:



Tableau A.5
Transformation des champs sous la symétrie CPT.

(X, t) (=%, —t)
c c*
scalaire 7,7, 0,0,
pseudoscalaire 7, v5Wa Wyys ¥y
vecteur i7p vu¥2 -@27"\111
vecteur axial U1y, s -0, Yuvs Y1
tenseur @1 g2 @20#,,\1/1

ou ¢ est un nombre complexe.
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