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Résumé

L’interprétation de Bohm de la mécanique quantique possede cette caractéristique
essentielle de reproduire exactement les prédictions de l'interprétation standard de la
méme théorie. En donnant aux objets quantiques une nature corpusculaire, une position
et une quantité de mouvement bien définies en tout temps, Bohm a pu réintroduire le
concept de trajectoire, que 'on appellera bohmienne, en mécanique quantique. Tout
cela fait que 'interprétation de Bohm est déterministe. Ainsi, il pourrait étre possible,
en connaissant toutes les conditions initiales, de faire des prédictions sur le résultat
d’une mesure faite sur un systéme individuel. Or, le principe d’incertitude d’Heisenberg
prévaut toujours et empéche la mesure de quantités conjuguées sans modification de
P’état du systeme. I1 est donc impossible de savoir & ’avance quelle trajectoire sera
empruntée par le systéme étudié.

La mécanique quantique bohmienne nous offre une version beaucoup plus intuitive
des phénomenes & 1’échelle microscopique. C’est ainsi qu’elle peut expliquer les méca-
nismes internes régissant 'interférence d’une seule particule. Le potentiel quantique,
qui est unique a 'interprétation de Bohm, contraint les particules & suivre des trajec-
toires qui donneront naissance aux patrons d’interférence. Ce phénomene est resté trés
longtemps mal compris, la mécanique quantique standard n’en donnant qu’une simple
description.

Meéme si les interprétations standard et bohmienne de la mécanique quantique sont
reconnues pour faire les mémes prédictions, il a été proposé qu’elles ne s’accorderaient
pas sur linterférence de deux particules identiques. Cette proposition a regu plusieurs

critiques. Nous avons donc calculé les trajectoires bohmiennes pour ce phénomene. Les



i

trajectoires obtenues et le calcul de 1’écart-type du centre de masse d’une paire nous
ont permis de montrer que l'interférence de deux particules ne cause pas de discordance
entre les deux interprétations.

Par la suite, nous avons cherché une méthode numérique efficace pour obtenir la
fonction d’onde et les trajectoires bohmiennes pour linterférence d’une seule et de
deux particules identiques. Bien qu’une approche basée sur les équations bohmiennes
du mouvement utilisant la méthode généralisée des moindres carrés pour évaluer les
dérivées spatiales ait semblé prometteuse, elle s’est révélée inefficace dans le cas de ’in-
terférence, que ce soit avec une grille mobile ou fixe. Toutefois, de tres bons résultats ont
été obtenus en résolvant 1’équation de Schrodinger pour les parties réelle et imaginaire
de la fonction d’onde pour les deux types d’interférence. Une approximation a 5 et 6

points a servi & estimer les dérivées spatiales nécessaires.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 1

Chapitre 1

Introduction

Malgré les innombrables succes de la mécanique quantique dans la vérification expé-
rimentale de ses prédictions, une question de taille n’est toujours pas réglée dans cette
théorie: celle de son interprétation. En effet, bien que le formalisme mathématique soit

‘tres largement accepté, plusieurs problémes surviennent lorsque 'on tente de faire le
lien entre la fonction d’onde et le systéme réel qu’elle représente.

Pour mieux comprendre cette problématique, il est utile d’examiner un peu plus l'in-
terprétation la plus répandue, celle de Copenhague®. Elle fut développée, entre autres,
par Niels Bohr au tout début de la mécanique quantique. Dans cette interprétation,
les objets quantiques, ou microobjets, sont soumis & une dualité onde-corpuscule. Leur
comportement se décrit soit comme celui d’une onde, soit comme celui d’un corpuscule,
mais jamais les deux en méme temps. Il existe donc, selon l'interprétation de Copen-
hague, une certaine complémentarité entre ces deux caractéres des objets quantiques.
Jusqu’ici, il n’y a rien de vraiment alarmant. Bien que ’on puisse difficilement visualiser
les objets quantiques, il est possible d’accepter qu’ils aient une telle nature. L’endroit
ou le bat blesse se retrouve plutét dans le type de prédictions que peut faire la méca-
nigue quantique standard. Effectivement, il n’est généralement pas possible de prédire
exactement la valeur obtenue lors de la mesure d’une certaine quantité sur un systeme

individuel. Les prédictions ne peuvent étre que statistiques. Cela signifie que I'on ne

1. Parfois nommée interprétation standard ou mécanique quantique standard.
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peut connaitre que les valeurs qui peuvent étre obtenues et la fréquence avec laquelle
elles le seront. Cette information est obtenue soit avec 1’équation de Schrédinger pour les
cas non relativistes ou avec celle de Dirac, dans les cas relativistes. Ce caractéere intrin-
seque des probabilités a été proposé par Max Born tres t6t durant les premiéres années
de la mécanique quantique. L'interprétation de Copenhague souffre ainsi d’un mal que
Pon peut nommer 'indéterminisme statistique. La fonction d’onde contient donc toute
I’information pouvant étre obtenue sur les prédictions statistiques des mesures que l’'on
peut effectuer sur un systéme physique.

Ce caractére bien particulier a valu & la mécanique quantique standard de nom-
breuses critiques venant de ceux qui croyaient que le but de la physique était de donner
une description déterministe de la réalité. On taxa donc Dinterprétation de Copenhague
d’incomplete. La critique sans aucun doute la plus célebre est celle d’Einstein, Podolsky
et Rosen, publiée en 1935 dans le Physical Review[1]. On y présentait une expérience de
pensée que I’on nomme aujourd’hui paradore EPR. Les auteurs argumentaient & I’aide
de trois hypotheses. La premiere était liée a la complétude des prédictions de la méca-
nique quantique standard, la deuxiéme portait sur la localité (aucune influence ne se
propage plus vite que la lumiere) et la derniére portait sur la fagon dont les éléments de
réalité physique peuvent étre accordés aux prédictions. A la fin de leur argumentation,
Finstein, Podolsky et Rosen arrivent a la conclusion que les trois hypothéses ne peuvent
étre toutes vraies en méme temps et que la premiere devait étre fausse. Ils suggérerent
donc 'existence de parameétres cachés, i.e. absents de la mécanique quantique standard,
permettant d’obtenir une version déterministe de la mécanique quantique.

Malgré la réplique de Bohr [2] & l’article d’Einstein, Podolsky et Rosen, il fallut
attendre en 1964 pour qu’un test expérimental ne soit suggéré pour vérifier les hypo-
theéses d’Einstein, Podolsky et Rosen. Cette année-1a, J. S. Bell publia un article 3] trés
intéressant dans lequel il vérifie mathématiquement de quelle fagon I’expérience pour-
rait trancher le paradoxe EPR. En postulant I’existence de parametres cachés locaux,
il obtient ce que 'on appelle maintenant les inégalités de Bell. L’expérience envisagée

est réalisée a I'aide de paires de particules fortement corrélées. Si les inégalités sont vio-
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lées, alors seuls des parametres cachés non locaux peuvent étre ajoutés a la mécanique
quantique standard sans modifier ses prédictions. Pour tous ceux qui sont familiers avec
la théorie de la relativité restreinte, un tel probleme peut sembler insurmontable. En
effet, une telle non-localité peut permettre des transferts d’énergie a des vitesses plus
grandes que celle de la lumiere.

Ce fut beaucoup plus tard, soit en 1981-1982, que les premiers tests indiscutables
des inégalités de Bell furent réalisés par Aspect, Grangier, Dalibard et Roger [4, 5, 6].
L’expérience trancha finalement en faveur de la mécanique quantique standard.

Il ne faut pas croire que la mécanique quantique standard sortit de cette lutte
intacte. L'étude de phénomeénes impliquant des paires de particules corrélées montra
que cette interprétation est non séparable. Cela signifie qu’il ne fait pas de sens de
parler d’un systeme composé d’une paire de particules corrélées en termes de ses parties,
donc de chacune des particules. Malgré ce fait, il n’est pas possible de transmettre de
'information plus vite que la lumiére griace & cette caractéristique [7, 8]. La mécanique
quantique standard est donc parfaitement en accord avec la relativité restreinte.

Le résultat obtenu par Aspect, Grangier, Dalibard et Roger [4, 5, 6] a mis & mal
la possibilité d’obtenir un jour une description déterministe de la réalité au niveau
quantique. Plusieurs y renoncerent : comment croire en une interprétation de la réalité
qui permettrait I’échange d’énergie ou du moins d’influence plus vite que la vitesse de la
lumiere, alors que cela est strictement interdit par la relativité restreinte? Quelques-uns
garderent toutefois espoir. En 1952, David Bohm proposa une théorie avec parameétres
cachés [9]. Cette interprétation offre beaucoup de possibilités, surtout parce qu’elle
reproduit exactement les prédictions de la mécanique quantique standard. Les détails
de cette théorie sont donnés a la section 2.1. L’une de ses réalisations est d’avoir réussi
& expliquer le phénomeéne de 'interférence d’une seule particule avec le concept de
corpuscule. Cela ne semble plus du tout anodin lorsque 'on se rappelle que plusieurs
physiciens doutérent de la possibilité d’expliquer de ce phénomene. Citons par exemple
Richard Feynman [10]: “On peut se demander comment ¢a (I'interférence) marche. Quel

est le mécanisme 3 1'oeuvre en réalité? Personne ne connait aucun mécanisme. Personne
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ne peut vous donner de ce phénoméne une explication plus profonde que la mienne —
c¢’est-a~dire une simple description.” La section 2.2 présente de quelle fagon la mécanique
quantique bohmienne permet d’expliquer !'interférence.

Une des principales caractéristiques de l'interprétation de Bohm réside dans la na-
ture qu’elle donne aux objets quantiques: ce sont des corpuscules. Un nouveau potentiel
est introduit et que ’on nomme potentiel quantique pour le différencier du potentiel V/
utilisé en mécanique quantique. C’est lui qui permet aux particules d’avoir parfois un
comportement ondulatoire. Nous avons vu précédemment qu’une théorie avec variables
cachés, pour pouvoir faire les mémes prédictions que la mécanique quantique standard,
doit comporter au moins un élément non local. Ici, cet élément est le potentiel quan-
tique. A cause de cela, 'interprétation de Bohm n’est valide que dans le domaine non
relativiste lorsque [’équation de Schrodinger est utilisée.

Un autre fait marquant de la mécanique quantique bohmienne est la réintroduc-
tion du concept de la trajectoire. Effectivement, ici, les particules quantiques ont une
position et une quantité de mouvement bien définies toutes les deux en mémes temps.
Cependant, pour respecter le principe d’incertitude d’Heisenberg, les trajectoires ne
peuvent étre connues a I’avance. Cela contraste avec 'interprétation de Copenhague ou
deux quantités conjuguées ne peuvent étre bien définies en méme temps et donc ou les
trajectoires sont absentes?. Le fait que les trajectoires existent permet ‘é I'interpréta-
tion de Bohm d’étre déterministe. Toutefois, il n’est pas possible de faire mieux que les
prédictions statistiques de l'interprétation standard. La raison de ce fait est simplement
que les valeurs initiales de position et de quantité de mouvement d’un systeme indivi-
duel ne sont pas connues plus précisément que ne le permet le principe d’incertitude.
Comme les conditions initiales ne peuvent pas étre connues exactement, il n’est pas pos-
sible de connaitre leur valeur finale. Dans certains cas, il est possible de trouver quelle
trajectoire a été empruntée par une particule lorsque ’on mesure son point d’arrivée.

Cela est en grande partie di au fait que les trajectoires bohmiennes ne peuvent pas se

2. Notons que linterprétation de Bohm, tout comme 'interprétation standard avec I’équation de

Schradinger, ne s’attache pas au traitement du rayonnement di & accélération des particules chargées.
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croiser dans l’espace de configuration, a cause de l'unicité de la solution.

La raison pour laquelle les versions standard et bohmienne de la mécanique quan-
tique font les mémes prédictions statistiques est tres simple: dans les deux cas, la dis-
tribution de probabilité est donnée par la méme expression mathématique. Malgré cette
ressemblance, il existe une différence fondamentale entre I'importance que donnent les
deux interprétations a la fonction d’onde. Dans l'interprétation de Bohm, la fonction
d’onde n’est qu'un artifice mathématique permettant d’obtenir les véritables équations
du mouvement, alors que dans l'interprétation standard, la fonction d’onde donne toute
I'information possible sur un systéme physique.

Malgré la correspondance entre les prédictions des deux interprétations, des cher-
cheurs tentent de trouver une expérience qui permettrait de les distinguer. Récemment,
trois chercheurs, Ghose [11] et, indépendamment, Golshani et Akhavan [12, 13, 14], ont
proposé plusieurs expériences similaires qui, selon eux, atteindraient théoriquement ce
but. Le phénomene proposé est 'interférence de deux particules identiques qui est ob-
tenue avec des paires d’électrons corrélées et des interférometres symétriques a deux ou
a quatre fentes. La réalisation expérimentale de leurs propositions a été faite par Brida,
Cagliero, Falzetta, Genovese, Gramegna et Novero [15] & ’aide de photons.3

La différence entre les deux interprétations viendrait, selon eux, du fait que ’inter-
prétation standard permet & une paire de particules d’atteindre le détecteur ou ’écran
en des positions asymétriques par rapport a l'axe des z, alors que ce comportement se-
rait interdit dans la mécanique quantique bohmienne. Ces conclusions ont été critiquées
notamment par Struyve, De Baere, De Neve et De Weirdt [16], ainsi que par Marchildon
et auteure de ce travail [17, 18]. Seule |'utilisation d’hypothéses erronées quant a la
distribution initiale de la position des paires de particules causerait une différence entre
les deux versions de la mécanique quantique.

Afin de vérifier la distribution des trajectoires bohmiennes pour les expériences

3. Pour considérer que cette expérience est un test de la proposition de Ghose, Golshani et Akha-
van, il faut faire ’hypothése que les trajectoires des photons s’apparentent, pour les caractéristiques

essentielles de cette expérience, & celles d’électrons.
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mentionnées plus haut, les équations bohmiennes du mouvement ont été développées
pour les dispositifs & deux et & quatre fentes. A partir de ces équations, il a été possible
de démontrer que le cas du dispositif & quatre fentes se réduit a celui a deux fentes.
Afin d’obtenir les trajectoires, les équations du mouvement pour le dispositif & deux
fentes ont donc été résolues numériquement. Ces résultats montrerent qu’il n’est pas
interdit dans ’interprétation de Bohm que les particules d’une méme paire atteignent
I’écran en des positions asymétriques. Les propositions de Ghose, Golshani et Akhavan
ont dont été invalidées. De plus, Perreur qui a été commise face aux positions initiales
a été tres simplement mise en lumieére par le calcul de 1’écart-type de la position du
centre de masse d'une paire.

Il n’est pas nécessaire de dire I'importance que peut avoir le développement de
méthodes de résolution numérique permettant d’obtenir la fonction d’onde lorsqu’une
solution exacte de 1’équation de Schrédinger n’est pas possible. Le nombre trés restreint
de solutions analytiques et I’augmentation des applications de la mécanique quantique
sont des arguments puissants pour justifier tout travail dans ce sens. Deux approches
sont considérées lorsque 'on souhaite obtenir la propagation dans le temps d’une fonc-
tion d’onde. La premiére consiste a résoudre numériquement ’équation de Schrodinger
a Paide, par exemple, des éléments finis. La seconde approche concerne la version dite
“hydrodynamique” de la mécanique quantique. Les équations résolues dans cette version
sont en fait les équations du mouvement de 'interprétation de Bohm. Malgré ce fait, il
n’est pas nécessaire d’adhérer a la mécanique quantique bohmienne pour pouvoir uti-
liser cette approche. Les trajectoires bohmiennes peuvent étre considérées uniquement
comme des artifices de calcul permettant d’obtenir la fonction d’onde.

Une fois que le choix des équations différentielles & résoudre est fait, il reste encore
la question de la méthode numérique & utiliser. L’équation de Schrodinger ne peut étre
solutionnée qu’avec une résolution d’Euler, alors que les équations du mouvement de
Bohm peuvent I’étre avec une approche d’Euler ou de Lagrange. La différence entre les
deux types de résolution et leurs caractéristiques seront explicitées au chapitre 4.

Un autre choix crucial reste a faire, celui de la méthode d’approximation des dérivées.
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Comme nous le verrons plus loin, il est nécessaire de connaitre les dérivées spatiales
d’ordre 1 et 2 de certaines quantités afin de pouvoir effectuer les divers calculs. De
plus, la manieére de calculer les différentes/ dérivées s’est révélée étre un élément tres
important dans I'efficacité des méthodes.

Des essais avec les équations bohmiennes du mouvement ont été faits avec la tech-
nique d’Euler et celle de Lagrange? avec la méthode généralisée des moindres carrés
pour évaluer les dérivées. Dans les deux cas, cette approche s’est révélée étre inefficace
dans le cas de l'interférence. Toutefois, la résolution de 1’équation de Schrodinger avec
une approximation a cing ou six points pour le calcul des dérivées a permis d’obtenir des

résultats satisfaisants pour l'interférence d’une seule et de deux particules identiques.

4. Cette méthode est tirée de 'article de Lopreore et Wyatt [19].
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Chapitre 2

Mécanique bohmienne et

interférence d’une seule particule

2.1 Interprétation de Bohm

Proposée en 1952 par David Bohm [9], 'interprétation de la mécanique quantique
portant le méme nom permet une description déterministe des phénomeénes au niveau
microscopique. Elle entre dans la catégorie des théories avec parametres cachés. Cela
signifie que certains éléments absents de la formulation standard de la mécanique quan-
tique y sont introduits dans le but de la compléter. Dans le cas de l'interprétation de
Bohm, on attribue aux objets quantiques une position et une quantité de mouvement
bien définies en tout temps. Ces deux quantités sont conjuguées, c’est-a-dire que dans
la mécanique quantique standard, elles ne sont pas bien définies toutes les deux en
méme temps. C’est donc en raison de ceci que ces quantités sont considérées comme
des parametres cachés.

En plus d’opter pour une nature corpusculaire pour les objets quantiques et d’intro-
duire le concept de trajectoire dans la mécanique quantique, l'interprétation de Bohm
possede cette caractéristique essentielle de reproduire exactement les prédictions de la

mécanique quantique standard. Cependant, a cause des inégalités de Bell, pour avoir
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une telle description en fonction de parametres cachés et obtenir les mémes prédictions
que 'interprétation standard, il faut avoir recours a un élément non local. C’est 1a qu’in-
tervient le potentiel quantique. Cette non-localité est méme nécessaire pour expliquer
certains phénomenes & plusieurs particules.

Malgré la nature déterministe de cette interprétation, il n’est toujours pas possible
de prédire le résultat d’'une mesure prise sur un systéme individuel. Pour ce faire, il
nous faudrait connailtre initialement les propriétés du systeme étudié pour prédire le
résultat exact d’une mesure prise plus tard. Or, la connaissance de toutes les propriétés
nécessaires, comme par exemple la position et la quantité de mouvement, est impossible
a obtenir sans modifier 1’état de la particule, sa fonction d’onde et donc, comme nous
le verrons, le potentiel quantique. On ne peut donc faire mieux que des prédictions
statistiques.

Pour dériver les équations de base de Pinterprétation de Bohm, posons tout d’abord:
P(z,t) = R(z,t) exp (iS(z,t) /), (2.1)

ou les fonctions R(z,t) et S(x,t) sont réelles. Ensuite, on remplace cette expression dans

I’équation de Schrodinger dépendant du temps:

-
On obtient ainsi
ihexp(iS(z.t)/h) <%—1§ + %R%%)

2 Vi L R
_ _;l_mv- [exp (iS(z,t)/h) (V(R) + i_iRvsﬂ
+ V(z)Rexp (iS(z,t)/h).

Pour simplifier les équations, éliminons les exponentielles des deux c6tés de ’équation:

_(OR i S R e -
+ TRVY(S) - %(6(3))2 FV@ER (23)
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Comme les fonctions R et S sont réelles, les parties imaginaire et réelle de ’équation

précédente doivent se séparer:

OR - - 1 9
88 R (VIR (V&S)?
5{ = +% ( 7 ) - T —V(x). (2.5)
Il sera commode d’écrire:
h? V2R
v 2.
2m R’ (2:6)

ou @) est appelé le potentiel quantique. Il nous faut aussi étudier un peu plus I’équation
(2.4). Ecrivons P = R2. Nous obtenons donc:
oP o [ _VS
—+V.[P— | =0. 2.7
ot ( m ) 27)
Le développement que nous venons de faire était pour une particule, mais il se géné-
ralise de fagon directe pour plusieurs particules dans un méme systéme. Les équations

suivantes sont aisément trouvées pour un cas de n particules:

88 L (V;S)?
==Y Al — Q= V(... ), (2.8)
ot il sz
P o PViS
— + vz . * == O, (2.9)
ot P i
ol, dans le cas présent,
n 2 72
0=-S" LYVl (2.10)

Notons que dans 'interprétation de Bohm, la norme au carré de la fonction d’onde,
qui est ici donnée par la fonction P, conserve la méme nature que dans l'interpréta-
tion standard: elle représente toujours la distribution de probabilités. Nous sommes
maintenant préts a faire une des hypotheses de base de l'interprétation de Bohm. Nous
pouvons remarquer que 'équation (2.8) est de la forme d’une équation de mouvement
de Hamilton-Jacobi si (2.10) est un potentiel, et que ’équation (2.9) représente une

équation de continuité pour la distribution de probabilité P si ’on pose que:

Vi(8) = p; (2.11)
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ol J; est la quantité de mouvement de la particule 7. Ceci peut aussi étre écrit sous la

forme

h [Wﬁ(ﬁ, oo t)] _ (2.12)

U D)

L’équation (2.9) nous assure que si nous avons la bonne distribution de probabilité
initiale, alors la distribution de probabilité finale sera nécessairement la bonne.

Lorsque nous prenons la limite vers le classique, i.e. i — 0, le potentiel quantique
devient nul. L’équation (2.8) devient donc I’équation du mouvement de Hamilton-Jacobi
sous sa forme habituelle en mécanique classique. Le passage du niveau quantique au
niveau macroscopique s’effectue donc aisément.

A partir du moment ot nous posons que la quantité de mouvement d’un systéme
quantique est donnée par I’équation (2.11) et que @ représente un potentiel, il ne reste
qu’une étape pour obtenir les bases de U'interprétation de Bohm. Il ne reste maintenant
plus qu’a poser que les objets quantiques sont des particules dans le sens ol on ’entend
généralement. Celles-ci doivent donc avoir une position bien définie en tout temps.
Comme les particules possédent & la fois une position et une quantité de mouvement
bien définies en tout temps, elles suivent nécessairement des trajectoires elles aussi bien
définies.

Les probabilités ont une nature différente dans les interprétations standard et boh-
mienne de la mécanique quantique. Dans la premiére, elles sont une caractéristique de
la matiere: elles sont donc objectives. Elles sont plutét subjectives dans I’interprétation
de Bohm, car elles ne représentent que l’effet de I’ignorance des propriétés initiales des
particules.

Puisque dans l'interprétation de Bohm la distribution de probabilité est donnée par
la méme expression mathématique que dans l'interprétation standard, alors les prédic-
tions des deux interprétations devraient étre les mémes. Les trajectoires des particules
obligent donc celles-ci a suivre le comportement dicté par les probabilités. Malgré cette
concordance entre les deux interprétations, certains proposent qu’il pourrait exister des
situations ou les trajectoires bohmiennes interdiraient certains comportements permis

par Uinterprétation standard. Le calcul des trajectoires bohmiennes tient donc de 13 une
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bonne partie de son importance.

2.2 Interférence d’une seule particule

L'interférence d’une particule est un phénomeéne connu depuis longtemps. L’appa-
rition des franges lumineuses et sombres sur ’écran d’un dispositif semblable & celui
montré & la figure 2.1 se produisit pour la premiere fois dans le laboratoire de Thomas
Young autour de 1800. Considérée initialement comme étant due a la rencontre de deux
ondes lumineuses en phase ou hors de phase, l'interférence était alors vue comme un
phénomene purement ondulatoire. Toutefois, la mécanique quantique et ’avancement de
la technologie ont changé radicalement l'interprétation que l'on en faisait. De nouvelles
expériences montrerent que 'interférence existe aussi pour des faisceaux de particules
telles que les neutrons et les électrons. Ces derniers étant considérés comme des corpus-
cules, un tel résultat posait un probleme d’ordre fondamental. Comment était-il possible
que des corpuscules puissent produire un phénomene ondulatoire?

Un corpuscule étant localisé, il ne peut passer que par une seule fente. Cependant,
lorsque I’on bouche l'une des fentes du dispositif, on n’apergoit plus les franges & ’écran.
Comment un corpuscule fait-il pour savoir si les deux fentes sont ouvertes ou non?
D’autant plus que si 'on compare la distribution des positions finales dans les cas avec
une seule et avec les deux fentes ouvertes, on voit que certains endroits sont accessibles
aux corpuscules lorsqu’une fente est ouverte, mais ne le sont plus lorsque les deux fentes
le sont. Pourquoi le fait d’ouvrir une deuxiéme fente empécherait-il les corpuscules de
se rendre & certains endroits sur ’écran? Manifestement, le concept de corpuscule ne
semble pas s’accorder avec 'interférence.

De plus, des expériences permettant d’envoyer une seule particule a la fois dans un
interférometre montreérent que le patron de franges se forme aussi dans ces conditions.
L’explication initiale de la superposition de deux ondes venait de tomber. Qu’était donc
Pinterférence? Ce fut la mécanique quantique standard qui expliqua, d’une certaine

facon, le phénomene. Regardons tout d’abord de quelle fagon Uinterférence est décrite
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Fi1a. 2.1 — Dispositif a4 deux fentes

par la mécanique quantique standard. Ala figure 2.1, la source S émet un seul type de
particules avec les mémes propriétés initiales. A la sortie des fentes, la fonction d’onde
globale est composée de deux contributions, soit 14 et 15, qui sont non nulles autour
des fentes A et B respectivement. La fonction d’onde globale & droite des fentes sera

donc donnée par:

U =N [Ya+1s], (2.13)

ol IV est un facteur de normalisation. La distribution de probabilités de détection des

particules sur I’écran sera donnée par le carré de la norme de V:

[0 = N? [} + U5 + ¥ivs + Pavp] - (2.14)

Les minimums d’interférence seront situés aux endroits ot [¥|? = 0 ou presque. Notons
qu’il est possible que cette expression soit nulle ou méme trés petite, sans que ¥4 ou
1 ne soit pres de zéro. C’est donc, d’apres U'interprétation standard de la mécanique
quantique, 'incertitude sur la fente empruntée par la particule qui cause l'interférence.
Les objets quantiques, qu’ils soient photons, électrons, neutrons ou autres, se retrouvent
dans un état superposé ou ils passent & la fois dans la fente A et la fente B. Il n’est
donc pas difficile de voir pourquoi 'interférence d’une particule semble complétement
vincompatible avec le concept de particule.

Malgré cette explication qui porte beaucoup plus sur le comment du phénoméne

que son mécanisme interne, l'interférence d’une particule est relativement difficile a
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comprendre. Probablement parce qu’il n’existe aucun équivalent classique de ce phéno-
méne sur lequel il serait possible de se baser. Cette citation de Feynman [20] résume
assez bien cette situation: “Nous choisissons d’examiner un phénomeéne (l'interférence)
qu'’il est impossible, absolument impossible, d’expliquer de n’importe quelle maniére
classique (...)".

Maintenant, comme dans interprétation de Bohm les objets quantiques sont des
corpuscules, 'interférence semble causer un probleme majeur. De quelle fagon des par-
ticules pourraient-elles réussir & produire de 'interférence? Pour mieux le comprendre,
il est nécessaire de procéder au calcul des trajectoires bohmiennes et du potentiel quan-
tique.

Les premiers calculs de trajectoires bohmiennes pour l'interférence d’une particule
ont été réalisés par Philippidis, Dewdney et Hiley [21]. La fonction d’onde globale qu’ils
ont utilisée était tres similaire a celle que nous avons sélectionnée. Le comportement
général des trajectoires que nous avons calculées est tres similaire a celui présenté dans
[21].

Afin de pouvoir calculer les trajectoires bohmiennes pour ce type d’interférence, nous
avons besoin de la fonction d’onde. Pour des fins d’illustration, les fonctions d’onde par-
tielles 14 et 1p utilisées sont constituées & ¢t = 0 de paquets d’onde plans selon z et
gaussiens selon y. Le choix de ces fonctions d’onde est basé tout simplement sur le fait
que la propagation dans le temps de tels paquets d’onde est connue exactement. L’équa-
tion (2.15) constitue donc la solution de I’équation de Schrodinger pour ces conditions

initiales. Nous avons donc que:

Palzsyi,t) = (2#0?)~1/4 exp { —(y; — Y — hkyt/m)?/(4000¢)}

x exp {4 [kt + ky(y; — Y — Rkyt/(2m)) — hkZt/(2m)]}, (2.15)
pour la particule ¢ passant par la fente A et ou
iht
= 1 . 2.16
gt =00 ( + 2m0§> (2.16)

Par symétrie du dispositif, il est aisé de voir que:

Vu(@i,Yi,t) = Pa(®i, — yit). (2.17)
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Rappelons-nous que pour des raisons d’unicité de la solution, les trajectoires bohmiennes
ne doivent pas se rencontrer. De plus, comme la fonction d’onde est symétrique par
rapport & ’axe des x, on peut logiquement s’attendre & ce que les trajectoires le soient
aussi. Pour le cas étudié ici, les particules seront donc contraintes & demeurer du coté
de l'axe des x ol elles étaient au temps £ = 0.

Avec ces fonctions d’onde partielles, ainsi que ’équation (2.13), il ne reste que
quelques simplifications & faire pour obtenir la fonction S définie en (2.1) et donc pour

trouver les expressions donnant les différentes vitesses. Ainsi, en supprimant Pindice %,

N _ —y? }
U =—-—explig(x,t)}ex X |ex B} +exp{—f(y,t)}, (2.18
o e liste e { 0 oo () +em ()], (219
ol
_yY + hkyt/m)
flyt) = = = +ikyy, (2.19)
. -Y 2
9(,8) = kot — iy (Y -+ By t/(2m)) — Bkt (2m) + 2 nggt/ ™ (2.0)
00t
En utilisant le fait que 2 cosh(z) = exp(z) + exp(—z),
2N , —y? }
U= ———exp{ig(z,t)} X expq ——— ¢ X cosh RAY 2.21
o lise0) <o { T o (fa). 2
Maintenant, a I'aide de (2.16), il est possible d’écrire
1 1 m(2moé — iht) 2 .
= . = = p(t)(2mo§ — iht), (2.22)
2090 20.3 (1 + _2_::%5) 4m208 + h2t? 0
ol
m
D= —— 2.2
p(t) dm2o§ + h2t? (2.23)
Cela nous permet d’écrire que
FWt) =YY + eyt m)p(t) (2mo? — i) + ik, (2.24)
et que
2N , 2 2 _
= ——— 7 exp {ig(z,t)} exp { —(1/2)y’p(t)(2mog — iht) }
(2moy) (2.25)

x cosh {y(Y + hkyt/m)p(t)(2mog — iht) + ik,y} .
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En utilisant le fait que, pour un w et un z réels,
| cosh{w + i2)|* = (cosh(2w) + cos(2z))/2, (2.26)
et que 'argument de cosh(w + iz) est donné par:
arg(cosh(w + iz)) = arctan(tan(z) tanh(w)), (2.27)

la fonction d’onde globale est donnée par

- @%ﬁ exp {ig(z.t)} exp {—(1/2)y’p(t)(2mo§ — iht)}

X \/ cosh [dmod€] + cos [—2htE + 2ky,y] (2.28)

x exp [¢ arctan(tan(k,y — i) tanh(2magé))]

ol
my(Y + fitky/m)
t) = . 2.29
Et) = o ey (229)
Ceci donne finalement la distribution de probabilité P et la fonction S suivantes:

N2

P(zyt) = exp {—2mop(t)(y* + (Y + hk,t/m)*)}

| (8ro?) " |2 (2.30)
x (cosh [4moj€] + cos [—2RtE + 2kyy))

> ko — k(¥ + Byt (2m) ~ Bk2%/ (2m) + (L/2)Rt(y7 + (¥ + hkyt/m) o)

+ arglo; /%] + arctan(tan(kyy — it€) tanh(2mo2€)).
(2.31)

Les expressions donnant les vitesses sont aisées & obtenir & l’aide de la derniere
équation. Cependant, avant de le faire, il est intéressant de jeter un coup d’oeil plus
approfondi & la distribution de probabilités donnée en (2.30). On s’apercoit rapidement
que les premiers facteurs ne font que donner une forme de base & P et ne peuvent
jamais étre nuls. La position des minimums d’interférence!, se situant aux endroits ol
la fonction P est nulle ou trés petite, sera déterminée par le facteur de la somme du

cosinus hyperbolique et du cosinus. La fonction cosinus hyperbolique ne permettant pas

1. Les minimums d’interférence sont parfois appelés noeuds.
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de valeurs inférieures a 1, c¢’est la présence du cosinus qui causera les minimums. En
effet, le cosinus est le seul terme dans toute la fonction P qui puisse étre négatif.
Retournons & présent au calcul de la vitesse des particules. La composante selon x

est tres simple & obtenir:

19S5  hog(zt) hk,
mdr m dr ~ m (2.32)

U (T,y,t) =

Pour ce qui est de la composante selon ¥y, une fois que nous avons posé que k, = 0,
un peu de calcul et l'utilisation de certaines identités trigonométriques ainsi que de

’équation (2.19) permettent de trouver:

9 arctan(tan(At€) tanh(2mo2¢))

% . \ ) (2.33)
_ mY N fit sinh(4mogg) + 2mog sin(27t)
 R2t2 + 4m20¢ cosh(4mo€) + cos(2Ht)
Cela donne finalement que:
198
Uy(xayat) - —m—g:_?-j_
Aty K2Y t sinh(4mod€) + 2mY hoj sin(2hE€) (2:34)

T R+ 4m208  (B212 + 4m20%)[cosh(4mo2€) + cos(2htE)]”

Comme la composante de la vitesse selon x est constante et que z(0) = 0, il n’est pas
difficile de montrer que les trajectoires selon z sont données par z(t) = wv,yt. Comme
pour une onde plane la vitesse des particules est toujours constante dans I’interprétation
de Bohm, les trajectoires selon les dimensions ou la fonction d’onde est plane ne seront
pas calculées. Comme il n’y a qu’un facteur de proportionnalité entre le temps ¢ et «
(ou toute autre dimension de ce type), il n’est pas difficile de faire le lien entre les deux.

Les figures 2.2, 2.3 et 2.4 montrent certains des résultats les plus intéressants. Les
valeurs numériques utilisées sont en unités atomiques (a.u.), qui se retrouvent & la table
2.1. Elles sont telles que h = 1 a.u. et que la vitesse de la lumiére, ¢, vaut 1 elle aussi.
Nous avons pris m = 1 a.u., soit la masse de Iélectron, k, =0 Bohr™, k, = 0.01 Bohr™,

Y =1a.u. et 0o = 0.2 a.u. Le temps écoulé va de t = 0 a.u. & ¢ = 1 a.u..? Bien que les

2. Les valeurs numériques utilisées ne sont pas celles de Philippidis, Dewdney et Hiley [21].
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Unités atomiques Unités MKS
Masse |1 a.u. = 1 masse de ’électron 9.10939 x 10%* kg
Energie 1 a.u. = 1 Hartree (Ej) 4.3597482 x 10718 J
Temps lau =1Hh/Ey 2.418884326555 x 10717 5
Distance 1 a.u. = 1 Bohr 5.2917725 x 1079 m

Tab. 2.1 — Tableau de conversion des unités atomiques en unités MKS.

valeurs choisies ne représentent pas celles d’une expérience réaliste, il est possible, une
fois les résultats obtenus, de modifier le systéme d’unités sans pour autant modifier les
résultats. Le plus important est que ’équation de Schrodinger puisse toujours s’écrire
sous la forme:

'é% = —lvw. (2.35)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
X

F1G. 2.2 - Distribution de probabilités, P, exacte pour l'interférence d’une particule
obtenue & partir de la fonction d’onde. Une couleur plus claire signifie une probabilité

plus élevée. Les échelles sont en unités atomiques.



CHAPITRE 2. MECANIQUE BOHMIENNE ET INTERFERENCE 19

Fi1a. 2.3 — Potentiel quantique pour l'interférence d’une particule.

La figure 2.2 montre la distribution de probabilité pour le cas que nous étudions. Les
zones plus claires représentent les endroits ot la probabilité est plus forte de retrouver
une particule. Il est aisé de voir que les franges du patron d’interférence sont bel et bien
présentes a I’écran, situé a z = 0.01 a.u..

Pour ce qui est du potentiel quantique, qui est représenté a la figure 2.3, on re-
marque des régions de plateaux entre lesquelles se retrouvent des vallées. Les plateaux
sont situés au méme endroit que les maximums d’interférence et les vallées dans les
minimums. L’interprétation de ce résultat est assez simple. Lorsque le potentiel quan-
tique varie rapidement, la force exercée sur les particules est grande, ce qui oblige la
particule a quitter cette région. Les particules tendront donc & rester dans les régions
des plateaux. Si 'une d’entre elles s’aventure hors des plateaux, elle ne passera qu’un
court moment dans une vallée avant de rejoindre un autre plateau. Cette interprétation
est corroborée par les trajectoires bohmiennes montrées a la figure 2.4. Les positions ini-
tiales utilisées pour calculer ces trajectoires se situent entre (Y +2.500) et (Y —2.500)
et leur distribution est gaussienne. La distribution finale des trajectoires de la figure
2.4 représente la vraie distribution. On remarque assez rapidement qu’a la figure 2.2,
plus le maximum est situé pres de y = 0, plus il devrait étre densément peuplé. Cette

particularité est présente dans les trajectoires montrées ici.
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Fic. 2.4 — 82 trajectoires pour l'interférence d’une particule.

On remarque aussi que lorsqu’une trajectoire passe d’'un maximum & autre, elle
subit une courbure qui reflete ’accélération selon y de la particule due au passage
dans une vallée du potentiel quantique. Un autre fait intéressant: les trajectoires se
regroupent pres des maximums, ce qui explique que ceux-ci ont une certaine étendue.
De plus, si 'on effectue les calculs pour un temps beaucoup plus élevé, on remarque
que les trajectoires restent groupées, mais que les groupes s’élargissent sans toutefois se
toucher. Le patron d’interférence est alors trés clairement défini.

C’est donc le potentiel quantique qui cause la présence des franges d’interférence.
C’est aussi lui qui “avertit” les particules du fait qu’une seule fente ou que les deux
fentes sont ouvertes sur l'interféromeétre. En effet, si une fente est fermée, par exemple
la fente B, la fonction d’onde globale est alors donnée par 4. Le potentiel quantique
pour une telle fonction d’onde est donné par:

R%2 — 2m?ao? (Y — y)* — 202)

= h2o2m
@ 0 (K282 + 4m20%)°

(2.36)

Comme ce potentiel quantique est donné par une fonction quadratique en y, il n’est pas

difficile de voir qu’il ne présente pas les caractéristiques nécessaires & la formation du

patron d’interférence.

L’explication du phénomene de linterférence d’une seule particule, en terme de
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concepts classiques tels que corpuscules et potentiel, vient donc d’étre donnée par la
mécanique quantique bohmienne. Non seulement les mécanismes internes du phéno-
mene ont été donnés et sont cohérents, mais, en plus, le potentiel quantique, déduit
uniquement, a partir de la fonction d’onde utilisée, permet de réconcilier le concept de

corpuscule avec l'interférence d’une particule.
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Chapitre 3

Interférence de deux particules avec

fonctions d’onde gaussiennes

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [18]. Pour obtenir
de l'interférence de deux particules, on peut utiliser le dispositif montré & la figure
2.1, page 13, ou encore celui de la figure 3.1 (ces dispositifs sont ceux proposés dans
[11, 12, 13, 14]). La différence majeure entre ce type d’interférence et celui que nous
venons tout juste de voir est essentiellement la source de particules utilisée. Alors que
la source émettait des particules indépendantes dans le cas précédent, ici, elle émet
des paires de particules corrélées. C’est pourquoi ce type d’interférence est considéré
comme étant un phénomene de deux particules. Ce type d’interférence n’est donc pas
connu depuis tres longtemps, étant donné qu’il faut produire des paires de particules
corrélées pour l'obtenir!. Contrairement & I'interférence d'une particule, il n’y aura
pas de franges sur I’écran ou le détecteur. En fait, il existe un patron d’interférence,
mais il appartient a ’espace de configuration. Dans le cas du premier dispositif, la
corrélation entre les particules d’une paire, déterminée par la source S, oblige 1'une des
particules & emprunter la fente A et 'autre la fente B. Ici, ce sera l'incertitude sur la

particule qui emprunte chaque fente qui produira l'interférence. On peut obtenir un tel

1. On peut obtenir de telles paires avec la production de photons en cascade ou par conversion

paramétrique.
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F1G. 3.1 — Dispositif a quatre fentes

comportement si I'impulsion totale en y d’une paire est nulle, alors que celle en x est
constante et égale pour chacune des particules. En définissant comme auparavant les
fonctions d’onde partielles 14 et 1¥p, de méme qu’en notant les coordonnées de l'une
des particules d’une paire par ’'indice 1 et celles de I’autre par 2, nous obtenons que la

fonction d’onde globale est:

Wotentes (71,72,t) = N [4(71,8)9B(F2,t) £ ¢p(71,t)a(fa,t)] (3.1)

ou le signe supérieur doit étre utilisé si les particules sont des bosons et le signe inférieur
dans le cas des fermions. Ceci est dii au fait que comme les particules d’une méme
paire sont identiques, alors la fonction d’onde globale doit étre soit symétrique ou anti-
symétrique par rapport & la permutation des particules. Notons que N sera utilisé
comme un symbole réservé au facteur de normalisation et qu’il s’adaptera au besoin.

La fonction d’onde globale pour le dispositif & quatre fentes est:

‘Ij4fentes =N ["PA (mlvyl at) QpB' ($2ay21t) + "pA(m%yQat) wB'(xlayl’t)

(3.2)
+ Par(T2,y2,t) YB(T1,91,t) £ Yar(T1,y1,8) YB(T2,2:8)] ,
ou
¢A’(xay7t) = "pA(—xayvt)a (33)
?PB’(%"JJ) = wB(_"I",yat) = ¢A(—$, - y7t>' (34)

Ici, la quantité de mouvement totale d’une paire est nulle. Cela implique que si

I'une des deux particules d’une paire s’engage dans la fente A, alors autre particule
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empruntera la fente B’ et vice-versa. La méme situation prévaut pour les fentes B
et A’. Notons que le signe du haut doit étre choisi pour les bosons et celui du bas
pour les fermions. La fonction d’onde est donc symétrique ou anti-symétrique sous la
permutation des particules, tel que nécessaire. La fonction (3.2) est symétrique vis-a-vis
une réflexion par rapport & 'axe des z, alors qu’elle est symétrique pour les bosons et
anti-symétrique pour les fermions sous une réflexion par rapport a ’axe des y.
L’équation (3.2) mérite qu’on s’y attarde quelque peu. Tout d’abord, il est bien de
noter que ’on peut écrire la fonction d’onde partielle 14 (z;,¥:,t) donnée & ’équation

(2.15) sous la forme suivante:

Avec les diverses équations donnant les fonctions g, ¥4 et ©¥p en fonction de ¥4, la

fonction d’onde globale (3.2) peut donc s’écrire comme

Wstontes =V [exp {ikz (1 — 22) } F(y1,t) F(—y2,t) £ exp {ikz(32 — 31)} F(y2,t) F(—y1.t)
+ exp {iks (21 — 22)} F(y2,t) F(—y1,t) + exp {iko (22 — 71)} F(y1,8) F(—y2,t)]
=N [F(y1,t)F(—y2.t) + F(y2,t) F(—y1.,t)]
x (exp {ikz(z1 — 72)} + exp {iko(z2 — 21)})

2sin(k,(z1 — x3)) pour les fermions (signe négatif),
:NG(y1,y27t) X

2cos(k(z; — z2)) pour les bosons (signe positif).
(3.6)

Nous pouvons aisément voir que la dépendance en z; et xo de la fonction d’onde est
uniquement réelle. Cela aura pour conséquence que la fonction S de I'équation (2.1) ne
dépendra pas de x; et zo. Ainsi, la vitesse selon x des deux particules d’une paire est
nulle. Donc, les particules ne se déplacent pas selon z...

Ce résultat est di au fait qu’avec les fonctions d’onde d’une particule écrites comme
en (2.15), (2.17), (3.3) et (3.4), 'équation (3.2) ne représente pas bien la situation
illustrée a la figure 3.1. En effet, toutes ces fonctions d’onde partielles sont étendues

infiniment dans les directions positives et négatives de ’axe des z. Cependant, les équa-
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tions (2.15) et (2.17) pour 9, et ¥p ne devraient clairement étre valides que dans les
régions ot z > d, alors que (3.3) et (3.4) pour 94> et g ne le sont que pour z < —d.

La fonction d’onde globale doit donc étre réécrite comme:

U= NI[’/)A (371,?/1 7t) ¢B’(z27y25t) + '%bA’(€B2,.’U2 7t) 'wB (3’1'1,?/1 at)] (37)

si x; > det 3 < —d, et comme

U= :}:N,[QI)A (x2:y2 7t) ¢B’($11y17t) + 1/1A’($1,Z/1 7t) "/jB ($27y27t)] (38)

sixz; < —detzy>d.

Les deux expressions que nous venons de voir pour la fonction d’onde globale ne se
superposent pas dans l’espace de configuration. Alors [22], les trajectoires bohmiennes
associées & une de ces fonctions globales sont complétement indépendantes de 'autre
forme de la fonction d’onde globale. Comme il est nécessaire, les équations (3.7) et
(3.8) se transforment 1'une dans l’autre, avec les bons signes, sous la permutation des
particules.

Il est aisé de vérifier qu’a un facteur multiplicatif pres, Péquation (3.7) peut étre
obtenue & partir de 'équation (3.1) (avec un signe positif) en effectuant la substitution
%o — —Z. De (2.11), nous pouvons voir que toutes les composantes de la vitesse sont
les mémes avec les deux fonctions d’onde, a ’exception prés que vy, devient —wvg;. Nous
pouvons conclure que les trajectoires bohmiennes dans les deux situations correspondent
une & une avec o étant réfléchi dans le plan-yz.

En appliquant le méme argument, on montre que les trajectoires bohmiennes calcu-
lées avec (3.8) et (3.1) possédent aussi le méme type de correspondance, avec z; étant
réfléchi dans le plan-yz.

A cause de cela, nous ne discuterons plus que du dispositif & deux fentes, en nous

rappelant que les résultats obtenus pour ce dispositif sont aussi valides pour celui &

quatre fentes.
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3.1 Prédictions des deux intérprétations

Voyons maintenant quelles sont les prédictions des deux interprétations de la méca-
nique quantique pour l'interférence de deux particules. Cela nous permettra de voir ce
que Ghose [11] ainsi que Golshani et Akhavan [12, 13, 14] ont proposé comme différence
entre les prédictions des deux interprétations.

Prenons tout d’abord une paire de particules partant des fentes au temps ¢ = 0
avec une quantité de mouvement selon x valant Ak,. Dans Uinterprétation standard, la
probabilité de trouver les particules en y; et y» lorsqu’elles arrivent a l’écran au temps

t est donné par:
P(y17y2’t) = |\Il(y1’y27t)|2' (39)

Supposons maintenant que ¢ soit tel que |o;| & go. Alors, les paquets d’onde n’ont pas
le temps de prendre beaucoup d’expansion. Leur superposition ne sera pas importante,
ce qui aura comme conséquence que la probabilité de trouver les deux particules d’une
méme paire d’un seul c6té de 'axe des x sera treés faible. De plus, les effets d’interférence
seront peu apparents. La détection des deux particules sera donc assez symétrique par
rapport a ’axe des z.

Cependant, si ¢ est tel que |o:| > 00, alors nous aurons la situation inverse. Comme
la superposition des paquets d’onde sera plus importante, les effets d’interférence le
seront beaucoup plus et la probabilité de trouver les deux particules du méme coté
de l'axe des z augmentera. De plus, la probabilité d’une détection asymétrique des
particules sera elle aussi plus élevée.

Pour mieux comprendre les prédictions de Uinterprétation de Bohm, nous avons
besoin de connaitre la vitesse des deux particules d’une paire. La vitesse peut étre
calculée & partir de (2.1) et de (3.1). Les dérivations se simplifient considérablement si
I’on prend k, = 0, un choix que nous faisons. En substituant les fonctions d’onde ¢4 et

¥p dans (3.1) et en négligeant les facteurs qui ne dépendent pas des coordonnées des
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particules, nous avons:

2 y2 2V (yy —
v~ eXp{i[km(xl“"-’Ez)]}{exp [t %)
4000'15

L e [_y% + Y3 —2Y (32 — yl)} } _ (3.10)

4000
Avec la derniére équation, nous voyons immédiatement que:

Vg = Ekim— = VUgg. (311)
m

Les composantes en y de la vitesse sont plus difficiles & obtenir. En ne conservant

cette fois-ci que les facteurs en ; et y9, et en utilisant (2.16), nous avons:

U ~ exp(—f) {exp(—g) + exp(g)}, (3.12)
ol
21y ! ,
f= {4ag 1+ (5cs) ” Lot | (430), (313)
21! ,
g= {403 [1 + (2;123) ” [1 - 23:28} 2Y (y2 — 11). (3.14)

Avec (2.1), nous trouvons que:

ko[ 8f (089 —exp(—g)=+exp(g) }
Yy = Im{ oy * (3?41) exp(—g) texp(g) J ' 319
Notons que:
—exp(—g) £ exp(g) _ tanh(g)*?, (3.16)

exp(—g) % exp(g)

et utilisons l’identité trigonométrique suivante, ol w et z sont des fonctions ou des

variables réelles:
sinh(2w) £ isin(22)
cosh(2w) & cos(2z)

tanh(w + iz)*! = (3.17)

En réécrivant g sous la forme

29 = —2moaa + ilita, (3.18)
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ol
— 2Y'm (y1 — y2)
R2t? + 4m20§

et en calculant les dérivées dont nous avons besoin,

(3.19)

of _ m(2maf — ihit)y;
By et 4 4mPod
dg  mY(2moj — iht)
by, R +4m20f
dg _ mY(2mo} — iht)
Oyy  h2%+4dm20¢
I’équation suivante pour la vitesse est obtenue:
o — h - [_m(Qmag — ilit)y
¥ m 1282 + 4m20}
mY (2mo3 — iht) —sinh(2mo3a) & isin(hta)
 R22 + dmlaf 8 { cosh(2ma2a) + cos(hta) }]

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Apres quelques simplifications mineures, ceci donne finalement

o — 2hY mod sin(hta) &+ Y A2t sinh(2mo2a) 4 Ry, (3.24)
W (R + 4m20) [cos(hta) & cosh(2moia)] | A2 + dmPad’ '

ol nous avons conservé la méme convention pour les signes. L’autre composante de la
vitesse selon y peut étre obtenue de la méme fagon. En notant que le terme en g ne fera
que changer de signe, si 'on se réfere & (3.22),

_ 2rYmo}sin(hta) £ Y R% sinh(2moje) R2ty,
~ (R?2 + 4m20}) [cos(Ata) £ cosh(2mo2a)] = h2t2 -+ dm20d

Uay (325)
I est aisé de vérifier que les composantes de la vitesse satisfont aux égalités suivantes:

Vig (T1,415 T2,Y2; B) = — Uiy (T1, — Y13 T2, — Ya3 ) (1 =1,2)

(3.26)
Viy(T1:Y15 T2,Y2s t) = —V2y(T1, — Y23 T2, — Y151).
De plus, la composante en y des coordonnées du centre de masse satisfait a:
Loy Uiy T Uy hzty
y(t) 2 7262 + dm?ol (8:27)

Cette expression s’intégre directement comme [13]

9y 1/2
y<t>=y<o>{1+( i ) } — (o)l (3.28)

2
2mog
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Une chose assez intéressante se produit si les deux particules d’une paire ont des
positions initiales symétriques, i.e. si y(0) = 0. La derniére équation implique alors que
y(t) = 0 pour tout . Cela signifie donc que si les particules d’une paire sont initialement
disposées symétriquement par rapport a l'axe des z, alors elles le resteront. De la méme
fagon, si y(0) est trés petit, ou du moins beaucoup plus petit que g9, alors y(t) restera
suffisamment petit pour que les deux particules soient détectées en des positions presque
symétriques a I’écran.

C’est a partir de ces observations que Ghose [11] et Golshani et Akhavan [14] ont
proposé que l'interprétation de Bohm pourrait faire des prédictions différentes de I'in-
terprétation standard. Selon eux, ces différences seraient vérifiables expérimentalement.
Pour ce faire, il suffirait de préparer un certain nombre de paires telles que |y(0)] < o9
et les détecter a un temps t. Nous avons vu que l'interprétation standard prédit une
probabilité assez élevée d’obtenir des détections asymétriques d’une paire si |o;] > ao,
alors qu’avec un y(0) assez petit, l'interprétation de Bohm prédit des détections plu-
t6t symétriques dans cette méme condition. Bien entendu, la vérification expérimentale
d’une telle différence est assez aisée a effectuer.

Malheureusement, 1’argumentation qui vient d’étre faite possede une faille impor-
tante, telle qu'indiquée dans [16, 17]. En effet, une sélection de valeurs de y(0) telle que
proposée par Ghose et Golshani et Akhavan est incompatible avec les hypotheéses de
base de l'interprétation de Bohm. En effet, dans cette interprétation, tout comme dans
Pinterprétation standard, la distribution de probabilités de la position des particules
est donnée par la norme au carré de la fonction d’onde. En utilisant les expressions des
fonctions d’onde que nous avons présentées plus haut, nous pouvons voir qu’a ¢t =0, la

distribution des positions selon y est donnée par (k, = 0):

P(y1,42,0) = |N|*(2m03) ™ {F + G £ 2H}, (3.29)
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ol
F = exp {__(yl - Y)221_§(y2 +Y)? } ’ (3.30)
G = exp {_ (2 — Y)QQ_;?)(% + Y)2} ’ (3.31)
H =exp {—y%——i_z;%é—tz—w} . (3.32)

Pour obtenir la valeur de N, il faut calculer la norme de la fonction d’onde, soit effectuer

les intégrales suivantes:

1= / / P(y1,y2,0)dydy; =

Une intégration élémentaire montre que:

oo} o0
/ / Fdy,dy, = 2103
00 J —00

/ / Gdy,dys = 2m07 | (3.34)

00 poo ) Y2
/ / Hdy,dy, = 2n07 exp (——5> .
o0 J —o0 4

Donc, pour que I’équation (3.33) soit respectée,

1 Y2\
|N|? = 3 {1 + exp <_Eg">} : (3.35)

La valeur moyenne (y; + y2) est calculée comme suit. Si nous utilisons la symétrie

N2
2mo}

/ / (F + G £ 2H)dydys. (3.33)

de la fonction P par rapport & y; et ya,
(y1 +92) = (y1) + (2) = 2(31)
oo o0
=2 / / Y1P(y1,92,0)dyrdye (3.36)
~00 J —00

o0 o0
= 2/ / yl(F+G:I:2H)dy1dy2
—00 J —00
et, comme
o0 o0
/ / y1 Fdy,dyy = 2102Y,
—~00 J —00

o0 oo
/ f y1Gdydy, = —2m03Y, (3.37)

o0 [o.)
/ / yiHdydys = 0,
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la valeur moyenne obtenue est _
(y1 +12) = 0. (3.38)

L’écart-type Ay(0) sera donc donné par:

2y(0) =5 V(T 32
7w+ o Plosan s

Les intégrales nécessaires pour ce calcul sont donc les suivantes:
o0 [e o]
/ / Y2 Fdy,dys = 2mop(Y? + of)
—00 J —00
o0 oo
/ : / YGdydyy = 2mol(Y? + a3)

YZ
/ / yldeldyg = 27r00 exp ( ) )
0

/ / Ny Fdypdys = —QWG(%YZ

1 (3.39)

(3.40)

/ / Y1Y2Gdy1dys = —21035Y?
=00 —00

/ / nyHdyidy, =0
—00 J —00

Ainsi,
l< Db 2)——|N|2 /w/w 2(F 4+ G+ 2H)diy d
5 Y 7Y —27m(2)‘~°0 _oo?h Y10Y2
Y?+ 31 £ exp (— 7 )] (3.41)
1+ exp (—%’g) ’
et

[N |?
2rod

(Y1y2) = / / ny(F + G & 2H)dy,dy,
_y? (3.42)

o ()

ce qui donne finalement
lof
Ay(0) = 795 (3.43)

Cela prouve qu’il n’est donc pas possible, dans l'interprétation de Bohm, de choisir

un certain nombre de positions initiales telles que |y(0)| < o0o. Une telle sélection
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reviendrait soit & prendre une fonction d’onde différente ou encore a faire des hypotheses
sur la distribution des vraies positions des particules qui seraient différentes de celles

faites par Bohm a !’origine.

3.2 'Trajectoires

Maintenant, bien qu'’il puisse étre prouvé analytiquement que les deux interpré-
tations font les mémes prédictions dans le cas qui nous intéresse, il est instructif de
vérifier directement que les trajectoires bohmiennes vont effectivement se conformer au
bon comportement. Afin de vérifier ce point, nous avons calculé certaines trajectoires a
partir des expressions des composantes de la vitesse vues précédemment. Pour ce faire,
un algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre et cinq a été utilisé a la fois dans Ma-
thématica et dans un programme en C pour fin de vérification. Les résultats montrés
ici correspondent & ceux de [18]. Les trajectoires ont été calculées en unités MKS avec
m valant la masse de I'électron, oo = 107%m, Y = 509 et k, = 0. La distance entre les
fentes et écran est de 0.2m. De (3.11), nous pouvons déduire que le temps nécessaire
aux particules pour atteindre 1’écran ou le détecteur est inversement proportionnel a
ke

La figure 3.2 montre un certain nombre de trajectoires pour quatre valeurs différentes
de k.. Cela nous permet d’obtenir les deux conditions étudiées plus haut, soit (a) |oy] =
1.16 09, (b) |o:| = 2.52 09, (¢) |o¢| = 4.7T4 00 €t (d) |oy| = 5.88 0p. La position initiale en
y de chaque paire a ét€ choisie au hasard a I’aide de deux distributions gaussiennes avec
une déviation standard de og. L’une des distribution était centrée en Y, et 'autre en —Y.
Lorsque |o;| = 0y, les trajectoires bohmiennes sont presque des lignes horizontales. Cela
provient du fait que 'expansion des paquets d’onde est tres faible. La situation est tres
différente en (d), ol les effets d’interférence sont assez évidents. Certaines trajectoires
menent des particules émergeant de la fente du haut au-dessous de 'axe des z et vice-
versa.

Il est assez difficile de bien voir le comportement des paires de trajectoires & la fi-
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FiG. 3.2 — 25 paires de trajectoires pour (a) hky/m = 2 x 107 m/s, (b) hk,/m =
5 x 10°m/s, (c) bky/m = 2.5 x 108 m/s, et (d) hky/m = 2 x 106 m/s.

gure 3.2. C’est pourquoi la figure 3.3 en montre un nombre réduit. En (a), les conditions
initiales des positions en y pour deux particules d’une paire ont été choisies symétrique-
ment, c’est-a-dire que y(0) = 0. Les trajectoires de ces paires de particules demeurent
symétriques, comme il se doit. D’un autre coté, si les positions initiales ne sont pas symé-
triques, comme en (b), on voit assez rapidement que les trajectoires sont asymétriques.
La position initiale selon y utilisée en (b) est ¥ = Y pour la particule empruntant la
fente du haut, alors que celle empruntant autre fente est choisie selon y = —Y + 1.5 0y

(ligne pleine), y = —Y (ligne pointillée) et y = —Y — 1.5 09 (ligne hachée et pointillée),
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Fic. 3.3 — Trois paires trajectoires avec des conditions initiales (a) symétriques et (b)

asymétrigques.

respectivement. On voit immédiatement que la particule dont la position initiale est
y = —Y -+ 1.5 gy termine sa course au-dessus de ’axe des z. En poursuivant les calculs
pour des temps plus élevés, la particule s’éloigne toujours plus de ’axe des z.

En résumé, nous avons trouvé que le comportement des trajectoires bohmiennes
s’accorde parfaitement avec les prédictions des deux interprétations de la mécanique
quantique. A toute fin pratique, il n’y a donc pas de différence vérifiable expérimenta-
lement entre les deux interprétations de la mécanique quantique pour 'interférence de

deux particules pour les cas étudiés ici.
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Chapitre 4

Fonctions d’onde générales

Bien que nous ayons démontré que les interprétations standard et bohmienne de
la mécanique quantique s’accordent sur l’interférence de deux particules lorsque les
fonctions d’onde partielles sont semblables a (2.15), il peut subsister un doute quant
a leur correspondance dans le cas de fonctions d’onde différentes. Cependant, il est
fréquent que le calcul analytique de celle-ci soit treés difficile, voire méme impossible.
Heureusement, il existe plusieurs moyens pour calculer soit les trajectoires bohmiennes,
soit la fonction d’onde, ou les deux, dans le cas ou seule la fonction d’onde initiale est
connue. Il n’est pas nécessaire de rappeler ici 'importance que revét le développement
de méthodes numériques. En fait, presque chaque type de probléme possede sa méthode
de résolution numérique. Nous avons donc voulu déterminer une technique efficace pour
calculer les trajectoires bohmiennes et la fonction d’onde dans le cas de I'interférence
d’une seule ou de deux particules.

Il existe deux ensembles d’équations différentielles équivalentes qui peuvent étre
résolues afin d’obtenir les trajectoires bohmiennes. Il s’agit de résoudre les équations

du mouvement de l'interprétation de Bohm, ol @) est défini 4 équation (2.10),

87, o4 1l
(;; + 3@ - V)5 = ——Vi(Q+V) (4.1)
J

m;
et
il 7. . (P — 4.2
o T2 Vi (PE) =0, (4.2)
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ou encore 1’équation de Schrodinger,
L oY mo_, L 3
Zha— = — ; %;Vl’lp -+ V(’f‘l,’rz, ‘e ,’r'.n)'(/J_ (43)

Notons que les équations (4.1) et (4.2) s'obtiennent de (4.3) en passant & la représenta-
tion polaire de la fonction d’onde (2.1) et en effectuant la transformation ﬁ-S — Uy
Les détails concernant cette transformation seront présentés a la section 4.2.1.

Dans le cas des équations du mouvement bohmiennes, il existe deux approches
pour leur résolution numérique. La premiére concerne une méthode dite d’Euler, ou
une grille fixe est utilisée comme discrétisation de ’espace et du temps. Les équations
sont alors discrétisées elles aussi et peuvent alors étre résolues numériquement par les
techniques habituelles. L’autre choix concerne une méthode dite de Lagrange. Parmi
les méthodes numériques que 'on peut classer dans cette catégorie se situent, entre
autres, les simulations “particules dans une cellule”. Il s’agit principalement de prendre
un ensemble de “pseudo-particules” ou de points mobiles. Ces pseudo-particules suivent
le comportement qu’auraient de vraies particules dans la méme situation. Elles sont
donc soumises aux équations du mouvement et suivent les trajectoires bohmiennes.
Elles ont ainsi une masse, une position, une quantité de mouvement et, dans le cas
présent, transportent la valeur de la distribution de probabilité ainsi que du potentiel
quantique évalués & 'endroit ou elles se trouvent.

Pour ce qui est de l’équation de Schrédinger, seule une approche eulérienne est
possible. Nous avons utilisé un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 pour la propagation
dans le temps.

Ensuite, pour pouvoir procéder & la solution numérique des différentes équations,
nous avons besoin d’une méthode d’approximation de dérivées d’ordre 1 et 2. Le choix
d’une telle méthode est crucial et de celui-ci peut dépendre Vefficacité de la résolu-
tion. Deux options ont été testées. L’une d’elles consiste a faire une approximation des
dérivées avec un certain nombre de points. L’autre utilise la méthode généralisée des
moindres carrés pour ajuster une série de polynémes sur un voisinage du point ou 1’éva-

luation doit étre faite. Les coefficients des polynémes nous donnent alors les dérivées
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dont nous avons besoin. La derniere méthode peut étre utilisée autant sur une grille
avec un pas variable qu’un pas constant, alors que la premiere requiert une grille dont la
distance entre les points est constante. Cependant, la méthode généralisée des moindres
carrés nécessite 'inversion d’une matrice & chaque évaluation de dérivées. Elle est donc
beaucoup plus lente qu’une approximation avec un certain nombre de points. Un avan-
tage indéniable de la méthode généralisée des moindres carrés est sa facilité d’adaption
a un changement du nombre de dimensions, caractéristique que ’autre technique d’ap-
proximation est bien loin de posséder.

Nous avons d’abord testé les différentes méthodes qui seront présentées plus loin
avec l'interférence d’une seule particule. Ce choix est motivé non seulement par la
ressemblance entre les deux phénomenes, mais aussi par le nombre moins élevé de
dimensions requises par l'interférence d’une particule.

La détermination d’une méthode numérique efficace dans le cas de linterférence
trouve son importance dans le fait que l'interférence n’est pas un cas simple & traiter
numériquement. En effet, dans les cas que nous avons étudiés plus t6t, non seulement
les parties réelle et imaginaire de la fonction d’onde oscillent de fagon importante,
mais la distribution de probabilités P le fait aussi et le comportement du potentiel
quantique est loin d’étre simple (voir figure 2.3 page 19). On peut donc s’attendre a
un comportement similaire méme avec d’autres fonctions d’onde initiales que (2.15)
a la page 14. Habituellement, on opte pour la méthode hydrodynamique (équations
bohmiennes du mouvement) lorsque les parties réelle et imaginaire de la fonction d’onde
oscillent trop car, généralement, les quantités physiques utilisées dans les équations
bohmiennes du mouvement se comportent mieux. Ici, ce n’est pas le cas. Le choix des

équations & résoudre n’est donc pas trivial.

4.1 Calcul des dérivées

La détermination de la méthode d’approximation des dérivées est un point primor-

dial dans la conception d’une technique de résolution numérique. Ici, non seulement la
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stabilité de la simulation dépend directement de la méthode, mais en plus ’évolution
temporelle des quantités calculées repose sur une bonne évaluation des dérivées.

Il existe de nombreuses méthodes d’approximations de dérivées sur un ensemble
de points. Certaines, comme la méthode généralisée des moindres carrés, permettent
I’utilisation d’un pas variable entre les points. Elles sont donc bien adaptées pour les
simulations de type lagrangien. Cela n’est pas le cas de la deuxieme technique que nous
avons utilisée. Cette caractéristique joue donc un réle important dans la sélection de
la technique. Trois autres critéres entrent en jeu: la stabilité, la rapidité d’exécution
et, finalement, la possibilité d’adapter facilement la méthode si I'on souhaite varier le
nombre de dimensions. Malheureusement, il est souvent impossible de tout avoir. Ainsi,
la méthode généralisée des moindres carrés est plus stable et s’adapte plus facilement
que l'autre technique d’approximation, mais son temps d’exécution est beaucoup plus
long. Souvent, la méthode d’approximation des dérivées spatiales sera déterminée en
fonction des besoins de la technique de résolution et de la justesse de I’évaluation des

dérivées.

4.1.1 Meéthode généralisée des moindres carrés

Cette technique d’approximation a été utilisée uniquement avec les équations boh-
miennes du mouvement. Nous savons, par les équations (2.10), (4.1) et (4.2), que nous
devons connaitre les dérivées spatiales d’ordre 1 de la plupart des quantités et la dé-
rivée d’ordre 2 de P au temps ¢ pour pouvoir mettre & jour les différentes quantités a
un temps ¢ + At. Nous devons donc étre capables d’obtenir les dérivées jusqu’a l'ordre
2 de toutes les quantités physiques du systeme. Cela est réalisé & l'aide de la méthode
généralisée des moindres carrés.

Le principe de base de cette méthode est assez simple. Il s’agit en fait de trouver,
pour un point donné de la grille, un développement en série de polynémes qui minimise
Perreur (selon le x?) faite sur les coefficients de ce développement. On ajuste donc les

polynémes aux données que nous avons autour du point ot la dérivée doit étre évaluée.
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Cette technique permet 'utilisation, avec un risque beaucoup moins grand que lorsque
I’on utilise des polynémes d’interpolation, des coefficients des polynémes pour obtenir
les différentes dérivées. Cette technique possede plusieurs avantages, comme celle de
permettre l'utilisation d’un pas variable entre les points de la grille. De plus, le passage
d’un nombre de dimensions & un nombre supérieur se fait directement, comme nous
pourrons le voir plus loin.

Dans les versions plus traditionnelles de la méthode “particule dans une cellule”, on
utilise une grille sous-jacente aux particules afin de calculer de telles dérivées. Dans notre
cas, l'utilisation de la méthode généralisée des moindres carrés nous permet ’abandon
de cette grille dans le cas de la méthode lagrangienne, ce qui nous permet alors d’éco-
nomiser mémoire et temps de calcul. D’ailleurs, il faut se rappeler qu’avec une méthode
lagrangienne, les particules se déplacent. Ainsi, ’espace entre les particules varie en
fonction du temps. Il faut donc rechercher les voisins les plus proches de chaque parti-
cule régulierement. Nous avons opté pour une fagon de faire assez simple. Nous fixons
tout d’abord le nombre minimal de voisins que nous voulons pour réaliser ’ajustement
de polynoémes, ainsi qu’un certain rayon & lintérieur duquel les voisins devraient se
trouver. Chaque point de la grille est ensuite examiné pour savoir §’il se retrouve effec-
tivement dans le rayon de recherche. Si c’est le cas, son indice est conservé. A la fin de
cette étape, si le nombre de voisins trouvés a 'intérieur du rayon est supérieur ou égal
au nombre minimal requis, alors la recherche est terminée. Si ce n’est pas le cas, alors
le rayon est augmenté et la recherche est recommencée. Notons qu’'une telle recherche
s’adapte tres bien & un nombre arbitraire de dimensions.

Examinons donc cette méthode de plus pres. Pour ce faire, nous suivrons le déve-
loppement présenté dans [23]. Nous cherchons une approximation d’une fonction f(7)
en un point 7. Définissons un ensemble de M polynémes p (7 — 7p) avec lequel nous

exprimons la fonction f(7) en série:

f(’f") = Za’sps('?_ FO) (44)

=1
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Un ensemble de polynémes trés approprié pour le calcul simple des dérivées est celui-ci:

1 1
{L&§§w4m§ﬁw48kn}

ot £ =x — 2o et B = y — yo. Ici, nous avons un probléme bidimensionnel. Pour aug-
menter le nombre de dimensions, il suffit de modifier ’ensemble de polynomes. Avec ces
polynomes, les dérivées sont données directement par les coefficients a, correspondant
au polynéme du méme ordre. On remarque aisément que la connaissance de tous les
coefficients nous permet d’avoir une approximation pour toutes les dérivées spatiales
jusqu’a I’ordre du polynbéme le plus élevé et ce, pour toutes les dimensions. Méme si la
fonction f(7) n’est pas bien représentée par des polynoémes d’ordre peu élevé sur tout
le domaine simultanément, elle le sera tres probablement sur des parties restreintes de
son domaine.

Maintenant, pour trouver une expression pour les coefficients a, au sens des moindres
carrés, il est habituel de trouver I’ensemble de coefficients a, qui minimisera la fonction

x? suivante:

N - M - 2172
X2 _ Z J () — Zs=; Q5P (T — 7'0) . (4.5)
n=1 n

Afin de simplifier la notation, la matrice A est introduite, de méme que les vecteurs @

etl;

—, (4.6)
%:ffq (4.7)

ou nous avons utilisé la convention selon laquelle les matrices sont écrites en caractére
gras et les vecteurs avec une fleche. Les composantes du vecteur @ sont tout simplement
les coefficients qui doivent étre déterminés. Notons ici que A est de dimension N x M
et qu’elle n’est généralement pas carrée, puisque pour faire un ajustement valable d’un
polyndéme sur un ensemble de données, il faut au moins avoir autant de points qu’il y
a de coefficients a déterminer pour connaitre le polynéme. Donc, la condition N > M

doit étre respectée.
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La solution au probléme, soit les valeurs des a, minimisant (4.5), peut étre trouvée
en utilisant les équations normales. Afin d’examiner cette méthode, notons tout d’abord
que le minimum de ¥? sera atteint lorsque la dérivée par rapport & tous les coefficients

a, sera nulle.

By N o M
028}72_;?,% f(rn)_;“sps(rn—%) pr(fn—70) r=1...M. (48)

L’équation précédente se simplifie avec quelques manipulations supplémentaires:

Z f Tﬂ)p'r ’rn B TO) Z Z asps 7'0 pr( Tn — 7_'2))’ (49)

n=]1 s=1

ou, tout simplement,

AT . p=AT.A .G (4.10)

La derniére équation est appelée I’équation normale. Il est aisé de remarquer que
la. matrice AT - A est toujours carrée. Il est donc possible de solutionner 1’équation
précédente en inversant AT - A. Ceci peut étre fait, par exemple, avec une élimination
de Gauss-Jordan. Une fois la matrice inverse obtenue, il suffit de la multiplier des deux
cotés de I’équation, si la technique d’inversion utilisée ne le fait pas automatiquement,
pour obtenir une valeur numérique des coefficients a,, donc des différentes dérivées.

Il existe une autre fagon d’obtenir les coefficients du développement en série de f(7)
sans passer par les équations normales. Il s’agit alors d’utiliser la décomposition en
valeur singuliére. Cette technique est parfois préférable lorsque ’on rencontre des diffi-
cultés plus sérieuses avec I'inversion de la matrice. Cela arrive surtout lorsque la matrice
AT . A se révéle étre mal-conditionnée, car 'inversion d’une telle matrice est sujette &
des erreurs numériques importantes (voir [23] page 61). Souvent, ce probléme peut étre
résolu en changeant tout simplement d’échelle pour la position. Si cela ne fonctionne
pas, il faut alors se tourner vers une méthode plus musclée, comme la décomposition
en valeur singuliere. Heureusement, 1'utilisation des unités atomiques, présentées a la
section 2.2, fait que AT - A est bien conditionnée, ce qui permet alors I'utilisation des

équations normales pour solutionner le probleme.
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Un des traits intéressants de la solution par les équations normales est que la matrice
inverse de AT - A est directement reliée aux erreurs standards ou les plus probables des

coefficients a, déterminés. En effet, définissons la matrice C comme:
Crs = (AT - A)L. (4.11)

En notant que:

M N —
"-3C, [Z (A >] w12)

n=1 n

on peut montrer (23] que la variance associée avec l’estimation de a, peut étre trouvée

a partir de:

o2(a,) = nzz:lag ( a??;'n)y . (4.13)

En effet, comme la matrice AT - A est indépendante des f(7,), alors C I’est aussi. Donc,

8(13 _ i Csrpr (Fn - ﬁ))

o) & o2 (4.14)

ce qui donne

2(a,) Zchtc {Z Pr(n — ’"")pt( ‘FO)]. (4.15)

r=]1 t=1 n=1
Comme le terme entre crochets donne exactement la matrice AT - A, alors I’équation

précédente se réduit simplement 2.
o(a,) = Cis. (4.16)

Donc, les éléments de la diagonale de C sont les variances (incertitudes au carré) des
parametres a,. On peut démontrer que les autres éléments de C sont les covariances
entre deux parametres différents a, et a,.

Une remarque s’impose a propos de ’erreur standard sur les données, soit g,,. Celle-
ci n’est pas toujours aisée & déterminer. La technique proposée par [19, 24] consiste &
poser que ’erreur est une fonction gaussienne centrée sur le point ou ’on cherche les
dérivées et dont la demi-largeur est ajustée afin d’obtenir un poids de 0.1 pour le voisin
le plus loin (le choix de cette valeur minimale peut varier en fonction du probléme et

de l'utilisateur).
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4.1.2 Approximation 4 quelques points

Cette technique est beaucoup plus simple. Il g’agit, a Paide d’un développement en
série de Taylor, de déterminer une approximation pour les dérivées en fonction d’un
certain nombre de points. Prenons par exemple, une approximation a deux points pour

la dérivée. Celle-ci se détermine aisément en utilisant le fait que, pour un A petit:

flz+A) = f(z)+Af(z) + %f”(z) + O(A3), (4.17)
Flo—8) = F(z) ~ AF(2) + 1"() + O(AY). (418)

Ainsi,
f’(a:) ~ f(x + A)Q_Af(w - A) (419)

donne une approximation valide & Pordre de O(A?). De meilleures approximations
peuvent étre obtenues de fagon similaire. Afin d’effectuer les calculs des différentes

dérivées nécessaires aux problémes, nous avons utilisé les schemes d’approximation sui-

vants:
dj;f) = 1—213 [B(f(z+A) — flz ~ A)) — (f(z +24) — f(z —24))], (4.20)
dgfa,(f = 1222 [30f(z) + 16{f(z + A) + f(z — A)} — {f(z + 2A) + f(z — 2A)}].

(4.21)
En notant que A est le pas entre chacun des points de la grille et que les points situés
en £ = A sont les voisins immédiats de x, on voit tout de suite la simplicité de la
technique. Bien entendu, ces équations ne sont pas valides aux extrémités de la grille.

A ces endroits, nous utiliserons plutot:

V@) _ 1 -8f@) + 4 (@ + &)~ flz+20)] (4.22)

& 1
({x(:”) = T3 46f(z) — 154 (2 + A) + 214f(z + 21) (4.23)

—156f(z + 3A) -+ 6Lf(z -+ 4A) — 10f(z + 5A)],




CHAPITRE 4. FONCTIONS D’ONDE GENERALES 44
?flx) 1 ’
+ 14f(z + 2A) — 6f(z + 3A) + f(z + 44A)].

Les expressions pour 'approximation des dérivées a 'autre extrémité de la grille

peuvent aisément étre obtenues en remplagant A — —A. Ces approximations sont
d’ordre O(A*) pour Péquation (4.20), O(A?) pour (4.22) et O(A*) pour toutes les
dérivées d’ordre 2.

Les approximations des dérivées d’ordre 1 sont utilisées uniquement pour le calcul
des trajectoires bohmiennes & partir de la fonction d’onde. Comme le calcul de cette
derniére est réalisé avec une approche eulérienne, le domaine couvert par la grille est
beaucoup plus grand que celui emprunté par les trajectoires. L’équation (4.22) n’est
donc pas vraiment utilisée, mais est présente afin d’assurer le fonctionnement du pro-
gramme. C’est pourquoi elle n’est pas plus précise. L’approximation des dérivées d’ordre
2 servant au calcul de la fonction d’onde est nécessaire partout sur la grille. Il était donc
important qu’elle soit tres précise méme dans les cas limites.

Cette fagon d’approximer les dérivées est avantageuse, notamment par sa rapidité
d’exécution et sa simplicité. De plus, il est aisé de modifier la méthode dans le but
d’améliorer l'ordre de I’approximation.

On remarque assez aisément que cette méthode d’évaluation ne permet que le calcul
d’une dérivée selon une seule coordonnée. Ainsi, pour obtenir le gradient ou le lapla-
cien d'une quantité, il faut répéter l'opération pour chaque dimension. Etant donné la
simplicité et aussi la rapidité d’exécution de cette méthode (il n’y a pas de matrice &
inverser ici...), cette caractéristique ne constitue pas vraiment un probléme si le nombre
de dimensions ne varie pas trop.

Pour s’appliquer, cette méthode requiert absolument que la distance entre les points
de la grille, A, soit constante. Ainsi, il sera impossible de 1'utiliser dans une simulation

de type lagrangien.
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4.2 Meéthodes de résolution numérique

4.2.1 Equations bohmiennes du mouvement

Afin de calculer les trajectoires bohmiennes dans le cas ou la fonction d’onde est
inconnue, quoi de mieux que d’utiliser les équations de base de l'interprétation de Bohm!
Afin d’obtenir les équations du mouvement qui seront calculées numériquement, les
équations (2.8) et (2.9) & la page 10 doivent étre réécrites en fonction de la vitesse
du systéme ¥. Cela s’effectue sans peine avec I’équation (2.11). L’équation (2.9) se
transforme directement. Pour ce qui est de (2.8), appliquons un gradient par la gauche

aux deux cotés de ’équation et divisons le tout par m;:

1oViS | 1o [&(V:9?2] 1o
m; ot +miv’{; 2mj - mzv"’(Q_'_V) (425)

Désignons par a et b les numéros des composantes spatiales des vecteurs. La composante

a du second terme du membre de gauche se transforme comme

n BS 2 n 1 a BS 2
m; Bzm {Z 2m; Z (E) } - Z * 2mim; O%iq Z (E)
0S
- Z 7 MM Z <8$Jb> 0Zia <aij)
oS
N Z < mim Z <8x,b) Oz 1 <8acia) (4.26)
= Z Z’Ujb'a—x—b’l)m
=1 b
=Y (@ Vi)via-
=1

L’équation (4.25) se raméne donc &

O ~—~n oo Ll
=+ ;(vj V)T = -—EV@(Q +V). (4.27)

Le groupe suivant d’équations devra donc étre résolu numériquement:
DF;
Dt
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Dij; l =
= ——V, V), 4.29
B = Vi@ V) (4:29)
DP -
o7 = P > V- wt), (4.30)
J
ou nous avons utilisé la dérivée lagrangienne, soit:
D 0 S =
D=5t ; 7;(t) - V. (4.31)

La dérivée lagrangienne est définie comme étant la dérivée temporelle par rapport &
un systeme de coordonnées mobile ou encore le taux de variation en fonction du temps

pour un élément de fluide.

Point de vue de Lagrange

La technique de type langrangien que nous avons essayée a été proposée dans article
de Lopreore et Wyatt [19]. Cette méthode ne s’applique qu’aux équations du mouvement
de la mécanique quantique bohmienne. Elle est basée sur une méthode “particule dans
une cellule”. Cela consiste & définir un ensemble de particules qui constituera une grille
mobile. Chacune de ces particules transporte avec elle ses propriétés, ce qui signifie
dans le cas présent sa position, sa vitesse, le potentiel quantique et la distribution de
probabilité au point ot elle est située. Le potentiel quantique, quant a lui, est donné par
Iéquation (2.10). L’avantage principal d’une méthode de Lagrange est que la dérivée

lagrangienne doit étre utilisée comme la dérivée temporelle totale, donc,

Df(t) _ f(t+A8) - f(t)
Dt At |

(4.32)

Comme les équations (2.10), (4.28), (4.29) et (4.30) doivent étre résolues numérique-
ment, nous devons les discrétiser, selon 1’équation (4.32). Comme nous nous intéressons
a des particules identiques, toutes les masses m; sont égales. Un ensemble de N points
de la grille est ensuite défini. Etant donné la forme vectorielle des diverses équations A
résoudre, il est possible de définir un point de la grille comme étant dans I'espace de
configuration. Chacun des points représentera donc un systéeme quantique complet. Cela

simplifie la. notation, car on peut laisser tomber I'indice ¢ de chaque particule. Ainsi,
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dans le cas de I'interférence de deux particules, un seul point de la grille représentera
une paire de particules. Une position (7,), une vitesse et une distribution de probabilité
P initiales seront ensuite données a chaque point de la grille. Les différentes propriétés

de chaque point n seront donc mises & jour & chaque étape de temps, selon les équations

suivantes:
Tt + AL) = 7 (8) + AtT,(2), (4.33)
Tn(t + AL) = G(Fp st + AL) = T, (t) — %’3\?(@“ + V(7)) (4.34)
P,(t+ At) = P(Fot + At) = Po(t)(1 — AtV - T,(£)), (4.35)

12 V2Rt + At
2m Pt + At)

Qu(t + At) = Q(Fot + At) = — (4.36)

Notons que I'expression v f signifie que le gradient est évalué au point 77,.
Maintenant, nous devons faire quelques petites modifications & ’équation (4.35).

Comme le terme AtV - Un(t) est trés petit, nous pouvons faire I’approximation suivante:
P(t + At) = P(t)(1 — AtV - #(t)) = P(t) exp(—AtV - #(2)). (4.37)

De plus, tel que proposé dans [24], posons:

P=R?=¢%. (4.38)
Ainsi,
V2R, R fm o o
Q=T R (G ) (639
gt + At) = galt) — -;-AN ey (4.40)

Généralement, la fonction g aura des dérivées plus douces que P, ce qui facilite le calcul
des dérivées.

Les équations (4.33), (4.34), (4.36) et (4.40) constituent donc ’ensemble des équa-
tions qu’il faudra résoudre numériquement pour obtenir les trajectoires bohmiennes.
Quelques remarques sur ces équations sont appropriées. Tout d’abord, des valeurs ini-

tiales seront nécessaires pour la position, la vitesse et la distribution de probabilité.
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Début du programme
Initialiser les différentes valeurs de vitesse, de position et de la fonction ¢
Boucler de t; a s par étapes de At
Boucler sur i pour tous les points
Calcul de la dérivée de la fonction g au temps t
Mettre a jour la valeur du potentiel quantique au temps t selon (4.39)
Fin Boucle
Boucler sur i pour tous les points
Mettre a jour la valeur de la position au temps t + At selon (4.83)
Calcul de la dérivée premiére de la vitesse et du potentiel quantique
au temps t
Mettre a jour la valeur de la fonction g au temps t + At selon (4.40)
Mettre a jour la valeur de la vitesse au temps t + At selon (4.34)

Fin Boucle
Fin Boucle
Ecriture des résultats dans des fichiers

Fin du programme

Tab. 4.1 — Algorithme du programme résolvant les équations bohmiennes du mouve-

ment avec une approche de Lagrange.

De plus, contrairement aux autres valeurs, le potentiel quantique doit étre entierement
recalculé & chaque étape de temps.

Résoudre numériquement les équations du mouvement par une méthode utilisant le
point de vue de Lagrange possede bien des avantages. Nous pouvons déja remarquer
que certains termes impliquant des dérivées ne sont pas explicitement présents dans les
équations, cela diminue donc les erreurs numériques qui interviennent inévitablement
dans tout calcul de ce genre. De plus, cela diminue aussi le temps de calcul. Un autre
avantage non négligeable de cette méthode est le fait que les particules forment en

quelque sorte la grille qui sert pour résoudre les équations différentielles. Mais, en quoi
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Calcul des dérivées de la fonction f(x)
Détermination d’au moins Nb voisins du point i
Initialisation des matrices A et AT
Initialisation de b avec les valeurs de f(x) pour les voisins de la particule i
Inversion de AT - A
Multiplication (AT - A)~' - (AT -b) =@

Fin du calcul des dérivées

Tab. 4.2 — Détails du calcul des dérivées pour l'algorithme présenté a la table 4.1.
Les valeurs des coefficients du développement en série de polyndémes (4.4) se retrouvent

dans le vecteur @ et peuvent étre utilisés facilement dans le reste du programme.

cela constitue-t-il un avantage vis-a-vis 1’utilisation d’une grille fixe? Eh bien, tout
simplement parce que la grille étant mobile, elle s’adaptera au probleme. Ainsi, les
particules se dirigeront vers les zones ou la distribution de probabilité est élevée, 1a
ou plus de précision est généralement nécessaire. Il ne sera pas non plus nécessaire
de trouver & I’avance un domaine qui englobera l’espace suffisant au probleme. Cela
permet donc de diminuer la mémoire de I'ordinateur qui est nécessaire. Or, comme les
points de la grille se déplacent, celle-ci ne conserve pas la méme forme tout au long de
la simulation. Cela complique donc les choses lorsque 'on doit évaluer les différentes
dérivées. C’est pourquoi la méthode généralisée des moindres carrés est utilisée.

Cette méthode a déja prouvée son efficacité, notamment dans le cas d’une barriere
de potentiel de Eckart [19, 25, 26], et quelques autres cas [24, 27, 28]. L’algorithme du

programme congu pour cette méthode de résolution est présenté aux tables 4.1 et 4.2.

Point de vue d’Euler

Nous avons aussi considéré un modele ot la grille est fixe. Le passage de la méthode
précédente & celle-ci est simple. Tout d’abord, la position des points de la grille est fixe,

donc il n’est plus nécessaire de la mettre & jour. Ensuite, comme le repére n’est plus
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Début du programme
Initialiser les différentes valeurs de vitesse, de position et de la fonction g
Boucler sur i pour tous les points de la grille
Détermination d’au moins Nb voisins de la particule i
Initialisation des matrices A et AT
Initialisation de b avec les valeurs de f (z) pour les voisins de la particule
Inversion de AT - A
Fin Boucle
Boucler de t; a ty par étapes de At
Boucler sur i pour tous les points de la grille
Calcul de la dérivée de la fonction g au temps t
Mettre ¢ jour la valeur du potentiel quantique au temps t selon (4.89)
Fin Boucle
Boucler sur i pour tous les points de la grille
Coalcul de la dérivée premiére de la vitesse et du potentiel quantique
au temps t
Mettre & jour la valeur de la fonction g au temps t + At selon (4.41)
Mettre & jour la valeur de lo vitesse au temps t + At selon (4.42)
Fin Boucle
Fin Boucle
Ecriture des résultats dans des fichiers

Fin du programme

Tab. 4.3 — Algorithme du programme congu pour résoudre les équations bohmiennes

du mouvement avec ’approche d’Euler.

mobile, il faut renoncer a ’utilisation de la dérivée lagrangienne comme étant la dérivée
totale par rapport au temps. Il y a donc plus de termes et de dérivées & calculer. Les
équations pour g et pour la vitesse doivent donc étre modifiées. Elles seront remplacées

par les suivantes:

1, = -
gn(t+ At) = g,(t) — aAtV - U, ~ AtVg,, - U, (4.41)
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Tt + ML) = () — %Wzn VL) = ALE() - V) (t). (4.42)

Bien entendu, 1'équation (4.33) ne sera plus utilisée. Cette méthode ne nous permet
donc pas de calculer directement les trajectoires bohmiennes. Heureusement, lorsque
I’on connait les valeurs de la vitesse en fonction du temps, le calcul des trajectoires est
tres simple.

Ici, comme la grille est fixe, un point de celle-ci possede toujours les mémes voisins.
Il est donc possible de faire le calcul de la matrice (A7 - A)~! au début du programme et
ce, pour toutes les particules. On conserve donc cette matrice et on la réutilise plus loin
dans le programme. Cela accélere le calcul. Il est & noter cependant que les matrices A
et AT ne sont pas conservées et devront &tre réinitialisées lors du calcul des dérivées.

L’algorithme du programme est présenté aux tables 4.3 et 4.4.

Calcul des dérivées de la fonction f(x)
Instialisation des matrices A et AT
Initialisation de b avec les valeurs de f (x) pour les voisins de la particule i
Multiplication (AT - A)~! - (AT -B)=a

Fin du calcul des dérivées

Tab. 4.4 — Détails du calcul des dérivées pour l'algorithme présenté a la table 4.3.

4.2.2 Propagation de ’équation de Schrédinger

Cette fagon de procéder est fondamentalement différente de celle présentée plus
haut, et beaucoup plus simple. Au lieu de calculer les trajectoires directement, nous
avons procédé plutot en cherchant a obtenir la propagation dans le temps de la fonction
d’onde. Avec les résultats ainsi obtenus, nous pourrons ensuite calculer les trajectoires
bohmiennes. La méthode est assez simple. Il s’agit tout d’abord d’utiliser 1’équation de

Schrédinger pour une particule libre, soit, en une dimension,

L O K2 6%
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Ensuite, pour des raisons de simplicité, nous travaillons toujours en unités atomiques,

qui sont décrites a la section 2.2. L’équation précédente se simplifie donc comme suit,

L8y 18

Décomposons maintenant la fonction d’onde 1 en ses parties réelle et imaginaire

comme:
Y =Yg+ itr. (4.45)
En remplacant cette forme dans 1’équation (4.43), nous obtenons:
73—6“{1#12 +itpr} = —li{w + i}, (4.46)
ot 2 0x?

ou g et 17 sont des fonctions réelles. Il est donc possible, ensuite, de séparer les parties

réelle et imaginaire de 1’équation précédente, donc:

Ovr 1 8%y,
Bt 2022 (4.47)
oYr  10%p

% 2 or (4.49

Il aurait aussi été possible d’utiliser la forme polaire de la fonction d’onde au lieu
de celle qui vient d’étre proposée. Les équations 3 résoudre seraient alors les équations
(2.4) et (2.5) & la page 10. Or, la résolution de ces équations requerrait le calcul de plus
de dérivées que les deux équations précédentes. Il faudrait alors s’attendre & ce qu’il
y ait plus d’erreurs numeériques dans ce cas. Le choix de la forme (4.45) est donc plus
approprié.

Maintenant, voyons de quelle fagon nous allons résoudre numériquement ces équa-

tions. Commencons par discrétiser I’espace et le temps comme:

T — Ty = nA - N<n<N (4.49)
t—t,=ad 0<a<A (4.50)
YR — VRna = Yr(Tn,ta) (4.51)

Qpl - 'Z/)Ina, = wI(xnata) (452)
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ou le domaine de I’espace s’étend de —NA a NA et celui du temps de 0 & Aé. Par
la suite, il faut définir les approximations que nous allons utiliser pour résoudre les
équations différentielles. Pour la dérivée d’ordre 2 par rapport & x, nous allons utiliser

I’équation (4.21) & l'intérieur de la grille. Cela donne

Pvr\ _p L 30+ 16
52 ) n(VRm) =T5A2 [—30¢Rn (Vrm+1) + Vr(e-1)

(4.53)
— (YR(n+2) + ¢R(n—2))} ,

oun # £N et n # £(N — 1). L'indice a est négligé ici, car les valeurs utilisées sont
toutes évaluées au méme temps t,. Pour les extrémités, nous utiliserons plutot:

1
Fn(¢Rm) =T9A3 [45% RN — 154¢R(v-1) + 2149 R(N—2) (454)

— 1569 r(n-3) -+ 619 R(N—2) — 10¥R(N-5)] ,

1
F_ny(¥rm) =z [45% RNy — 1549R(-N+1) + 2140 R(_N12) (4.55)
Rels]
— 1569 R(-N+3) + 619R(-N14) — 100R(_N4s5)) »
1
Fin-1)(%¥rm) =1oA3 [—15¢r@v-1) + 100a(w) (456

— 4Yp(N-2) + 149PR(n_3) — 6VR(N—1) + YR(N-5)] »

1
—= |~ 15%R(-n41) + 10¢R(_N
o7 | (=N+1) =) (4.57)

— 4R~ N+2) + 14YR(-N+3) — VR N+4) + PR(-N+5)] »

Fniyy(Wrm) =

ce qui correspond aux approximations (4.23) et (4.24). On trouve des équations sem-
blables pour la dérivée seconde de ;.

Les dérivées par rapport au temps seront résolues numériquement en utilisant la
méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre pour des équations différentielles couplées. En
remplacant dans (4.47) et (4.48) les formes discrétisées des dérivées spatiales, on peut
écrire

0 1 .
ai/an = ~§Fn(¢lm), (4-08)

d

1
Bgfzp]n = —iFn(me). (4.59)
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Ceci constitue un systéme de 2(2N + 1) équations différentielles couplées du premier

ordre, avec une seule variable indépendante. Posons maintenant

ko = ”%Fn(iﬁlm) kG = —F n(¥Rm)
M= =3P (hm H0) A= ; (e -+ 545
1 5 1 (4.60)
I.,(B) N Y + = k(z) kﬁ) =ZF, { Yam + —I\,(Z)
2 2
1
L’algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre s’écrit alors comme
)
Yraert) = Yrna + 5 (Ko, + 265, + 265 + kD)) (4.61)
Yin(ar1) = Yina + (kgg o+ 2k + 2k + kY ) (4.62)

ou, dans les membres de droite, toutes les fonctions & sont évaluées a I'instant ¢,.

Ces développements peuvent étre utilisés pour calculer la propagation d une fonction
d’onde en une dimension, comme dans le cas étudié plus t6t de 'interférence d’une seule
particule.

L’interférence de deux particules telle que nous ’avons étudiée plus haut étant un
probleme bidimensionnel, nous avons besoin d’expressions similaires aux précédentes

pour le systeme d’équations différentielles couplées suivant:

dn_ 1 (32¢1 . a%)

ot o0y 0y}
owr_1 (P Py (4.63)
ot 2\ oy oy )’

La fagon la plus simple de procéder consiste & discrétiser ’espace selon 3, et y2 comme
nous l'avions fait plus haut selon x, voir équation (4.49). Ensuite, on doit remplacer les
indices n et m par des paires d’indices faisant référence a la position en y; et celle en
yo. Les fonctions F;, seront modifiées pour pouvoir ajouter la dérivée numérique d’ordre
2 selon ys a celle selon y; qui remplace alors z. Le nombre de fonctions discretes ¥ r(mn)
et 9 r(mn) sera donc augmenté considérablement, de méme que celui des fonctions Fi,y),

0 0
kR(mn) et k[ (mn)"
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L’algorithme du programme réalisé a partir de la méthode décrite dans cette section

est présenté a la table 4.5. Les dérivées sont obtenues selon les équations (4.53) & (4.57).

Une fois les résultats obtenus pour les parties réelle et imaginaire de la fonction

d’onde, il faut encore calculer les trajectoires bohmiennes. Cette étape est réalisée en

utilisant I’équation (2.11) de la page 10 et en se rappelant que:

R

S = harctan [—j—l} .

(4.64)

Début du programme
Initialiser les différentes valeurs de position, de parties réelle et imaginaire
Boucler de t; a ty par étapes de At
Boucler sur i pour tous les points de la grille
Calcul de kD pour g et 1 selon (4.60)
Fin Boucle
Boucler sur i pour tous les points de la grille
Calcul de k® pour yr et 4y selon (4.60)
Fin Boucle
Boucler sur i pour tous les points de la grille
Calcul de k® pour g et ¥ selon (4.60)
Fin Boucle
Boucler sur i pour tous les points de la grille
Calcul de k@ pour ¢r et 1; selon (4.60)
Mise a jour de g et 1; selon (4.60)
Fin Boucle
Fin Boucle
Ecriture des résultats dans des fichiers

Fin du programme

Tab. 4.5 — Algorithme du programme résolvant I’équation de Schrodinger.
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Une attention particuliere doit étre portée a ’évaluation de S. En effet, ’évaluation
numérique de ’arctangente est généralement limitée a sa branche principale. Ainsi, bien
que la fonction S ne soit pas bornée, son évaluation numérique & partir des valeurs de
g et ¥y le sera. On verra donc la fonction S passer d'un chiffre proche de 7/2 ou ,
selon la facon dont est traitée I’arctangente par I'ordinateur, & un chiffre prés de -n/2
ou -w, ou vice-versa. Afin de régler ce probléme, nous avons opté pour une méthode
plutét manuelle. Lorsque quun saut di a ’évaluation de I’arctangente est détecté, un
facteur de 7 ou 27 est ajouté ou enlevé aux autres valeurs afin d’obtenir une fonction
continue dont le minimum ou le maximum est situé a y = 0. La symétrie du probléme
ainsi que de la forme analytique de S ont aidé a trouver la solution & ce probléme.

Les trajectoires sont calculées en utilisant 1’équation suivante pour leur propagation:
7t + At) = 7(t) + Atd(t). (4.65)

Bien entendu, il n’est vraiment pas rare qu’une trajectoire passe entre les points de
la grille. Pour obtenir la valeur de la vitesse en ce point, il est suffisant de faire une

moyenne pondérée de la vitesse a partir de sa valeur aux points avoisinant la trajectoire.

4.3 Résultats

Afin de tester les méthodes de résolution numérique que nous venons de proposer
pour l'interférence d’une seule et de deux particules, nous avions besoin d’un cas ol
la fonction d’onde et les trajectoires bohmiennes sont connues analytiquement. Nous
avons donc naturellement opté pour les cas que nous connaissions, soit ceux ou les
fonctions d’onde partielles sont données par ’équation (2.15) & la page 14. Les valeurs
numériques utilisées sont donc celles de la section 2.2. Ces valeurs sont aussi utilisées
pour l'interférence de deux particules, bien que les résultats présentés au chapitre 3

soient calculés en unités MKS.
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4.3.1 Equations bohmiennes du mouvement

Nous avons tout d’abord testé les approches de Lagrange et d’Euler avec un paquet
gaussien, dont les trajectoires sont connues analytiquement. Dans les deux cas, les
résultats obtenus concordent presque parfaitement avec les résultats théoriques. Ensuite,
nous avons reproduit les résultats de Lopreore et Wyatt [19] dans le cas d’une barriére de
potentiel de Eckart en utilisant 'approche de Lagrange. Une fois ces tests de validation
effectués, nous étions préts a passer a ’étape suivante: 'interférence.

Nous risquions d’avoir des problemes avec la technique lagrangienne, & cause de la
présence de noeuds, qui sont ici les minimums d’interférence. Effectivement, plusieurs
articles [24, 29] parlent de difficultés similaires. La raison avancée pour l'existence de
ce probléme est qu’étant donné que les trajectoires se regroupent dans les régions ot la
probabilité de retrouver une particule est plus élevée, il n’y a généralement pas beaucoup
de trajectoires qui se situent en un temps ¢ a l'intérieur d’un noeud. Il n’y a qu’a se
référer a la figure 2.4 a la page 20 pour comprendre cela. Or, le potentiel quantique
varie rapidement & un noeud (pensez ici aux vallées de la figure 2.3 & la page 19),
ce qui fait qu’une précision importante (beaucoup de points) est nécessaire pour bien
représenter les variations de (). Malheureusement, ce critére n’est pas respecté. Ainsi,
avec une méthode lagrangienne, il n’y a pas beaucoup de précision dans les régions
ou il en faudrait le plus. Un exemple assez frappant de ce probléeme est que lorsque
I’on effectue une simulation numérique pour 'interférence d’une seule particule, il est
possible que 'on passe complétement & c6té du phénomeéne. En effet, si 'on place des
points de la grille uniquement dans les endroits ou la probabilité initiale est assez élevée,
il ne devrait pas y en avoir autour de y = 0. Or, lorsque l'on effectue une simulation
avec seulement ces positions initiales, les franges du patron d’interférence ne sont pas
développées: les trajectoires et le potentiel quantique montrent plutét deux paquets
d’onde de type gaussien qui semblent indépendants.

Cette situation est unique & la mécanique quantique bohmienne. Ainsi, en mécanique

des fluides, ot1 'on utilise aussi cette méthode de résolution, un tel probleme ne survient



CHAPITRE 4. FONCTIONS D’ONDE GENERALES 58

pas. Les régions ou une précision importante est requise se situent principalement dans
les régions de densité plus forte. Donc, la méthode lagrangienne est tres bien adaptée
pour les besoins de la mécanique des fluides. Il ne faut toutefois pas oublier qu’il existe
des problémes en mécanique quantique ol il n’y a pas de noeuds. Prenons par exemple
le cas de la barriere de Eckart étudié dans [19]. Tres peu de points et d’étapes de temps
sont alors nécessaires pour obtenir des résultats intéressants. I’approche lagrangienne
montre alors toute son efficacité.

Plusieurs solutions ont été avancées pour régler ce manque de précision [29, 30,
31, 32|, notamment l'adaptation (ajout de points au cours de la simulation) {33], ou
encore 'utilisation de méthodes hybrides oti ’on solutionne I'équation de Schrédinger
aux noeuds [34]. Toutefois, comme la présence de noeuds n’est pas temporaire dans
Iinterférence, I'adaptation était hors de question: elle se serait révélée étre trop coii-
teuse en temps de calcul et en mémoire. D’autre part, tant qu’a utiliser la méthode
hybride, pourquoi ne pas solutionner uniquement I’équation de Schrodinger et calcu-
ler les trajectoires bohmiennes par la suite? D’autres propositions se sont révélées étre
beaucoup plus complexes. Pourquoi alors ne pas tout simplement fixer la grille? Bien
que les avantages de la méthode lagrangienne soient perdus, il n’est reste pas moins que
cela réglerait le probléme des noeuds.

Avant de passer a la méthode eulérienne, nous avons tenté d’ajouter des points entre
les deux fentes avec la méthode lagrangienne. Le but recherché était simple: régler le
probléeme initial des noeuds en ajoutant des points la ou les oscillations dans le potentiel
quantique prennent naissance. Peut-étre cela serait-il suffisant pour obtenir de bons
résultats. Cependant, les résultats obtenus n’étaient pas ceux attendus. Les figures 4.1
et 4.2 montrent la comparaison entre les valeurs théoriques et celles obtenues.

De plus, apres de nombreux essais avec la méthode eulérienne, la constatation sui-
vante dut étre faite: cette approche ne produit pas non plus de résultats en accord
avec la théorie. La cause de la différence entre les valeurs obtenues et théoriques est
la méme pour "approche lagrangienne et celle d’Euler. La seule conclusion possible est

que ce probleme ne provient pas directement des noeuds. Il se situe plutdt au niveau
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de Papproximation servant 3 déterminer les différentes dérivées autour de y = 0. Par
exemple, initialement, le potentiel quantique obtenu autour de y = 0, i.e. entre les deux
fentes, peut afficher toutes sortes de formes, tout dépendant du degré le plus élevé des
polyndémes d’interpolation ou encore du nombre de points de la grille. Ce résultat est
montré 3 la figure 4.1.

Cela aurait tres bien pu ne pas étre critique. Malheureusement, le développement
des creux et des plateaux dans le potentiel quantique commence dans cette région. De
plus, comme la vitesse selon y est nulle initialement, le calcul du gradient du potentiel
quantique dans les premiéres étapes de la simulation est important. Le changement du
nombre de voisins ou encore l’ajout de polynémes d’ordre plus élevé dans l'interpola-
tion n’ont fait que donner lieu a des comportements du potentiel quantique et de la
vitesse des particules assez différents les uns des autres. En augmentant vraiment le
nombre de points dans la grille, on voit, & la figure 4.1(b) que 'approximation du po-
tentiel quantique s’est améliorée. Nous savons que la distribution de probabilité, dans
la région de y = 0, est bien représentée par un polynéme de degré 5 sur de petites
portions de la courbe. Or, dans cette simulation, nous avons utilisé au moins deux fois
le nombre minimal de points, ce qui signifie 12 points et plus lorsque nous utilisons des
polyndmes jusqu’au degré 5 a ajuster aux données. Ainsi, si I’écart entre les points n’est
pas suffisamment petit, le domaine couvert par les points utilisés peut étre trop grand
pour que la représentation de la distribution de probabilité (fonction g) obtenue soit
valide, ou du moins bonne.

Le cas est encore plus évident pour la vitesse. En effet, pendant un intervalle de
temps 0 < ¢t < 0.01 a.u., la forme de la courbe de la vitesse théorique est trés semblable
a celle & ¢ = 0.01 a.u. montrée a la figure 4.2. On comprend assez rapidement que si
le nombre de points n’est pas suffisant, il sera impossible d’avoir une représentation
juste de la vitesse, que ce soit en termes de polynémes d’ordre 2, 3, ou méme 5. Par
ailleurs, plus on augmente le degré du polynéme, plus le domaine nécessaire pour avoir
une bonne représentation est grand, et donc plus on doit avoir de points.

Les figures 4.1 et 4.2 montrent certains résultats obtenus avec la méthode lagran-
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gienne. Comme il a été expliqué plus haut, nous avons d’abord commencé avec l'in-
terférence d’une particule. La fonction d’onde globale ainsi que les valeurs numériques
utilisées sont celles de la section 2.2. Dans tous les cas, le temps vade t =0 a t = 0.01
a.1. en 1000 étapes de temps et les particules sont situées entre —4 et 4 a.u.. Nous avons
ensuite fait varier le nombre de points et le nombre de voisins utilisés pour ajuster les
polynémes!. Comme on peut le remarquer, les comportements se rapprochent de la
théorie lorsque 'on augmente le nombre de points. Prés de ¥ = 0, mieux vaut ne pas
trop augmenter le nombre de voisins utilisés pour le calcul des dérivées.

Bien que des résultats ne soient pas présentés pour la méthode eulérienne, ceux
présentés a la figure 4.1 provenant de la méthode lagrangienne sont les mémes pour
les deux méthodes. Méme si les résultats finaux ne sont pas identiques avec les deux
méthodes, il n’en reste pas moins que la méthode eulérienne ne permet pas d’obtenir
un comportement plus pres de la théorie.

Finalement, la méthode lagrangienne s’est révélée étre au départ inefficace & cause
des noeuds. Méme l'obtention de résultats intéressants avant la formation des minimums
n’aurait pas permis de sauver cette approche. En effet, lors de ’apparition des minimums
d’interférence, les informations concernant le potentiel quantique pres de ces derniers
auraient été perdues, cela étant di au probleme de précision dont il a été question
plus haut. Or, méme en ajoutant des points entre les deux fentes, les résultats initiaux
ne sont pas ceux attendus. Le probleme est situé au niveau du fait que le nombre de
points nécessaire au bon fonctionnement de la méthode d’approximation des dérivées
est beaucoup trop grand pour que la méthode reste efficace. Ce probléme se rencontre
aussi avec la méthode eulérienne.

Une facon de résoudre le dernier probléme serait d’utiliser une approximation a
quelques points, telle que celle présentée précédemment, au lieu de la méthode générali-
sée des moindres carrés. Cela nous restreindrait non seulement a la méthode eulérienne,

mais aussi a un pas fixe entre les points de la grille. Malgré tout, cette approche pourrait

1. Ici, les figures ne montrent qu'une partie du domaine, soit de -1 & 1 a.u.. En dehors de cet

intervalle, le comportement obtenu est conforme a celui attendu.
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10

Potentiel quantique (a.u.)

——Qrdre 2
-~=Qrdre 3
~==Qrdre 5
~=Valeur exacte

-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

-— 201 points
— 401 points
~- 801 points
-~Valeur exacte

Potentiel quantique (a.u.)
EN
(]

-1 -08 06 04 02 0 0.2 04 0.6 0.8 1
(b) y (a.u.)

F1G. 4.1 — Potentiel quantique initial, (a) 12 voisins, 410 points utilisés, l’ordre le plus
élevé des polynémes est varié, (b) 12 voisins, polynémes jusqu’a l'ordre 5 utilisés et le

nombres de points est varié.
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£
&
Q
] ]
g —
>
-1
~—Ordre 2
—Ordre3
21 —-Qrdre 5
-—Valeur exacte
3 , , . ) i . . , .
-1 -0.8 -0.6 -04 0.2 0 0.2 04 0.6 038 1
(a) y (a.u.)
3
&
©
—
;
~—Qrdre 2
~=Qrdre 3
~~Qrdre 5
-V aleur exacte
-3 . . ; , . — . : .
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(b) y (a.u.)

Fic. 4.2 - . Vitesse au temps t = 0.01 a.u; avec 401 points, le degré des polyndomes est

varié (a) 2 fois le nombre minimum de voisins requss, (b) 12 voisins.
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se révéler plus rapide et plus précise, méme si sa stabilité risque d’étre moindre.

La conclusion que 1’on peut tirer de tout ceci est simple: dans les deux cas, ’efficacité
de la méthode est trés discutable. Non seulement il faudrait plus de 100 000 étapes de
temps pour arriver & atteindre le temps final £ = 1 a.u., mais en plus le nombre de
points nécessaires doit étre supérieur a 801. Avec l'utilisation de polyndémes de degré
5, les temps de calcul deviennent trop longs (plusieurs heures)?, surtout & cause des
inversions de matrice. Et nous n’en sommes pas encore a rajouter une dimension pour

calculer les trajectoires bohmiennes pour 'interférence de deux particules...

4.3.2 Propagation de I’équation de Schrédinger

Pour tester 'efficacité de cette méthode pour l'interférence d’une seule particule,

nous avons utilisé les valeurs numériques décrites plus haut a la section 2.2.

P (a.u.)
0.3

5 y (aw)

F1G. 4.3 — Distribution de probabilité au temps t = 1.

Les figures (4.3), (4.4) et (4.5) montrent les résultats obtenus avec cette méthode.
Le nombre de points utilisés est de 261, s’étalant uniformément sur un domaine allant
de -13 a.u. & 13 a.u.. Le temps a été discrétisé en 15 000 étapes allant de ¢ = 0 a.u.
at =1 au.. Les points représentent les valeurs obtenues et la ligne pleine la valeur

théorique a obtenir. La correspondance entre les deux est tres satisfaisante.

2. L’ordinateur utilisé pour faire les calculs posséde un processeur Pentium 4M 1.8 GHz d’Intel.
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\vn(a.u.)
04

02 ¢

F1G. 4.4 — Partie réelle de la fonction d’onde au tempst = 1.

v (a.u.)

|

02 t

] “M\ﬁl\{\.\ AA A[\f\)\m‘

F1G. 4.5 - Partie tmaginaire de la fonction d’onde au tempst = 1.

Ensuite, & partir de ces résultats, il ne reste plus qu’a calculer les trajectoires boh-
miennes. Cette étape est assez simple et les résultats obtenus, montrés a la figure 4.6
correspondent bel et bien aux résultats théoriques montrés a la figure 2.4.

La figure 4.7 montre un ensemble plus restreint de trajectoires, en noir, prises dans
la figure 4.6. A celles-ci sont superposées les trajectoires théoriques calculées provenant
de la figure 2.4, en rouge. On voit que la correspondance entre les deux résultats est
tres bonne. Il existe toutefois un écart entre les deux séries de valeurs lorsque les trajec-
toires subissent une courbure lors de leur passage a travers un minimum d’interférence.

Toutefois, cet écart est minime.
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y (au.)

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
X (a.u)

Fi1G. 4.6 - 82 trajectoires pour l'interférence d’une seule particule. Les positions initiales

sont distribuées uniformément de -1.4 ¢ -0.6 a.u. et de 0.6 ¢ 1.4 a.u..

y (a.n)

F1G. 4.7 - Quelques-unes des trajectoires prises & la figure 4.6 (ligne noire) et leurs

valeurs théoriques (ligne rouge).

Pour l'interférence d’une seule particule, cette méthode s’est révélée tres efficace.
Non seulement les résultats correspondent treés bien avec les valeurs théoriques, mais
les calculs sont trés rapides et ne nécessitent pas beaucoup de points, ni d’étapes de
temps (comparativement & ['autre approche). La supériorité de cette méthode vis-a-

vis ’approche passant par les équations du mouvement de l'interprétation de Bohm
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présentée plus haut dans le cas de l'interférence ne laisse aucun doute.

L’étape suivante consiste tout naturellement & effectuer le méme travail pour P'inter-
férence de deux particules. Malheureusement, les programmes ayant servi pour l'inter-
férence d’une seule particule doivent étre remaniés: il y manque une dimension. La pos-
sibilité d’adaptation de cette méthode & de nouveaux problémes demandant un nombre
différent de dimensions n’est donc pas trés bonne. Cependant, comme elle fonctionne

bien, le travail en vaut la peine.

F1G. 4.8 - Trajectoire d’une paire de particules avec comme position initiale y; =1 et
yo=-1.4 a.u.. Les résultats théoriques sont tracés en rouge et ceux obtenus en noir. Les

échelles sont en unités atomiques.

Les figures 4.8 et 4.9 montrent certaines trajectoires obtenues en calculant d’abord
les parties réelle et imaginaire de la fonction d’onde. Les conditions initiales corres-
pondent au cas étudié au chapitre 3, donc aux fonctions d’onde partielles des équations
(2.15) et (2.17) et & la fonction d’onde globale (3.1). Cependant, les valeurs numériques
utilisées sont celles pour l'interférence d’une seule particule (page 18). 15 000 étapes
de temps ont été nécessaires pour calculer la fonction d’onde, et le méme nombre a été
utilisé pour le calcul des trajectoires. Une grille de 261x 261 points a servi pour résoudre
les équations. On voit aisément qu’a la figure 4.8, la trajectoire obtenue pour la paire de
particules correspond trés bien & sa valeur théorique. Ala figure 4.9, il y a une certaine

différence entre le comportement obtenu et celui attendu. La raison de ce fait est que
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2 0.4 0.6 0.8 Tt
-0.5

F1G. 4.9 — Trajectoire d’une paire de particules avec comme position initiale y,=1 et
yo=-0.6 a.u.. Les résultats théoriques sont tracés en rouge et ceux obtenus en noir. Les

échelles sont en unités atomiques.

la paire de particules passe par un noeud, ce qui rend plus ardue 'intégration de la
vitesse en fonction du temps. Quoi qu’il en soit, le but recherché est atteint: malgré
cette différence, une approximation trés acceptable des trajectoires est obtenue.

Il est & noter ici que la coincidence entre les valeurs des parties réelle et imaginaire
calculées et leur valeur théorique est aussi bonne qu’avec 'interférence d’une seule
particule.

Autant dans le cas de 'interférence d’une seule particule que dans celui de 'interfé-
rence de deux particules, la différence entre les valeurs théoriques et celles obtenues est

probablement due en partie a ’approximation de la dérivée de S qui pourrait étre plus

précise.

4.4 Discussion

Nous venons donc de voir que 'obtention de la fonction d’onde et des trajectoires
bohmiennes pour l'interférence d’une seule ou de deux particules n’est pas une chose
simple. Bien qu’une approche lagrangienne basée sur les équations bohmiennes du mou-

vement soit prometteuse, elle s’est révélée inappropriée dans le cas de l'interférence. La
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présence de noeuds empéche de conserver une précision intéressante dans les régions ot
elle serait nécessaire. Opter alors pour une méthode eulérienne basée toujours sur les
mémes équations n’a pas apporté plus de résultats. La principale cause de ceci est la
méthode d’approximation des dérivées qui nécessite un nombre trop grand de points sur
la grille ainsi qu’un temps trop élevé d’exécution pour que la résolution soit vraiment
efficace. Une fagon différente d’évaluer les dérivées réglerait peut-étre ce probléme. Tou-
tefois, étant donné la sensibilité de la simulation aux valeurs du potentiel quantique, il
est probable qu’un nombre élevé de points soit toujours nécessaire.

Heureusement, une approche basée sur la résolution numérique de ’équation de
Schrédinger a donné de bons résultats avec un nombre restreint de points, méme si le
domaine couvert est beaucoup plus important qu’avec une méthode de Lagrange. Les
parties réelle et imaginaire de la fonction d’onde ainsi que les trajectoires bohmiennes
obtenues correspondent trés bien aux résultats théoriques et ce, pour les deux types
d’interférence. Malgré le fait qu’un nombre important d’étapes de temps est nécessaire
a 'obtention de bons résultats, la rapidité d’exécution des calculs compense largement
ce fait.

Plusieurs raisons peuvent pousser quelqu’un 3 utiliser les équations bohmiennes du
mouvement au lieu de ’équation de Schrédinger. La plus importante reste toutefois la
possibilité d’utiliser une approche lagrangienne. Demandant 4 la fois moins de points sur
la grille et enlevant certains termes dans les équations différentielles, cette approche a
aussi le charme de pouvoir s’adapter trés facilement aux problemes multidimensionnels.
Toutefois, la présence de noeuds lui 6te une bonne partie de son efficacité. Pour ceux
qui ne cherchent pas a obtenir les trajectoires bohmiennes, cette approche perd alors
tout intérét. Malgré tout, comme les problémes de mécanique quantique ne présentent
pas tous des noeuds, une telle approche peut donc se révéler utile tres souvent.

Donc, dans un cas ou la distribution de probabilité P et le potentiel quantique
@ varient beaucoup, nous pouvons conclure qu’il est préférable de résoudre I’équation
de Schrodinger puis de calculer les trajectoires bohmiennes, plutét que d’utiliser les

équations du mouvement de 'interprétation de Bohm.
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Chapitre 5

Conclusion

L’interprétation de Bohm résout certes la plupart des problémes que 1’on rencontre
en mécanique quantique standard. Toutefois, elle n’est pas exempte de difficultés. No-
tons par exemple la non-localité du potentiel quantique et I’absence, jusqu’a présent,
d’une version relativiste bien acceptée de cette interprétation. On peut lui reprocher
aussi de ne pas prédire des phénomenes inconnus ou qui la, distingueraient de Pinterpré-
tation standard. Bien que quelques propositions d’expériences qui devaient permettre
de déterminer laquelle des deux interprétations est la bonne aient été faites, aucune ne
s’est révélée fondée.

C’est le cas notamment avec 'interférence de deux particules. Nous avons pu montrer
que l'’hypotheése & la base de la proposition de ces expériences était erronée et que
les deux interprétations s’accordent en fait sur le phénomeéne. De plus, en calculant
les trajectoires bohmiennes pour ce type d’interférence, nous avons démontré que leur
comportement correspond avec les prédictions faites par les deux interprétations.

Par la suite, nous avons voulu trouver une méthode efficace pour calculer la fonction
d’onde et les trajectoires bohmiennes pour l'interférence de deux particules lorsque la
fonction d’onde n’est pas connue. Deux approches ont été tentées: 'une basée direc-
tement sur les trajectoires bohmiennes et les équations de base de I'interprétation de
Bohm, alors que 'autre I'est sur le calcul de la fonction d’onde & partir de ’équation

de Schrodinger. Les premiers essais ont été réalisés pour l'interférence d’une particule,
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qui est plus simple, avec les fonctions d’onde présentées au chapitre 2 et 3, afin d’avoir
un point de comparaison pour les résultats obtenus.

Etant donné la présence de noeuds, il n’est pas approprié d’utiliser une grille mobile
pour résoudre les équations du mouvement de Bohm. Les trajectoires se dirigeant vers
les zones de probabilité plus élevée, 'absence de points de la grille autour des noeuds
cause un mangque de précision dans les régions ou le potentiel quantique varie beaucoup.
De plus, la méthode généralisée des moindres carrés ne s’est pas révélée efficace pour
Papproximation des dérivées. Or, la solution est trés sensible au calcul des différentes
dérivées. La nécessité d’un grand nombre de points sur une grille fixe pour obtenir
une approximation intéressante des dérivées d’ordre 1 et 2 rend inefficace la méthode
basée sur les équations bohmiennes du mouvement, que ce soit avec une grille fixe ou
mobile. Toutefois, il n’est pas exclu qu'une technique différente d’approximation des
dérivées permette ’obtention de résultats acceptables avec les équations bohmiennes
du mouvement.

Résoudre numériquement 1’équation de Schrodinger pour les parties réelle et imagi-
naire de la fonction d’onde s’est avéré étre beaucoup plus approprié avec une approxi-
mation a cing ou six points pour les dérivées spatiales d’ordre 2. De trés bons résultats
ont été obtenus avec un nombre restreints de points, que ce soit pour l'interférence
d’une seule ou de deux particules identiques. Bien que le nombre d’étapes de temps
nécessaires soit élevé malgré 'utilisation de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, les
temps de calculs sont raisonnables. D’ailleurs, une meilleure méthode d’approximation
des dérivées permettrait sans doute de diminuer le nombre d’étapes de temps.

Par son approche différente, chaque interprétation de la mécanique quantique nous
permet de comprendre, ou du moins de visualiser, un peu mieux les phénomenes a
I’échelle microscopique. Ainsi, que l'interprétation de Bohm soit ou non une représen-
tation correcte de la réalité, elle nous apporte tout de méme une maniere simple par

laquelle les phénomeénes mystérieux de la mécanique quantique peuvent étre expliqués.
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