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RESUME

Populariséc par la banque américaine J. P. Morgan, la notion de¢ valcur-a-
risque, communément appelée VaR, a rapidement ¢été adoptée par les inter-
venants des marchés financiers mondiaux. Cette mesure de risque comporte
toutefois certains inconvénients, ¢e qui a réecemment conduit & introduction
d’unc nouvelle mesure appelée la VaR conditionnelle. Dans ¢c mémoire,
I'auteur passc d’abord en revue le concept de risque financier ct il rappelle les
propriétés élémentaires de la notion traditionnelle de VaR. Il motive cnsuite
Pintroduction de la VaR conditionnelle, qu'il définit précisément ot illustre
dans des cas particulicrs. Aprés avoir énoncé ¢t démontré les principales pro-
priétés de la VaR conditionnelle, il présente les résultats d’unc étude visant &
comparer deux approches permettant de majorer la VaR. conditionnelle de la

somme de risques dépendants dont les deux premicrs moments sont connus.
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Chapitre 1

Introduction

Dans un article diffusé¢ plus t0t cette année sur le site les echos.fr, le web de

Uéconomie, Pauteur Paul Glasserman éerit

“Le débat sur le risque financier évdquc Phistoire des six aveu-
gles qui déerivent un éléphant. L’un tédte la trompe ct conclut
que P’animal cst un serpent, un autre touche unc patte ct 1a com-
parc & un arbre. En fait, chacun des aveugles fait unce obscrva-
tion strictement exacte ot pourtant aucunce des deseriptions nc
rend pleinement compte de la réalité. Le risque financier est au
moins aussi difficile & déerire qu’un éléphant. La difficulté n’cst
pas lignorance totale : comme les aveugles de Vhistoire, nous
pouvons parvenir A tdtons a quelgues conclusions particllement
vraics. Pourtant, nous réussissons rarement & déerire parfaite-
ment Pun des factours les plus fondamentaux du comportement

¢conomique.”



Ccs dernicres années, les gestionnaires de risques financiers ont porté un
intérét tout particulier & la notion de la valeur-a-risque, ou VaR, comme
descripteur concis du risque. L’engoucment pour cctte mesure de risque a
¢té en bonnc partic nourri par les organismes de réglementation, ainsi que par
des industries du logiciel ot du conseil on pleine expansion. Les établisscments
financiers ct les entreprises exposés 4 des risques qu'ils tentent de mesurer
ont rapidement cmboité le pas.

La VaR ost dorénavant unc mesure de risque tros utilisée. Elle représente
lc quantile d’ordre o de la distribution de profits ¢t de pertes dans un in-
tervalle de temps donné. En d’antres termes, si F' désigne la fonction de

répartition dc profits ct de pertes X dans un intervalle de temps donné, alors
VaRq(X) = F~Ha).

A titre d’cxemple, supposons que nous désirons mosurer le risque d’un
portefeuille d’actifs financiers composé de devises, d’obligations, d’actions,
de produits dérivés ou d’unc combinaison de ces éléments. Pour cela, fixons
un laps de temps pendant lequel nous voulons dtudier le risque. Nous pour-
rions alors nous demandcer quelle scrait la perte maximale que nous scrions
susceptibles de subir sur ce portefeuille dans cet intervalle de temps. La
réponse cst “unc perte totale,” car nous pouvons &tre certaing que les pertes
du portefenille ne dépasscront jamais cec montant. Cependant, la perte totale
donnc unc image trop pessimistc du risque, car les chances que la pire issuc
possible sc concrétise sont infimes. En revanche, nous pourrions déterminer
un montant cn degd duquel les pertes ont de fortes chances, disons 100a%, de
s¢ situer. Ce montant est précisément cclui que Pon appelle la VaR, d’ordre

a, notée VaR(X).



Si la VaR,(X) est mesurde & un niveau de confiance o = 0.95, los pertes
cffectives ne devraient alors dépasser cette cstimation que dans 5% dcs cas.
Si cette marge s’avére inconfortable, il nous cst loisible de calculer plutot
VaR,(X) au niveau de conflance e = 0.99 ¢t donc de ne sous-cstimer la
perte que dans 1% des cas, cn moycnne. “L’intérét cst qu’en renongant 3 un
niveau de confiance de 100%, on obtient un tableau plus réaliste des pertes

potenticlles d’un portefeuille,” explique Glasscrman (2005), qui poursuit:

“Mais pour apprécier les forees ot faiblesses de la VaR, il faut la
comparer a d’autres moesures du risque. L'exposition clle-méme
cst une mesure simple, mais grossitre, du risque associé a une
position financitre. Unc position de 10 millions de dollars en
obligations d’Etat préscnte unc exposition de 10 millions de dol-
lars, tout comme une position de 10 millions de dollars en valeurs
Internet. S'il cst théoriguement possible de perdre 10 millions de
dollars dans les deux cas, la probabilité de pertes est plus forte
dans le sceond que dans le premicr. Clest ce dont la VaR. tente
de rendre compte. [ ]

Le¢ problome des scnsibilités cst qu’clles ne sont pas comparables
d'un marché ou d'un produit A Pautre. Les mesures de durée,
par cxemple, permettent de comparer les risques des obligations
¢émiscs par un Etat, mais clles sont beaucoup moins utiles pour
fairc des comparaisons internationales ou cncore lorsqu’il s’agit
d’apprécicr les risques sur des obligations par rapport & d’autres
catégories d'actifs. En revanche, une VaR est toujours calculée

sous forme de montant.”



La théoric dc portefeuille moderne s’appuic en bonne partic sur le con-
copt statistique de Vécart-type comme mesure du risque. L'écart-type sort &
mesurer Pamplitude des fluctuations statistiques de nombreux phénomenes ct
il cst tout naturclicment appliqué aux variations de valeur d’un portefeuille.

Sclon Glasserman (2005):

“Comme la VaR, 1'dcart-typc intégre des informations sur les
probabilités ct Vampleur des pertes. Mais au contraire de la
VaR, il suppose implicitement que les profits ct les pertes sont
des images identiques inversées @ une perte de 1 million de dol-
lars s’assortit de¢ la mémec probabilité qu'un gain dc 1 million
de dollars ot il on est de méme pour n’importe quel montant
en dollars. Si ¢’cst sans doute pratiguement vrai pour les.ins-

truments simples—comme unc position de trésorcric dans unc

monnaic internationalc—c’cst loin d’6tre le cas pour des options.
Achcter une option crée un potentiel illimité de hausse avee un
potenticl de perte limité au cotit de Poption. Inversement, vendre
des options peut produire un risque 3 la baisse illimité sans que le
profit puisse exeéder la prime dégagée sur la vente de ’option. En
nc s’attachant gu’aux probabilités de pertes importantes, la VaR,
peut rendre compte de ce type d’asymétric alors que Péeart-type,

lui, ne le peut pas.”

La VaR a néanmoins cortaines limites, qui sont & la fois conceptuclies ot
théoriques. D’autres résultent d’approximations délibérément choisics. Lo
concept de VaR s’appuic sur des hypothéses qui sont parfois contestées par

les réalitds du marché. Em effet, plusicurs études empiriques ont montré que



la distribution réclle n’cst pas exactement normale, mais qu’elle est souvent
asymétrique ct gn’elle présente souvent des queucs plus épaisscs. La capacité
des modeles de prévision, qui utilisent les données du passé pour prédire
Pavenir, cst tros limitéc malgré la puissance croissante des ordinateurs.

Malgré tout, pour passer d'une VaR d’un jour & unc VaR. de T jours, lcs
praticiens multiplient parfois tout simplement la VaR d’un jour par le cocf-
ficient vT. Cette méthode cst appréciée principalement pour sa simplicité
ct sa tres facile mise en ccuvre. Elle reposc essenticllement sur hypothese
dc normalité ct 'indépendance des accroisscments des prix des actifs. Ces
hypothtses sont fort discutables ¢t ne s’appliquent pas 3 toutes les périodes.

Dans le but d’évalucer ot comparer la mesure de risque fournic par la VaR
sous différentes méthodologics ct hypothéses, Beder (1995) a composé trois
portefeuilles qu’elle a soumis & deux types de mesures, soit unce simulation
historique baséc sur les données des derniers 100 ot 250 jours ouvrables, et unc
simulation de Monte-Carlo avee les corrélations de la méthode RiskMetrics
¢t celles du Comité de Bale, les horizons étant de 1 ¢t 10 jours. Cette
¢tude met en évidence les Scarts asses importants pouvant découler du choix
de unc ou Pautre de ces méthodes. De plus, des éecarts sont également
obscrvables pour une méme méthode sclon le choix de horizon ot de la
fréquence des donndes utilisées.

Dans unc autre ¢tude, Hendricks (1996) estime la VaR d™un portefcuille
fictif composé de devises étrangéres ct il trouve des résultats différents. L’au-
teur comparc la méthode de la variance-covariance a la méthode de la simu-
lation historiquc ct conclat que, pour des tailles différentes de Péchantillon

historique, los deux approches donnent des VaR. assez différentes. Un autre



résultat intéressant de cotte étude est que la volatilité caleulée sur une longue
période historique diminue la variabilité de la VaR dans le tcmps.

Dans lcur article, Artzner, Delbacn, Eber & Heath (1999) présentent
quatrc propriétés que devrait posséder toute mesure de risque “cohérente.”
Les auteurs donnent cnsuite cing axiomes équivalents & ces propriétés. Une
moesure de risque devient “cohérente” si clle respecte en tout temps ces cing
axiomes. De fagon générale, une mesure cohérente respecte le principe de
la diversification ot fait cn sorte qu’un portefouille moins risqué qu’un autre
résulte en unc valeur du risque moins ¢levée. Une des inconvénients de la
VaR cst qu’clle ne satisfait pas au principe de la diversification. Cela veut

dirc qu’en général, la VaR nc satisfait pas U'inégalité suivante:
VaRa(X) + X3) < VaRa(X,) + VaRa(X5).

Pour cette raison, Artzner ct coll. (1999) ont réccmment proné 'emploi

de la VaR conditionnclle, ou “cxpected shortfall,” définic par
I
ES(X) = B{X|X > VaRo(X)} = - / VaR, (X)ds.

Cette mesure peut &tre interprétée comme la moyenne des pertes exeédant
la VaR. L’un de scs avantages importants par rapport a la VaR cst qu’elle
cst convexe ct sous-additive.

Aprds avoir rappelé les principales propriétés de la VaR, ot de sa version
conditionnclle, cc mémoire cherchera A comparer deux stratégies de majora-
tion de la VaR conditionnelle de la somme de risques dépendants dont les
deux premicrs moments sont connus. La premidre méthode secra basée sur
unc approche de type corrélation introduite par Genest, Marccau & Mes-

fioui (2002). Quant & la scconde, clle scra fondée sur la notion de copule.



Los nouveaux majorants obtenus par 'unc ¢t ’autre approche scront cnsuite
comparés & ccux proposés par Hirlimann (2002).

Le mémoire cst structuré comme suit. Dans lc chapitre 2, des rappcls
scront d’abord donnés sur la géntse de la VaR, sa définition, scs principales
propriétés ot ses limites. Le chapitre 3 scra ensuite consacrd & U'étude de la
mesure de VaR conditionnelle ; plusicurs propriétés, illustrations ¢t cxemples
y seront présentés au moyen de différents modetles de probabilités classiques.
Enfin, lc chapitre 4 fera dtat d’unc ¢tude comparative de certains majorants
de la VaR. conditionnelle pour la somme de risques dépendants dont les deux

premicrs moments sont connus.



Chapitre 2

Analyse théorique du risque

Dans lc cadre de notre analyse, le comportement des investisscurs est sup-
posé rationnel, face & des situations risquées pour lesquelles los prémisses de
la. théoric admettent une connaissance imparfaite de Penvironnement, 'in-
formation objective ou subjective étant fournic par les lois de probabilités
gouvernant lcs événements susceptibles de sc produire.

Plus précisément, ct de facon plus restrictive, nous considérons qu'un
agent ¢conomique (individu, entreprise, nation) est en position de risque ou
d’incertitude g’il s¢ trouve confronté & des situations dont les conséquences
sc traduisent, pour lui, par des gains ou des pertes monétaires, soldes quc
nous assimilons & des variables aléatoires dans un univers mono-périodigue
ct & des fonctions aléatoires dans un univers inter-temporel. Les agents sont
supposés capables de définir les lois de probabilités sur les conséquences. On
parle parfois de perspectives aléatoires.

L’idée la plus simple pour ordonner plusicurs projets risqués consiste & les

classcr par ordrc croissant dcs espérances mathémasiques de lcurs résultats.
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Malhcurcusement, ce critére simple tombe sous le coup du ¢éltbre paradoxe
de Saint-Petersbourg: un pauvre hére trouve sur son chemin un billet de
loteric lui permettant de gagner un million de dollars avee unc probabilité de
1/10, puis quelques instants plus tard se voit offrir la possibilité de I'échanger
pour 500 $. C’est ccttc dernidre aubaine que le mendiant saisira, affirmait
déja Danicl Bernoulli, alors que Pespérance mathématique de gain 3 la loteric
est de 100 000 $! Le critére de Pespérance ne peut done constitucr une norme
pour guider les choix économiques dans 'incertain.

Les mesures du risque ont bien évolué depuis que Markowitz a avancé
sa célebre théorie de la diversification de portefeuille & la fin des anndes
1950. Cectte théoric devait révolutionner la gestion de portefeuille moderne.
L’écart-typce dtait alors la mesure du risque d’un portefeuille cfficient. Mais
pour un titre, cette mesure n'est pas appropriée. En offet, dans le cas d'un
titre individuel, le risque est représenté par la covariance de son rendement
avee cclui des autres titres qui constituent un portefeuille bicn diversifié.
L’écart-type du rendement d’un titre comprend les risques diversifiables ct
non diversifiables. Or, scul le risque non diversifiable ost rémunéré par le
marché. Ce risque cst représenté par la covariance entre le rendement du
titre ¢t les rendements des titres qui constituent un portefeuille hautement
diversific.

Los théorics du risque qui ont cmboité lc pas 3 cclles de Markowitz sc
sont attachéces aux facteurs qui déterminent le risque d’un titre de méme
qu’a 'équilibre des marchés financicrs. Durant les anndes 1960, Sharp (1963)
a propost¢ lc modtle de Pévaluation des actifs financicers, soit lc MEDAF ou

lc CAPMI c¢n anglais. Cc modgle cst mono-factoricl, en cc sens qu’il ne
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distinguc qu’un seul facteur cxplicatif du risque d’un titre, soit la corrélation
entre le rendement de ce titre ot cclui du portefeuille du marché. Clest ce
qu’on appeclle le risque systématique du titre, catégoric de risque qui n’cst pas
diversifiable. Le risque non systématique, ou risque idiosyncratique, cst cclui
qui cst particulicr & la compagnic qui émet le titre. Comme il est diversifiable,
il n'cst pas rémunéré par le marché.

Au milicu des années 1970 cst apparu un autrc modtle du risque basé
sur 1'abscence d’arbitrage: 'APT, acronyme de 'expression Arbitrage Pric-
ing Theory. Cc modtle reconnait que le risque cst un phénoménce multidi-
mensionnel qui s’explique par plusicurs facteurs. Le modtle APT cst donc
multifactoricl. Le béta d’un titre pour un factcur donné cst la scnsibilité
rclative du rendement du titre & ce factour. L’unc des faiblesses du modcle
APT est qu'il reste muct quant & 'identité des facteurs qui déterminent les
rendements des titres.

Récemment, unc mesure absolue du risque ¢lait proposée : la valcur-
a-risque.  Cette notion, souvent représentée par Pacronyme VaR, désigne
unc mesure qui s'implante de plus en plus dans la gestion des institutions
financicres. Qui plus cst, cette mesure permet d’évalucer les risques de type
asymétrique, comme celui qui ost associé aux options, I'éeart-type ct le béta

ne permettant pas de prendre en compte ce risque de fagon satisfaisante.

2.1 Historique de la VaR

Sclon Glasscman (2005), deux événements ont concuru a 'adoption unanime

de la VaR par le sccteur financicr. Un troisitme, dit-il, a favorisé son



dévecloppement parmi les cntroprises amdéricaines. Il Gerit:

“Le premier date de 1995, Réunis cn comité & la Bangue des
réglements internationauz & Bélc, les représentants des banques
contrales de 10 grandes Geonomics de 'Ouest ont proposé do
nouvelles régles (amendant Paccord de Béle de 1988), imposant
aux Gtablisscments financicrs un niveau de fonds propres propor-
tionnel aux risques résultant de leurs cngagements.  Officiclle-
ment adoptée cn 1996, cctte proposition a incité les banques &
développer des systémes internes sophistiqués pour caleuler leur
VaR. En cffet, clles pouvaicnt ainsi cspérer une diminution des
fonds propres qu’elles devraient détenir par rapport aux bangues
qui sc fondaicent sur les normes édictées par les autorités de tutclle
pour déterminer leurs besoins. Ainsi, dés le départ, la recherche
d’un allégement des obligations réglementaires a ét¢ un important
facteur de croissance de la VaR.

Le deuxicme événement s’cst produit sur Internct. En 1994, la
banque amdéricaine J. P. Morgan a mis gratuitcment son systéme
RiskMetrics & la disposition de tous sur Internet. RiskMetrics
(depuis repris dans une société communc avee Reuters, lc groupe
d’information financitre) fournissait los données financicres ct la
méthodologic néeessaires au caleul de la VaR d'un portefeuille.
Les autres dtablissemoents financiors et les entreprises pouvaicent
utiliser lI¢ calculatcur de VaR dc RiskMetrics ou télécharger les
donnécs sur leurs propres systé¢mes de gestion dos risques. Tros

vite sont apparus de nouveaux fournisscurs de programmes de
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gestion des risques cxploitant RiskMetrics, transformant cette

méthodologic en référence incontournable.

Le troisidme événemoent a probablement cu moins d’impact & ce
jour, mais c’cst I'un des grands facteurs d’expansion de la VaR,
parmi les entreprises américaines. En 1997 aux Etats-Unis, la Se-
curities and Ezchange Commission (SEC), préoccupée des risques
cachés derricre les instruments hors bilan, a émis dos régles de
communication relatives aux produits dérivés cmployés par les
entreprises : celles-ci ont trois solutions pour faire état des risques
associés aux instruments dérivés : tableau des valours de marchgé,
mesure de sensibilité ou VaR. Cest la raison pour laquelle les rap-
ports annucls de Microsoft, de Philip Morris ct de bien d’autres

grandes sociétds présentent maintenant des caleals de VaR.

L’approche de la VaR popularisée par J. P. Morgan montre bicn
que monter au créncau avee unc solution imparfaite est parfois
plus cfficace que d’attendre la porfoction pour passer a Paction.
En cffet, la méthodologic RiskMetrics s’appuic sur unc séric
d’hypothéses qui, certes, simplifient le calcul de la VaR, mais
nc ticnnent pas toujours dans la pratique. Ceux qui ont mis
au point cotto mdéthodologic en avaicnt parfaitcment conscicnce.
Maintcnant, la plupart de ses utilisateurs le savent sans doute
aussi. Pourtant, cc moddle simple a cu son utilité car il a cadré
le débat sur la méthodologic de caleul de la VaR. ot a contribué
3 focaliser les efforts des professionncls du sccteur of des milicux

universitaires sur les principaux obstacles sur lesquels se heurte

12
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unc cstimation précise.”

L’unc des hypothéses de base de RiskMetrics ot dc nombrecux autres
modales de VaR cst que Pon peut déerive le rendoment des marchés par la
notion statistique de distribution normale, qui sert & décerire aussi bien la
taille dc prisonnicrs quc les résultats d’examens d’un cours d’introduction
3 la statistique & U'Université du Québee & Trois-Rivitres. Un graphique
des rendements des instruments les plus négocids se présente & premicre vue
comme unc courbe normale. La plupart des obscrvations sc situent dans
lc milicu, prés de la moyenne @ les variations trés amples 3 la haussc ou 3
la baissc sont moins fréquentes. Pourtant, un cxamen plus attentif révele
unc déviation remarquablement cohérente des données de marché par rap-
port & l'idéal mathématique de la distribution normale. Glasserman (2005)

explique:

“En fait, la courbe des rendements de la quasi-totalité des grands
marchés ¢t des grandes catégorics d’actifs cst qualifiée de “lep-
tocurtique” par les statisticiens (et un nombre croissant de ges-
tionnaires de risques). Cela signific que de trop nombreuses obser-
vations intervicnnent prés du centre de la distribution [...] mais
ces valcurs proches de la moyenne s’accompagnent inévitablement
d’un cxcts de valeurs cxtrémes. [...] Par rapport a la distribu-
tion normale idéale, lc gestionnaire de risques voit un monde dans
lequel les prix du marché varient trop ou trop peu. Cet cffet ost
particulicrement marqué lorsque Pon mesure des rendements a

bréve échéance (sur un jour ou une scmaine). Ce phénoménc st
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si fréquent qu’il pourrait presque avoir valeur de loi naturclle dans

le monde financier.”

2.2 Définition de la VaR

La VaR cst unc mesure statistique du risque financier d’un titre ou d’un
portcfeuille. Plus précisément, la VaR représente lo profit ou la perte ma-
ximalc potenticlle sur un actif ou un portefeuille dans un horizon donné de
temps, généralement fixé & 95%. Ainsi, la marge d’crreur ayant trait a cc
profit ou & cette perte maximale n'est que de 5%.

La VaR cst définic comme le quantile d’une distribution de profits et de
pertes dans un tcmps donné. C’est unc variable qui dépend de deux données

essenticlles :

a) Le niveau de confiance représente la probabilité fixée par le gestionnaire
de risque. En général, cclui-ci est fixé 2 95% ; il y a alors 95% dc chances
que le profit ou la perte encourue par Uinstitution financicre durant la

période de détention soit inféricur & la valeur de la VaR.

b) L’horizon dc temps représente la durée considérée, autrement dit le
temps néeessaire pour déboucler des positions dans un univers dont la

liquidité cst assurée.

2.2.1 Définition formelle

Soit X une variable aléatoire représentant le profit ou la perte aléatoire d’un

investissement dans un horizon fixé. Soit F la fonction de répartition associée
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a4 X. La VaR cst alors définic par
VaR.(X) = F~(a). (2.1)

Par conséquent, VaR,(X) peut &tre interprété comme le montant minimal
de capital ou mis en arridre par Uinvestisscur pour conserver sa solvabilitéd

avee unce probabilité supéricure ou égale 4 a.

2.2.2 Notion de comonotonicité

Soicnt X ¢t X5, deux variables définics sur un méme cspace de probabilité.
On dit que Xy et X5 sont comonotones si ¢t soulement si Uon peut trou-
ver deux fonctions croissantes f ot g, ainsi qu'unc variable aldatoire U uni-

formément distribuée sur Vintervalle [0, 1], tel que

Xy =f{U) ct Xp=g(U). (2.2)

2.3 Propriétés de la VaR

La VaR posstde les propriétés suivantes.

Propriété 1 La VaR,(X) est translative et équivariante. Autrement dit, on

a
VaRo (X + ¢) = VaR,(X) + ¢ (2.3)

pour tout ¢ € R.

Démonstration Puisque par définition on a

P{X + ¢ < VaRy(X +¢)} = a,
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on peut déduire que
P{X < VaRa(X +¢)—c} = a.
Ainsi,
VaRy{(X) = VaRo(X + ¢) — ¢,

d’ou le résultat.

Propriété 2 La VoR, est positivement homogéne, ce qui signifie que pour
tout ¢ > Q, on a

VaR4{(cX) = cVaR,(X) (2.4)

et que pour tout ¢ < 0, on a

VaRq(cX) = cVaRi-o(X). (2.5)

Démonstration Supposons d’abord que ¢ > (0. Dans cc cas, on a
P{cX < VaRy(cX)} =«

¢t done
p {X < V——————~—3R“"(CX)} = a.

C

Ceci implique que
: VaRq(cX)

?

VaRo(X) = .

d’ou lc résultat.

Considérons maintenant le cas ol ¢ < 0. Dans cotte situation, nous avons

P{cX < VaR,(cX)} = a,
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ce qui est équivalent &

P {X > ____VaRa(cX)} =a.

c

Par conséquent,

P {X < ——VaR“’(CX)} ~1-a,
[

ce qui revient a dire que

VaR,(eX
VaRy_o(X) = —orel2) c(c )

soit cncorc

cVaRy_o(X) = VaR,(cX).

Remarque Comme cas particulier de la propriété 2 ot c = —1, on trouve

VaRe(—X) = —VaRy_o(X). (2.6)

Tel que mentionné dans introduction, la VaR n'cst généraloment pas unc
mesure sous-additive. Cependant, dans le cas particulicr ou les risques sont
comonotoncs, on pcut montrer quc VaR,(X ) cst additive. Cette obscrvation

cst formalisée ci-dessous.

Propriété 3 La VaR, est comonotone additive. En d’autres mots, si X,

vy Xn sont des risques comonotones, alors

V&R,a (i X,,> = in'Ra(Xz) (27)
=]

=]

Démonstration Par définition, on a

P {i X; < VaRq (i X,;) } =a.

=1 i=1
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En utilisant le fait que les variables aldatoires Xy, ..., X, sont comonotones,

on peut alors éerire

X, =FYU), i=1,...,n

2

Ainsi,

P {i FHU) < VaR, (i Xa-) } = a.
i=1

=1

Posons maintcnant
glu) = ZFfl(u) ¢t a=VaR, (ZXi) .
=1 i=1
On a alors

P{o(U) < a} =,

cc qui implique que

P{U <gHa)}=a.

Par suitc, on voit quec g7%(a) = @, cc qui signific quc ¢ = g(a). Par

conséqucent,

VaRq (i Xi) = Xn:F;'l (a),
=1

=1

ce qui revient au méme que
k13 n
VaR, (Z Xi) = VaR,(X,).
i=1 i=1

2.4 Limites de la VaR

La VaR. permet de juger comment P'utilisateur peut redistribucr les titres dans

son portefeuille pour obtenir le niveau de risque désiré, mais celui-ci se doit
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dc comprendre les limites de cet instrument. De plus, ’étude effcctuée par
Beder (1995) vient compléter ¢t appuyer mathématiquement ces limites. Elle
démontre que la simplicité de la VaR cst séduisante, mais que les résultats
de Pestimation de la VaR. ont unc différence significative.

Les limites de la VaR se divisent essenticllomoent en deux catégorics : les
limites inhérentes au concept et celles résultant d’approximations délibéré-
ment consentics. Les unes ct les autres scront passées cn revue a tour de role

dans les paragraphces suivants.

2.4.1 Limites conceptuelles

Lios limites conceptuclles sont des factcurs importants & considérer. En cffct,
le concept de la VaR. s’appuic sur des hypothéses qui sont parfois contestdées
par les faits. L'hypothtsc de la normalité de la variation des prix utilisée
dans certaines méthodes, telles que GARCH ou la méthode de volatilité
constante cst compromise par certaing mouvements extrémes des marchés.
Les variations oxtrémes des rendements journalicrs, qu'ils soient positifs ou
négatifs, sc produiscnt plus fréquemment sur les marchés.

D’ailleurs, méme si deux gestionnaires utilisent la méme technique quan-
titative, ils appliquent souvent des hypothtses différentes faisant en sorte que
les résultats de la VaR. sont différents ot que, par conséquent, les exigences
de capital different.

La distribution rclative des données jouc un réle important dans Pesti-
mation de la VaR. Le Comit¢ de Béle suggere aux gestionnaires d’utiliscr un
minimum d’'une année de données pour la caleuler. Les changements struc-

turcls dans 1’¢conomic peuvent provoquer également une sous-cstimation de
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la VaR. si coux-ci sont soudains ot imprévus. Le mdécanisme des taux de
change curopéens cn est un cxemple.

De plus, la difficulté des économistes & fairc des prévisions conjoncturclles
nous démontre que la capacité du passé & anticiper 'avenir au travers des
modeles de prévisions économétriques cst limitée. Sclon Beder (1995), P'his-
toirc doit se répéter pour que les résultats puissent prédire le futur.

Beder (1995) constate que les résultats sont différents d’une méthodologic
A I"autre. De plus, dans plusicurs situations, I'cstimation dec la VaR n’est pas
la méthodologic idéalc pour évaluer correctement lc risque de gestion. La
VaR indique qu’avee une certaine probabilité, utilisateur peut s’attendre
3 éprouver des pertes considérables, mais cette méthodologic n’indique pas
I'importance monétaire que cclle-ci peut amencr. Si lc gestionnaire veut
connaitre la dimension ot la fréquence de la plus mauvaise perte, la VaR
ne lui fournit aucun conscil. En d’autres mots, la VaR pourrait la sous-
estimer. Afin de contrer cet inconvénient, cclui-¢i peut utiliser la technique
dite du “ Worst-Case Scenario Analysis® (WCSA) proposé par Richardson &
Whitclaw (1995).

Un autre point important & considérer cst la liquidité des marchés. En
offet, la VaR supposc que les titres sont liquides, pouvant étre vendus a
I'intéricur de Phorizon de temps caleulé. Cependant, plusicurs titres de firmes
sont illiquides, ne pouvant par conséquent étrc vendus rapidement. Si la
vente pouvait avoir licu, clle se ferait & un prix moindre, faisant cn sortc
que Pestimation de la VaR sous-cstimerait la perte effectivement réalisée.
La liquidité des marchés, qui suppose qu’on puisse vendre les positions a

Ihorizon choisi, n’est pas toujours celle qu’on attendait, surtout lors de forts
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mouvements.

Pour choisir la bonnc méthode, il est important de tenir compte de
I'horizon de temps. Calculer la VaR, sur unc période particulitre peut nc pas
prendre Voption de liquidité d’un titre, si cclui-ci ne peut &tre ¢changé sur
Phorizon dc temps calculé, créant par conséquent unc limitation sur analysc
d’exposition au vrai risque. En revanche, l'allongement de Phorizon limite
3 la prédiction de la volatilité par les modeles économétriques ct repose sur
Phypothése certainement fausse que le gestionnaire ne réagira pas durant la
période.

Le risque de erédit est difficile 8 évaluer par Uestimation de la VaR. Par
conséquent, il scrait préférable pour le gestionnaire d’inelure unc analyse du
risque de crédit dans la méthodologie de la VaR. Le paramtre de probabilité
est un facteur important A considérer. En cffct, si la probabilité choisic ost
trop faible, il y a possibilité¢ de sous-cstimer le risque. En revanche, si clle cst
trop dlevée, elle sera plus unc mosure du bruit statistique qu’un indicateur
de risque.

Plusicurs entrepriscs font Uerreur de caleuler une VaR, 4 99%, on sc disant
gu'clles ne peuvent pas perdre plus que Uestimation de la VaR ct cola &
Pintéricur d’un pourcentage de temps, par exemple un peu moins de trois
jours ouvrables par année. Or, on s’apercoit que la VaR de niveau 99%
change significativement en fonction de Phorizon de temps, de la basc de
données, des hypothéses de corrélation du modele mathématique, ainsi que
des techniques quantitatives qui sont utilisées. En conséquence, la VaR nc
fournit pas avee certitude les résultats, mais plutdét une attente de résultats

baséc sur des hypotheses spécifiques. D'aillcurs, la critique ne repose pas
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cssenticllement sur les faiblesses du concept de la VaR, mais sur la diversité
des hypothéses sous-jacentes qui viennent miner la méthode de la VaR par le

manguc d’accord des utilisateurs au sujct de la standardisation du produit.

2.4.2 Limites résultant d’approximations

La problématique étant posée ct la réponse conceptucile formulée, il reste
dorénavant & surmonter les obstacles de la mise en ccuvre. Les trois points
critiques sont la qualité des données, la théoric appliquée ¢t le traitement de
Uinformation. Afin de compléter la VaR, tout gestionnaire sc doit d’envisager
le risque des mouvements extrémes des marchés. On fera par exemple varicr
la courbe des taux de un pour cent. iLa scconde Stape consisterait a ac-
tionner de facon cohdérente. Ainsi, comme nous nc pouvons pas identificer
les changemente soudaing dans Péconomic ot la fréquence des rendements
cxtrémes, il scmble prudent d’utiliser différents scénarios, done d’augmenter
les caleuls statistiques de la VaR avee des évaluations préjudiciables. Afin de
réussir ccla, il faut se baser sur des épisodes passés.

En fait, la VaR pourrait gtre basée sur des Gpisodes historiques scm-
blables, cn évitant les scénarios des théorics économiques et des expéricnees
cmpiriques désastreuses comme le changement de décisions de la banque cen-
trale du pays, I'instabilité politique, los changements économiques structurcls
ct autres événements dont la probabilité de se produire est faible ou qui nc sc
sont jamais passés. Alnsi, la capacité de sélectionner des seénarios approprids
cst un élément important dans la justesse de Pestimation de la VaR.

Mélou (1998) appuic Beder (1995) ct ajoute que le caleul de la VaR doit

¢tre validé par les faits. Cest Pobjet du “backtesting.” Celui-ci consiste 3
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s'assurer que le résultat réel ne dépasse la perte de la VaR que de temps cn
temps, la fréquence de dépasscment correspondant & la probabilité choisic.
Si clle survient plus souvent, on peut sc poscr la question de la pertinence
du modbdle utilis¢, mais il y a peut-étrc d’abord lc probléme du résultat de
Pactivité & résoudrc. Si elle survient moins souvent, le risque de Pactivité
est probablement surcstimé. Finalement, on y retrouve un probleme dans la
mise cn ccuvre mais ¢galement dans Uinterprétation des résultats.

Il est important dc comprendre les limites ot les tochniques financiéres
sophistiquécs. Par conséquent, la VaR devrait ¢tre utilisée au scin d’unc
entreprise ou le contexte ou la culture du management du risque est maftrisée
ct ce, non sculement par le directour de risque mais également par tous les
hauts dirigcants. Sclon Labreeque (1998), président de la Manhattan Bank,
“la VaR cst importantc mais ne saurait étre utilisée isolément.” De plus,
avoir de bons systémes cst important, mais on doit aussi pouvoir compter

sur une bonne équipe de gestion.



Chapitre 3

VaR conditionnelle

Suitc a la parution de Particle de Artzner ot coll. (1999), il cst devenu clair
que la VaR, ne saurait pas étre considérée comme une méthodologic adéquate
pour alloucr le capital économique dans les institutions financitres.

Tel que rapporté au chapitre préeédent, la principale limitation lide &
VaR,(X) vient de sa violation du principe dc sous-additivité. Artzner ot scs
collaboratcurs ont voulu suppléer & cotte lacunc en proposant unc nouvelle
mesurc de risque appelée la valeur-a-risque conditionnelle, notée ES, (X)),
également appelée “oxpected shortfall.”

Dans ce chapitre, nous allons étudicr plusicurs propriétés intéressantes de
ES,(X). De¢ nombreuscs illustrations numdriques ct graphiques, basées sur

des modgles probabilistes classiques, y seront également traitécs.

24
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3.1 Deéfinition et motivation

Soit X unc variable aléatoire représentant le risque associé & un portefeuille
donné. Sa valeur conditionnelle & risque, notée ES,(X), est unc mesure de
risque alternative a la VaR, que U'on définit comme suit :

ES.(X) =E{X|X > VaR(X)}, (3.1)

pour tout o € [0, 1]. Parmi les avantages de ES,(X) figurc la sous-additivité,

cc qui signific que

ES, (}E Xi> < f:ESa (x5,
=1 =1

ou XC,..., XS désignent des risques comonotones ct de mémes lois mar-
ginales que les risques Xy,..., X,,. Ccttc propritté scra démontréc dans la
suite.

3.2 Propriétés de la VaR conditionnelle

Dans cctte scetion, nous allons cxaminer plusicurs propriétés intéressantes
de cette nouvelle mesure de risque. Nous allons commencer par mettre cn

relicf une relation qui lic la VaR. conditionnelle & la VaR. classique.

Propriété 1 Pour tout risque X, ES,(X) peut s’écrire comme suit en terme

de la valeur & risque de X :

S, (X) = /'1 VaRa(X)du. (3.2)

-«

Démonstration Par définition, nous avons

ES.(X) = B(X|X > VaRa),
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qui peut s'éerire comme suit, on terme de la densité f de X :

1 +ca

ES(X) zf(x)dz.

~ 10 Jyen,
Soit F la fonction de répartition de X. Nous savons que la variable aléatoire
U = F(X) cst dc loi uniforme sur Uintervalle [0,1]. Effcctuons done le
changement de variable u = F(x) dans 'intégrale préeédente. Nous obtcnons
alors

z = FY(u) = VaR(X).
Par conséquent, on aura

1
ESQ(X):ﬁ / VaRo (X )du.

Nous allons maintenant établir la propriété d’homogénéité de la VaR, con-

ditionnclle.

Propriété 2 La mesure ES,(X) est invariante par translation, ce qui signifie

que pour tout c € R, on a

ESo(X +c) = ESa(X) +c. (3.3)

Démonstration D’aprés I'équation (3.2), nous obscrvons que

1
VaRu(X + c)du.

(2

ESo(X +¢)= ——

(X +e)=7—

On fait cnsuite appel & la propriété de la VaR déerite en (1.5), & savoir
VaRa(X 4 ¢) = VaRo(X) + c.

On obticnt alors

1
ESo(X + ) = 1—-_1-—& / (VaRu(X) + c}du = ESa(X) + ¢,



d’ol le résultat.

Cette propriété montre que si l'on ajoute ou Uon retranche un montant ¢
dans les comptes du centre de profit, Ie besoin en capital déerolt ou augmente
du mémc montant c.

Nous sommes maintenant cn mesurc d’aborder la propriété d homogéndité

positive déerite par le résultat ci-dessous.

Propriété 3 La mesure ES,(X) est positivement homogéne, de sorte que

pour tout réel ¢ > 0, on a
ES,(cX) = cESa(X). (3.4)

Démonstration En cffet, par définition, on a

1 1
¢t en utilisant le fait quc
VaR,(cX) = cVaR,(X)
pour tout u € [0, 1}, on obticnt alors
1 1
BS(eX) = - / VaRy (X )du = cESo (X),

cc qui achdve la démonstration.
Le résultat suivant montre une décomposition convexe de Uespérance du

risque cn fonction de la mesure ES,(X).
Propriété 4 Pour tout risque X, on a

E(X) = (1 — 0)ESy(X) — a ES;_a(—X). (3.5)
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Démonstration Nous avons

E(X) = E{X|X > VaRa(X)} P {X > VaRo(X)}
+ E{X]X < VaRo(X)}P{X < VaRa(X)}. (3.6)

Cedl équivaut &

E(X) = (1-a)E{X|X > VaRa(X)} + oE{X]X < VaR.(X)}

Il

fl

(1 — a)ES,(X) + aB{X|X < VaR,(X)}. (3.7)
Nous pouvons ensuite faire appel au fait que

E{X]X < VaRa(X)} = —E{-X|-X > —VaRa(X)}
= —E{-X|-X 2 VaRy (- X)}
= —ES;_o(-X). (3.8)

Par suite, on insérant (3.7) ct (3.8) dans (3.6), on obticnt (3.5), lequel cst lc

résultat désiré.

Remarque Comme conséquence du résultat précédent, nous avons la pro-
priété suivante :

ESy(cX) = —cES,(—X).

Démonstration D’apreés la propriété précédente, on a

ESu(_X) = aBS:-o(X) ~ B(X).

l-—a

ct comme, ES,(cX) = ES,{—(—cX)}, il vient
aBSi_o(—cX) — E(—cX)

l1—a

ESe{-(-cX)} =
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En utilisant la proprié¢t¢ 3, il résulte que

—caBES;—o(X) + cE(X)
l-a

ES,(—X) =
ce qui est équivalent &

ESa(—X) = —c{

aES;_o(X) - E(X)}
l1-a !
d’ou

ES,(cX) = —cES,(—X).

Nous allons maintenant étudicr la monotonicité de la mesure ES,(X) au

sens de Pordre stochastigue convexe défini ci-dessous.

Définition Soient X et Y deux variables aléatoires. On dit que X est
inférieur ¢ Y au sens de Uordre conveze et on note X < Y si et seule-

ment si
E{¢(X)} < B{s(Y)}

pour toute fonction conveze ¢ pour laquelle ces espérances existent, ce qui

est équivalent 4 dire que pour tout t >0, on a

E {max(0, X — %)} < E{max(0,Y —1)}.

Notons que Vordre convexe cst aussi appelé “ordre stop-loss” dans les
éerits actuaricls, ou il est alors noté <. Ainsi, X ost inféricur & Y au sens
=g sl ¢t sculement si la prime stop-loss de X, notée 7x(t) = E{max(0, X —1)}
est plus petite ou égale & colle de Y, et ce pour tout ¢ > 0. De fagon cxplicite,

I’équation & vérificr est done

ﬂx(t) < Wy(t), t> 0.



Propriété 5 Soient X et Y deuz variables aléatoires. Alors

X <xY = ESu(X) < ESa(Y).
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Propriété 6 Si X,,..., X, sont des risques comonotones, alors
ES, (Z Xi) =) "ES.(X (3.9)
i=1 i=1
Démonstration Par définition, on a
ES, (Z X,-) = Vd,R (ZX) du (3.10)
i=1
ct puisque les risques Xy, ..., X, sont comonotones, alors d’aprés la proprié-
té 3 de la VaR, vue au chapitre précédent, il vient
n I
VaR, (Z Xi) =) VaR,(X (3.11)
i=1 i=1

En invoquant (3.10) ct (3.11}, on trouve ainsi

ESQ (i Xz) ﬁ 1 V(}.R.u (i Xz) du.

=1 ]

= = /ZVaRu(X)du
- 21— / VaR,(X;)du

=]

Il

= ZESa(Xi).

==l
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3.3 Exemples et illustrations

Dans cctte partic, nous illustrerons le caleul de la mesure ES,(X) dans
gquelques cas particulicrs. Des caleuls exacts scront présentés & la scetion
3.3.1. Puis, & la scction 3.3.2, nous cxploiterons la méthode de Monte-Carlo
pour approcher la VaR conditionnelle de certains modéles ot cette dernitre

ne peut &tre caleulée explicitement.

3.3.1 Formules explicites

Nous commengons par cxaminer le comportement de la VaR conditionnelle

associée au modele exponentiel.

Exemple 1 Si X est une variable aléatoire de loi exponentielle d’espérance

A, alors
ESu(X)=A—X In{l — ). (3.12)
Puisque la fonction de répartition de X est de la forme
F(z) =1- ¢
poﬁr tout x > 0, on voit tout de suite que
VaR,(X) = F ' {a) = -Aln(l — a).

Par conséquent,

1 1 .\ l—o
ES,(X) = / -Aln(l —u)du = 1 / In(v)dv
o [

l-a —Q

ct aprés intégration, on trouve

ESq(X) =X — Aln(l — a).
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Tablcau 3.1: Valeurs de la VaR ¢t de la VaR conditionncelle pour le modcle

exponenticl lorsque A = 2

a | VaRa(X) | ESa(X)
0,90 4,605 | 6,605
0,91 4816 | 68316
0,92 5,051 | 7,051
0,93 5319 | 7,319
0,04 5,627 | 7,627
0,95 5001 | 7,901
0,96 6,438 | 8,438
0,97 7,013 | 9,013
0,08 7,824 | 9,824
0,99 9,210 | 11,210

Lec tablcau 3.1 donne les valeurs numériques de VaR,(X) ct de ES,(X)

pour différents choix de a lorsque A = 2. La méme information cst repré-

sentée graphiquement 2 la figure 3.1, Quant 4 la figure 3.2, clle permet de

comparcr les courbes VaR,(X) ct de ES,(X) en fonction de o, pour trois

valeurs possibles de A, soit 2, 4 ot 10.

Exemple 2 Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur Uintervalle

[0,11. Alors

ESo(X)

_l+a

2

(3.13)
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Figure 3.1: Courbes de la VaR ot de la VaR conditionnelle pour le modcle

cxponenticl lorsque A = 2

En coffct on sait que la fonction de répartition d’une variable uniforme cst
F(x) = x pour tout = € [0,1]. Done,
F~Hu) = VaRy(X) = u
pour tout u € [0, 1]. Par conséquent,
1t l+a

1o ) T

ES.(X)
Notre troisicme cxemple de caleul explicite porte sur le cas d’une variable
aléatoire de loi de Parcto de paramotres v > 0 et 5 > 2.

Exemple 3 Soit X une varioble aléatoire de Poreto. Alors

_ - —a 1-1/8
ESa(X) = _7a {”(1 5 _)1 —1- o'.)}. (3.14)
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Loi exponentlelle
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T
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c— . vard
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D L A
08 [e2:4] 0.92 093 0.94 0.85 0.96

Figure 3.2: Courbes de la VaR. et de la VaR conditionnelle pour le modtle

exponenticl lorsque A = 2, 4, and 10
En inversant la fonction de répartition de la loi de Parcto de paramétres

v >0ct F>2, on trouve
VaR,(X) =y {1 —u)™/2 -1} (3.15)

ct donc
I »
ESu(X)=—— [ v{(l w1} du
1—-oJ,
En faisant lc changement de variables v = 1 — u, on trouve

l—ox
ES,(X) = ~1 :{0/0 (7Y% — 1) du,

ce qui permet de conclure que

=y [
ES“(X)"l—Qr{[j—-l —v]o .
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Tablecau 3.2: Valeurs de la VaR et de la VaR conditionnelle pour le modele

de Parcto lorsque A=2c¢t f =4

o | VaR,(X) | ES,(X)
0,90 1,557 4,817
0,91 1,651 5,071
0,92 1,761 5,362
0,93 1,888 5,702
0,94 2,041 6,109
0,95 2,229 6,612
0,96 2,472 7,259
0,97 2,806 8,148
0,98 3,318 9,515
0,99 4325 | 12,199

Par suite, o
ES.(X) = 1_—705 {/3(1 ;iz)i—u,-s - a)} '

Remarque Notons qu’on peut exprimer ES,(X) en fonction de VaR,(X)

comme suit :

ES,(X) = 'y{

BVaRy(X) + 1

-1

(3.16)

Lc tablcau 3.2 donne les valeurs de VaR (X)) ot ES,(X) lorsque A = 2 ot

B = 4. La méme information cst reproduite graphiquement a la figure 3.3.
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Figurc 3.3: Courbes de la VaR. et de la VaR conditionnelle pour le modéle

de Parcto lorsque A=2ct f =4

Exemple 4 Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy canonique. Alors

ES,,(X) = Z_l.—lT')'/r In {sin(an)} — 1]. (3.17)

Sachant quc la fonction de répartition de X est de la forme
1 1
F(z) = 3 + - arctan(x)

on voit tout de suitc que
. 2 —
VaR,(X) = F~(u) = tan {(—”53)—”} . (3.18)

Par conséquent,

ES.(X) = —1~—_1——& /: tan {Qu—;—l)i} du.
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Faisons maintenant le changement de variable y = (2u—1)7/2. On trouve
ainsi

1 —~m/2

ES(X) = — tan (y) dy,
( ) (l - C\!)ﬂ' /(Zu—l)w/2 o (y) v

cc qui implique que

1

L T

[~ In{cos(y) g 1ympo-
Ceci nous permet de déduire que
BSo(X) = ———— [In{sin{am)} — 1].
(l—-a)r

Notons qu’il n’est pas toujours possible de caleuler explicitement la VaR
conditionnclle. Dans de tclles situations, on doit avoir recours & la méthode
de Monte-Carlo pour cn déterminer la valeur. Il s’agit d’unc méthode pro-
babilistc permettant d’approcher des intégrales.

Dans la scction suivante, nous allons illustrer cette méthode pour caleuler

ES,(X) lorsquce X suit respectivement unc loi normale et unc loi de Weibull.

3.3.2 Principe de la méthode de Monte-Carlo

Soit f unc fonction réclle intégrable sur un intervalle [a,b]. La méthode de
Monte-Carlo donne unc approximation raisonnable de Vintégrale de f sur
[@,b]. Lidéc de cctte méthode consiste tout d’abord & générer unc suite
de variables aléatoires Uy, ..., U, indépendantces ot uniformément distribuées
sur [0,1]. On peut ensuite approcher Uintégrale de f sur [a,b] par la somme

suivanto:
b—-a
n

> fla+ (- a)Ui}.

=}

/: flz)dr =
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Ci-dessous, nous allons appliquer cette approximation dans le contexte de la

loi normale.

Exemple 5 Soit X unc variable algatoire de loi normale N{u,o?) ct de
fonction de répartition F. Soit ® la fonction de répartition associde & la loi

normale centrée réduite M (0,1). Dans cc cas, on trouve
VaRo(X) = F ' (a) = 0@ (a) + p

¢t par suite

o 1 1
1_0{‘/&@ (u)du + p.

Dans cet exemple, il est claircment impossible de caleuler explicitement

ESa(X) =

ES,(X). Afin d’en approcher, on peut toutcfois recourir & la méthode de
Monte-Carlo déerite préeédemment. L’approximation vouluc cst
O .
ES,(X) ~ EZ;(I) Ha+ (1 - a)U} + p.
Le tablcau 3.3 donnce des valeurs approchées de ESL(X) ot VaRo(X)
lorsque X ~ N(0,1). La méme information est rcproduite graphiquement 2

la figurc 3.4.
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Tablcau 3.3: Valeurs dc la VaR ¢t dc la VaR conditionnelle pour le modcle

normal centré réduit

o | VaRo(X) | BSL00) |
090 1282| 1,752
091| 1,341| 1,801
092| 1405 1,855
093| 1476 1,915
094 1555| 1,98
005| 1645| 2,060
096| 1751 2,151
097| 1881 2,265
008 | 2,054 | 2,418

098] 29| 2663

Exemple 6 57 X est une varioble aléatoire de loi de Weibull de paramé-

tres 3> 0 et A > 0, alors

ES.(X) = Ti—a/l —5 {In(1 — 2)}** da. (3.19)

Sachant que la fonction de répartition d’unc variable aléatoirc qui suit la

loi de Weibull de paramoétres 8 > 0 ¢t A > 0 g'cxprime sous la forme
Flz)=1- e @lBY
on voit sans difficulté que

VaRy(X) = F~ (u) = =4 {In(1 —u)}'"*, (3.20)
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Figurc 3.4: Courbes de la VaR ¢t de la VaR conditionnelle pour le modéle

normal centré réduit
d’ol il s’cnsuit que

ES.(X) = 1%&/ —f{In(1 — u)}'/* du.

Comme cotte intégrale ne posséde aucunc primitive explicite, unc ap-
proximation du résultat par la méthode de Monte-Carlo s'impose. Ainsi, on

aura:

—

=

—Z BlIn{(1 - a)(1 - U}

Lc tablcau 3.4 donnc I résultat de I'approximation de VaR,(X) ct dc
ES4(X) lorsque A = 2 ¢t = 4. La méme information cst donnée sous forme

graphique & la figurc 3.5.
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Tablcau 3.4: Valcurs de la VaR ct de la VaR conditionnelle pour le modcéle

de Weibull avee paramétres A=2ct f =4

a | VaRa(X) | ESq(X)
0,90 6,070 | 7,196
0,01 6,207 | 7,314
0,92 6,357 | 7,444
0,03 6,523 | 7,588
0,94 6,700 | 7,751
0,95 6,923 | 7,939
0,96 7,176 | 8,164
0,97 7,490 | 8,443
0,98 7012 | 8822
0,99 8,584 | 9,434

La dernicre illustration, présentée & la figurce 3.6, pormet de comparer les

valeurs de VaR,(X) ot de ES,(X) lorsque A = 2,4 ot 10 ¢t que 3 = 4.
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Figurc 3.5: Courbes de la VaR ¢t de la VaR conditionnelle pour le modéle

de Weibull avee paramotres A =2 ¢t § =4

Figurc 3.6: Courbes de la VaR ot de la VaR conditionnclle pour le modéle

de Weibull avee paramdétres A = 2,4,10 ct =4
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Chapitre 4

Calcul de majorants pour la

VaR conditionnelle

Dans ec chapitre, nous allons déterminer dos majorants pour la VaR con-
ditionnelle de la somme X = Xy + --- + X, de n 2 2 risquos dont les lois
marginales sont particllement connues. Plus précisément, nous allons exa-
mincr deux méthodes permettant de construire des majorants de ES,(X)
lorsque p; = E(X;) ot o = var(X;) sont connus pour tout i € {1,...,n}.

La prcmitre approche sc bascra sur le concept de monotonicité. Cette
solution a été proposéc par Hirlimann (2002). Pour sa part, la scconde
méthode fera Pobjet d’une maximisation du majorant de ES, (X)) par rapport
a4 la variance du risque global X. Cette méthode a é6¢ introduite par Genest,
ct coll. (2002) pour fournir un majorant de la prime stop-loss de la somme
de n risques.

A Vinstar dc Hiirlimann (2002), la VaR ct la VaR conditionnelle scront

43
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définis dans cc chapitre par
VaRo(X) = F (1 -a) ct ES,(X)=E(X|X > VaR),

ou F désigne la fonction de répartition du risque X.

4.1 Majorant supérieur univarié de la VaR
conditionnelle

Soit X unc variable aléatoirc positive & valcurs dans un intervalle [A, B].
On supposc qu'on connait sculement la moyenne g = E(X) > 0 ct la va-
riancc o2 = var(X) > 0 du risquc X. Dans cc contexte, Hiirlimann (2002)
(voir théortme 3.1) a obtenu le meilleur majorant possible de ES,(X). Ce

majorant cst cxprimé cxplicitement comme suit ¢

{

B sia< fu, o),
ESa~m"x(X) =4 t(,u‘a g, Q') 8 j(ﬂ’) 0) <a< g(:u” 0)’ (41)
L Tk, a) si a2 g(poa),
ou
o2
flp,o) = 2T (B_p? (4.2)
_ (A-pp? ..
g(#* U) - o2 + (A _ u)z ’ (4‘3)
T(M,a):Mngﬂ_—_é)&(_l_—_ﬂ'-), (4.4)
ct —

t(p,0,0) = p+ 0\/ . (4.5)

834
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4.2 Majorant supérieur de la VaR condition-
nelle de la somme de risques dépendants

Pour tout ¢ € {1,...,n}, dénotons par X; un risquc borné & valcurs dans
[4;, By] pour lequel BE(X;) = p; ot var(X;) = o2 sont connus. On supposce
que la structure de dépendance entre les risques Xj,..., X, cst inconnuc.
Notrc objectif dans cette partic consiste 2 majorer la VaR, conditionnclle de
la somme X = Xy +---+4 X, de ces variables aldatoires. Plus spécifiquement,
on veut déterminer un majorant de ES,(X), qui sc calculera explicitement en
fonction des valeurs de g; ¢t de az-z des risques individucls. Afin de résoudre cc
probléme, nous cxaminerons deux approches qui font intervenir le majorant

univari¢ donné par (4.1).

4.2.1 Meéthode basée sur la comonotonicité

Le principe de cette méthode consiste & majorer chacunc des VaR. condi-
tionnclles ES, (X;) par la valcur correspondante de ESy max(X;) obtenue cn
remplagant respectivement p, o, A ¢t B par p;, 0;, A; ¢t B; dans (4.1). Ainsi,
on a
ESa(Xi) € ESq max(X:)

pour tout ¢ € {1,...,n}. Maintcnant, considérons unc suitc dec variables
aléatoires comonotones X, ..., XC ot dec méme lois marginales que les
risques Xy, ..., X,. Posons X€ = XlC 4ot X,(f. En invoquant la propriété

de stabilité de Vordre convexe, on observe que

X <o X©,
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cc qui implique

ESa(X) < ESa(X°).

Puisque X¢,..., XY sont comonotones, il g’cnsuit que
k13 n
ESo(XC) = D ESa(X) =) ESJ(X:)
i=1 =1
n
S ZESa,max(X‘é) = Esglna.x
i=1
Par conséquent,
b3
ESa(X) < ESS ) = D ESamax(Xi). (4.6)
i=1

Notons quc lc majorant ESS‘LM donné par cette approche cst explicitement

calculée & partir de (4.1) ct de (4.6). Cc résultat fait 'objet du théoréme 5.1
de Hirlimann (2002).

4.2.2 Meéthode basée sur les corrélations

L’idée de cotte méthode consiste & voir la somme X = X + - - - + X, commc
unc variable aléatoirc univariée & valcurs dans [A, B], avec A = A1+ -+ 4,

¢t B= By +---+ B,, ct telle que

n n
EX)=p= Zﬂz‘ ot var(X) =02 = ng +22pijgiaj'

=1 i=1 i<j

Par conséquent, on peut majorcr ES,(X) par unc valeur ES, (X, p) cal-
culée & partir de (4.1) avec A, B, p ct o2 définis ci-dessus. Notons que co
majorant cst unc fonction de la matrice p des corrélations py; spécifiées entre

les risques X; et X pour tout 4,5 € {1,...,n}. Pour obtenir un majorant



47

qui nc ticnne pas compte de la structure de corrélation, on doit maximiscr

ESa max{X, p) par rapport a la matricc p. Ainsi, on aura

ES,(X) < BES®)

o max
ol

S = % {ESa max( X, )} (4.7)

En utilisant lc fait quc la fonction f(y, o) définic par (4.2) cst croissantce

cn o ct que Vapplication g(p, o) définic par (4.3) est décroissantc cn o, on

peut montrer que la solution du probléme (4.7) sera cxplicitcment donnée

par lc résultat suivant.

Proposition Le majorant ES®__ est explicitement donné par

Q,max

4

B st o< flp*,o%),

ESQhax = { max {t(u*,0%,a),r(u",0)} si f(u*,0%) <a<glut,o”),

| (et o) st a>g(pt o).
(4.8)

ou r{p*, a) et t(u*, 0%, a) sont données par (4.4) et (4.5), avec
A:Al+"'+Ana B:Bl+"'+an

pr=p At et ot =04+ o

4.2.3 Majorants lorsque les risques sont non bornés

Dans plusicurs situations pratiques, il arrive que les risques Xy, . .., X}, soicnt

non bornés, Pour majorcr la VaR conditionnelle de X = Xy + -+ 4+ X, il
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suffit alors dc prendre A; = 0 ¢t B; — oo pour tout 7 € {1,...,n} dans (4.6)

ct (4.8). Ainsi ces dernicrs majorants sc réduiscent-ils &

n
ESS,Zna.x = Z ESa,max(Xi)> (49)
i=1
avee
By + 05 —2 0<a<u?(u?+0?)
4]
ESemax(X1) = (4.10)
il s a2 u/(u?+od),
ct
* . j1za ; ¥2 /(%2 2
y +o 5 si 0<a<p?/(p*+0*?)
B = (4.11)
p*/a si a> H*2/(#*2 + 0,*2)’
avcee

n n
U*ZZ%’ ot ;L*—_—Z}ti.
=1 =1

Remarquons que les majorants }*]Sfxl‘)maLX ct ESff)m&x ci-dessus coincident
lorsque les cocflicients de variation des risques sont égaux, ¢’cst-a-dire quand

Lt S ]

(o3} (27 )
Cecei est le cas, par cxemple, du modele exponcnticl.
4.3 Comparaisons des deux approches

Pour avoir une idée de 1a meilleure approche, nous allons faire unc comparai-

son des majorants (4.9) ct (4.11) dans le cas ot X = X; + X2. On suppose
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sans perte de généralité que oy /py < 02/ pa. Cecd implique que

*

J] g J9

2l <2

HL TRt T p
ct par conséquent

4 < <ty
avee
*2 2
et ot = s, i=12
Pt ot Ki + o]

Maintenant, de (4.9), (4.10) et (4.11), on obscrve que ESSZM_X ct ES@ .

coineident lorsque a € [0,21] U [82,1]. 11 cst facile de voir que lorsque a €

[, ta], ESW < ES(Z) . En cffet, si @ € [#4,7*], on a

a.max —

1) 2)
ES{) ., <ESE .,
ct done
lwo
M/Ot+;u»2+cr2 <y 4 a*

ce qui est équivalent & o € {1,¢*]. De méme, si o € [t¥, tz} on voit que

ES{)

o, max

< ESY)

max:?

: /1 —a *
&+u2+62' S/i‘v
& [83 [834

ce qui est la méme chose que a € (£, 23], d’ou lc résultat.

¢e qui signific que

Par conséquent I'approche basée sur la comonotonicité est meilleure que
celle basée sur la corrélation. Notons que pour la VaR, Genest et coll. (2002)
ont fait la méme constatation dans lc cas n = 2. En d’autres termes, la

mdéthode basée sur la comonotonicité fournit dec meilleurs majorants sur la
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VaR classique. Toutcfois, Mesfioui & Quessy (2005) ont récecmment montré
que pour majorcer la VaR, l'approche fondée sur les corrélations surpassc celle
qui optimise dircctement & partir de la structurc de dépendance sous-jacente

aux risques, au moins dans le cas n = 2.

4.4 Exemple numérique

Cette section présente une bréve illustration numdérique du caleul des majo-
rants ESSZMX ct Esﬁflm obtenues par les deux approches décrites dans los
scctions précédentes. Nous cxamincrons le cas ou les risques sont bornés.
Pour ce faire, nous choisirons dix risques X,..., Xyp bornés ct distribués

sclon le modéle Béta. Plus précisecment, nous supposcrons que
Xi ~ Béta(ai,bi), 1= 1,,10

ce que signific que la densité f; de X est de la forme

1 . ,
— sl -2 si0<z <,
F(O}i, bz) ( ) - -

filz) =
0 sinon.
Lci,
MNai, bi) = / i w)b“ld:c‘
0
Ainsi la moyenne ot la variance de X; scront respectivement données par
a; a;b;
= —— ¢t o2= L , i=1,...,10.
Ha a; +b; : (ai + b,;)z(ai +b; + 1)' ’

Afin dc fairc unc comparaison numérique des majorants cn question, on pose

=1 ¢t b=1i+1, i=1...,10.
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Tablcau 4.1: Valeurs numériques des deux majorants de la VaR condition-

nclle de la somme do n variables Béta

a | ESYhax | BESShax
0,1 ] 10,320 | 44,096
0,2 8,000 22,048
03| 6,958 | 14,699
0,4 6,369 11,024
05| 598 | 8819
06| 5703| 7,349
0,7 5,602 6,299
0,8 5,353 5,512
0,9 5,171 4,899

Lcs valeurs numériques des majorants ESQLM ct ES?}DM sont consignées au
tableau 3.5, Comme on pent le constater, le majorant E.S'é{x)mx fourni par
Papproche de Hiirlimann (2002) est ici bien plus fin que cclui donné par la

formulc ES®

a,max”
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