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Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’utiliser les méthodes de simulation ab initio dans le but
d’étudier les phénomènes de conduction et d’absorption. La théorie de la fonctionnelle de
la densité (DFT) sera le point de départ de ces recherches. Puisque les deux sujets sont
différents, ils seront traités dans des sections séparées lorsque possible.

En ce qui a trait à la conduction, l’objectif est de déterminer la conductivité élec-
trique sans employer de paramètre empirique et d’obtenir des résultats proches des valeurs
expérimentales pour le cuivre à température pièce. Ceci implique que les interactions
électron-phonon représentent le terme dominant pour la conductivité électrique et que la
contribution des impuretés peut être négligée. Une attention particulière est portée aux
différentes approximations utilisées dans la littérature.

Dans le cas de l’étude des phénomènes d’absorption, l’objectif est de prédire l’enthal-
pie, l’énergie de Gibbs et l’entropie d’absorption d’hydrures métalliques. Puisque les
sites d’absorption des structures étudiées ne sont pas documentés dans la littérature,
une méthode naïve d’ajout aléatoire de molécules d’hydrogène sera utilisée. Ensuite,
chaque atome sera relaxé à un minimum local à partir de la force perçue par chacun des
atomes. Ces propriétés seront comparées avec des résultats expérimentaux. L’optique de ces
recherches est d’ouvrir la porte à des méthodes ab initio plus efficaces dans de futures études.

Mots clés : Matière condensée, absorption, conductivité électrique, théorie de la
fonctionnelle de la densité, hydrures métalliques, théorie des perturbations à N corps,
couplage électron-phonon



Abstract

This thesis deals with ab initio simulation method to study conduction and absorption
phenomena. The density functional theory (DFT) is the starting point of this project. Since
conduction and absorption are vastly different, they will be treated separately when possible.

The first objective is to predict the electrical conductivity without using empirical
parameters and to obtain result close to experimental value for copper at room tempera-
ture. This means that we will neglect the contribution of impurity and only look at the
contribution of phonons. For this topic, a special regard will be put toward the various
approximation commonly used in the literature.

The second goal of this thesis is to determine the enthalpy, the Gibbs free energy
and the entropy of absorption of metal hydrides. To do so, since the absorption sites are
not known for these structures, a naive method will be used where hydrogen molecule is
randomly added into the structure. Then, every atom will be relaxed to a local minimum
by iteratively calculating the force applied on each of them. These results will be compared
to experimental values. The optic of this research is to open the door to a clear and efficient
methodology for future ab initio absorption study.

Keywords : Condensed matter, absorption, electrical conductivity, density functio-
nal theory, metal hydrides, many-body perturbation theory, electron-phonon coupling
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Introduction

Les méthodes de calcul ab initio (à partir des premiers principes) permettent de résoudre
les équations de la mécanique quantique dans les matériaux réels. Ce mémoire se consacre
à l’analyse et le développement de logiciels de simulation ab initio se basant sur la théorie
de la fonctionnelle de la densité (DFT). Deux sujets très différents seront traités : la
conductivité électrique et l’absorption de l’hydrogène.

Mes recherches dans le domaine de la DFT ont débuté au cours d’un stage d’été
dans lequel j’ai généré et étudié les propriétés électriques du Ti3C2(OH)2 sous forme
bidimensionnelle. Au cours de ce stage, il a été constaté que le logiciel utilisé effectuait une
distinction significative entre les propriétés des électrons et des trous. Bien que justifié dans
le cas de semi-conducteurs, cette distinction n’est pas bien définie dans le cas de métaux
et ainsi le logiciel de simulation ne permettait pas de déterminer de façon rigoureuse les
propriétés électriques d’un métal. J’ai poursuivi ce projet de recherche durant ma dernière
année de baccalauréat en me familiarisant avec la théorie de la conductivité électrique et en
commençant l’implémentation d’une interface de calcul de la conductivité électrique dans
les métaux. Finalement, durant les 9 premiers mois de ma maîtrise, j’ai finalisé ce projet en
complétant l’implémentation, en ajoutant des tests, des exemples et des valeurs de références.

Pour la conductivité électrique, seule la contribution des phonons sera considérée.
Cette approximation est valide pour des températures assez élevées (de l’ordre d’environ
200 K et plus, en fonction des matériaux). À des températures plus basses, les impuretés du
matériau ne sont pas négligeables et une différence significative est attendue par rapport aux
résultats expérimentaux. Comme il sera vu au chapitre 2, la théorie et les équations sont
relativement bien établies pour ce domaine. L’objectif a été d’implémenter une interface de
calculs de la conductivité électrique limitée par les phonons pour les métaux dans le logiciel
Abinit [1] et de prouver sa fiabilité. Non seulement l’interface de calcul de la conductivité
électrique a été retravaillée, mais j’ai aussi ajouté une série de tests automatisée à la suite
de tests d’Abinit. Finalement, j’ai aussi ajouté des exemples et des fonctions facilitant la
création de calcul dans l’interface de calcul de haut niveau d’Abinit et j’ai effectué une
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série d’étude sur le cuivre afin de prouver la précision, la fiabilité et les limites de mon
implémentation.

Après avoir complété cet aspect de mes recherches, j’ai continué ma maîtrise en étu-
diant les phénomènes d’absorption dans les hydrures métalliques de type A2B7. Bien
que la modélisation des phénomènes d’absorption de l’hydrogène à l’aide de simulations
numériques est un sujet d’étude relativement commun [2–5], peu emploient des méthodes
DFT. Mon objectif est de définir une méthode précise et efficace permettant de prédire
les propriétés d’absorption d’hydrures métalliques à l’aide de la DFT et sans paramètre
empirique. Les hydrures métalliques de type A2B7 ont été étudiés en générant une centaine
de configurations où des atomes d’hydrogène sont aléatoirement positionnés dans la
structure. Notons que l’étude des phénomènes d’absorption à l’aide de la DFT est beaucoup
plus complexe qu’initialement envisagée et sera poursuivie au cours de mon doctorat à
l’aide d’une méthode plus efficace basée sur des potentiels interatomiques générés par
apprentissage machine.

Conductivité électrique
La conductivité électrique est une propriété fondamentale qui indique la capacité d’un

matériau à transmettre un courant électrique sans dissiper son intensité. L’étude des
propriétés électriques est un sujet important, non seulement au niveau des semi-conducteurs
dans des applications électroniques, mais aussi dans les métaux.

Originellement, l’étude des propriétés électriques de matériaux s’est basée presque ex-
clusivement sur des travaux expérimentaux et des modèles empiriques. De récentes avancées
ont permis de révolutionner le domaine en offrant un cadre théorique précis utilisant la
DFT afin d’étudier la conductivité électrique sans utiliser de paramètre empirique [6, 7].
Ceci ouvre la porte à une méthode générale permettant l’étude de la conductivité électrique
d’un grand nombre de matériaux sans avoir à les synthétiser à priori.

Entre autres, les matériaux bidimensionnels présentent des propriétés électriques très
intéressantes et significativement différentes des matériaux tridimensionnels. Depuis
l’engouement mondial sur le graphène, les matériaux bidimensionnels sont au cœur de la
recherche en physique de l’état solide.

Par exemple, les MXènes [8] sont une classe de matériaux très prometteurs pour un
grand nombre d’applications, notamment pour leurs propriétés électriques qui permettraient
de faire de bons supercondensateurs [9]. Ceux-ci sont composés de n+ 1 atomes d’un métal
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de transition, de n atomes de carbone ou de fluor et d’une terminaison de surface. La
synthèse de ce type de matériaux est complexe et est encore un sujet de recherche important.
Une trentaine de ces matériaux ont été synthétisés et étudiés expérimentalement alors que
plus d’une soixantaine ont été étudiées numériquement [10, 11]. Une étude préalable des
propriétés des MXènes permettrait de sélectionner les plus prometteurs afin de concentrer
les efforts de synthétisation sur ces matériaux.

Mes travaux consistent à implémenter une interface de calcul de la conductivité élec-
trique limité par les phonons dans le logiciel Abinit. Pour bonifier cette implémentation, des
calculs ont été effectués sur le cuivre afin d’estimer la précision et les limites des résultats
obtenus. Une série de tests a été ajoutée afin d’assurer la fiabilité des résultats. Finalement,
des exemples ont été ajoutés à l’interface haut niveau d’Abinit afin de faciliter l’exécution de
calculs de conductivité électrique. Ce mémoire est consacré à présenter le cadre théorique
permettant le calcul de la conductivité électrique, l’implémentation de cette interface de
calcul dans Abinit et les résultats obtenus sur le cuivre. Notons que l’implémentation dans
Abinit a été faite dans le but d’étudier les propriétés électriques des MXènes. Toutefois,
cette étude a été effectuée par d’autres chercheurs de mon groupe de recherche et un article
scientifique est en cours de rédaction afin de présenter les résultats obtenus grâce aux
nouvelles fonctionnalités d’Abinit. Par contre, les propriétés électriques des MXènes ne
seront pas présentées dans le cadre de ce mémoire.

Absorption de l’hydrogène dans les hydrures métalliques
Contexte technologique

La dépendance aux énergies non renouvelables mène à des crises environnementales,
économiques et politiques. Pour solutionner ces problématiques et faire face à l’épuisement
des réserves mondiales, le Canada a établi la Stratégie Canadienne pour l’Hydrogène [12].
Dans celle-ci, l’hydrogène est mis de l’avant comme vecteur énergétique. Mes travaux
s’insèrent dans l’aspect de recherche et développement de cet appel à l’action.

Afin d’utiliser l’hydrogène comme vecteur énergétique, les piles à combustible sont
utilisées. Les piles à combustible permettent de transformer l’énergie contenue sous forme
moléculaire en énergie électrique. Pour être précis, l’oxydation d’un combustible réducteur
sur une électrode couplée à la réduction d’un oxydant sur une autre électrode permet de
générer un courant électrique [13, 14]. Dans notre cas, le dihydrogène est utilisé comme
combustible alors que l’oxygène est utilisé comme oxydant. Cette réaction chimique est
verte puisque le seul produit est de l’eau. Il existe plusieurs types de piles à combustible
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effectuant cette réaction et ces piles ont une gamme d’utilisation variée.

Une application prometteuse de l’hydrogène est dans les applications mobiles. Les
piles à combustible à membrane échangeuse de protons (PEMFC) sont les principaux
candidats pour ce type d’application. Elles fonctionnent à des températures entre 50 ◦C et
100 ◦C et ont un rendement énergétique entre 50 et 60%. Dans les PEMFC à hydrogène,
le combustible entrant est le H2. Cette molécule est ionisée pour produire 2 protons et 2
électrons. Les protons traversent le milieu électrolytique alors que les électrons traversent
un circuit électrique. Les électrons traversant le circuit génèrent une puissance électrique
qui peut être utilisée afin d’effectuer un travail. Finalement, l’oxygène est combiné avec les
protons et les électrons afin de former du H2O.

Bien que l’hydrogène sous forme diatomique, qui est nécessaire au fonctionnement de
piles à combustible, ne soit pas accessible directement dans la nature, il est possible
d’en former à l’aide de reformage à la vapeur d’hydrocarbures, d’électrolyse ou de pho-
tocatalyse [15]. Puisque la combustion de l’hydrogène produit seulement de la vapeur
d’eau, l’impact environnemental de l’hydrogène provient principalement de sa méthode de
production. L’hydrogène possède une densité massique d’énergie très élevée, ce qui en fait
un vecteur énergétique très prometteur.

Stockage solide

Pour que l’hydrogène soit viable, il faut réussir à le stocker efficacement. C’est un enjeu
majeur à cause de sa masse volumique qui est très basse aux conditions ambiantes (0.089
g/L) [16]. Il est possible de le stocker sous forme moléculaire (e.g. BH3NH3), dans des
bonbonnes hautes pressions entre 350 et 700 atm sous forme gazeuse, dans des bonbonnes
cryogéniques à des températures de l’ordre de 20 K sous forme liquide et dans des adsorbants
ou des absorbants sous forme solide [17]. Dans ce mémoire, l’absorption de l’hydrogène à
travers les hydrures métalliques sera analysée.

En 2009, Yang et al. [16] ont fait une liste de propriétés importantes pour l’utilisa-
tion de l’hydrogène dans des applications mobiles. Notons que ces propriétés dépendent
de l’efficacité des piles à combustible et peuvent être revues à la baisse. Dans cet article,
les piles à combustible à membrane échangeuse de protons (PEMFC) sont considérées.
Les critères présentés au Tableau 1 permettraient à l’hydrogène d’être utilisé dans des
automobiles standards et d’obtenir une autonomie de 805 km. D’autres facteurs comme
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Paramètres Objectifs
Absorption par masse 7.5 wt% H2
Absorption par volume 70 g H2/L

Température d’opération 233 K à 368-378 K
Pression d’opération Entre 0.3 MPa et 1.2 MPa

Cinétique 0.02 (g H2/s)/kW
Cycle 1500

Tableau 1. Propriétés de l’absorbant idéal pour les applications mobiles

la pureté de l’hydrogène relâché, la stabilité face à d’autres contaminants, l’efficacité de
stockage et le coût doivent aussi être pris en compte bien qu’il n’y ait pas d’objectifs précis
pour ceux-ci.

La température d’opération minimale de 233 K permet aux véhicules de fonctionner
dans des régions nordiques et la température d’opération maximale entre 368-378 K
correspond aux températures maximales qu’une pile à combustible peut atteindre. Pour
l’utilisation dans les piles à combustible, on vise une pression entre 0.3 et 0.5 MPa. La
pression maximale de 1.2 MPa correspond à un ordre de grandeur pour ne pas avoir à
grandement réduire la pression avant de l’utiliser dans la pile à combustible. La cinétique
du système correspond à la vitesse que l’hydrogène doit être relâché pour alimenter la
pile. Finalement, on cherche un absorbant capable de résister à 1500 cycles avant que ses
propriétés commencent à se dégrader. Un tel absorbant pourrait ainsi être efficace durant
toute la durée de vie du véhicule.

Les hydrures métalliques de type A2B7 sont de bons candidats pour le stockage de
l’hydrogène et sont le sujet de nos recherches. Ce type de structure est l’objet d’un
intérêt scientifique marqué et la connaissance actuelle de leurs propriétés thermodynamique
découle d’un grand nombre d’études antérieures [18–22]. Les principales références de nos
recherches sont présentées ci-dessous. Celles-ci introduisent les hydrures de type A2B7, leurs
propriétés d’absorption et une méthode afin de modéliser le phénomène d’absorption.

Denys et al. [18] ont étudié expérimentalement les propriétés d’absorption du La3MgNi14.
Le La2Ni7, bien que prometteurs en absorbant 20 atomes d’hydrogène par formule chimique
(1.45 wt%), n’est pas efficace puisqu’il libère seulement 10 atomes d’hydrogène (0.73 wt%)
dans un cycle d’absorption et désorption. Afin d’augmenter l’efficacité de ce type de
structure, Denys et al. ont prouvé qu’une substitution partielle du La pour du Mg réduit
légèrement le nombre d’atomes d’hydrogène absorbé à 9 par formule chimique (1.43 wt%),
mais permet d’en relâcher 90% (1.28 wt%) dans un cycle d’absorption et désorption. Ils ont
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trouvé une enthalpie d’absorption de -30.4 ± 0.9 kJ/(mol H2) et une entropie d’absorption
de -92 ± 3.7 J/(mol·K).

Pour faire suite à ces travaux, Zhang et al. [19] ont expérimentalement étudié l’ab-
sorption en hydrogène du Nd3MgNi14, c’est-à-dire un hydrure métallique de type A2B7 où
un des atomes de La a été substitué pour un atome de Mg. Cette substitution favorise le
cycle réduit légèrement l’absorption totale de l’hydrure, mais permet de relâcher une plus
grande quantité d’hydrogène lors de la désorption. À l’aide de diffractions à rayons X, ils
ont rapporté que cet hydrure métallique de type est un mélange de deux phases : une phase
hexagonale (2H) et une phase trigonale (3R)1. Les deux phases ont des énergies et une densité
très proche, ce qui explique la coexistance de ces phases. Ils ont respectivement trouvé une
absorption de 1.2 wt% à 298 K. Une enthalpie d’absorption de -29.4 kJ/mol et une entropie
d’absorption de -100.7 J/ (mol·K) pour le Nd3MgNi14. Plusieurs substitutions atomiques
ont été étudiées dans cette structure afin d’augmenter et de réduire le rayon atomique des
atomes de types A et B. Ainsi, le NdLa0.5Mg0.5Ni7, le NdY0.5Mg0.5Ni7, le Nd1.5Mg0.5Ni6Co
et le NdLa0.5Mg0.5Ni6Cu ont été synthétisés. Le La et le Y correspondent respectivement
à des substitutions du Nd pour des rayons atomiques plus grand et plus petit alors que
le Co et le Cu correspondent à des substitutions du Ni pour des rayons atomiques plus grands.

Liu et al. [20] ont analysé expérimentalement un alliage contenant de La0.85Mg0.15Ni3.65.
Cet alliage contient principalement des phases de (La,Mg)2Ni7 du (La,Mg)5Ni19 et LaNi5,
c’est-à-dire des hydrures métalliques de type A2B7, A5B19 et AB5. Afin d’optimiser
les propriétés du système, une deuxième substitution du La par plusieurs éléments est
considérée. Dans cette étude, une substitution par du (Sm0.75Mg0.25) est considérée afin
d’obtenir des alliages de La0.85−x(Sm0.75Mg0.25)xMg0.15Ni3.65 où x varie de 0 à 0.25. À 303
K et 0.157 MPa, ils ont reporté une absorption de 1.353 wt% pour x = 0 et une absorption
maximale de 1.462 wt% pour x = 0.2.

Une méthode ab initio permettant de simuler les propriétés d’absorptions pour une
structure arbitraire permettrait de faire avancer significativement le domaine. Non
seulement elle permettrait d’obtenir une meilleure compréhension théorique du processus
d’absorption, mais cette méthode permettrait d’analyser un grand nombre de substitutions
atomiques sans avoir à synthétiser chacun de ces matériaux.

Finalement, Hu et al. [23] ont étudié l’absorption en hydrogène du TiZrHfScMo, un
alliage à haute entropie (HEA) à l’aide de la DFT. Dans cet article, ils étudient en détail
le processus d’absorption de l’hydrogène dans les HEA à l’aide de la DFT pour établir
1Le chiffre indique le nombre de formules chimiques par cellule cristalline
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une compréhension théorique du phénomène. Pour effectuer leurs simulations, ils utilisent
100 configurations différentes et gardent la plus stable suite à une relaxation des positions
atomiques. Ils analysent notamment les paramètres du réseau cristallin par rapport à la
quantité d’hydrogène absorbée. Ils étudient aussi la densité d’états (DOS) projetée pour
trouver les éléments qui interagissent plus fortement avec l’hydrogène. La méthode de
simulation utilisée dans ce mémoire sera basée sur leur méthode.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le Nd3MgNi14 et le La3MgNi14 popularisé par
les travaux de Denys et al. [18] et de Zhang et al. [19] à l’aide de la théorie de la DFT
par une méthode semblable à celle utilisée par Hu et al. [23]. Le but est de développer
une meilleure compréhension théorique du phénomène d’absorption dans les hydrures
métalliques de type A2B7 et d’établir une méthode permettant de généraliser ce calcul pour
un hydrure arbitraire. Pour confirmer nos résultats, on veut prédire l’enthalpie et l’entropie
d’absorption et les comparer aux résultats expérimentaux. L’enthalpie est une quantité
importante puisqu’elle détermine si une réaction est exothermique ou endothermique alors
que l’entropie est importante puisqu’elle est utilisée afin de déterminer l’énergie libre de
Gibbs qui correspond au sens de réaction.
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Chapitre 1

Fondements

Cette section contient beaucoup de théories essentielles pour la suite du mémoire. La section
1.1 offre une base théorique. Cette base théorique est utilisée afin de décrire la théorie de la
fonctionnelle de la densité (DFT) et quelques concepts reliés à celle-ci dans la section 1.2.
Finalement, la section 1.3 introduit différentes méthodes computationnelles afin d’effectuer
les simulations.

1.1. Base théorique
Cette section contient des concepts théoriques essentiels afin de bien comprendre la DFT.

La section 1.1.1 présente le principe variationnel et démontre que si la dérivée d’un état
quantique est nulle, alors celui-ci est un état propre de l’hamiltonien. La sous-section 1.1.2
dérive l’énergie de Kohn-Sham (KS) à partir de l’hamiltonien à N corps. Finalement, la
sous-section 1.1.3 décrit ce que représente la fonctionnelle d’échange-corrélation.

1.1.1. Principe variationnel

Dans cette section, le principe variationnel sera utilisé pour prouver que si la dérivée
première de ⟨ψ|H|ψ⟩ est nulle par rapport à une variation du vecteur d’onde |ψ⟩, alors celui-
ci est un état propre de l’hamiltonien. Pour faire cette preuve, les deux théorèmes suivants
seront utilisés [24] :

(1) Toutes les énergies sont supérieures ou égales à l’énergie du niveau fondamental.
(2) Si un système a l’énergie du niveau fondamental, alors il est dans l’état fondamental.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange se base sur le fait qu’il est équivalent de trouver
les extrema d’une fonction L(ψ,λ) et les extrema de f(ψ) avec la condition g(ψ) = 0 [25].
La fonction lagrangienne L(ψ, λ) est définie comme :

L(ψ,λ) = f(ψ) − λg(ψ), (1.1.1)
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où λ est nommé multiplicateur de Lagrange. La fonction lagrangienne est stable sur les
extrema au premier ordre pour une variation des paramètres :

∇ψ,λL(ψ,λ) = 0. (1.1.2)

Soit H représentant l’hamiltonien. Pour f(ψ) = ⟨ψ|H|ψ⟩ et g(ψ) = ⟨ψ|ψ⟩ − 1, on obtient :

L(ψ,λ) = ⟨ψ|H|ψ⟩ − λ(⟨ψ|ψ⟩ − 1). (1.1.3)

Notons que la condition g(ψ) = 0 implique seulement que les états |ψ⟩ sont normalisés. Il
faut trouver les extrema de L par rapport à une variation au premier ordre des fonctions
d’ondes et de λ qui sera représenté par δψ,λ :

δψ,λL(ψ,λ) = δψ,λ[⟨ψ|H|ψ⟩ − λ(⟨ψ|ψ⟩ − 1)] = 0. (1.1.4)

Pour évaluer la dérivée première par rapport à une variation de |ψ⟩, définissons une fonction
arbitraire Ψ et α un nombre réel qui tend vers 0 pour obtenir une variation au premier ordre
de la fonction d’onde |ψ + αΨ⟩ telle que :

δψ,λL(ψ,λ) = δψL(ψ,λ) + ∂L(ψ,λ)
∂λ

= ∂L(ψ + αΨ,λ)
∂α

∣∣∣∣∣
α=0

+ ∂L(ψ,λ)
∂λ

. (1.1.5)

Cette méthode correspond au principe variationnel. En définissant E comme l’énergie de
l’état |ψ⟩, on obtient au premier ordre :

∂L(ψ + αΨ,λ)
∂α

∣∣∣∣∣
α=0

= ∂

∂α
[⟨ψ + αΨ|H|ψ + αΨ⟩ − λ ⟨ψ + αΨ|ψ + αΨ⟩ − λ]

∣∣∣∣∣
α=0

=
[

⟨Ψ|H|ψ + αΨ⟩ + ⟨ψ + αΨ|H|Ψ⟩ − λ ⟨Ψ|ψ + αΨ⟩ − λ ⟨ψ + αΨ|Ψ⟩
]∣∣∣∣∣
α=0

= E ⟨Ψ|ψ⟩ + E ⟨ψ|Ψ⟩ − λ ⟨Ψ|ψ⟩ − λ ⟨ψ|Ψ⟩

= (E − λ) ⟨Ψ|ψ⟩ + (E − λ) ⟨ψ|Ψ⟩ .
(1.1.6)

Pour la dérivée par rapport à λ, on obtient :
∂L(ψ,λ)
∂λ

= ⟨ψ|ψ⟩ − 1 = 0, (1.1.7)

et ainsi,
δψ,λL(ψ, λ) = (E − λ) ⟨Ψ|ψ⟩ + (E − λ) ⟨ψ|Ψ⟩ = 0. (1.1.8)
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Cette expression doit être vraie pour n’importe quelle valeur de |Ψ⟩, ce qui implique E = λ.
Ensuite, on peut réécrire l’équation 1.1.4 au premier ordre comme :

δψ,λL(ψ, λ) = ∂

∂α
[⟨ψ + αΨ|H − E|ψ + αΨ⟩]

∣∣∣∣∣
α=0

= [⟨Ψ|H − E|ψ + αΨ⟩ + ⟨ψ + αΨ|H − E|Ψ⟩]
∣∣∣∣∣
α=0

= [⟨Ψ|H − E|ψ⟩ + ⟨ψ|H − E|Ψ⟩] .

(1.1.9)

Cette équation doit être respectée pour n’importe quelle valeur de Ψ d’où l’on déduit que
les états |ψ⟩ doivent respecter l’équation aux valeurs propres :

H |ψ⟩ = E |ψ⟩ , (1.1.10)

impliquant que |ψ⟩ est un état propre de l’hamiltonien. Ceci complète la preuve que si la
dérivée première de l’hamiltonien par rapport à un état normalisé |ψ⟩ est nulle, alors |ψ⟩ est
un état propre de l’hamiltonien.

1.1.2. Le problème à N corps

Pour commencer, nous négligerons les effets relativistes, les effets de champs magnétiques
et d’électrodynamique quantique. Comme défini dans le livre Electronic structure: basic
theory and practical methods [26], l’hamiltonien d’un système de noyau et d’électrons est :

H = − ℏ2

2me

∑
i

∇2
i +

∑
i,I

ZIe
2

|ri − RI |
+ 1

2
∑
i̸=j

e2

|ri − rj|
−
∑
I

ℏ2

2MI

∇2
I + 1

2
∑
I ̸=J

ZIZJe
2

|RI − RJ |
, (1.1.11)

où les électrons sont notés par une lettre minuscule et les noyaux par une lettre majuscule tel
que ZI est la charge du noyau, MI sa masse et RI sa position, ℏ correspond à la constante
de Planck réduite, e à la charge d’un électron divisée par la racine de 4πε0 où ε0 correspond
à la permittivité du vide et ∇ à la quantité de mouvement. Les sommations s’effectuent sur
les ions I ou les électrons i. Les termes 1 et 4 représentent respectivement l’énergie cinétique
des électrons et des noyaux. Les termes 3 et 5 représentent les interactions électriques
électron-électron et noyau-noyau. Finalement, le terme 2 représente les interactions entre
électrons et noyaux. Pour résoudre ce problème, il faut tenir compte de la corrélation des
électrons avec une assez grande précision.

Pour simplifier ce problème, il est commun de négliger le terme 4. L’approximation
est justifiée d’un point de vue adiabatique ou du point de vue de l’approximation de
Born-Oppenheimer. Le premier point de vue consiste à dire que dans un solide, les vitesses
électroniques typiques sont de l’ordre d’environ 108 cm/s tandis que la vitesse des noyaux
est au maximum 105 cm/s [27]. Le deuxième point de vue consiste à approximer la masse
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d’un noyau comme infini puisque celle-ci est beaucoup plus élevée que celle d’un électron.

Pour simplifier la discussion, le terme 1 représentant l’énergie cinétique sera écrit T ,
le terme 2 représentant le potentiel agissant sur l’électron dû au noyau sera écrit Vext,
le terme 3 représentant les interactions électron-électron sera écrit Vint et le terme 5
représentant les interactions noyau-noyau sera écrit VII. Sous cette forme, il est aisé de tenir
compte d’autres phénomènes. On obtient ainsi :

H = T + Vext + Vint + VII. (1.1.12)

L’énergie est définie comme la valeur attendue1 de H, c’est-à-dire :

E ≡ ⟨H⟩ = ⟨T ⟩ + ⟨Vext⟩ + ⟨Vint⟩ + EII. (1.1.13)

On peut exprimer la valeur attendue du potentiel externe Vext comme :

⟨Vext⟩ =
∫
d3rVext(r)n(r), (1.1.14)

où n(r) est la densité électronique. Pour simplifier la notation, on définit l’énergie de Coulomb
classique ECC :

ECC = EHartree +
∫
d3rVext(r)n(r) + EII, (1.1.15)

où EHartree est l’énergie d’interaction entre deux densités électroniques n(r) qui sont traitées
comme des charges classiques. L’énergie d’Hartree s’exprime comme :

EHartree = 1
2

∫
d3rd3r′n(r)n(r′)

|r − r′|
. (1.1.16)

On peut réécrire l’équation 1.1.13 comme :

EKS = ⟨T ⟩ + ECC + (⟨Vint⟩ − EHartree), (1.1.17)

où cette façon d’exprimer l’énergie est appelée l’énergie de Kohn-Sham EKS. On a trois
termes : l’énergie cinétique ⟨T ⟩, l’énergie de Coulomb classique ECC et l’énergie d’échange-
corrélation Exc. Exc est définit comme :

Exc ≡ ⟨Vint⟩ − EHartree. (1.1.18)

Le terme d’échange-corrélation est défini comme la différence entre l’énergie coulombienne
d’électrons Vint et l’énergie coulombienne de distribution de charge classique et continue de
densité n(r). Ce terme tient notamment compte de l’antisymétrie d’échange des fermions
et de la corrélation entre les électrons. Ce terme correspond à la différence entre la vraie
valeur d’énergie et celle d’une approximation classique. Évidemment, ce terme est difficile à
calculer et la prochaine section sera consacrée à ce terme. Notons que celui-ci ne peut être
qu’évalué empiriquement, excepté dans quelques rares cas.
1Voir annexe A pour une description de la valeur attendue
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1.1.3. Échange et corrélation

Comme vu dans la section précédente, le terme d’échange-corrélation correspond à la
différence d’énergie entre l’énergie coulombienne d’électrons de densité n(r) interagissant,
corrélées et celle d’une distribution de charge classique de même densité. Ce dernier
terme est appelé énergie d’Hartree ou énergie d’Hartree-Fock lorsque l’antisymétrie des
électrons est prise en compte. Ce terme doit notamment tenir compte de la corrélation des
électrons, de la symétrie d’échange du système, des effets quantiques et des effets relativistes.

Pour décrire le terme d’échange, commençons en définissant l’opérateur d’échange P

tel que [28] :
P (|ϕ⟩ |ψ⟩) = |ψ⟩ |ϕ⟩ . (1.1.19)

De façon triviale, P 2 = 1 et ainsi les valeurs propres de P sont ±1. À partir de ceci, on peut
définir des états symétriques S et des états antisymétriques A :

P |n1, n2;S⟩ = + |n1, n2;S⟩ , (1.1.20)

P |n1, n2;A⟩ = − |n1, n2;A⟩ . (1.1.21)

La symétrie d’échange des particules dépend seulement de leur espèce. Ainsi, on définit
les bosons comme les particules symétriques sous l’action de l’opérateur d’échange et les
fermions comme antisymétriques sous l’action de l’opérateur d’échange. Les électrons sont
des fermions. Finalement, le principe d’exclusion de Pauli, disant que deux fermions ne
peuvent pas être dans le même état, est justifié puisque ceux-ci sont indistinguables et
doivent être antisymétriques sous échange.

La corrélation des électrons décrit l’interaction entre les électrons dans une structure.
Plus précisément, l’énergie d’échange-corrélation mesure à quel point un électron est
influencé par la présence des autres électrons. Pour décrire ce terme, commençons en
définissant le déterminant de Slater ψ(x1,x2, · · · ,xN) pour décrire la fonction d’onde d’un
système de N fermions :

ψ(x1,x2, · · · ,xN) = 1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

χ1(x1) χ2(x1) ... χN(x1)
χ1(x2) χ2(x2) ... χN(x2)

... ... . . . ...
χ1(xN) χ2(xN) ... χN(xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.1.22)

où χi est une fonction d’onde représentant la position et le spin du fermion i et xi correspond
à la position et au spin du fermion i. Cette expression respecte l’antisymétrie puisque par
définition le déterminant d’une matrice est antisymétrique sous échange de deux lignes ou
deux colonnes. Le principe d’exclusion de Pauli est aussi respecté puisque dans le cas de

12



Chapitre 1. Fondements

deux états χi et χj linéairement dépendants, le déterminant est nul.

La méthode d’Hartree-Fock consiste à approximer la fonction d’onde antisymétrique
par un seul déterminant de Slater. En général, il faudrait plutôt utiliser une combinaison li-
néaire de plusieurs déterminants de Slater pour obtenir une meilleure approximation comme
dans l’approximation d’interaction de configuration (CI) [29] ou dans l’approximation de
champ multi-configurationnel auto-cohérent (MCSCF) [30].

Pour faire un récapitulatif, l’énergie de corrélation doit tenir compte de la différence
entre la vraie énergie du système et l’énergie obtenue en approximant les fonctions d’ondes
à l’aide d’un seul déterminant de Slater. Cette différence correspond entre autres à l’énergie
de corrélation entre les électrons due à la répulsion de Coulomb, à l’énergie de corrélation
reliée à la symétrie totale du système et au spin des électrons. Quant à elle, l’énergie
d’échange correspond à la différence d’énergie entre un système respectant l’antisymé-
trie des fermions et le même système où on ne tient pas compte de l’antisymétrie des fermions.

Après avoir défini conceptuellement le terme d’échange-corrélation, il est naturel de
définir comment on peut l’approximer. Il existe plusieurs classes d’approximations,
notamment les approximations de densité locale (LDA), les approximations des gradients
généralisées (GGA) ou les approximations de fonctionnelle hybride [31]. Puisque les approxi-
mations LDA sont utilisées pour construire des approximations plus complexes comme les
approximations GGA qui sont utilisées dans ce mémoire, celles-ci seront d’abord présentées.
Dans la classe d’approximation LDA, la fonctionnelle de l’énergie d’échange-corrélation est
calculée comme :

ELDA
xc [ρ] =

∫
ρ(r)εxc[ρ(r)]d3r, (1.1.23)

où ρ(r) correspond à la densité électronique et εxc correspond à l’énergie d’échange-
corrélation par particule d’un gas d’électron homogène [32, 33]. Le terme εxc peut tenir
compte des densités de spins up ρ↑ et down ρ↓ séparément auquel cas on obtient l’expres-
sion :

ELSDA
xc [ρ↑, ρ↓] =

∫
ρ(r)εxc[ρ↑(r),ρ↓(r)]d3r. (1.1.24)

Il est important de noter que l’énergie ELSDA
xc dépend seulement de la densité au point où

l’on veut calculer la densité. Ce type d’énergie d’échange-corrélation a tendance à sous-
estimer l’énergie d’échange et surestimer l’énergie de corrélation [34]. Ainsi, elles donnent
de bons résultats pour des atomes isolés, mais surestiment d’environ 30 kcal/mol l’énergie
d’atomisation des molécules [35]. Dans l’intention de réduire cette source d’imprécision, les
approximations de gradient généralisé GGA sont utilisées. Celles-ci tiennent aussi compte
du gradient de la densité d’où provient leur nom. Dans cette approximation, on obtient une
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énergie d’échange-corrélation de la forme :

EGGA
xc [ρ↑, ρ↓] =

∫
εxc(ρ↑, ρ↓,∇ρ↑∇ρ↓)ρ(r)d3r. (1.1.25)

L’approximation utilisée dans ce mémoire correspond à la paramétrisation de Perdew-Burke-
Ernzerhof (PBE) [36], qui est un type de GGA. Cette paramétrisation est couramment
utilisée dans la littérature et son efficacité a été prouvée à maintes reprises. Celle-ci s’exprime
comme :

EGGA
xc =

∫
d3rρ(r)εunif

X [ρ(r)]FX(s), (1.1.26)

où εunif
X est un terme de densité de l’énergie d’échange-corrélation uniforme dans l’espace et

s’exprime comme :
εunif
X = −3e2kF/4π, (1.1.27)

avec kF étant le rayon de la sphère de Fermi. La dépendance par rapport au gradient est
encapsulée dans le terme FX(s) où :

s = |∇ρ|
2kFρ

, (1.1.28)

et,
FX(s) = 1 + κ− κ

1 + µs2/κ
, (1.1.29)

avec les coefficients empiriques µ ≈ 0.21951 et κ = 0.804.

1.2. Théorie de la fonctionnelle de la densité et théorie
de la fonctionnelle de la densité perturbative

Cette section décrit le cadre théorique permettant d’effectuer nos simulations. D’abord,
la section 1.2.1 décrit la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). L’étude de systèmes
perturbés harmoniquement est traité d’un point de vue général à la section 1.2.2 et dans
le formalisme de la DFT à la section 1.2.3. La section 1.2.4 décrit ce que représentent les
points k et les points q. Finalement, la section 1.2.5 présente le processus de relaxation des
positions atomiques, une partie essentielle de nos calculs.

1.2.1. Théorie de la fonctionnelle de la densité

La DFT est une branche de la physique de l’état solide permettant de calculer la struc-
ture électronique de solides périodiques de façon ab initio (depuis les premiers principes),
c’est-à-dire sans paramètre empirique2. La DFT moderne se base sur les deux théorèmes
d’Hohenberg-Kohm.

2Certains scientifiques considèrent la DFT comme semi-empirique puisque la fonctionnelle d’échange-
corrélation dépend de paramètres empiriques.
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Théorème 1 : La fonctionnelle de la densité électronique détermine de façon unique la
fonction d’onde du système.

Théorème 2 : La fonctionnelle de la densité électronique décrit l’état fondamental d’un
système si et seulement si cette densité minimise l’énergie totale du sys-
tème.

À partir de ces théorèmes, on déduit qu’il suffit de trouver la densité électronique
qui minimise l’énergie pour trouver les fonctions d’ondes du système. Les minimas sont
obtenus à l’aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange présentée aux équations 1.1.1
et 1.1.2. La fonction à minimiser est f(ψ) = EKS et les contraintes sont gi = (⟨ψi|ψi⟩ − 1)
c’est-à-dire la condition de normalisation des orbitales de Kohn-Sham. On obtient ainsi :

∇ψ∗
0 ,λ0,··· ,ψ∗

N ,λN
EKS = ∇ψ∗

0 ,λ0,··· ,ψ∗
N ,λN

[
N∑
i

λi(⟨ψi|ψi⟩ − 1)
]
, (1.2.1)

où l’énergie de Kohn-Sham EKS est présentée à l’équation 1.1.17, la sommation est effectuée
sur les bandes électroniques et λi correspond à un multiplicateur de Lagrange. En séparant
la contribution à l’énergie de chaque orbitale, on obtient :

δEKS

δψ∗
i (r) = δTs

δψ∗
i (r) +

[
δEext

δn(r) + δEHartree

δn(r) + δExc

δn(r)

]
δn(r)
δψ∗

i (r) = δ[λi(⟨ψi|ψi⟩ − 1)]
δψ∗

i (r) , (1.2.2)

où Ts correspond à l’énergie cinétique de particules indépendantes et ψi(r) correspond aux
orbitales électroniques de Kohn-Sham (KS). Comme précédemment, Eext correspond à
l’énergie d’interaction due au noyau et aux autres potentiels extérieurs, EHartree correspond
à l’énergie d’interaction coulombienne entre les densités de charges électroniques, Exc

correspond à l’énergie d’échange et corrélation et n(r) correspond à la densité électronique
du système.

À partir de l’expression du moment cinétique :

Ts = −ℏ2

2me

∑
i

∫
d3r|∇ψi|2, (1.2.3)

on trouve :
δTs

δψ∗
i (r) = −ℏ2

2me

∇2ψi(r). (1.2.4)

L’occupation de Fermi-Dirac fi représente le nombre moyen de fermions dans un état
d’énergie εi pour un système à l’équilibre. Cette distribution est définie comme :

f(ε) = 1
e(ε−µ)β + 1 , (1.2.5)
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où µ le potentiel chimique du système [37], ε est l’énergie du système et β = 1/kBT où kB

est la constante de Boltzmann et T correspond à la température. La densité électronique
s’exprime comme :

n(r) =
∑
i=1

fi|ψi(r)|2, (1.2.6)

où la sommation est effectuée sur toutes les orbitales électroniques. On trouve que la dérivée
fonctionnelle est :

δn(r)
δψ∗

i (r) = fiψi(r). (1.2.7)

On obtient ainsi :
δEKS

δψ∗
i (r) = −ℏ2

2me

∇2ψi(r) +
[
δEext

δn(r) + δEHartree

δn(r) + δExc

δn(r)

]
fiψi(r) = δ[λi(⟨ψi|ψi⟩ − 1)]

δψ∗
i (r) . (1.2.8)

À partir de l’équation 1.1.9 et 1.1.10, on peut réécrire l’équation sous forme d’équation aux
valeurs propres,

(HKS − εi)ψi(r) = 0, (1.2.9)

où HKS correspond à l’hamiltonien de KS et le multiplicateur de Lagrange λi est renommé
εi. Suivant les conventions présentes dans la littérature, cet hamiltonien est séparé en partie
cinétique et en potentiel VKS :

HKS = −ℏ2

2me

∇2 + fiVKS, (1.2.10)

où,

VKS =
[
δEext

δn(r) + δEHartree

δn(r) + δExc

δn(r)

]
= Vext[n(r)] + VHartree[n(r)] + Vxc[n(r)], (1.2.11)

ce qui permet de réécrire l’équation 1.2.8 comme l’équation de KS :
−ℏ2

2me

∇2ψi(r)+
[
Vext[n(r)] + VHartree[n(r)] + Vxc[n(r)]

]
ψi(r) = εiψi(r). (1.2.12)

Avant de présenter la méthode du champ auto-cohérent (SCF), il est important d’éclaircir
certaines subtilités qui peuvent mener à la confusion. Pour simplifier le problème, le potentiel
extérieur Vext est représenté à l’aide d’un pseudopotentiel3 qui est séparé en partie locale Vloc

et en partie non locale Vnl :

Vext(r,r′) = Vloc(r)δ(r − r′) + Vnl(r,r′). (1.2.13)

3La section 1.3.2 introduit les pseudopotentiels.
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Le potentiel auto-cohérent VSCF(r) est défini comme la partie locale du potentiel de KS4 :

VKS(r,r′) = [VHartree[n(r)] + Vxc[n(r)] + Vloc(r)]︸ ︷︷ ︸
VSCF(r)

δ(r − r′) + Vnl(r,r′). (1.2.14)

La méthode SCF, présentée à la Figure 1.1, consiste à débuter avec une estimation grossière
de la densité électronique n(r). Par exemple, on peut débuter avec les orbitales atomiques
où il n’y a aucune interaction entre les atomes. À partir de cette densité électronique, il est
aisé de trouver le potentiel auto-cohérent VSCF à l’aide de l’équation 1.2.15. Avec l’équation
1.2.16, on peut ensuite trouver la fonction d’onde ψi(r). Cette fonction d’onde permet de
déterminer une meilleure valeur de densité électronique n(r) à l’aide de l’équation 1.2.17.
En effet, cette densité électronique tient compte de l’interaction des orbitales atomiques
avec les autres orbitales atomiques. Avec cette meilleure valeur de densité électronique, on
peut trouver une meilleure valeur pour le potentiel auto-cohérent VSCF. Ensuite, à partir
de ce nouveau potentiel, on peut recalculer les fonctions d’onde. En répétant ce processus,
les valeurs obtenues vont converger vers un point stable, où les valeurs d’entrées seront les
mêmes que les valeurs de sortie, d’où le caractère "auto-cohérent" de la méthode. L’estima-
tion initiale de densité électronique permet seulement de réduire le nombre d’étapes avant
d’obtenir la convergence, la valeur convergée ne dépend pas de la valeur initiale. Ainsi, on
peut établir la boucle auto-cohérente comme trois étapes qui sont répétées jusqu’à ce qu’on
obtienne une convergence sur le critère voulu. Les critères de convergence communément uti-
lisés sont l’énergie totale, le résiduel du potentiel ou le résiduel des fonctions d’ondes au carré.

4Dans le logiciel Abinit qui est utilisé dans ce mémoire, la convergence n’est pas effectuée sur la partie
locale du pseudopotentiel, seulement sur le potentiel d’Hartree VHartree[n(r)] et sur le potentiel d’échange-
corrélation Vxc[n(r)]. Toutefois, pour respecter les conventions de la littérature, celui-ci sera tout de même
écrit dans les prochaines équations.
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Cycle SCF

• Pre-SCF : Valeur initiale de n(r)

– SCF1 : Calcul de VSCF

VSCF = Vloc(r) + VHartree[n(r)] + Vxc[n(r)] (1.2.15)

– SCF2 : Résolution de l’équation de KS{
−ℏ2

2me

∇2 + VSCF

}
ψi(r) = εiψi(r) (1.2.16)

– SCF3 : Calcul de la nouvelle densité électronique

n(r) =
∑
i=1

fi|ψi(r)|2 (1.2.17)

• Post-SCF : Calcul des quantités voulues : énergies, forces, ...

Figure: 1.1. Méthode du champ auto-cohérent (SCF) et procédure pour calculer les pro-
priétés du système à partir d’une estimation naïve de la densité électronique

1.2.2. Théorie harmonique des cristaux

Dans cette section, l’approximation selon laquelle le terme d’énergie cinétique des ions
est nul à l’équation 1.1.11 sera réduite pour permettre de calculer des propriétés physiques
d’intérêt comme le tenseur diélectrique, la conductivité électrique ou l’entropie. C’est-à-dire,
la connaissance de la fonction d’onde du système dans l’état fondamental n’est pas suffisante,
il faut connaître la réponse du système face à une perturbation provenant d’un phonon. La
théorie de la fonctionnelle de la densité perturbative (DFPT) permet de trouver les termes
harmoniques de cette réponse. Cette section introduit les concepts importants pour la théorie
des systèmes perturbés, notamment la matrice dynamique et les phonons, dans un système
classique. Commençons avec 2 suppositions :

(1) Chaque atome se déplace autour d’un point d’équilibre.
(2) La distance par rapport au point d’équilibre est relativement petite.

Ces approximations sont faites par nécessité analytique, on n’a pas de forte conviction que
celles-ci fonctionnent pour un système arbitraire. Toutefois, elles permettent de représenter
le déplacement des atomes à l’aide d’un modèle harmonique et donnent généralement de bons
résultats. Bien que ce modèle permet aux ions de se déplacer, il ne permet aucune diffusion
ionique. En suivant la dérivation présentée dans Solid state physics [27], ces approximations
permettent de représenter la position d’un atome r(R) comme :

r(R) = R + u(R), (1.2.18)
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où R correspond à la position du point d’équilibre et u(R) correspond au vecteur d’excursion
par rapport à ce point. En prenant un potentiel interatomique ϕ, on obtient le potentiel du
système :

U = 1
2
∑
RR′

ϕ(r(R) − r(R′)) = 1
2
∑
RR′

ϕ(R − R′ + u(R) − u(R′)). (1.2.19)

On fait l’expansion en série de Taylor de U autour du point R − R′ pour obtenir :

U = N

2
∑
R
ϕ(R) + 1

4
∑
RR′

[(u(R) − u(R′)) · ∇]2 ϕ(R − R′) +O(3). (1.2.20)

où le terme linéaire disparaît puisque ce terme correspond à la force qu’un atome subit
lorsque tous les atomes sont à leur position d’équilibre. Les termes anharmoniques,
c’est-à-dire d’ordre 3 et supérieur, seront négligés suite à la supposition initiale que la
distance d’un atome par rapport à sa position d’équilibre est petite.

La matrice Dµν(R − R′) est introduite telle que Uharm soit le terme harmonique et
les indices µ et ν représente les coordonnées cartésiennes :

Uharm = 1
2
∑
RR′

∑
µν

uµ(R)Dµν(R − R′)uν(R′). (1.2.21)

Ainsi, on peut déduire que la matrice Duν(R − R′) est :

Dµν(R − R′) = δR,R′
∑
R′′

∂2ϕ(r)
∂rµ∂rν

(R − R′′) − ∂2ϕ(r)
∂rµ∂rν

. (1.2.22)

Soit l’équation du mouvement avec M la masse :

Müµ(R) = − ∂Uharm

∂uµ(R) = −
∑
R′ν

Dµν(R − R′)µν(R′). (1.2.23)

On peut exprimer une solution sous forme d’ondes planes correspondant à des phonons. Un
phonon est un quanta d’énergie vibrationnelle dans un solide cristallin et peut être représenté
comme une quasi-particule ayant des propriétés semblables à un photon. Cette solution pour
u(R,t) s’exprime comme :

u(R,t) = εei(q·R−ωt), (1.2.24)

où ε est le vecteur de polarisation, q le vecteur d’onde et ω la fréquence de l’onde. En faisant
cette substitution, on obtient :

Mω2ε = D(q)ε, (1.2.25)

où D(q) est la matrice dynamique définie comme :

D(q) =
∑
R

D(R)e−iq·R. (1.2.26)
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Ainsi, on peut définir les fréquences variationnelles possibles comme les valeurs propres Cκµ,λν
de la matrice dynamique divisées par la masse du système :

Dκµ,λν(q) = Cκµ,λν
(MκMλ)1/2 e

iq·R, (1.2.27)

où les atomes κ, λ et les coordonnées cartésiennes µ, ν ont été écrits explicitement. Mα

correspond à la masse de l’atome α. La matrice dynamique contient les modes de phonons
du système et ceux-ci sont obtenus en diagonalisant la matrice dynamique. Les valeurs de
q correspondent aux vecteurs d’ondes des phonons. En intégrant les modes de phonons sur
l’énergie, on obtient la densité d’états vibrationnels (VDOS), une quantité nécessaire pour
le calcul de l’énergie du point zéro, de la conductivité électrique et de l’entropie. Les modes
d’énergie, la densité d’états (DOS) et leurs intérêts seront décrits plus en détail à la section
1.2.4.

1.2.3. Théorie de la fonctionnelle de la densité perturbative

La théorie de la fonctionnelle de la densité perturbative (DFPT) est utilisé afin de calculer
la matrice dynamique dans le cadre de la DFT. Comme à l’équation 1.2.26, celle-ci est calculée
comme [38,39] :

D(q) =
∑
R

D(R)e−iq·R, (1.2.28)

où
D(R − R′) = δR,R′

∑
R′′

∇2E(r)(R − R′′) − ∇2E(r). (1.2.29)

Dans le cadre de la DFT, on définit la dérivée seconde de l’énergie comme :

∇2E(r) =
∑
i,j

[⟨ψi|∇qνVSCF(r)|∇qνψj⟩] +
∑
i

⟨ψi|∇qν∇q′ν′VSCF|ψi⟩ , (1.2.30)

où i et j sont des indices définissant les orbitales de Kohn-Sham, VSCF correspond au potentiel
auto-cohérent défini à l’équation 1.2.14, et la dérivée est effectué sur les vecteurs d’ondes q
et les branches de phonons ν. La variation du potentiel auto-cohérent ∇qνVSCF se calcule en
effectuant la dérivée de l’équation 1.2.15 par rapport à une variation due aux phonons:

∇qνVSCF(r) = ∇qνVloc(r) + e2
∫ ∇qνn(r′)

|r − r′|
d3r′ + dvxc(n)

dn

∣∣∣∣∣
n=n(r)

∇qνn(r). (1.2.31)

En effectuant la dérivée de l’équation 1.2.17 par rapport à une variation due à un phonon,
on obtient la dérivée de la densité électronique par rapport à un phonon :

∇qνn(r) = 2
N∑
i

Re [ψ∗
i (r)∇qνψi(r)] , (1.2.32)

où on a considéré que le système est initialement dans son état fondamental et où N cor-
respond au nombre d’électrons. À partir d’ici, il faut calculer la dérivée des orbitales de
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KS |∇qνψi(r)⟩. La dérivation pour obtenir cette équation est présentée à l’annexe B. On
obtient :

∇qνψi(r) =
∑
j ̸=i

ψj(r)⟨ψj(r)|∇qνVSCF(r)|ψi(r)⟩
εi − εj

, (1.2.33)

où la sommation est effectuée sur toutes les orbitales inoccupées sauf ψi(r) pour éviter les
divergences5.

Ces trois équations forment un système d’équations auto-cohérentes. Comme dans le
cas de la boucle auto-cohérente présentée à la Figure 1.1, on peut débuter avec une valeur
initiale naïve de ∇qνn(r) et calculer la variation du potentiel et la dérivée des fonctions
d’ondes. Ensuite, on recalcule la variation de la densité électronique et on répète jusqu’à ce
que les valeurs convergent.

À partir de cette méthode, on obtient la valeur de la matrice dynamique dans le
cadre de la DFT. Ce type de calcul s’appelle un calcul DFPT et sera utilisé afin de calculer
la matrice de couplage électron-phonon définie à la section 2 et de trouver la densité d’état
vibrationnel de l’hydrogène à la section 3.2.6.

1.2.4. Vecteurs d’ondes k et q

À partir des dernières sections, on peut expliciter ce que représente les vecteurs d’ondes
k et q, leur importance et justifier le changement d’appellation pour des points plutôt que
des vecteurs d’ondes. Les points k sont une quantité centrale pour tout calcul DFT et les
points q sont tout aussi importants dans le cas de calcul avec perturbations.

En solutionnant l’équation de Schrödinger avec les conditions périodiques de Born-
von Karman pour une cellule cubique de dimension L [27]6, on obtient que les fonctions
d’onde doivent satisfaire aux conditions :

eikxL = eikyL = eikzL = 1. (1.2.34)

C’est-à-dire, la composante k qui correspond au vecteur d’onde des électrons doit avoir la
forme :

kx = 2πnx
L

, ky = 2πny
L

, kz = 2πnz
L

, (1.2.35)

où ni est un entier. On a un ensemble de vecteurs d’ondes k possibles. Les fonctions d’ondes
dépendent du vecteur k et pour calculer une grandeur observable d’un cristal, il faut intégrer
sur toutes les valeurs de vecteurs d’ondes k possibles. Par exemple, la densité d’états (DOS)

5Dans le cas de valeurs propres dégénérées, tous les états propres d’énergies εi sont exclus de la sommation.
6Cette démarche se généralise pour une cellule de forme arbitraire
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gn(ε) pour le niveau électronique n s’écrit :

gn(ε) =
∫ d3k

4π3 δ(ε− εn(k)), (1.2.36)

où ε correspond à l’énergie et εn,k se calcule comme :

εn,k = ℏ2k2

2m . (1.2.37)

Pour effectuer numériquement l’intégrale sur les vecteurs d’ondes k, on transforme l’intégrale
en une sommation. La sommation nécessite toutefois un bon échantillonnage sur toutes les
valeurs possibles. Pour réduire le nombre de vecteurs k nécessaire, on utilise le théorème de
Bloch qui s’écrit comme :

ψ(r + R) = eik·Rψ(r), (1.2.38)

où R correspond à un vecteur qui change de cellule unitaire et r à la position dans la
cellule unitaire. En d’autres mots, le théorème de Bloch établit que les vecteurs k sur
une seule cellule unitaire contiennent la même information que les vecteurs k sur plusieurs
cellules unitaires à un facteur de phase près. Pour obtenir la valeur générale d’une obser-
vable, il faut intégrer sur toutes les phases possibles et chaque phase correspond à un point k.

Plutôt que de représenter le problème dans l’espace réel, on représente le problème
dans l’espace réciproque7 où chaque fréquence correspond à un point de l’espace. La
cellule unitaire dans l’espace réciproque s’appelle la zone de Brillouin (BZ). Finalement,
les vecteurs d’ondes k sont habituellement nommés points k puisque le formalisme des
simulations numériques est effectué dans l’espace réciproque.

Pour consolider cette section, la Figure 1.2 présente la cellule unitaire et la BZ du
cuivre sous forme cubique. Un parcours dans la BZ passant par plusieurs points de haute
symétrie est aussi présenté. Chaque point sur ce parcours correspond à un vecteur d’ondes
k différent. Ensuite, la Figure 1.3 présente une structure de bande à la gauche et la DOS
correspondante à la droite. La structure de bandes représente l’énergie des électrons sur
le parcours présenté dans la BZ. Chaque ligne correspond à une bande électronique et une
interpolation est effectuée pour connaître l’énergie entre les points k connus8. La DOS
correspond à la densité de bandes présente à chaque valeur d’énergie.

De façon semblable, certaines grandeurs physiques nécessitent une intégrale sur tous
les vecteurs d’ondes de phonons possibles. Dans ce cas, les vecteurs d’ondes sont nommés
points q dans l’espace réciproque.

7L’espace réciproque correspond à la transformée de Fourier de l’espace réel.
8Cette interpolation cause des problèmes lorsque 2 bandes électroniques se croisent.
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Figure: 1.2. Cellule unitaire et zone de Brillouin du cuivre

Figure: 1.3. Structure de bandes électroniques et DOS électronique du cuivre autour du
niveau de Fermi

1.2.5. Relaxation des structures

Les coordonnées atomiques et les dimensions de la cellule unitaire d’un cristal provenant
de mesures expérimentales ou même de mesures d’autres simulations peuvent varier. En effet,
elles dépendent des pseudopotentiels utilisés9 et des différents paramètres de simulations.
Pour obtenir des résultats fiables, il est important de faire une relaxation des positions
atomiques et des paramètres de la cellule unitaire. Pour faire la relaxation des positions
atomiques, on applique une méthode itérative pour changer les degrés de liberté du système
c’est-à-dire les positions atomiques, les dimensions et les angles de la cellule unitaire en
tenant compte des symétries. Ceci permet de calculer la matrice hessienne et l’algorithme
de minimisation de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [40] est utilisé pour obtenir
le minimum local d’énergie.

9Les pseudopotentiels sont décrits à la section 1.3.2.
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1.3. Méthodes computationnelles
Pour évaluer les équations présentées dans les sections précédentes, certaines méthodes

doivent être utilisées pour respecter les limitations d’un ordinateur. Cette section est dédiée à
décrire quelques approximations et méthodes utilisées dans le logiciel Abinit. La section 1.3.1
décrit une façon de représenter dans la mémoire d’un ordinateur une bonne approximation
d’une fonction arbitraire. Ensuite, la section 1.3.2 décrit l’utilisation de pseudopotentiels
permettant de réduire le nombre de particules du système. Finalement, la section 1.3.3
décrit les méthodes utilisées afin d’interpoler la grille de points k et la grille de points q.

1.3.1. Ensemble de base de fonctions

En simulation numérique, il est très commun de vouloir représenter une fonction
arbitraire à partir de coefficients. De façon similaire à représenter un vecteur arbitraire
comme une combinaison linéaire d’un ensemble de vecteurs de bases, il est possible de
représenter une fonction arbitraire comme une combinaison linéaire d’un ensemble de
fonctions de bases. Lorsqu’on utilise le terme ensemble de bases, on veut dire que chaque
élément de la base est orthonormal et que l’ensemble est complet. Dans le cas d’un espace
fini, chacune de ces conditions est facile à remplir. Par contre, l’espace des fonctions est de
dimension infinie, c’est-à-dire qu’il faut une infinité de fonctions de bases pour représenter
exactement une fonction arbitraire. En utilisant seulement une partie finie de l’ensemble de
bases, on peut représenter une bonne approximation d’une fonction arbitraire.

Dans Abinit, on utilise un ensemble discret d’ondes planes ce qui correspond à repré-
senter une fonction arbitraire comme une série de Fourier en trois dimensions. Pour
ne pas avoir un ensemble infini de coefficients, on définit un paramètre de convergence
correspondant à l’énergie maximale des ondes planes utilisées pour représenter les fonctions
d’ondes. La variable correspondante à cette énergie maximale est ecut dans Abinit.

1.3.2. Pseudopotentiels

Pour représenter exactement un atome contenant N électrons, il faut le représenter
comme un système de N + 1 particules. Cette modélisation n’est pas efficace, les élec-
trons de cœur réagissent très peu et il faudrait des phénomènes très énergétiques pour que
ceux-ci réagissent de façon non triviale. L’idée des pseudopotentiels consiste à former un
potentiel effectif représentant le noyau et les électrons de cœur pour réduire le nombre de
particules dans le système. Pour les pseudopotentiels à norme conservée qui sont utilisés dans
le cadre de ce mémoire, il y a 2 conditions pour que le système soit correctement représenté.
Premièrement, la norme des pseudofonctions d’ondes à l’intérieur d’un rayon critique rc doit
être la même que la norme de la fonction d’ondes du noyau et des électrons à l’intérieur de
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rc. Cette condition s’exprime comme :∫
r<rc

d3rϕR,i(r)ϕR,j(r) =
∫
r<rc

d3rϕ̃R,i(r)ϕ̃R,j(r), (1.3.1)

où ϕR,i(r) et ϕ̃R,i(r) correspondent respectivement aux états du système sans pseudopotentiel
et avec pseudopotentiel.

Deuxièmement, les électrons à l’extérieur du rayon critique ne doivent pas entrer
dans le rayon critique, ce qui consiste à dire qu’il ne doit pas y avoir de phénomènes trop
énergétiques. Lorsqu’on calcule le potentiel effectif à l’extérieur d’un atome pour générer le
pseudopotentiel de cet atome, il est possible de tenir compte d’effets relativistes qui peuvent
être importants pour les électrons de cœur puisqu’ils ont beaucoup d’énergie. De plus, à
cause de leur haute énergie, les électrons de cœur nécessitent des ondes planes de très hautes
énergies pour être représentées dans une base d’ondes planes.

Bref, l’utilisation de pseudopotentiels permet 3 améliorations majeures dans les simu-
lations.

(1) Réduire le nombre de particules du système
(2) Réduit l’énergie maximale des ondes planes
(3) Inclure des effets relativistes

Les pseudopotentiels permettent d’exprimer l’interaction électron-noyau Vint. Ceux-ci sont
séparés en partie locale et non locale comme présenté à l’équation 1.2.13 et répété ici pour
accommoder le lecteur :

Vext(r,r′) = Vloc(r)δ(r − r′) + Vnl(r,r′). (1.3.2)

1.3.3. Interpolation des grilles de points k et points q

Comme décrits à la section 1.2.4, l’évaluation de plusieurs quantités physiques nécessite
une intégrale sur la grille de points k ou de points q.

Une façon de réduire les ressources computationnelles est d’utiliser une grille de points
k plus large10 durant la boucle auto-cohérente et d’ajouter un tour à la fin de la boucle
auto-cohérente dans laquelle on utilise une grille de points k plus fine. Comme expliqué
à la section 1.2.4, pour obtenir la valeur réelle d’une grandeur physique, il faut faire une
intégration sur toutes les phases de vecteurs d’ondes possibles. Il est commun d’utiliser
une grille n’étant pas assez fine pour obtenir la valeur de cette intégrale avec le degré de
précision voulu durant la boucle auto-cohérente. Une fois la convergence obtenue, on utilise
la densité électronique finale pour calculer des points k supplémentaires et obtenir une
10C’est-à-dire contenant moins de points k.
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meilleure valeur pour l’intégrale sur les points k. Ceci s’appelle un calcul non auto-cohérent
(NCSF). Cette procédure permettant d’ajouter des points k est aussi utilisée afin de tracer
la structure de bandes électroniques. C’est-à-dire, on fait un calcul NSCF avec des points k
sur le parcours voulu dans la BZ.

Dans le cas du calcul de la conductivité électrique qui sera présenté à l’équation 2.1.9, la
méthode du champ non auto-cohérent (NSCF) n’est pas assez efficace. La multiplication
par la dérivée de la fonction d’occupation de Fermi-Dirac implique que seuls les points k
proches du niveau de Fermi ont une importance sur la conductivité électrique. Du même
coup, il faut effectuer un échantillonnage très fin autour du niveau de Fermi. Dans ce cas,
on utilise une interpolation basée sur les Star-functions [41]. Avec cette méthode, on calcule
une grille particulièrement fine, mais seulement pour les points k ayant une énergie proche
du niveau de Fermi.

Il est commun de faire une interpolation sur la grille de points q, notamment, lors
du calcul du temps de vie des électrons qui sera présenté aux équations 2.1.11 et 2.1.12.
Pour obtenir de bons résultats pour cette quantité, il faut avoir une grille de points k fine,
mais aussi une grille de points q fine. L’interpolation de la grille de points q s’effectue
en 2 étapes et est décrite en détail dans l’article suivant [6]. D’abord, pour les Nq points
connus initialement, on effectue la transformée de Fourier de la variation au premier ordre
du potentiel périodique SCF ∂κα,qVSCF :

Wκα(r − Rp) = 1
Nq

∑
j

e−iqj ·(Rp−r)∂κα,qVSCF(r), (1.3.3)

où Wκα correspond à ∂κα,qVSCF dans l’espace réel, α est un indice sur les coordonnées carté-
siennes, κ est un indice sur les atomes, Rp correspond aux vecteurs unitaires de la cellule et
r correspond à la position dans la cellule unitaire. Ensuite, il suffit de faire la transformée
inverse pour trouver la valeur d’un point arbitraire q̃,

∂κα,q̃VSCF(r) ≈
∑
Rp

eiq̃·(Rp−r)Wκα(r − Rp). (1.3.4)

Cette méthode donne de bons résultats puisque la matrice de couplage électron-phonon varie
doucement dans l’espace de Fourier. Toutefois, c’est une approximation et il faut avoir une
grille de points q initiale assez fine pour que l’interpolation soit précise.
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Conductivité électrique

Au cours de ma maîtrise, j’ai contribué au logiciel Abinit et à son interface de haut niveau
Abipy. J’ai retravaillé l’interface de calcul de la conductivité électrique afin qu’elle puisse
traiter rigoureusement les métaux. D’abord, les concepts théoriques sont présentés à la
section 2.1. Ensuite, une discussion technique de mon apport à Abinit est présentée à la
section 2.2. Afin de prouver sa fiabilité, une série de tests a été effectuée et les résultats
obtenus sur le cuivre sont présentés à la section 2.3. Notons toutefois que cette interface de
calcul permet seulement de calculer la contribution des phonons à la conductivité électrique.
Cette approximation est généralement valide pour des métaux à température pièce.

2.1. Calcul de la conductivité électrique
À partir de l’énergie et des fréquences de phonon calculées à chaque point k et point q

à l’aide de la théorie présentée aux sections 1.2 et 1.3.3, on peut décrire les phénomènes de
conduction. Le lecteur est amené à se référer aux articles [6, 42–45] pour une dérivation
plus complète et rigoureuse de la matrice de couplage électron-phonon. Dans ce mémoire,
seule la contribution des phonons à la conductivité électrique c’est-à-dire la contribution
des impuretés à la conductivité électrique est négligée.

La conduction correspond à un électron qui gagne de l’énergie pour accéder à des
états au-dessus du niveau de Fermi. Ce changement d’énergie correspond à une variation du
potentiel auto-cohérent VSCF qui permet aux électrons d’atteindre les bandes de conduction.
Dans cette section, seule la variation du potentiel au premier ordre est considérée. Pour
décrire les phénomènes de conduction, on crée une matrice représentant la probabilité
qu’un électron passe d’un état |ψn,k⟩ à un état |ψm,k+q⟩ par absorption d’un phonon
et la probabilité qu’un électron passe d’un état |ψm,k+q⟩ à un état |ψn,k⟩ par émission
d’un phonon. La matrice présentant ces probabilités est appelée la matrice de couplage
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électron-phonon gmnν(k,q) et est exprimé comme :

gmnν(k,q) = ⟨ψm,k+q| ∆qνVSCF |ψn,k⟩ , (2.1.1)

où la variation du potentiel SCF est obtenu à l’aide de l’équation 1.2.31. Notons que la
matrice de couplage-électron phonon nécessite une grille de k-point et de q-point très fine
pour obtenir de bons résultats de conductivité électrique. Cette matrice est communément
interpolée et la procédure d’interpolation est décrite à la section 1.3.3.

À partir de la matrice de couplage électron-phonon, il est possible de calculer la
conductivité électrique. Toutefois, la dérivation de ces équations est longue, ardue et sort
du cadre de ce mémoire. Le lecteur intéressé est amené à lire l’article suivant [7] pour voir
une dérivation détaillée. La densité de courant J(r,t) peut être décrite de façon générale
dans la représentation de Schrödinger par l’opérateur :

J(r) = ieℏ
2m

{
ψ†(r) [∇ψ(r)] −

[
∇ψ†(r)

]
ψ(r)

}
, (2.1.2)

où ψ(r) représente l’opérateur de champ électronique, e représente la charge élémentaire
et m représente la masse de l’électron. En effectuant une série d’approximations et de
manipulations algébriques, on peut exprimer la densité de courant sous la forme :

JM(E) = −e
Vuc

∑
n

∫ d3k

ΩBZ
vn,kfn,k(E), (2.1.3)

où Vuc correspond au volume de la cellule unitaire, vn,k correspond aux éléments diagonaux
de la matrice de vélocité, fn,k correspond à la fonction d’occupation, E au champ électrique
appliqué sur le système et ΩBZ au volume de la première zone de Brillouin. La conductivité
électrique σ est définie comme la variation de la densité de courant par rapport au champ
électrique. Pour des champs électriques faibles, on peut se restreindre à la réponse linéaire
de la densité de courant, ce qui permet d’obtenir :

σα,β = ∂JM,α

∂Eβ

∣∣∣∣∣
E=0

= −e
Vuc

∑
n

∫ d3k

ΩBZ
vαn,k

(
∂fn,k
∂Eβ

)∣∣∣∣∣
E=0

, (2.1.4)

où α et β sont des indices sur les directions cartésiennes. La matrice de vélocité se calcule à
partir de :

vn = 1
ℏ

∇εn. (2.1.5)

La quantité difficile à calculer est la dérivée de la fonction d’occupation par rapport au
champ électrique. Il est possible de solutionner itérativement l’équation de Boltzmann pour
trouver cette dérivée. L’équation de Boltzmann permet d’exprimer le taux de collision d’un
électron dans l’état |n,k⟩ noté comme Γn,k, c’est-à-dire la différence entre le taux d’électron
allant de l’état |n,k⟩ vers un état intermédiaire |m,k + q⟩ et le taux d’électron allant d’un

28



Chapitre 2. Conductivité électrique

état intermédiaire |m,k + q⟩ vers l’état |n,k⟩. Cette équation s’exprime comme :

Γn,k ≈ 2π
ℏ
∑
m,ν

∫ d3q

ΩBZ
|gmnν(k,q)|2

· [fn,k(1 − fm,k+q)δ(∆εnmk,q + ℏωqν)nqν
+ fn,k(1 − fm,k+q)δ(∆εnmk,q − ℏωqν)(nqν + 1)

− (1 − fn,k)fm,k+qδ(−∆εnmk,q + ℏωqν)nqν
− (1 − fn,k)fm,k+qδ(−∆εnmk,q − ℏωqν)(nqν + 1)],

(2.1.6)

où ∆εn,mk,q représente la différence d’énergie de deux électrons dans les états |n,k⟩ et
|m,k + q⟩:

∆εn,mk,q = εn,k − εm,k+q. (2.1.7)

Dans l’équation de Boltzmann, les deux premiers termes représentent la probabilité qu’un
électron sorte de l’état |n,k⟩ et les deux derniers termes la probabilité qu’un électron entre
dans l’état |n,k⟩. Les termes 1 et 3 sont dus à l’absorption de phonon et les termes 2 et 4
sont dus à l’émission de phonon. À partir d’ici, il est possible de résoudre itérativement
l’équation de Boltzmann pour trouver la fonction d’occupation et sa dérivée par rapport à
un champ électrique infinitésimal.

Toutefois, il est commun d’utiliser l’approximation suivante pour calculer la fonction
d’occupation sans utiliser la méthode itérative :(

∂fn,k
∂Eβ

)∣∣∣∣∣
E=0

≈ evβnk

(
∂f 0

n,k

∂εn,k

)
τn,k, (2.1.8)

où f 0
n,k correspond à la fonction d’occupation de Fermi-Dirac et celle-ci est dérivée par rapport

à l’énergie ε. Cette dérivée est considérée comme nulle partout sauf proche du niveau de
Fermi. À partir d’ici, on peut écrire la conductivité électrique comme :

σ = −e2∑
n

∫ d3k

4π3 τn(εn,k) (vn(k) ⊗ vn(k))
(
∂f 0

n,k

∂ε

)
ε=εn,k

, (2.1.9)

où l’élément σα,β représente le courant électrique en direction α dû à un champ électrique
appliqué dans la direction β. Finalement, le problème consiste à évaluer de façon précise le
temps de vie des électrons τn,k autour du niveau de Fermi. On peut le calculer à partir de
la partie imaginaire de l’énergie propre de Fan Migdal Im[ΣFM

n,k(εn,k)],

τ−1
n,k = 2 · Im[ΣFM

n,k(εn,k)]. (2.1.10)

Pour évaluer l’inverse du temps de vie des électrons, on peut utiliser la Momentum Relaxation
Time Approximation (MRTA) ou la Self Energy Relaxation Time Approximation (SERTA).
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Dans l’approximation MRTA, on obtient :

τ−1
n,k

MRTA= 2π
∑
m,ν

∫
BZ

d3q

ΩBZ
|gmnν(k,q)|2

(
1 − vn,k · vm,k+q

|vn,k|2

)

· [(nqν + fm,k+q)δ(εn,k − εm,k+q + ωqν)]

· [(nqν + 1 − fm,k+q)δ(εn,k − εm,k+q − ωqν)] .

(2.1.11)

Notons la présence d’un facteur géométrique à la fin de la première ligne qui approxime
la probabilité qu’un électron dans un état différent de |n,k⟩ soit diffusé dans l’état |n,k⟩.
L’approximation SERTA consiste à ignorer ce facteur, d’où on obtient :

τ−1
n,k

SERTA= 2π
∑
m,ν

∫
BZ

d3q

ΩBZ
|gmnν(k,q)|2

· [(nqν + fm,k+q)δ(εn,k − εm,k+q + ωqν)]

· [(nqν + 1 − fm,k+q)δ(εn,k − εm,k+q − ωqν)] .

(2.1.12)

Ceci conclut la section sur la conductivité électrique maintenant que les trois façons de
calculer la conductivité électrique sont présentées : la solution itérative de l’équation de
Boltzmann, l’approximation MRTA et l’approximation SERTA.

2.2. Implémentation de la conductivité électrique dans
Abinit

Abinit [1] est un logiciel implémentant la DFT et la théorie des perturbations à plusieurs
corps (MBPT) [46] afin de trouver, à partir des premiers principes, un grand nombre de
propriétés incluant l’énergie totale du système, la structure électronique, vibrationnelle, et
un grand nombre de propriétés thermodynamiques de matériaux ou nanostructures. Ce
programme est écrit en Fortran et une interface de calcul de haut niveau Abipy écrite en
Python est disponible.

D’abord, présentons les changements effectués dans le logiciel Abinit. L’interface de
calcul de la mobilité des porteurs de charges a initialement été conçue dans l’optique de
travailler avec des semi-conducteurs. Celle-ci calculait séparément la mobilité des trous et
des électrons. Or, dans le cas de métaux, la distinction entre les trous et les électrons est
mal définie. Mon premier apport a été d’étendre cette interface pour qu’elle fonctionne bien
dans le cas de métaux en enlevant cette distinction. Ensuite, puisque l’on ne peut pas doper
un métal, il est plus pertinent de présenter la conductivité électrique que la mobilité des
porteurs de charges. Pour compléter ces changements, j’ai ajouté 4 tests à la suite de tests
d’Abinit. Ces tests présentent un exemple de calcul simple pour permettre à l’utilisateur
moyen de calculer la conductivité électrique sans avoir à regarder le code source et n’ont
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Figure: 2.1. Série de simulations permettant de calculer la conductivité électrique à l’aide
d’Abipy.

aucun calcul prérequis. Ils permettent aussi de s’assurer qu’une modification ultérieure ne
changera pas l’interface de calculs de façon à donner des résultats erronés. Deux calculs
présentant la fiabilité et la précision de cette interface sont présentés à la section 2.3.

Pour ce qui est de l’interface Abipy, j’ai ajouté la classe ConducWork, quelques
fonctions facilitant la création de cet objet et un exemple utilisant cette classe dans Abipy
pour finaliser mes travaux sur la conductivité. La classe ConducWork est un objet
permettant de calculer les propriétés de transport. La Figure 2.1 présente la structure d’une
série de simulations permettant de calculer la conductivité électrique à l’aide d’Abipy. Cet
exemple a été ajouté à la galerie d’exemples d’Abipy.

Afin de bien comprendre la Figure 2.1, définissons d’abord ce qu’est un flow, un
work et un task. Un flow représente un ensemble de simulations permettant d’obtenir
les propriétés voulues. La figure complète représente un flow permettant de calculer la
conductivité électrique. Un work correspond à un ensemble logique de simulations menant
à un résultat concret. Dans le flow de conductivité électrique, on a 3 work. Un task
correspond à une simulation Abinit. Le premier work permet d’obtenir les fonctions
d’ondes du système et nécessite seulement une simulation. À partir de ces fonctions d’ondes,
le deuxième work permet d’obtenir la dérivée de l’énergie (DDB) et du potentiel (DVDB)
par rapport à trois types de perturbations soit dû à un phonon, à un stress sur la cellule
unitaire et à un champ électrique. Il y a trois simulations par q-point et par atome. Les
résultats sont ensuite fusionnés afin d’obtenir les fichiers DDB et DVDB complets. À partir
de ces fichiers, le troisième work permet de calculer la conductivité électrique à partir
de 3 simulations. La première est un calcul SCF afin d’obtenir la densité électronique
du système, le deuxième est un calcul NSCF afin d’interpoler la grille de points k et la
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troisième simulation calcule la conductivité électrique. Dans le cas où une interpolation sur
les Star-functions1 est voulue, cette seconde interpolation est effectuée après le calcul NSCF.

2.3. Résultats cuivre
Afin de tester l’interface de calcul de la conductivité électrique pour les métaux dans

Abinit, une série de calculs a été effectuée pour déterminer la conductivité électrique du
cuivre à des températures de 73 K, 273 K et 373 K. Le cuivre a été choisi puisque celui-ci
est bien documenté dans la littérature. Le lecteur est amené à se référer aux sections 2.1 et
1.3.3 pour bien comprendre cette section.

Pour vérifier la fiabilité des résultats, deux simulations ont été faites. La première
est un test que j’ai rajouté à la suite de tests d’Abinit avec des paramètres non convergés
pour limiter les ressources computationnelles. La seconde est un calcul avec des paramètres
convergés pour montrer que cette interface permet d’avoir des résultats très proches des
expériences lorsqu’on utilise des paramètres convergés malgré les approximations utilisées.
Pour ces deux simulations, un pseudopotentiel de type PBE [47] a été utilisé. La cellule
unitaire et la BZ du cuivre sont présentées à la Figure 1.2. La structure de bandes
électronique et la DOS du cuivre sont présentées à la Figure 1.3.

Pour la simulation test, l’énergie cinétique maximale des ondes planes utilisées est de
20 Ha. La grille de points k est de 4x4x4 pour la boucle auto-cohérente et il n’y a pas
de calcul NSCF. L’interpolation utilisant des Star-functions utilise 5 fonctions par point
k pour obtenir une grille 16x16x16 dans un intervalle de 0.2 eV autour du niveau de
Fermi. Finalement, la grille de points q initiale est de 2x2x2 et a été interpolée à l’aide des
équations 1.3.3 et 1.3.4 afin d’obtenir une grille fine de 16x16x16.

Pour la simulation convergée, l’énergie cinétique maximale des ondes planes utilisées
est de 50 Ha. La grille de points k est de 16x16x16 pour la boucle auto-cohérente et un
calcul NSCF a été effectué afin d’obtenir une grille 32x32x32. L’interpolation basée sur
les Star-functions utilise 5 fonctions par point k pour obtenir une grille 64x64x64 dans un
intervalle de 0.3 eV autour du niveau de Fermi. Finalement, la grille de points q initiale est
de 8x8x8 et a été interpolée afin d’obtenir une grille fine de 64x64x64.

Dans ce calcul convergé, les grilles SCF, NSCF et autour du niveau de Fermi contiennent
respectivement 145, 897 et 6273 points k non équivalents par symétrie. Toutefois, la dernière
grille ne conserve que les points k dans un intervalle de 0.3 eV autour du niveau de Fermi

1Comme présenté à la section 1.3.3
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ce qui laisse 547 points k.

À partir de ces deux simulations, on peut comparer la conductivité avec les résultats
expérimentaux cités dans le Ashcroft & Mermin [27]

T(K) Expérimental (µΩcm)−1 Test (µΩcm)−1 Convergée (µΩcm)−1

73-772 5.00 1.80 1.80
273 0.64 0.50 0.63
373 0.45 0.37 0.46

Tableau 2.1. Conductivité électrique du cuivre selon la température déterminée expéri-
mentalement, à partir d’une simulation test et à partir d’une simulation convergée.

À une température de 73K, il y a peu de phonons et on s’attend à ce que la conductivité
électrique soit principalement régie par les impuretés présentes dans le matériau. Dans les
équations utilisées, on suppose un cristal sans impureté. Ainsi, on ne s’attend pas à avoir
de bons résultats à ce régime de température. Comme de fait, il y a une différence de 94%
entre les résultats de simulations et les résulats expérimentaux. Par contre, à 273K et 373K,
les phonons sont les principaux contributeurs à la conductivité électrique. Pour les résultats
tests, on obtient une différence de 25% à 273K et une différence de 20% à 373K. Pour les
résultats convergées, on obtient des résultats très proches des résultats expérimentaux avec
une différence de 2% à 273K et à 373K. Ces résultats prouvent la robustesse et la fiabilité de
l’interface pour un calcul convergé et montre aussi qu’il est possible d’obtenir le bon ordre
de grandeur à partir d’une simulation s’effectuant en quelques minutes sur un ordinateur
personnel.

2Les simulations ont été effectuées à 73K alors que le résultat expérimental est à 77K.
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Absorption de l’hydrogène

3.1. Théorie : Absorption de l’hydrogène
Dans cette section, plusieurs quantités d’intérêt pour mieux comprendre les processus

d’absorption seront présentées. D’abord, la sous-section 3.1.1 présente la moyenne ther-
modynamique d’une propriété. La moyenne thermodynamique sera utilisée pour obtenir la
valeur moyenne des propriétés à partir d’une centaine de cellules unitaires différentes. En-
suite, la sous-section 3.1.2 présente comment calculer l’enthalpie d’absorption, l’énergie libre
de Gibbs d’absorption et la température de désorption. L’énergie libre de Gibbs d’absorption
est une quantité importante puisqu’elle dicte le sens de réaction et permet de prédire si une
structure absorbe ou désorbe l’hydrogène. Ensuite, la sous-section 3.1.3 présente la théorie
nécessaire pour calculer numériquement les différentes contributions à l’entropie. Les diffé-
rentes contributions considérées sont l’entropie des phonons, l’entropie configurationnelle et
l’entropie d’un gaz de H2. Finalement, la sous-section 3.1.4 présente la correction en énergie
du point zéro due aux phonons.

3.1.1. Moyenne thermodynamique

La moyenne d’une grandeur thermodynamique ⟨A⟩ [48] peut être exprimée comme :

⟨A⟩ =
∑
i

e
−
∑

i

ζiAi

Ai
Z

 , (3.1.1)

où la sommation est effectuée sur l’espace d’état du système et Z correspond à la fonction
de partition. ζi correspond à un multiplicateur de Lagrange et est la variable conjuguée à
Ai. Dans le cas de Ai = Ei, on obtient ζi = 1/(kBT ). Une dérivation détaillée de cette
expression est présentée à l’annexe A.
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L’idée d’approximer la moyenne thermodynamique comme une sommation sur plu-
sieurs configurations représentatives de l’espace d’états est utilisée entre autres dans les
simulations Monte Carlo [49] et permet d’obtenir de bons résultats pour les propriétés
d’absorption de l’hydrogène [4]. Cette expression est valide dans le cas où les états i

échantillonnés donnent un portrait représentatif du système sur l’entièreté de son espace
d’états.

3.1.2. Enthalpie d’absorption et énergie libre de Gibbs

L’énergie d’absorption Eabs d’un matériau M ayant absorbé X molécules de H2 est définie
comme :

Eabs = EMH2X − (EM +XEH2), (3.1.2)

où EMH2X est l’énergie du matériau avec X molécules de H2, EM est l’énergie du matériau
sans hydrogène et EH2 est l’énergie d’une molécule de H2. À partir des équations 3.1.1
et 3.1.2, on peut définir l’énergie d’absorption moyenne ⟨Eabs⟩. On peut tenir compte du
changement de volume du cristal et du volume d’hydrogène absorbé pour calculer l’enthalpie
d’absorption moyenne ⟨∆Habs⟩ :

⟨∆Habs⟩ = ⟨Eabs + Patm∆V︸ ︷︷ ︸
cristal

−XkBT︸ ︷︷ ︸
H2

⟩, (3.1.3)

où Patm correspond à la pression atmosphérique, ∆V correspond au changement de volume
du cristal, kB à la constante de Boltzmann et T à la température du système.

On peut continuer l’analyse avec l’énergie libre de Gibbs G qui dicte le sens de réac-
tion. Pour obtenir cette quantité, on prend l’enthalpie auquel on enlève l’énergie entropique
du système puisque celle-ci correspond à l’énergie inutilisable pour effectuer un travail. Pour
un système fermé, la seconde loi de la thermodynamique implique que l’entropie doit rester
constante pour un système réversible et augmenter pour un système non réversible :

Scréée = ∆Ssys + ∆Sext ≥ 0. (3.1.4)

L’énergie libre de Gibbs G correspond à une transformée de Legendre de l’enthalpie :

G = H − TSsys. (3.1.5)

Par exemple, lorsqu’on analyse un processus d’absorption d’hydrogène, le système absorbe
lorsque l’énergie libre de Gibbs est négative, désorbe lorsqu’elle est positive et le système
est à l’équilibre lorsque l’énergie libre de Gibbs est nulle.

Finalement, on peut définir une température de désorption Tdes qui correspond à la
température où l’énergie libre de Gibbs est nulle, c’est-à-dire une température où le système
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est à l’équilibre. Cette température est définie comme :

Tdes = H

Ssys
. (3.1.6)

Ces propriétés seront les principales propriétés étudiées pour étudier les processus d’absorp-
tion avec l’entropie qui est décrite à la section 3.1.3.

3.1.3. Entropie

L’entropie est séparée en contributions qui sont calculées séparément. Dans ce mémoire,
on considère 3 contributions soit l’entropie configurationnelle due aux différents sites
d’absorptions que les atomes d’hydrogène peuvent occuper, l’entropie des phonons et
l’entropie d’un gaz d’hydrogène. Notons que pour un système contenant plusieurs phases,
il y a une quatrième contribution à l’entropie due au mélange des phases. Par contre, cette
contribution sera ignorée puisqu’on s’intéresse seulement au changement d’entropie dû à
l’absorption d’hydrogène et il n’y a aucune mention dans la littérature que le phénomène
d’absorption provoquerait un changement de phase.

Soit l’entropie S étant une quantité proportionnelle à l’énergie d’un système qui ne
peut pas être utilisé pour effectuer un travail. Pour un système microcanonique contenant
Ω micro-états, l’entropie s’exprime comme :

S = kB ln Ω, (3.1.7)

où kB est la constante de Boltzmann. On peut étendre la définition pour un système ayant
des états d’énergies différentes. Dans ce cas, on définit qλ comme la probabilité d’être dans
l’état λ et on utilise la formule de l’entropie de Gibbs :

S = −kB
M∑
λ=1

qλ ln qλ. (3.1.8)

Afin d’obtenir de bons résultats, il est important d’effectuer un échantillonnage représentatif
des états possibles. Pour être exact, il existe une infinité d’états possibles et une intégrale
sur l’espace de phase est nécessaire en théorie. Les états de basse énergie occupent un plus
grand volume de l’espace de phases puisque notre système a une plus grande probabilité
d’être dans ces états. Toutefois, l’intégrale est approximée en une sommation. Afin que
la sommation sur les états soit représentative de l’intégrale sur l’espace de phases, chaque
terme dans la sommation doit avoir un poids proportionnel à son énergie. Ce poids
correspond à la moyenne thermodynamique. Avec beaucoup d’états considérés dans la
sommation, l’intégrale et la sommation convergent vers la même valeur.

Dans la limite où on est capable de faire un très bon échantillonnage des états j
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possibles et où il n’y a pas de phénomènes extérieurs changeant la probabilité qλ d’être dans
l’état λ, alors qλ dépend seulement de l’énergie des états et de la température à travers :

qλ = e−βEλ∑
j
e−βEj

, (3.1.9)

où β correspond à 1/kBT avec kB la constante de Boltzmann et T la température1 et Ei à
l’énergie du système dans l’état i. Dans ce cas, l’entropie s’écrit comme :

Sconf = −kB
∑
λ

 e−βEλ∑
j
e−βEj

ln

 e−βEλ∑
j
e−βEj


 . (3.1.10)

où Sconf correspond à l’énergie des différentes configurations possibles. Comme précédem-
ment, cette expression nécessite un échantillonnage représentatif de l’espace d’états.

Pour calculer l’entropie due aux phonons, la relation de Maxwell suivante est utilisée :

T

(
∂S

∂T

)
V

=
(
∂E

∂T

)
. (3.1.11)

En isolant l’entropie et en considérant seulement les phonons,

Sph =
∫ T

0

dT ′

T ′
∂

∂T ′Eph(T
′,V ) + kBC0. (3.1.12)

En évaluant la dérivée de l’énergie par rapport à la température :
∂Eph
∂T ′ = 1

V Nq

∑
qν

ℏωqν
∂nB(ωqν , T

′)
∂T ′ , (3.1.13)

où ν est un indice sur les branches de phonons, ω correspond à la fréquence des phonons, Nq

correspond au nombre de points q, V au volume de la cellule unitaire et nB correspond à la
distribution de Bose-Einstein qui est égale à :

nB(ω, T ) = 1
eβℏω − 1 . (3.1.14)

On obtient ainsi :

Sph = 1
V Nq

∑
qν
hωqν

∫ T

0

dT ′

T ′
∂

∂T ′

[ 1
eβℏωqν − 1

]
+ kBC0. (3.1.15)

Après quelques manipulations algébriques, on peut réécrire l’entropie des phonons comme :

Sph = 1
V Nq

1
T

∑
qν

[
ℏωqνnB(ωqν , T ) − kBT ln

(
1 − e−βℏωqν

)]
, (3.1.16)

où les constantes d’intégration ont disparu suite à la condition :

lim
T→0

Sph = 0. (3.1.17)

1Pour alléger la notation, la dépendance de β en température n’est pas explicitement écrite dans ce mémoire.
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Il est commun de remplacer la sommation sur les points q par une intégrale sur l’énergie.
D’abord, la sommation sur les points q est transformée en une intégrale sur la BZ :

Sph = 1
T

∑
ν

∫ d3q

(2π)3

[
ℏων(q)nB(ων(q), T ) − kBT ln

(
1 − e−βℏων(q)

)]
, (3.1.18)

où un élément de volume ∆q = (2π)3/(V Nq). À partir de la définition de la distribution de
Dirac,

Sph = 1
T

∑
ν

∫
d(ℏω)

∫ d3q

(2π)3

[
ℏωnB(ω, T ) − kBT ln

(
1 − e−βℏω

)]
δ(ℏω − ℏων(q)). (3.1.19)

Avec la définition de la densité d’états g(ℏω) (DOS),

g(ℏω) =
∑
ν

∫ d3q

(2π)3 δ(ℏω − ℏων(q)), (3.1.20)

sachant que l’énergie ε d’un phonon correspond à ℏω et en utilisant directement l’énergie
pour le calcul de la distribution de Bose-Einstein :

Sph = 1
T

∑
ν

∫
dεg(ε)

[
εnB(ε, T ) − kBT ln

(
1 − e−βε

)]
. (3.1.21)

Durant le processus d’absorption, les molécules libres de dihydrogène sont absorbées dans
la maille cristalline. L’entropie d’un gaz parfait monoatomique peut se calculer à l’aide de
l’équation de Sackur-Tetrode. Dans le cas de molécules diatomiques, cette équation n’est
plus adéquate puisqu’il faut tenir compte de degrés de liberté rotationnels et vibrationnels
additionnels. Pour simplifier ce problème et obtenir une meilleure précision, la valeur de
référence de 130.68 J/(mol K) [50] obtenue expérimentalement sera utilisée comme entropie
du gaz d’hydrogène SH2

gaz.

Finalement, l’entropie d’absorption correspond à la différence entre l’entropie des produits
et l’entropie des réactifs,

Sabs = (SMH2X
conf + SMH2X

ph ) − (SM
ph +XSH2

gaz), (3.1.22)

où M fait référence au cristal, H à l’hydrogène et correspond X au nombre de molécules de
H2 absorbées.

3.1.4. Énergie du point zéro

L’état fondamental d’un système quantique de n particules a une énergie non nulle définit
comme :

Ezpe = 1
V Nq

∑
n,α,q

ℏωq

2 , (3.1.23)
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où ℏ correspond à la constante de Planck réduite, ωq à la fréquence de vibration du mode q
et α aux trois directions cartésiennes. Dans un système de N atomes, il y a 3N − 6 modes
de vibrations pour un système non linéaire et il y a 3N − 5 modes de vibrations dans un
système linéaire2. L’énergie fondamentale, aussi appelée énergie du point zéro, correspond
à la moitié de l’énergie de ces modes de vibrations. De façon semblable au traitement de
l’entropie des phonons de la section 3.1.3, on peut transformer la sommation sur les points
q en intégrale sur l’énergie tel que :

Ezpe = 1
2
∑
n,α

∫
dεg(ε)ε. (3.1.24)

Sachant que les fréquences de phonons admises changent durant le processus d’absorption,
une correction à l’énergie d’absorption peut être faite. En effectuant la différence de l’énergie
du point zéro de chaque mode de phonons des produits et des réactifs, on obtient la correction
∆Ezpe définie comme :

∆Ezpe = EMH2X
zpe − (EM

zpe +X · EH2
zpe), (3.1.25)

où X correspond au nombre de molécules de H2 absorbés. Cette correction peut être appli-
quée aux énergies d’absorptions pour obtenir une valeur plus proche des résultats trouvés
expérimentalement tel que l’équation 3.1.2 devient :

Eabs =
(
EMH2X + EMH2X

zpe

)
−
(
EM + EM

zpe +X
(
EH2 + EH2

zpe

))
. (3.1.26)

2Où N est plus grand que 1
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3.2. Résultats : Absorption de l’hydrogène
Dans cette section, les résultats d’absorption du Nd3MgNi14 et du La3MgNi14 seront

présentés. D’abord, la section 3.2.1 présente les phases trigonales et hexagonales de ces
structures et leur méthode de génération. Ensuite, la section 3.2.2 présente les différentes
étapes de notre méthodologie. La section 3.2.3 présente les trois études de convergences
effectuées pour nos matériaux. Finalement, les sections 3.2.4, 3.2.6 et 3.2.7 présentent les
différentes propriétés d’absorptions.

3.2.1. Structures étudiées

L’absorption de l’hydrogène sera étudiée dans des hydrures métalliques de type A2B7

où A fait référence à une terre rare et B à un métal de transition. Ce type d’hydrures a
des propriétés d’absorption intéressante et est actuellement un sujet de recherche impor-
tant [19–21]. Toutefois, ces études sont principalement expérimentales d’où l’intérêt de nos
recherches qui permettent d’obtenir une compréhension théorique du phénomène à partir
des premiers principes.

Dans les simulations effectuées à l’aide d’Abinit, deux compositions chimiques seront
étudiées soit le Nd3MgNi14 et le La3MgNi14. C’est-à-dire, il y a un des atomes de type A
qui a été substitué pour un atome de magnésium. Ces compositions se présentent sous
deux phases, la phase 2H et la phase 3R qui sont présentées à la Figure 3.1. La phase
2H contient deux formules chimiques par cellule unitaire alors que la phase 3R contient
une formule chimique par cellule unitaire. Les résultats obtenus à l’aide de simulations
numériques seront comparés aux résultats expérimentaux obtenus dans la littérature [19].
Expérimentalement, le Nd3MgNi14 contient des proportions de 35% pour la phase 2H, de
51% pour la phase 3R et 14% de cristallites (NdNi5 et Nd5Ni19). La différence d’énergie
entre les deux phases est de moins de 0.4 meV, ce qui explique la présence des deux phases.
Lors d’une substitution du Nd pour un atome avec un rayon atomique plus large comme
le La, la phase 2H est favorisée. Les deux phases ont une densité proche avec un volume
de 517 Å3 pour la phase 2H et de 260 Å3 pour la phase 3R. Les deux phases peuvent être
distinguées expérimentalement par une mesure de diffraction des rayons X.

Les structures ont initialement été générées à partir des positions atomiques rappor-
tées par Zhang et al. [19] et une relaxation atomique a ensuite été effectuée pour
obtenir les meilleures positions atomiques par rapport aux approximations et aux pseu-
dopotentiels utilisés. Les pseudopotentiels de type PBE [47] ont été utilisés pour ces calculs.

Pour la phase 2H, le groupe d’espace est P63mc sous la notation de Hermann-Mauguin et
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Phase 2H Phase 3R

A
Mg
Ni

Figure: 3.1. Cellule unitaire pour les phases 3R et 2H de la structure A3MgNi14 où A
correspond à des atomes de Nd ou de La. Les atomes de A, Mg et Ni sont respectivement
représenté en orange, vert et gris.

Atome Site de Wyckoff x y z
A1 2b 2/3 1/3 0.9765
A2 2b 1/3 2/3 0.1674
A3 2b 2/3 1/3 0.8267

Mg1 2b 1/3 2/3 0.0300
Ni1 2a 0 0 0.0009
Ni2 2a 0 0 0.1678
Ni3 2a 0 0 0.8330
Ni4 2b 1/3 2/3 0.8328
Ni5 2b 2/3 1/3 0.1670
Ni6 6c 0.8332 0.6664 0.2497
Ni7 6c 0.8338 0.6677 0.0845
Ni8 6c 0.1673 0.3346 0.9151

Tableau 3.1. Coordonnées atomiques réduites de la phase 2H de la structure contenant du
Nd et de groupe d’espace P63mc (n°186). a = b = 4.9975 Å, c = 24.1473 Å, α = β = 90°,
γ = 120°.

son numéro est 186 en suivant la notation de l’Union internationale de cristallographie. Les
dimensions de la cellule unitaire et les coordonnées atomiques sont présentées au Tableau
3.1 pour la cellule contenant du Nd. Les coordonnées atomiques de la structure contenant
du La ne sont pas présentées puisque celles-ci diffèrent de la structure contenant du Nd de
seulement quelques centièmes d’angström. Notons que la phase 2H contient 2 fois la formule
chimique par cellule unitaire.
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Atome Site de Wyckoff x y z
A1 1a 0.1509 0.1509 0.5474
A2 1a 0.0510 0.0510 0.8471
A3 1a 0.9448 0.9448 0.1657

Mg1 1a 0.8530 0.8530 0.4410
Ni1 1a 0.5006 0.5006 0.4981
Ni2 1a 0.2780 0.2780 0.1661
Ni3 1a 0.7219 0.7219 0.8342
Ni4 1a 0.3888 0.3888 0.8335
Ni5 1a 0.6119 0.6119 0.1643
Ni6 3b 0.0005 0.4995 0.0004
Ni7 3b 0.6110 0.1087 0.6693
Ni8 3b 0.3901 0.8887 0.3311

Tableau 3.2. Coordonnées atomiques réduites de la phase 3R de la structure contenant du
Nd et de groupe d’espace R3m (n°160). a = b = 5.0025 Å, c = 12.3549 Å, α = β = 78.3197°,
γ = 60°.

Pour la phase 3R, le groupe d’espace est R3m sous la notation de Hermann-Mauguin
et son numéro est 160 en suivant la notation de l’Union internationale de cristallographie.
Les dimensions de la cellule unitaire et les coordonnées atomiques sont présentées au
Tableau 3.2 pour la cellule contenant du Nd. Comme précédemment, les coordonnées
atomiques pour le La ne sont pas présentées puisqu’elles diffèrent de seulement quelques
centièmes d’angström par rapport à la cellule contenant du Nd. Notons que la phase 3R
contient 1 seule fois la formule chimique par cellule unitaire. Le nom 3R provient du fait
qu’expérimentalement, les cellules unitaires sont regroupées par paquet de 3.

Notons que la position du magnésium est bien définie dans la littérature. Il occupe
soit le site actuel, soit le site qui lui est équivalent par symétrie. Ainsi, il n’est pas nécessaire
de considérer une substitution sur les 4 (2) autres sites de la phase 2H (3R) pour explorer
les différentes structures possibles.

3.2.2. Méthodologie

Pour étudier l’absorption en hydrogène, il faut d’abord générer les structures sans
hydrogène, effectuer une série d’études de convergence et relaxer les positions atomiques.
Ensuite, on ajoute des molécules d’hydrogène aléatoirement dans la structure et on effectue
une seconde relaxation. Une fois cette seconde relaxation effectuée, il est possible de calculer
l’enthalpie d’absorption. Ensuite, un calcul DFPT permettra de calculer la densité d’états
vibrationnels (VDOS) et ainsi obtenir l’entropie et l’énergie du point zéro.
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Pour la première étape, on génère les structures selon les positions atomiques rappor-
tées dans la littérature et on effectue trois études de convergence respectivement sur les
paramètres de simulations ecut, ngkpt et tsmear. Ces trois paramètres seront décrits plus
en détail à la section 3.2.3.

La deuxième étape est de relaxer les positions atomiques et les dimensions de la cel-
lule unitaire. En utilisant les positions atomiques rapportées expérimentalement, on est
proche du minimum global d’énergie du système. Ainsi, on peut supposer que le minimum
local d’énergie obtenu durant la relaxation correspond au minimum global de la phase. Pour
ce calcul, on veut que la force perçue par chacun des atomes soit de moins de 1e-5 Ha/bohr.

La troisième étape est d’ajouter l’hydrogène dans les structures. Puisque les sites
d’absorptions en hydrogène de cette structure ne sont pas connus, une molécule de H2 est
ajoutée à une position aléatoire dans la cellule. On génère le Nd3MgNi14H, Nd3MgNi14H4

et le Nd3MgNi14H8 en phase 2H, en phase 3R et les structures équivalentes contenant du
lanthane. Dans le cas des structures dans la phase 2H, ceci correspond respectivement
à 2, 8 et 16 atomes d’hydrogène. Pour les structures en phase 3R, il y a respectivement
1, 4 et 8 atomes d’hydrogène pour garder la même concentration d’hydrogène en wt%.
Ces concentrations d’hydrogène correspondent à 0.08%, 0.32% et 0.63% du poids total.
Expérimentalement, la structure absorbe jusqu’à 1.2% de son poids total en hydrogène.
Contrairement à la relaxation du cristal sans hydrogène, on ne peut pas supposer que le
minimum local correspond à un minimum global du système. Ainsi, il est important d’avoir
un grand nombre de configurations3 différentes pour trouver les différents minima locaux de
la structure. Dans notre cas, 100 configurations différentes ont été générées par structure,
par phase et pour chaque concentration d’hydrogène. Pour générer ces structures, des
molécules de H2 ont été ajoutées à des positions aléatoires dans la structure.

La quatrième étape est de relaxer chacune des configurations de façon à obtenir les
minima locaux. Cette relaxation est plus complexe et est séparée en quatre afin de s’assurer
que le processus de relaxation s’effectue correctement. En un premier temps, les atomes
d’hydrogène sont les seuls atomes pouvant se déplacer dans la structure et une relaxation
grossière est effectuée avec des forces de 1e-2 Ha/bohr. En un deuxième temps, tous les
atomes de la cellule peuvent se déplacer et la relaxation est de 1e-3 Ha/bohr. En un
troisième temps, tous les atomes de la cellule peuvent se déplacer et les dimensions de la
cellule unitaire peuvent augmenter, phénomène qui est attendu durant l’absorption et les
positions atomiques sont relaxées à l’ordre de 1e-4 Ha/bohr. En un quatrième temps, les

3Dans le cadre de ce mémoire, une configuration est définie comme une structure auquel l’hydrogène a été
ajouté aléatoirement.
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positions atomiques sont relaxées à l’ordre de 1e-5 Ha/bohr et les dimensions de la cellule
unitaire sont aussi relaxées4. Cette approche est semblable à celle utilisée par Hu et al. [23].

Finalement, une fois les relaxations effectuées, l’énergie du système peut être directe-
ment obtenue à l’aide d’une simulation DFT. L’énergie d’absorption correspond à la
différence entre l’énergie de la configuration en question et l’énergie des différents réactifs
séparés (i.e. les molécules de H2 et le cristal sans hydrogène) et l’équation est présentée à
l’équation 3.1.2. Ensuite, l’enthalpie d’absorption, l’énergie libre de Gibbs et la température
de désorption sont calculées en suivant la théorie présentée à la section 3.1.2 et une valeur
de référence de -100.7 J/(K mol H2) pour l’entropie d’absorption est utilisée. Cette valeur
provient de résultats expérimentaux [19].

Pour calculer l’entropie et l’énergie du point zéro à partir de simulations, il faut cal-
culer la VDOS et ainsi la dérivée seconde de l’énergie par rapport à des déplacements
atomiques. C’est-à-dire, il faut calculer la matrice dynamique Dµν comme établi à la
section 1.2.3. Seulement deux des trois contributions à l’entropie sont calculées à l’aide de
simulations : l’entropie des phonons et l’entropie configurationnelle. La valeur expérimentale
de 130.68 J/(mol K) [50] est utilisée pour l’entropie du gaz de H2.

3.2.3. Études de convergence

Pour obtenir une bonne précision dans des simulations ab initio, il est important
d’effectuer des études de convergences sur les paramètres de simulation ecut, ngkpt et
tsmear. Pour nos calculs, une précision de 0.1 Ha par formule chimique sera visée. Ecut
correspond à l’énergie maximale des ondes planes pour modéliser les fonctions d’ondes
électroniques comme présentée à la section 1.3.1. Ngkpt correspond à trois chiffres
représentant le nombre de points k divisant la cellule dans chacune des trois directions
comme présenté aux sections 1.2.4 et 1.3.3. Finalement, tsmear indique le degré de
distribution des électrons sur les différents niveaux électroniques autour du niveau de
Fermi. C’est-à-dire, cette variable correspond à la température des électrons ce qui permet
à un électron d’avoir une occupation fractionnaire sur plusieurs états. Sans celle-ci, les
électrons seraient complètement localisés dans leur état respectif et un électron pourrait
complètement changer d’état entre deux étapes de la boucle auto-cohérente5. Si un électron
change constamment d’état entre les différentes étapes auto-cohérente, c’est-à-dire s’il y a
plusieurs états disponibles proches du niveau de Fermi, alors il peut y avoir un changement
d’énergie important entre les cycles auto-cohérents et la convergence devient très difficile à

4Les étapes 3 et 4 sont séparées puisqu’Abinit doit débuter la simulation avec des dimensions de cellule
proche du vrai résultat pour bien relaxer ce paramètre.
5La boucle auto-cohérente est décrite en détail dans la section 1.2.1
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Ecut(Ha) ∆E Nd (Ha) ∆E La (Ha)
30 2.6e+00 2.6e+00
32 1.4e+00 1.4e+00
34 6.6e-01 6.7e-01
36 3.0e-01 3.1e-01
38 1.3e-01 1.3e-01
40 4.8e-02 4.9e-02
42 1.6e-02 1.7e-02
44 4.7e-03 5.2e-03
46 1.3e-03 1.6e-03
48 5.5e-04 7.1e-04
50 4.5e-04 5.7e-04
52 4.3e-04 5.3e-04

Ecut(Ha) ∆E Nd (Ha) ∆E La (Ha)
54 3.8e-04 4.7e-04
56 3.1e-04 4.0e-04
58 2.6e-04 3.4e-04
60 2.1e-04 3.0e-04
62 1.8e-04 2.6e-04
64 1.5e-04 2.3e-04
66 1.3e-04 2.0e-04
68 1.1e-04 1.7e-04
70 8.0e-05 1.4e-04
72 6.0e-05 1.0e-04
74 4.0e-05 7.0e-05
76 2.0e-05 4.0e-05

Tableau 3.3. Convergence sur l’énergie maximale des ondes planes (ecut) sur les phases
3R avec une valeur de référence établie à 78 Ha.

Figure: 3.2. Convergence sur l’énergie maximale des ondes planes (ecut) sur les phases 3R
avec une valeur de référence établie à 78 Ha.

atteindre. Tsmear est, donc, nécessaire lorsque l’on simule des métaux. Ce paramètre de
simulation correspond à l’énergie cinétique des électrons.

L’étude de convergence sur l’énergie maximale des ondes planes est présentée à la Fi-
gure 3.2 et les valeurs sont présentées au Tableau 3.3. Cette étude de convergence dépend
principalement du type d’atome utilisé. Ainsi, la convergence sur l’énergie maximale des
ondes planes a été effectuée sur le Nd3MgNi14 en phase 3R et le La3MgNi14 en phase 3R.
À partir de ces valeurs, on conclut que 40 Ha soit environ 1088 eV permet d’obtenir une
précision de 0.1 Ha sur l’énergie totale du système par formule chimique. Cette valeur est
dorénavant utilisée pour les prochaines simulations.
L’étude de convergence sur la grille de points k est présentée à la Figure 3.3 et les valeurs
sont présentées au Tableau 3.4. Cette étude de convergence dépend principalement des
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Ngkpt ∆E 2H (Ha) ∆E 3R (Ha)
1 1 1 8.3e-01 4.1e-01
2 2 1 1.8e-02 7.6e-03
3 3 1 6.4e-03 2.4e-03
4 4 1 3.2e-03 9.4e-04
5 5 1 4.1e-04 4.9e-04
6 6 2 6.0e-05 1.0e-05
7 7 2 5.0e-05 9.0e-05

Tableau 3.4. Convergence sur l’échantillonnage de la grille de points k (ngkpt) pour le
Nd3MgNi14 avec une valeur de référence sur une grille 12x12x3.

Figure: 3.3. Convergence sur l’échantillonnage de la grille de points k (ngkpt) pour le
Nd3MgNi14 avec une valeur de référence sur une grille 12x12x3.

dimensions de la cellule. Ainsi, la convergence a été effectuée sur le Nd3MgNi14 en phase
2H et le Nd3MgNi14 en phase 3R. La valeur d’énergie de référence a été obtenue avec
une grille 12x12x3. Bien qu’une grille 2x2x1 offre une précision de 0.1 Ha par formule
chimique, la convergence sur la distribution des niveaux électroniques nécessite aussi
une grille assez fine. Ainsi, une grille 3x3x1 a été choisie pour faciliter la convergence
sur tsmear. Notons qu’une plus grande cellule dans l’espace réelle nécessite moins de
points k pour obtenir une bonne convergence. Ainsi, le nombre de points k est différent
dans la direction du vecteur c⃗ puisque celui-ci est respectivement 2.5 fois et 5 fois plus
long que a⃗ pour les phases 3R et 2H. Une grille de points k de 3x3x1 est dorénavant utilisée.

L’étude de convergence sur la distribution des niveaux électroniques est présentée à
la Figure 3.4 et les valeurs sont présentées au Tableau 3.5. La convergence sur la distribu-
tion des niveaux électroniques a été effectuée sur le Nd3MgNi14 en phase 2H et le Nd3MgNi14

en phase 3R. Comme mentionné ci-haut, cette convergence dépend de la grille de point k.
Pour s’assurer d’avoir de bonnes valeurs, une grille de points k de 12x12x3 a été choisie
pour calculer la valeur de référence de 0.001 Ha alors qu’une grille 3x3x1 a été choisie pour
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tsmear (Ha) ∆E 2H (Ha) ∆E 3R (Ha)
0.5 1.2e+02 5.9e+01
0.25 4.8e+01 2.4e+01
0.1 1.2e+01 6.2e+00
0.05 3.9e+00 1.9e+00
0.025 1.1e+00 5.4e-01
0.01 1.9e-01 9.2e-02
0.005 4.9e-02 2.4e-02
0.0025 1.2e-02 5.9e-03

Tableau 3.5. Convergence sur la distribution des niveaux électroniques autour du niveau
de Fermi (tsmear) pour le Nd3MgNi14 avec une valeur de référence établie à 0.001 Ha.

Figure: 3.4. Convergence sur la distribution des niveaux électroniques autour du niveau
de Fermi (tsmear) pour le Nd3MgNi14 avec une valeur de référence établie à 0.001 Ha.

les autres valeurs de tsmear. À partir de ces valeurs, on conclut qu’une valeur de tsmear
de 0.01 Ha offre une précision de 0.1 Ha sur l’énergie totale de la cellule unitaire par formule
chimique6. 0.01 Ha correspond à une température électronique d’environ 3157.73 K. Cette
valeur est dorénavant utilisée pour les prochaines simulations.

3.2.4. Enthalpie d’absorption

Un histogramme présentant l’énergie de chacune des configurations est présenté à la
Figure 3.5. La méthodologie permettant d’obtenir les énergies d’absorption de chaque
configuration est présentée à la section 3.2.2. Cette figure ne tient pas compte du poids
relatif de chaque configuration, elle présente seulement l’énergie d’absorption pour les 100
configurations générées aléatoirement. L’axe des y représente le nombre de configurations
dans l’intervalle d’énergie. Le zéro est défini comme l’énergie des réactifs avant le processus
d’absorption. Une enthalpie d’absorption négative signifie que le système libère de l’énergie
durant l’absorption alors qu’une enthalpie d’absorption positive signifie que le système

6La phase 2H contient 2 formules chimiques par cellule unitaire.
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absorbe de l’énergie durant le processus d’absorption.

Dans la Figure 3.5, on voit des énergies d’absorption avec des valeurs minimums
d’environ -0.18 eV pour le Nd3MgNi14 en phase 2H et de -0.25 eV pour le La3MgNi14 en
phase 2H. Ainsi, on voit une absorption légèrement meilleure pour la structure contenant
du La, ce qui est en accord avec les résultats expérimentaux. Les énergies d’absorption
sont semblables pour les structures en phase 3R à l’exception de celles avec un seul
atome d’hydrogène. Pour celles-ci, on voit quelques configurations ayant une énergie
d’absorption significativement plus basse, avec des valeurs d’environ -0.35 et -0.45 eV.
Ceci nous porte à croire que certains sites d’absorptions absorbent très bien l’hydrogène,
mais ne sont pas remplis ou sont trop remplis dans le cas où il y a plusieurs atomes d’hy-
drogène. Une analyse plus poussée sera faite plus loin dans cette section et à la section 3.2.5.

Pour chaque histogramme, l’énergie moyenne des 100 configurations est calculée à
l’aide de la moyenne thermodynamique présentée à l’équation 3.1.1 et inscrit sur les
histogrammes. Une température de 300K a été choisie pour ce calcul. Dû à la moyenne
thermodynamique, la grande majorité des configurations ont une contribution négligeable
à 300 K. Seulement la configuration d’énergie la plus stable et les quelques configurations
ayant une petite différence par rapport à celles-ci ont une contribution appréciable. Pour
mettre ceci en perspective, pour le Nd3MgNi14H en phase 2H à 300 K, une configuration
ayant une énergie d’absorption de −0.20 eV/atome H a un poids d’environ 15% dans
la moyenne thermodynamique alors qu’une configuration ayant une énergie d’absorption
de −0.03 eV/atome H a un poids de seulement 0.02%. Ce poids est maximal pour des
valeurs basses d’énergies d’absorption et diminue pour des énergies d’absorption plus élevées.

À partir de la moyenne thermodynamique de l’énergie d’absorption, on peut calculer
l’enthalpie d’absorption, l’énergie libre de Gibbs et la température de désorption, qui
sont respectivement définies aux équations 3.1.3, 3.1.5 et 3.1.6. L’énergie libre de Gibbs
représente le sens de réaction, c’est-à-dire une valeur négative indique que le système
absorbe l’hydrogène alors qu’une valeur positive indique que le système désorbe l’hydro-
gène. La température de désorption correspond à la température où le système est à
l’équilibre. La valeur d’entropie d’absorption utilisée pour ces calculs est de -100.7 J/(K
mol H2) et provient de résultats expérimentaux [19]. Finalement, la température de dé-
sorption est calculée à l’aide de l’équation 3.1.6. Ces résultats sont présentés au Tableau 3.6.

D’abord, si on regarde l’énergie libre de Gibbs d’absorption, on se rend compte que
l’absorption est favorisée seulement dans le cas d’un seul atome d’hydrogène dans les
phases 3R. Ceci n’est pas en accord avec les expériences où on rapporte une absorption
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Figure: 3.5. Histogramme de l’énergie d’absorption de chaque configuration pour chacune
des structures étudiées. L’énergie d’absorption correspond à la différence d’énergie durant le
processus d’absorption, et une énergie négative signifie que l’absorption est énergétiquement
favorable.

de H2 correspondant à 1.2 wt%, soit une formule chimique de A3MgNi14H16. On s’attend
ainsi à ce que l’énergie libre de Gibbs d’absorption de chacune de ces structures soit négative.

Pour comprendre la différence entre les résultats de simulations et les résultats expé-
rimentaux de la littérature [19], on peut regarder les enthalpies d’absorption ∆H. Dans
l’article de Zhang et al. [19], une enthalpie de -29.4 kJ/mol a été rapportée pour un
mélange contenant 35% de phase 2H, 51% de phase 3R et 14% de cristallites (NdNi5
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Propriétés du A3MgNi14HX

A phase X ⟨Habs⟩ (kJ/H2mol) ⟨Gabs⟩ à 300K (kJ/mol H2) T désorption (K)
Nd 2H 1 -18.7 ± 1.8 14.0 161
Nd 2H 4 -20.0 ± 1.4 12.7 174
Nd 2H 8 -18.9 ± 1.0 13.8 163
La 2H 1 -27.9 ± 1.6 4.8 252
La 2H 4 -21.0 ± 1.8 11.7 184
La 2H 8 -22.4 ± 1.4 10.3 197
Nd 3R 1 -36.6 ± 1.0 -3.9 339
Nd 3R 4 -17.2 ± 1.1 15.5 146
Nd 3R 8 -18.2 ± 1.2 14.5 156
La 3R 1 -45.6 ± 0.9 -12.9 428
La 3R 4 -22.2 ± 1.2 10.5 196
La 3R 8 -23.2 ± 1.1 9.5 206

Tableau 3.6. Enthalpie d’absorption moyenne, énergie libre de Gibbs d’absorption moyenne
et température de désorption moyenne des structures étudiées

et Nd5Ni19) sur la masse totale du système. À l’aide de notre méthode de simulation,
il est seulement envisageable de travailler avec des phases pures. Ainsi, on ne tient pas
compte des phases cristallites et une légère différence entre les résultats expérimentaux et
les résultats computationnels est attendue. Pour les matériaux contenant du Nd, seule la
phase 3R contenant 1 atome d’hydrogène donne des résultats plausibles avec une enthalpie
d’absorption de -36.6 ± 1.0 kJ/mol H2.

Pour le La, il est rapporté dans la littérature que l’enthalpie d’absorption est meilleure
que dans le cas du Nd avec une valeur de -30.4 ± 0.9 kJ/(mol H2). Ainsi, les simulations
fonctionnent correctement seulement dans le cas où il y a un seul atome d’hydrogène7. Le
problème est dû au fait que l’hydrogène est ajouté sous forme de molécule plutôt que sous
forme atomique. Ceci est une erreur dans la méthodologie. À cause de cette erreur, on
n’obtient pas de configurations où tous les atomes d’hydrogène sont situés dans de bons
sites d’absorptions lorsqu’il y a plusieurs atomes d’hydrogène. Ce problème est exploré plus
en détail à la section 3.2.5.

3.2.5. Génération d’une structure par symétrie

Pour confirmer l’analyse des résultats, deux configurations du Nd3MgNi14 en phase 2H
avec un seul atome d’hydrogène ont été générées. Selon notre analyse, il serait possible de
trouver de bons sites d’absorption pour la phase 2H tout comme il a été possible pour les
configurations en phase 3R contenant un seul atome, si on considère un assez grand nombre
de structures.
7Rappelons que le A3MgNi14H en phase 2H contient 2 atomes d’hydrogène.
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Propriétés d’absorption du Nd3MgNi14HX en phase 2H
A phase X ∆H (kJ/H2mol) ∆G à 300K (kJ/mol H2) T désorption (K)
Nd 2H 1/2 -36.6 ± 1.0 -3.9 339
Nd 2H 1 -37.6 ± 2.0 -4.9 349

Tableau 3.7. Enthalpie d’absorption moyenne, énergie libre de Gibbs d’absorption moyenne
et température de désorption moyenne du Nd3MgNi14HX en phase 2H avec 1 atome et 2
atomes où le deuxième a été généré par symétrie.

Seulement avec ces deux configurations générées aléatoirement, on a trouvé un site
absorbant l’hydrogène. C’est-à-dire, après avoir effectué la relaxation atomique, une de ces
configurations a une énergie libre de Gibbs négative, la configuration absorbe mieux que
toutes les autres structures en phase 2H générées précédemment.

Pour valider la deuxième partie de notre analyse, on a supposé qu’aucune configura-
tion avec plusieurs atomes d’hydrogène n’a bien absorbé l’hydrogène parce que celui-ci
est ajouté sous forme moléculaire plutôt que sous forme atomique. Pour confirmer cette
hypothèse, il suffit de trouver une configuration contenant plusieurs atomes où l’énergie
libre de Gibbs prédite par nos simulations est négative8.

La configuration présentant une énergie libre de Gibbs négative a un atome d’hydro-
gène aux coordonnées réduites (0.672, 0.332, 0.448). Ce site est très proche d’un site de
symétrie (2/3,1/3,z) présent dans les structures ayant le groupe d’espace P63mc (n°186) et
a une multiplicité de 2. Un deuxième atome d’hydrogène a été ajouté au site de symétrie
équivalent (1/3, 2/3, z+1/2). Après une seconde relaxation de la structure, nos simulations
déterminent une énergie libre de Gibbs négative, ce qui prouve que cette configuration
absorbe bien l’hydrogène et que la DFT permet d’obtenir de bons résultats d’absorption
avec plusieurs atomes d’hydrogène. Pour mettre l’accent sur ce résultat, cette structure
absorbe mieux que n’importe quelle autre structure contenant plusieurs atomes d’hydrogène,
que ce soit pour la phase 2H, 3R et avec du Nd ou du La. Notons que dans cette dernière
structure, les atomes d’hydrogène sont séparés d’une grande distance. Ainsi, on peut
conclure que l’erreur provient de notre méthode d’ajout des atomes d’hydrogène. Les
propriétés d’absorptions pour ces deux structures sont présentées au Tableau 3.7.
Il est très peu probable que cette structure soit générée par notre méthode d’ajout aléatoire
de molécules de H2 puisque les atomes sont très éloignés. Ceci est une erreur dans notre
méthodologie. Idéalement, les calculs auraient dû être refaits avec cette erreur corrigée.

8Théoriquement, ceci pourrait aussi être dû au fait qu’il n’y a pas assez de configurations qui ont été générées.
On suppose que les 100 configurations générées sont suffisantes et qu’il y a un problème dans la méthode
d’ajout des atomes d’hydrogène.

51



Chapitre 3. Absorption de l’hydrogène

Toutefois, dû aux ressources computationnelles limitées, il n’a pas été possible de refaire
l’étude en ajoutant l’hydrogène sous forme atomique9. Bref, la méthode employée favorise
fortement les structures où les atomes d’hydrogène sont proches. La prochaine section traite
de la densité d’états des phonons. Afin de continuer nos recherches tout en utilisant des
structures où l’hydrogène a été ajouté sous forme atomique, la suite de nos recherches sera
effectuée exclusivement sur les deux structures en phase 2H présenté dans cette section.

3.2.6. Densité d’états des phonons

Pour commencer l’analyse des propriétés perturbatives du système, il faut calculer la
densité d’états vibrationnels (VDOS), une propriété essentielle pour le calcul de l’entropie
d’absorption et de l’énergie du point zéro. Ce calcul est demandant en ressource com-
putationnelle puisqu’il est nécessaire d’effectuer trois simulations par atome pour chaque
point q10. Seulement deux configurations ont été étudiées : le Nd3MgNi14H0.5 en phase
2H présentant la meilleure enthalpie d’absorption et le Nd3MgNi14H en phase 2H généré à
l’aide de symétries comme présenté à la section 3.2.5.

Les modes de phonons sont calculées pour une grille de points q 3x3x1. Cette grille
contient 5 points q non symétriques. Ainsi, on doit respectivement faire 555 et 570
simulations pour le Nd3MgNi14H0.5 et le Nd3MgNi14H. Ces grilles de points q sont ensuite
interpolées comme présenté à la section 1.3.3. Cette nouvelle grille fine permet de trouver la
densité d’états des phonons par rapport à l’énergie g(ε) dans les équations 3.1.21 et 3.1.24.
La Figure 3.6 compare la VDOS du cristal avec 0, 1 et 2 atomes d’hydrogène. Notons que
les bandes d’hydrogène de haute énergie ne sont pas montrées dans cette figure. Cette
figure permet de visualiser le changement d’entropie associé à l’absorption d’hydrogène. On
voit que l’ajout d’un atome d’hydrogène dans le cristal a l’effet général de réduire l’énergie
de chaque mode de vibrations. En effet, il y a une nette différence entre la VDOS du
Nd3MgNi14H0.5 et du Nd3MgNi14, différence qui est explicitée par la VDOS intégrée. Par
contre, il y a très peu de différence entre la VDOS avec 1 et 2 atomes d’hydrogène. Ceci
n’est pas attendu, on s’attend à ce qu’elle continue de descendre avec l’ajout d’un deuxième
atome tel que l’entropie des phonons calculée à l’aide de l’équation 3.1.21 soit constante
par rapport au nombre d’atomes d’hydrogène. Une discussion approfondie sur les possibles
causes d’erreurs est présentée en même temps que les résultats découlant de la VDOS à la
section 3.2.7.

9La suite de ce projet comprend 3 aspects majeurs : ajouter l’hydrogène sous forme atomique, utiliser des
potentiels interatomiques générés par apprentissage machine afin d’augmenter l’efficacité des calculs, analyser
les anharmonicités de l’hydrogène, sujet qui sera traité à la section 3.2.6.
10Normalement, il est possible de réduire le nombre de simulations nécessaires à l’aide des symétries. Pour
nos structures, l’ajout de l’hydrogène brise les symétries du système.
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Figure: 3.6. VDOS et VDOS intégrée pour le Nd3MgNi14, Nd3MgNi14H0.5 et le
Nd3MgNi14H.

3.2.7. Entropie d’absorption et énergie du point zéro

Pour la molécule de H2, le seul mode de vibration non nul correspond aux deux atomes
qui se rapprochent et s’éloigne simultanément. Ceci fait que le H2 est un cas particulier.
En utilisant Abinit, il est possible de trouver ce mode de vibration qui est de 534 meV.
Ensuite, à l’aide de la formule 3.1.23, on peut conclure que l’énergie du point zéro d’une
molécule de H2 est de 267 meV. Pour les structures cristallines, les énergies du point zéro
ont été calculées à l’aide de l’équation 3.1.24 et la méthode des tétraèdres [51] a été utilisée
afin d’effectuer l’intégrale sur l’énergie.

Les résultats pour l’énergie du point zéro et la correction en énergie sont présentés
au Tableau 3.8. Puisque les corrections sont de l’ordre de quelques meV, on conclut qu’elles
ont un effet négligeable pour les structures étudiées.

Les résultats pour l’entropie de configuration et l’entropie des phonons sont présentés
au Tableau 3.9 et sont obtenus à l’aide des équations 3.1.10 et 3.1.21. La contribution
de chaque énergie vibrationnelle à l’entropie des phonons, c’est-à-dire l’intégrande, est
présentée à la Figure 3.7. Le lecteur est amené à comparer cette figure avec la Figure 3.6
afin de déterminer la contribution de chaque état phononique à l’entropie. Les états de
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Structure Ezpe (meV) ∆Ezpe (meV)
H2 267 —

Nd3MgNi14 1187 —
Nd3MgNi14H0.5 1312 -9
Nd3MgNi14H1 1458 3

Tableau 3.8. Énergie du point zéro et correction associée pour le Nd3MgNi14 en phase 2H
contenant différentes concentrations d’hydrogène.

Figure: 3.7. Contribution de chaque état d’énergie à l’entropie pour le Nd3MgNi14,
Nd3MgNi14H0.5 et le Nd3MgNi14H.

basse énergie ont une contribution plus importante à l’entropie du cristal. Ainsi, puisque
l’ajout de l’hydrogène réduit l’énergie de chaque mode vibrationnel du cristal, celui-ci
augmente aussi l’entropie des phonons. Notons que comme mentionné à la section 3.1.3,
l’entropie du gaz de H2 est évaluée expérimentalement à 130.68 J/(mol K) [50] et sera la
valeur utilisée pour nos calculs. Les résultats d’entropie totale calculés à l’aide de l’équation
3.1.22 sont présentés au Tableau 3.10. Les résultats ne correspondent pas aux résultats
expérimentaux. Aussi, il y a une différence importante entre l’entropie par atome entre
la structure cristalline avec 1 et 2 atomes d’hydrogène alors qu’on s’attend à ce qu’elle
demeure constante.

Pour expliquer ces résultats, il faut remettre en question les différentes approxima-
tions utilisées et les sources d’erreurs. Puisqu’une valeur expérimentale a été utilisée
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Structure Sconf(eV/(K uc)) Sph (eV/(K uc)) ∆Sph (eV/(K uc))
Nd3MgNi14 — 1.180e-2 —

Nd3MgNi14H1/2 2.146e-7 1.272e-2 9.15e-4
Nd3MgNi14H1 3.360e-6 1.258e-2 7.77e-4

Tableau 3.9. Entropie des phonons et des configurations en électronvolt par kelvin pour
une cellule unitaire

Nd3MgNi14H2X Stot(J/(K mol H2))
1/4 46.016
1/2 -55.370
Exp -100.7

Tableau 3.10. Entropie totale d’absorption en joules par kelvin mol

pour l’entropie du gaz de H2 plutôt qu’une équation théorique comme celle de Sackur-
Tétrode, on peut négliger l’erreur provenant de ce terme. Toutefois, il a plusieurs causes
d’erreurs possibles lors du calcul de l’entropie configurationnelle et de l’entropie des phonons.

Pour ce qui est de l’entropie des configurations, il faut remettre en question la mé-
thodologie utilisée. En effet, cette méthodologie n’est pas basée sur de précédentes études
dans la littérature. D’abord, l’hydrogène a été ajouté sous forme de molécules plutôt que
sous forme d’atomes. Ceci réduit grandement l’espace de phases et on s’attend ainsi à ce
que notre valeur d’entropie configurationnelle soit une sous-estimation de la valeur réelle.
Il est difficile d’estimer les valeurs d’entropie de configurations puisque l’ajout d’hydrogène
sous forme atomique aurait ajouté beaucoup de configurations possibles. Aussi, pour
réduire le nombre de configurations nécessaires, on a effectué une relaxation des positions
atomiques plutôt que d’utiliser directement chaque position générée aléatoirement. Cette
approximation peut être justifiée puisqu’on s’attend à ce que les positions atomiques
non relaxées aient une énergie beaucoup plus élevée que les positions relaxées. Ainsi, la
probabilité d’être dans un état où les positions atomiques ne sont pas relaxées est très
faible et, de ce fait, négligeable. Finalement, on a seulement utilisé 100 configurations, ce
qui permet seulement d’avoir un portrait approximatif de l’espace de phases. Par contre, il
est peu probable que la différence entre la valeur attendue et obtenue soit due à ces causes
d’erreurs puisque l’entropie configurationnelle est plusieurs ordres de grandeurs plus petites
que l’entropie des phonons. Ainsi, on suppose que celle-ci n’est pas la cause principale
d’erreurs dans notre calcul d’entropie.

Pour l’entropie des phonons, la densité d’états vibrationnels (VDOS) peut être re-
mise en question. Bien que la DFPT repose sur un cadre théorique solide et offre de
bons résultats pour la grande majorité des systèmes, le point de départ de cette théorie
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est l’approximation harmonique. Pour de faibles perturbations, c’est-à-dire où les atomes
demeurent proche de leur point d’équilibre, cette approximation est justifiée. Toutefois,
à cause de sa faible masse, l’hydrogène peut se déplacer significativement autour de son
point d’équilibre. Le terme cubique ne peut pas être négligé dans l’équation 1.2.20. Dans
la littérature, il est rapporté que les effets anharmoniques de l’hydrogène peuvent causer
des différences allant jusqu’à 180 cm−1 (0.022 eV) dans les cristaux [52]. Puisque l’erreur
apparaît lorsque l’hydrogène est ajouté dans le système, on est porté à croire que les effets
anharmoniques sont la cause d’erreur principale. De plus, le processus d’absorption implique
une diffusion ionique. Le cadre de la DFPT ne permet pas de considérer les diffusions
ioniques. Une étude ultérieure de la VDOS en tenant compte des effets anharmoniques
et possiblement des diffusions ionique devra être faite pour tenter d’obtenir de meilleurs
résultats pour l’entropie d’absorption des structures étudiées et lever cette source d’erreurs.
Un calcul de dynamique moléculaire serait envisageable afin de calculer la VDOS de façon
plus précise [53].
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Nous avons vu que la théorie de la DFPT permet de prédire la conductivité électrique à des
températures proches de la température pièce. Le coût numérique associé à ce calcul est
substantiel, mais peut être réduit en négligeant les points k éloignés du niveau de Fermi.
Cette procédure permet d’obtenir des résultats très proche des résultats expérimentaux
pour le cuivre et peut être généralisée à un grand nombre de structures, notamment les
MXènes.

L’absorption de l’hydrogène est un phénomène complexe et il est difficile d’obtenir
des résultats fiables et précis avec la DFT dus aux différentes approximations nécessaires
pour effectuer ces calculs sans utiliser une quantité démesurée de ressources computation-
nelles. Nous avons étudié séparément les deux phases d’un alliage de Nd3MgNi14. Ce
type de structure présente une bonne absorption et peut supporter plusieurs centaines de
cycles. Pour simuler numériquement le processus d’absorption, des molécules d’hydrogènes
ont été ajoutées aléatoirement dans la structure de façon à obtenir 100 configurations de
Nd3MgNi14H, Nd3MgNi14H4 et de Nd3MgNi14H8. La même méthodologie a été répétée pour
le La3MgNi14.

Une fois les configurations générées, elles sont relaxées de façon à ce que chaque atome
atteigne un minimum local d’énergie. Cette méthode prédit qu’aucune des configurations
n’absorbe plus d’un atome d’hydrogène par cellule unitaire. Expérimentalement, environ 32
atomes d’hydrogène peuvent être absorbés par cellule unitaire. On a conclu que ce problème
est dû au fait que l’hydrogène est ajouté en molécule plutôt que par atome. Une autre façon
de régler ce problème, bien qu’elle nécessite plus de ressources computationnelles, serait
d’effectuer un calcul de dynamique moléculaire à température finie. Dans la méthodologie
employée pour ce mémoire, même si un des atomes d’hydrogène est dans un bon site
d’absorption, il y a de très fortes chances que le deuxième atome d’hydrogène de la molécule
soit dans un minimum local n’étant pas un bon site d’absorption ou du moins dans le
même minimum local que le premier atome. Contrairement à la DFT qui considère des
systèmes à température nulle, la dynamique moléculaire considère une température finie et
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il est attendu que pour certaines configurations où un atome d’hydrogène est pris dans un
minimum local, celui-ci puisse s’échapper grâce à l’énergie cinétique typique d’un atome à
300 K. Bref, les deux solutions proposées pour régler ce problème sont de générer plus de
configurations où les atomes d’hydrogène sont ajoutés sous forme atomique ou d’effectuer
un calcul de dynamique moléculaire afin que les atomes d’hydrogènes puissent s’éloigner au
cours de la simulation.

Toutefois, même en appliquant ce changement, le calcul ne serait pas efficace. Pour
simuler un calcul avec 16 ou 32 atomes d’hydrogène, cette méthode nécessite un nombre
démesuré de configurations pour en obtenir une où tous les atomes sont dans un bon site
d’absorption. Pour améliorer cette méthode, on pourrait ajouter itérativement les atomes
d’hydrogène. À chaque ajout d’un atome, quelques configurations seraient testées jusqu’à ce
qu’une des configurations présente de bonnes propriétés d’absorption et soit sauvegardée. De
façon plus rigoureuse, chaque configuration aurait un poids qui lui serait attribué [54, 55].
Ils seraient même possible d’ajouter des atomes dans tous les sites symétriques aux sites
d’absorptions. Cette méthode a le potentiel de réduire significativement le temps de calcul
et de modéliser correctement plusieurs atomes d’hydrogène.

Finalement, une structure présentant une bonne absorption pour 2 atomes d’hydro-
gène a été générée à l’aide de symétries. La VDOS a été calculée pour cette structure et
pour une structure contenant un atome d’hydrogène. Il a été conclu que la correction en
énergie du point zéro est négligeable alors que l’entropie d’absorption donne des résultats
qui semblent incorrects. On a conclu en attribuant l’erreur à la VDOS. Comme il a été
rapporté dans la littérature, l’approximation harmonique n’est pas suffisante pour calculer
les perturbations des structures cristallines contenant de l’hydrogène.

Pour faire suite à ces recherches, il serait pertinent d’évaluer la VDOS à partir de la
dynamique moléculaire afin de tenir en compte des effets anharmoniques [53] et même de
diffusion ionique. Toutefois, pour obtenir un coût computationnel raisonnable dans ces
simulations, il faudra trouver une alternative à la DFT. Bien que précise, la DFT n’est
pas assez efficace pour étudier les systèmes d’intérêts sur un temps suffisamment long
afin d’obtenir des résultats significatifs. Pour une future étude, il est proposé d’utiliser
la méthode MLACS [56–58] et les potentiels interatomiques MLIP [59] générés par
apprentissage machine afin d’effectuer les calculs de dynamiques moléculaires. Bien que
complexes, ces améliorations pourraient être la base d’un projet de doctorat très intéressant
et permettraient de pousser plus loin la compréhension des phénomènes d’absorption.
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Annexe A

Valeur attendue d’un opérateur quantique

Opérateur de densité
Soit un opérateur quantique A sur un état |ψ⟩. Plusieurs mesures de A sur différents |ψ⟩

identiquement préparés peuvent donner des valeurs différentes à cause de 2 facteurs.
(1) D’un point de vue classique, le manque d’informations mène à un mélange statistique.
(2) D’un point de vue quantique, l’indéterminisme intrinsèque des états quantiques.

Pour traiter l’ambiguïté due au mélange statistique, on peut redéfinir |ψ⟩ tel que :

|ψ⟩ =
∑
λ

qλ |ψλ⟩ , (A.1)

où |ψλ⟩ correspond à un état possible du mélange statistique classique et qλ correspond à sa
probabilité.
Pour traiter l’indéterminisme intrinsèque quantique, on peut se servir du quatrième postulat
de la mécanique quantique disant que pour un état |α⟩, la valeur moyenne d’un opérateur A
est :

⟨A⟩α = ⟨α|A|α⟩ . (A.2)

Ainsi, la valeur moyenne pour un mélange statistique est :

⟨A⟩ =
∑
λ

qλ ⟨ψλ|A|ψλ⟩

=
∑
k,λ

qλ ⟨ψλ|A|uk⟩ ⟨uk|ψλ⟩ ,
(A.3)

où la relation de fermeture est utilisée pour obtenir la seconde expression. À partir de cette
expression, on peut introduire l’opérateur de densité D :

D ≡
∑
λ

qλ |ψ⟩ ⟨ψ| , (A.4)
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d’où,

⟨A⟩ =
∑
k

⟨uk|DA|uk⟩

= Tr[DA].
(A.5)

Cette expression permet de calculer la valeur moyenne d’un opérateur à partir de D. Dans la
prochaine sous-section, l’expression sera transformée pour exprimer la valeur moyenne d’un
l’opérateur par rapport à la fonction de partition Z plutôt que par rapport à l’opérateur de
densité D.

Fonction de partition
L’entropie S est définie comme :

S = −kBTr[D lnD]. (A.6)

et on veut maximiser cette fonction. On peut définir les contraintes des multiplicateurs de
Lagrange comme les contraintes statistiques associées à l’ensemble thermodynamique utilisé1.
On définit les i contraintes sur ces opérateurs Ai comme :

0 = Tr[DAi] −Ki, (A.7)

auquel on ajoute la condition de normalisation de l’opérateur de densité. Soit la méthode
des multiplicateurs de Lagrange :

L(x,λ) = f(x) − λg(x)

= S(D) −
∑
i

(λiTr[DAi] +Ki) − (λ0TrD + 1). (A.8)

Ensuite, on effectue la dérivée :
∂L

∂Tr[D] = 0 = kB(lnD)T + kB +
∑
i

λiA
T
i + λ0

= lnD + 1 +
∑
i

ζiAi + ζ0,
(A.9)

où ζj = λj/kB. En isolant la matrice de densité,

D = e−
∑

i
ζiAie−(1+ζ0)

= e−
∑

i
ζiAie−α,

(A.10)

où α = 1 + ζ0. Sachant que Tr(D) = 1, on peut redéfinir eα comme une constante de
normalisation qui sera nommé Z :

D = e
−
∑

i

ζiAi

Z
, (A.11)

1i.e. Pour un système canonique, ⟨V ⟩ et ⟨N⟩ sont constants.
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où,

Z = Tr
[
e

−
∑

i

ζiAi

]
, (A.12)

où Z correspond à la fonction de partition. Avec celle-ci, on peut réécrire la valeur attendue
d’un opérateur de l’équation A.5 comme :

⟨A⟩ =
∑
i

e
−
∑

i

ζiAi

Ai
Z

 . (A.13)
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Annexe B

Dérivée des orbitales de Kohn-Sham

Pour calculer la matrice de couplage électron-phonon, il faut connaître la dérivée au
premier ordre des fonctions d’ondes |∆ψ⟩ par une variation due à un phonon. Dans cette
sous-section, la dérivation permettant de calculer cette quantité sera présentée.

Soit l’équation aux valeurs propres [60]

H |ψ⟩ = ε |ψ⟩ (B.1)

où H correspond à l’hamiltonien, ε à l’énergie totale du système et |ψ⟩ à la fonction d’onde
du système. En considérant le problème comme N systèmes de 1 électron plutôt que 1
système de N électrons, on sépare l’énergie totale du système ε en énergie provenant de
chaque électron dans l’état nk et les fonctions d’ondes en fonctions d’ondes de chaque état
nk. Cette procédure est à la base de la DFT. Notons les états électroniques nk comme un
seul indice i, j ou m. On obtient l’équation aux valeurs propres :

H |ψi⟩ = (εi ± νq) |ψi⟩ , (B.2)

où on exprime explicitement l’énergie d’un phonon d’énergie νq. En effectuant la dérivée
aux premiers ordres de cette équation, on obtient l’équation de Sternheimer :

(εi ± νq −H) |∆ψi⟩ = [∆H − ∆(εi ± νq)] |ψi⟩ . (B.3)

En dérivant l’équation 1.2.10 et en tenant seulement compte de la partie locale de VKS et
des termes de premier ordre dû aux phonons, on obtient :

∆qνH = ∆qνVSCF. (B.4)

On ne peut pas simplement isoler le terme |∆ψi⟩ de l’équation B.3 puisque par définition de
l’équation aux valeurs propres H − (εi ± νq) = 0. Pour résoudre ce problème, on exprime la
dérivée au premier ordre de la fonction d’onde comme une combinaison linéaire de fonctions
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d’onde :
|∆ψi⟩ =

∑
j

cij |ψj⟩ , (B.5)

où la somme sur j correspond à une somme sur les états inoccupés. Dans cette combinaison
linéaire, les termes où εi = εj s’annulent puisque H et εi de l’équation B.3 deviennent égaux.
Pour simplifier la notation, on considère un système où il n’y a pas d’états dégénérés. Ensuite,
on projette l’équation de Sternheimer B.3 sur un vecteur ⟨ψm| où chaque vecteur de base de
l’espace vectoriel m est parallèle ou perpendiculaire aux vecteurs d’états |ψj⟩ pour obtenir :∑

j ̸=i
cij[(εj ± νjqj) − (εi ± νiqi)] ⟨ψm|ψj⟩ = − ⟨ψm|(∆H − ∆εi)|ψi⟩ , (B.6)

où les photons peuvent être d’énergie et de fréquence différentes d’où l’ajout d’un indice.
Sachant que ⟨ψm|ψj⟩ = δmj, les termes où les vecteurs d’états ⟨ψm| sont perpendiculaires à
|ψj⟩ sont nuls. Sachant que |ψj⟩ est perpendiculaire à |ψi⟩ , on obtient ⟨ψm|∆εi|ψi⟩ = 0. On
obtient ainsi :

cij = 1
(εj ± νjqj) − (εi ± νiqi)

⟨ψj|∆qνVSCF|ψi⟩ . (B.7)

et ainsi la dérivée des orbitales de KS pour une perturbation dû à un phonon est :

|∆ψi⟩ =
∑
j

|ψj⟩
1

(εj ± νjqj) − (εi ± νiqi)
⟨ψj|∆qνVSCF|ψi⟩ . (B.8)
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