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Résumé 

La détection de communauté est devenue un outil de plus en plus populaire pour 

l'analyse et la recherche en lien avec les réseaux. De nombreuses méthodes ont été 

proposées pour la détection de communautés, et l'une d 'entre elles est la classification 

spectrale. 

La plupart des algorithmes de classification spectrale rencontrent des difficultés qui 

affectent la qualité de partitionnement du graphe. Par conséquent , ce travail propose 

une méthode de classification spectrale. Elle consiste à agglomérer les nœuds selon la res­

semblance et la conductance des arêtes entre eux. Dans cette méthode, la ressemblance 

entre les nœuds se détermine par une fonction qui combine l'information préliminaire 

du graphe et l'information obtenue de la projection du graphe dans un espace métrique 

en utilisant les valeurs et les vecteurs propres. 

Afin de montrer l'efficacité de notre approche nous allons la tester sur plusieurs 

graphes artificiels de différentes tailles en comparant les résultats de cette méthode 

avec les résultats d 'une autre méthode spectrale et les résultats fournis par les bench­

marks. 

Mots clés : détection de communautés, classification spectrale, théorie des graphes. 
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b::l 
Introduction 

1.1 Mise en contexte 

La théorie des graphes ou la science des réseaux, est une branche de l'étude des 

graphes, qui sont des structures mathématiques utilisées pour modéliser des relations 

entre des objets. Un réseau (ou graphe) contient un ensemble de sommets (ou nœuds) 

et un ensemble d 'arêtes tel que chaque arête relie une paire de sommets (Strogatz, 2001; 

Girvan et Newman, 2002). Généralement , l'ut ilité des réseaux est la représentation de 

relations entre objets. Par exemple, dans un réseau routier entre plusieurs villes, les villes 

sont considérées comme les nœuds du graphe et les routes entres celles-ci comme les 

arêtes du graphe (LeBlanc et al., 1975). En biologie les interactions protéines-protéines 

peuvent être représentées par un graphe tel que les protéines sont les nœuds et les 

arêtes représentent l'interaction entre les protéines (Iman et al., 2014). Dans les réseaux 

sociaux, par exemple, Facebook est l'un des grands réseaux sociaux où plus de deux 

milliards d 'utilisateurs sont connectés via ce réseau, dans ce cas les nœuds peuvent 

représenter les utilisateurs et les arêtes peuvent représenter le lien d'amitié (Otte et 

Rousseau, 2002). Il Y a beaucoup d 'autres domaines où les réseaux sont utilisés tel que 

la physique, l'économie, l'ingénierie, l'informatique, l'écologie, le marketing, les sciences 

sociales, la politique, etc. La figure 1.1 montre un autre exemple célèbre, soit Internet , 



où nous voyons le réseau physique d 'ordinateurs, de routeurs et de modems qui sont 

interreliés par des câbles ou des signaux sans fil dans le monde en 2003. 

FIGURE 1.1: Réseau Internet. téléchargé depuis www.opte.org. 

Dans les réseaux d 'intérêt, l 'organisation des nœuds et la façon dont ils sont reliés 

montrent une structure communautaire. Les nœuds d 'un réseau d 'intérêt donné sont 

organisés en groupes, appelés communautés, classes ou modules (Fortunato et Hric, 

2016). Une communauté peut être définie comme un groupe d 'entités plus proches les 

unes des autres par rapport aux autres ent ités du réseau. La communauté est formée 

par des objets. Les objets d 'une communauté interagissent les uns avec les autres plus 

fréquemment qu'avec les objets extérieurs à cette communauté. La proximité entre les 

objets d 'un groupe peut être évaluée par des mesures de similarité ou de distance. 

En biologie, les protéines ayant une fonction similaire dans les réseaux d 'interactions 



protéine-protéine peuvent former une communauté. La communauté dans les réseaux 

routiers peut être un ensemble de villes qui ont des petites distances entre elles. Sur les 

réseaux sociaux les communautés peuvent être des groupes d'utilisateurs qui habitent 

dans la même région ou qui travaillent pour la même entreprise. Le réseau Internet 

peut avoir des communautés qui sont des groupes de sites Web portant sur des sujets 

similaires. La figure 1.2 montre un graphe de trois communautés . 

FIGURE 1.2: Exemple d 'un graphe de t rois communautés 

L'identification des communautés dans un réseau peut donner un aperçu sur la façon 

dont le réseau est organisé. Elle nous permet aussi de comprendre la structure de ce 

réseau. Depuis la naissance de ce problème appelé détection de communauté dans les ré­

seaux, plusieurs études (Strogatz , 2001 ; Girvan et Newman, 2002; Radicchi et al., 2004; 

Hu et al., 2008; Ding et al., 2016; Girvan et Newman, 2004) ont été menées pour appor­

ter une solution élégante à ce problème. Notons, toutefois que le problème de détection 

de communauté reste mal défini . À ce jour il n 'a pas de formulation mathématique. 

La détection de communauté dépend tout d'abord des conditions à remplir par une 

communauté. Une des défini tions les plus populaires est : <d a densité de la connexion 

des arêtes doit être plus élevée à l'intérieur de la communauté qu'à l'extérieur » (Yang et 



Leskovec, 2012). Ainsi , plusieurs méthodes et algorithmes ont été inventés pour donner 

une solution approximative au problème de détection de communauté dans les réseaux. 

Nous trouvons dans la littérature plusieurs catégories de méthodes dont celle-ci : 

1. Des méthodes basées sur la classification. Nous distinguons deux types de clas­

sification : la classification supervisée et la classification non supervisée. Cette 

dernière est la plus utilisée dans la détection de communauté. Nous avons, par 

exemple, la classification hiérarchique divisive ou agglomérative, ainsi que la clas­

sification par partitionnement dont l'application de l'algorithme K - m eans qui 

prend en entrée le nombre prédéterminé de classes K . 

2. Des méthodes basées sur l'optimisation d'une fonction objective. Cette dernière 

peut décrire la qualité de partitionnement d'un graphe. Généralement , plus la 

valeur de cette fonction est élevée plus la qualité du partitionnement est meilleure. 

3. Des méthodes basées sur les concepts de la théorie des graphes. Elles prennent 

en considération l'importance des nœuds et des arêtes dans le graphe en utilisant 

des mesures comme la centralité du graphe, la centralité intermédiaire des nœuds 

et la centrali té intermédiaire des arêtes. Une des méthodes les plus utilisées est 

basée sur la détection des sous-graphes dont les nœuds sont tous connectés entre 

elles. 

4. Des méthodes basées sur les propriétés spectrales des matrices qui peuvent être 

associées à un graphe, comme la matrice d 'adjacence et la matrice Laplacienne. 

Cette catégorie de méthodes consiste à projeter le graphe dans un espace métrique 

engendré par les vecteurs propres d 'une matrice associée à ce graphe en générant 

des données numériques. Ensuite , elles appliquent des différentes méthodes de 

classification sur ces données numériques, pour donner un partitionnement du 

graphe. 



1.2 Motivations 

La classification spectrale est une méthodes populaire pour la détection de com­

munautés. Plusieurs approches spectrales ont été proposées au cours des cinquante 

dernières années. Parmi les travaux existants, certains (Fiedler, 1973, 197.5; E.R.Barnes 

et A.J .Hoffman, 1981) ont proposé d 'utiliser le vecteur propre associé à la plus petite va­

leur propre non nulle. Ce vecteur est appelé le vecteur de Fiedler. L'information stockée 

dans ce vecteur est exploité pour générer une bissection du graphe. D'autres chercheurs 

(Shi et Malik, 2000; Ng et al., 2001) , ont proposé d 'utiliser l'information stockée dans le 

reste des vecteurs propres. Ils ont utilisé l'algorit hme K - m eans pour diviser le graphe 

en K communautés, K étant le nombre de vecteurs choisis. Certaines approches spec­

trales utilisent des techniques d 'optimisation, l'un des algorithmes les plus connus est le 

Leading Eigenvector proposé par (Newman, 2006a). Il consiste à utiliser les propriétés 

spectrale du graphe, en optimisant une fonction objective. D'autres approches spec­

trales utilisent des techniques de classification hiérarchique (divisive ou agglomérat ive ), 

qui consistent à former des communautés de façon hiérarchique à partir d 'une projec­

t ion dans un espace métrique, en utilisant une mesure de ressemblance. En dépit de ces 

méthodes spectrales existantes , la détection de communauté dans les graphes continue 

de représenter un défi à la classification spectrale. En effet , les méthodes existantes 

présentent un ou plusieurs inconvénients parmi les suivants : 

l. Certaines méthodes exigent de fournir le nombre de communauté en entrée à 

l'algorithme, ce qui n'est pas toujours possible car l'utilisateur ne peut pas tou­

jours connaitre exactement ce nombre. Les résultats dépendent fortement de ce 

paramètre d 'entrée. Ils sont différents lorsque ce paramètre change. Les résultats 

peuvent donner des communautés vides qui ne contiennent aucun nœud, ou des 

communautés dominantes qui peuvent contenir la majorité des nœuds. 

2. Les méthodes spectrales qui ut ilisent des techniques de classification hiérarchique 

ont de la difficulté à déterminer à quel moment l'algorithme doit s'arrêter. En 



effet, l'approche spectrale hiérarchique divis ive considère le graphe comme une 

seule communauté au début et l'algorithme s'arrête quand le graphe est divisé de 

façon que chaque nœud représente une communauté. Dans le cas de l'approche 

spectrale hiérarchique agglomérative chaque nœud est considéré comme une com­

munauté, puis les nœuds seront fusionnés. L'algorithme s'arrête quand tous les 

nœuds sont agglomérés en une seule communauté. Pour les deux approches, divi­

sive et agglomérative, les résultats ne montrent pas une structure communautaire, 

ce qui conduit à appliquer un autre processus d 'évaluation de la qualité de part i­

tionnement pour chaque itération de l'approche divisive ou agglomérative. 

3. Quelques méthodes spectrales se basent seulement sur les données qui sont ob­

tenues à part ir de la projection du graphe dans l'espace métrique. Celles-ci ne 

sont pas toujours suffisantes car les algori thmes qui sont utilisés pour calculer les 

valeurs et les vecteurs propres ne sont pas exacts , ce qui peut causer une perte 

d 'information et donc une déformation de la structure originale du graphe. 

1.3 Contribution 

Nous proposons dans le cadre de ce travail une nouvelle approche de détection de 

communauté dans les graphes. Celle-ci est une classification spectrale agglomérative. 

Notre approche se distingue par ce qui suit: 

1. Elle consacre la détection de communautés de manière automatique. L'utilisateur 

n'a pas besoin de fournir le nombre de communautés dans les paramètres d 'entrée. 

Le seul paramètre d 'entrée requis est le graphe, qui peut être représenté par 

plusieurs structures mathématiques différentes. 

2. L'agglomération des nœuds se fait sur la base d 'une mesure de ressemblance que 

nous avons proposée. Celle-ci est composée de plusieurs facteurs. Certains facteurs 

sont extraits à partir de l'information obtenue de la projection du graphe dans 



l'espace métrique. D'autres facteurs sont extraits de l'information préliminaire 

du graphe. Cette combinaison contribue à diminuer la perte d 'information et 

conserver plus d 'information sur la structure du graphe. 

3. Le processus d 'agglomération des nœuds, consiste à fusionner les nœuds deux par 

deux. Il a la capacité de faire plus qu 'une agglomération dans chaque itération, 

ce qui diminue le temps de calcul. Avant chaque agglomération, des conditions 

doivent être vérifiées pour assurer que cette agglomération respecte la défini tion 

de la bonne communauté, et aussi pour obtenir une structure communautaire si­

gnificative. L'algorithme s 'arrête lorsqu 'aucune agglomération ne peut satisfaire 

les conditions. Le résultat obtenu à cette étape est le résultat final de détection 

de communautés. 

1.4 Organisation et structure de mémoire 

Notre mémoire est organisé comme suit: 

Le premier chapitre est une introduction pour bien situer notre travail. Nous avons 

donné un aperçu sur le problème de détection de communautés, puis nous avons abordé 

quelques obstacles rencontrés par certaines méthodes de détection de communautés . 

Nous avons présenté les étapes que nous allons appliquer pour contribuer à éliminer ces 

obstacles. 

Le deuxième chapitre présente des notions et des outils de la théorie des graphes 

nécessaires pour la compréhension de notre travail. De plus, nous exposons un résumé 

de quelques travaux importants pour la détection de communautés dans les réseaux . 

Nous en ressortons quelques définit ions sur la structure communautaire ainsi que cer­

taines méthodes de détection de communautés. 



Dans le troisième chapitre nous abordons la méthode de détection de communautés 

que nous proposons en détaillant chaque étape. Nous expliquons chacune des formules 

utilisées dans notre approche en illustrant chaque étape par un exemple. 

Au quatrième chapitre, nous présentons nos expérimentations. Nous appliquons 

notre algorithme sur plusieurs exemples du graphe générés par des benchmarks. ous 

comparons les résultats de notre approche avec les solutions données par les benchmarks 

et aussi avec les résultats donnés par l'algorithme «Leading Eigenvector». 

ous terminons ce mémoire par une conclusion générale et les perspectives de ce 

travail. 
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~~--------------------------------------~ 
Revue de la littérature 

Au cours des dernières années, plusieurs définitions de la communauté ont été pro­

posées. De plus, il existe plusieurs algorithmes de détection de communautés dans les 

réseaux. Ils peuvent être regroupés en catégories selon diflérents critères. Dans ce cha­

pitre, nous allons présenter quelques notions relatives aux graphes. Ensuite, nous nous 

concentrons sur les définitions de la communauté. Nous présenterons également quelques 

catégories d'approches de détection de communautés. 

2.1 Concepts fondamentaux 

2.1.1 Notions relatives aux graphes 

Un graphe généralement noté G est une structure mathématique, plus exactement 

un couple (V, E) où V = {Vi, ... Vn } est l'ensemble des nœuds (ou sommets) et E est 

l'ensemble des arêtes (ou liens) E = {el , ... em }. La notation usuelle pour définir un 

graphe G est G = (V, E). 

U ne arête ek E E est un couple de nœuds (Vi, Vj) reliant les sommets Vi et Vj. 



Nous notons IVI = n l'ordre du graphe, c'est-à-dire le nombre de nœuds du graphe 

et lEI = m le nombre d 'arêtes du graphe. 

Deux nœuds (Vi, Vj ) E V sont considérés voisins (ou adjacents) si une arête les relie, 

c'est-à-dire s' il existe une arête e E E telle que e = (Vi, Vj). 

Il existe des graphes orientés (ou dirigés) et des graphes non orientés (non dirigés). 

Un graphe orienté est un graphe pour lequel les liens entre les nœuds sont des arcs, 

qui sont des arêtes orientées, c'est-à-dire si deux nœuds Vi et Vj sont connectés dans un 

graphe orienté alors Vi -+ Vj =J. Vj -+ Vi. Ce qui n'est pas le cas pour un graphe non 

orienté tel que Vi -+ Vj = Vj -+ Vi. 

Un graphe peut contenir des boucles. Une boucle est une arête e d 'un nœud Vi vers 

lui-même, c'est-à-dire e = (Vi, Vi). Un graphe peut également être pondéré, lorsqu'il 

existe une fonction W : e E E -+ IR qui associe une valeur réelle à chaque lien, la 

notation d'un graphe pondéré est C = (V, E , W ). 

Un graphe simple, c'est un graphe C = (V, E ) qui est non orienté, non pondéré et 

qui ne contient aucune boucle. 

Le degré K i d 'un nœud Vi E V est le nombre d 'arêtes incidentes à Vi. 

Un graphe est dit complet si tous ses sommets sont adjacents deux à deux : 

Un sous-graphe C' = (V' , E' ) de C , avec V' C V, E' c E est composé des sommets 

de V' et des arêtes de E ayant leurs deux extrémités dans V' . 



Une clique G' = (V' , E') est un sous-graphe de G où tous les couples de sommets 

de V' sont reliés par une arête, c'est donc un sous-graphe complet de G. 

Dans un graphe simple, une chaîne reliant le sommet Vi au sommet Vj, notée a (vi' Vj), 

est définie par une suite finie d 'arêtes consécutives dont les extrémités sont les sommets 

Vi et Vj' La notion correspondante dans les graphes orientés est celle de chemin. 

Un graphe G est dit connexe si V( Vi, Vj) E V x V deux sommets quelconques peuvent 

être reliés par une chaîne. 

Une composante connexe d 'un graphe G est un sous-graphe connexe. 

R eprésentation cl 'un graphe 

Il existe plusieurs structures permettant de représenter un graphe. L'une des struc­

tures les plus intuitives est la représentation matricielle. Un graphe peut être représenté 

par une matrice d'adjacence notée A de taille n x n où n = IVI (voir Figure 2.1 ), dont 

l'élément non-diagonal principal noté Aj représente le nombre d'arêtes liant le nœud Vi 

au nœud Vj . Dans un graphe simple, la diagonale principale de la matrice ne comprend 

que des zéros. Cette représentation permet d 'avoir des informations sur la topologie du 

graphe et sur les relations entre chaque paire de nœuds. 



Vi 1 2 3 4 5 6 

0 1 0 0 1 0 

2 1 0 1 0 1 0 

A= 3 0 1 0 1 0 0 

4 0 0 1 0 1 1 

5 1 1 0 1 0 0 

6 0 0 0 1 0 0 

Graphe Matrice d 'adjacence 

FIGURE 2.1: Exemple d 'un graphe et sa matrice d 'adjacence 

2.1.2 Théorie spectrale des graphes 

La théorie spectrale des graphes (Nascimento et Carvalho, 2011) s' intéresse aux 

propriétés spectrales des différentes matrices qui peuvent être associées à un graphe. 

C'est une branche de la théorie algébrique des graphes. Elle s' intéresse, en général, à 

la matrice d 'adjacence et à la matrice Laplacienne. La matrice des degrés D est une 

matrice diagonale où les éléments D ii correspondent au degré de chaque nœud 1(. 

Chaque élément de la diagonale principale de la matrice D égal à la somme de tous 

les éléments de la ligne qui lui correspond dans la matrice d 'adjacence. La matrice 

Laplacienne est la soustraction de la matrice d 'adjacence A de la matrice des degrés 

D : 

L = D-A 

La matrice Laplacienne L et la matrice des degrés pour le graphe de la figure 2. 1 

sont comme suit : 



D A L 

2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 2 -1 0 0 - 1 0 

0 3 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 -1 3 -1 0 -1 0 

0 0 2 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 -1 2 - 1 0 0 

0 0 0 3 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 - 1 3 - 1 -1 

0 0 0 0 3 0 1 1 0 1 0 0 - 1 - 1 0 -1 3 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 - 1 0 1 

Matrice des degrés Matrice d'adjacence Matrice Laplacienne 

L'étude des propriétés spectrales , plus précisément des valeurs et des vecteurs propres 

de la matrice Laplacienne permet également l'obtention de l'information sur la topo­

logie du graphe. Soit L une matrice Laplacienne associée à un graphe C , les vecteurs 

propres de la matrice L sont associés à des valeurs propres. Le calcul des valeurs propres 

se fait en trouvant les racines d 'un polynôme caractéristique qui peut être associé à une 

matrice carrée. Le polynôme caractéristique de la matrice Laplacienne L d 'ordre n , noté 

PL (x), est défini par : 

pdx) = det(xl n - L) 

Où det est le déterminant des matrices, x est une variable inconnue telle que x E IR. 

et l est la matrice identité d 'ordre n. Ce polynôme est de degré n , donc il a au plus n 

racines Ào, À1, '" Àn- 1' qui sont les valeurs propres de L . Le vecteur propre X i associé 

à la valeur propre Ài se calcule par la résolution de l'équation suivante: 

La matrice Laplacienne est un out il important dans la théorie spectrale des graphes 

à cause de ses propriétés (Luxburg, 2007). Par exemple, L est une matrice symétrique 

et définie positive, ce qui assure que ses valeurs propres sont réelles et supérieur ou 



égal à O. Ainsi , le nombre des valeurs propres qui égal à 0 représente le nombre de 

composantes connexes du graphe G. 

2.1.3 Modularité 

La modularité notée Q, est une mesure proposée par Newman et Girvan (Girvan 

et Newman, 2004; Newman, 2006b). Elle a pour but de caractériser l'efficacité d 'une 

partition des nœuds d'un graphe. Elle prend en considération le nombre d'arêtes in-

ternes des communautés et le nombre d 'arêtes entre les communautés. Elle représente 

la différence entre la proportion des arêtes du graphe qui relient les nœuds internes 

d'une communauté et la proportion attendue dans un graphe équivalent dans le sens où 

les nœuds ont la même distribution des degrés , mais les arêtes sont disposées au hasard 

entre les nœuds du graphe. La modularité Q se calcule comme suit: 

Où: 

- V est l'ensemble des nœuds du graphe. 

- lEI est le nombre d'arêtes du graphe. 

- Aj vaut 1 si les nœuds Vi et Vj sont connectés et 0 dans le cas contraire. 

- k i et kj sont respectivement le degré de nœud Vi et le degré de nœud Vj. 

- Ci indique la communauté à laquelle le nœud Vi est affecté. 

- Cj indique la communauté à laquelle le nœud Vj est affecté. 

- 6 est le symbole de J( ronecker qui vaut 1 si Vi et Vj appartiennent à la même 

communauté et 0 sinon. 

- le couple (Vi , Vj) prend ses valeurs dans V x V (de façon à prendre en compte les 

boucles , Vi peut être égal à Vj) ' 



La modularité prend sa valeur entre - 1 (lorsque toutes les arêtes sont inter-communautés) 

et 1 (lorsque toutes les arêtes sont intra-communautés). Selon (Girvan et Newman, 

2004), les valeurs de modularité pour les réseaux avec des structures communautaires 

sont généralement supérieurs à 0.3. Prenons l'exemple de la figure 2.2 , où nous re­

marquons que le même graphe est partitionné de deux façons différentes, (a) en deux 

communautés et (b) en trois communautés. 

(a) Part ition en deux communautés (b) Partition en t rois communautés 

FIG URE 2.2: Exemple d 'un graphe partit ionné en (a) deux communautés et (b) en trois 
communautés. 

Comment juger quelle est la meilleure part ition entre la part it ion (a) et la partition 

(b) ? La modularité Q peut répondre à cette question, en calculant la modularité de la 

partition (a) en deux communautés , nous trouvons Q = 0.39. Pour la modularité de la 

part ition (b) en trois communautés , nous trouvons Q = 0.44. Nous concluons que la 

part it ion (b) en t rois communautés est la meilleure partit ion car la valeur de modularité 

pour la partition (b) est plus élevée que la valeur de la modularité de la part ition (a) . 



2.2 Structures communautaires 

Dans un graphe simple (non orienté et non pondéré) noté G, le nombre de sommets 

est n et le nombre d 'arêtes est m, la matrice d 'adj acence associée à G est notée A, ses 

éléments aij valent 1 si les sommets i et j sont connectés, sinon ils sont égal à O. Un 

sous-graphe G' du graphe G a le nombre de sommets est nc et le nombre des arêtes est 

mc. Les communautés sont généralement connectées à l'intérieur , nous supposons, que 

les sous-graphes sont connectés à l'intérieur. La communauté est un sous-graphe avec 

des caractéristiques spécifiques que nous verrons par la sui te. La figure 2.3 montre la 

structure d'un sous-graphe connecté à l'intérieur , ses sommets sont les cinq qui sont 

entourés par une ellipse. Ses arêtes sont celles qui relient les sommets du sous-graphe 

entre elles. 

FIGURE 2.3: Structure d'un sous-graphe connecté. 



2.2.1 Vision classique 

Les chercheurs voient la structure de la communauté comme dans la figure 2.4. C'est 

un réseau qui contient trois groupes de sommets dont le nombre d 'arêtes à l'intérieur 

de chaque groupe est plus élevé que le nombre d 'arêtes entre les groupes (Fortunato et 

Hric, 2016). 

FIGURE 2.4: Vision classique de la structure de la communauté. Structure d 'un réseau 
avec trois communautés. 

Les chercheurs ont mis au point des définitions qui sont considérées comme d 'an­

ciennes définitions de communautés . Celles-ci se concentrent sur le nombre d 'arêtes 

internes qui relient les sommets d 'un sous-graphe. L'un des concepts les plus populaires 

est celui de clique (Luce et Perry, 1949) qui est été défini dans la section 2.1.1. Il s 'agit 

d 'un sous-graphe complet qui n 'est pas inclus dans un autre sous-graphe complet plus 

grand . Par exemple, les triangles dans un graphe sont les cliques les plus simples. L'uti-

lité de la notion de clique est importante , mais elle n 'est pas considérée comme un bon 



choix pour une définition de communauté. 

Il existe aussi des définitions qui sont basées sur le nombre de sommets adjacents 

à un sommet donné dans un sous-graphe. L'idée est qu 'un sommet doit être connecté 

à un nombre minimum d 'autres sommets dans le sous-graphe. La cohésion interne des 

arêtes de la communauté et sa séparation du reste du réseau sont les deux facteurs qui 

doivent être pris en considération pour avoir une bonne défini t ion de la communauté. 

Un concept populaire de la définition de la communauté est que celle-ci est un sous­

graphe tel que « le nombre d 'arêtes internes est plus grand que le nombre d 'arêtes 

externes» (Fortunato et Hric, 2016). De ce concept plusieurs définitions en sont res­

sorties. Considérons une première définition, soit celle de (Radicchi et al. , 2004) qui 

indique que dans le cas d'une faible communauté, le degré interne est supérieur au de­

gré externe. Pour qu'une communauté soit considérée comme étant forte, il faut que le 

degré interne de chaque sommet soit supérieur à son degré externe. Selon leur défini­

tion, une communauté forte est toujours faible, mais une communauté faible n'est pas 

nécessairement une communauté forte. 

Une seconde définition de fortes et faibles communautés provenant du concept a été 

proposée par (Radicchi et al. , 200cl). Un sous-graphe est considéré comme étant une 

communauté forte si le degré interne de n 'importe quel de ses sommets est plus élevé que 

le degré interne du sommet dans n 'importe quel autre sous-graphe. Une communauté est 

faible si son degré interne dépasse le degré interne total de ses sommets dans toutes les 

autres communautés. Ainsi, une forte communauté au sens de (Radicchi et al. , 2004) est 

aussi une forte communauté selon (Hu et al., 2008). Cependant , une forte communauté 

au sens de (Hu et al. , 2008) n 'est pas nécessairement une forte communauté selon (Ra­

dicchi et al., 200~) . Toutefois, ils s'entendent pour la défini tion de communautés faibles. 



Cela est démontré par un exemple à la figure 2.5 qui est un graphe divisé en quatre 

sous-graphes représentant quatre communautés faibles selon les définitions de (Radic-

chi et al., 2004) et (Hu et al., 2008). Selon (Hu et al., 2008), celles-ci sont aussi de 

fortes communautés. Cependant , selon (Radicchi et al., 2004), trois des sous-graphes 

qui contiennent un sommet bleu ne sont pas des communautés fortes puisqu 'ils ont un 

degré interne plus petit que leur degré externe . 
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FIGURE 2.5: Communautés fortes et faibles. Source: (Fortunato et Hric, 2016) 

2.2.2 Vision récente 

Les définitions traditionnelles de la communauté privilégient le nombre d'arêtes 

internes et externes de la communauté. L'existence de communautés implique que les 

sommets interagissent plus fortement avec les sommets de leur communauté qu 'avec 

les sommets des autres communautés. Cela peut être formulé en supposant que les 

sommets de la même communauté ont une probabilité élevée d'avoir des arêtes avec 



leurs partenaires qu'avec les autres sommets (Fortunato et Hric, 2016). 

Supposons que les probabilités d 'avoir une arête entre chaque paire de sommets 

soient estimées, par une méthode ou une autre. Les communautés peuvent être définies 

en utilisant ces probabilités. Les définitions d 'une communauté forte et faible sont: 

- Une communauté forte pourrait être un sous-graphe dont les sommets ont une 

probabilité plus élevée d 'être connecté à chaque sommet du même sous-graphe 

qu 'au reste des sommets du graphe. 

- Une communauté faible est un sous-graphe dont la probabilité moyenne que 

chaque sommet soit lié aux sommets du même sous-graphe est supérieur à la 

probabilité moyenne d 'être lié aux sommets d'une autre communauté. 

La différence entre les deux définit ions est que, dans le concept de communauté forte, 

l'inégalité entre les probabilités d 'avoir des arêtes se maintient au niveau de chaque paire 

de sommets, alors que dans le concept de communauté faible, l'inégalité ne vaut que 

pour les moyennes. Par conséquent , une communauté forte est aussi une communauté 

faible, mais le contraire n'est pas vrai , en général. 

Comment calculer les probabilités d 'arête entre les sommets? Selon (Fortunato et 

Hric, 2016), c'est encore un problème mal défini , à moins qu'il n'y ait un modèle qui 

puisse donner une indication sur la façon dont les arêtes sont formées. Le processus de 

formation des arêtes peut avoir de nombreuses hypothèses. Les réseaux sociaux sont 

un exemple où la probabilité que deux personnes se connaissent peut être considérée 

comme une fonction de leur distance géographique (Liben-Nowell et al., 2005 ). 

2.2.3 Communautés chevauchant es 

Comme nous venons de le voir, il existe plusieurs définitions de la communauté 

différentes les unes des autres. Mais un problème qui a été omis est que les commu­

nautés peuvent se chevaucher, c'est-à-dire qu'un sommet peut appartenir à plus d 'une 



communauté (Ding et al., 2016). 

FIGURE 2.6: Communautés chevauchant es : Un réseau de quatre communautés , en­
touré par les contours en noir. Deux sommets (en bleu), chacun appartenant à deux 
communautés différentes. 

Dans cette opt ique, prenons l'exemple des réseaux sociaux dans lesquels les utilisa-

teurs peuvent appartenir à plusieurs groupes tels que la famille, les amis, les collègues 

de travail, etc. Nous pouvons t rouver un utilisateur qui est un ami commun avec deux 

groupes d 'amis , dans ce cas, en considérant la relation d 'amitié, cet utilisateur appar-

tient à deux groupes différents en même temps. La figure 2.6 montre des communautés 

chevauchant es dont un sommet appartient à deux communautés. Le fait que les som­

mets peuvent faire part ie de plus d 'une communauté augmente l'espace de solutions 

possibles. Ce problème a conduit à proposer une autre façon de subdiviser le réseau 

en communautés chevauchant es (Ahn et al., 2010; Evans et Lambiotte, 2009), cette 

méthode consiste à regrouper les arêtes au lieu des sommets. 



2.3 Méthodes de détection de communautés 

Au cours des années, plusieurs méthodes de détection de communautés ont été 

proposées, celles-ci peuvent être regroupées en catégories selon différents critères. Cette 

section présente quelques catégories de méthodes les plus connues. 

2.3.1 Méthodes basées sur la classification 

Les méthodes de classification visent à identifier la catégorie d 'un objet parmi plu­

sieurs catégories. « Le seul moyen de faire une méthode instructive et naturelle, est de 

mettre ensemble des choses qui se ressemblent et de séparer celles qui diffèrent les unes 

des autres» (Buffon, 1749). Les techniques de classification ont généralement pour but 

de minimiser la dissimilarité entre les individus d 'une même classe et de maximiser la 

dissimilarité entre les individus de deux classes distinctes. La classification automatique 

peut être divisée en deux catégories soit : 

- Supervisée : les classes sont connues a priori , elles ont en général une catégorie 

associée. 

- Non-supervisée : les classes sont fondées sur la structure des objets , la catégorie 

associée aux classes est plus difficile à déterminer. 

Classification supervisée 

Selon (Govaert, 2003), <<la classification supervisée (appelée aussi classement ou 

classification inductive) a pour object if « d'apprendre » par l'exemple. Elle cherche à 

expliquer et à prédire l'appartenance d 'objets à des classes connues a priori. Ainsi c'est 

l'ensemble des techniques qui visent à deviner l'appartenance d 'un individu à une classe 

en s'aidant uniquement des valeurs qu 'il prend» , donc de prédire à partir d 'un ensemble 

d 'échantillons bien classé une procédure de classification. 



Classification non supervisée 

Classification par partitionnem ent 

En général, la seule information préliminaire disponible pour n 'importe quel algo­

rithme est la structure du graphe. Quelles paires de nœuds sont connectées entre elles et 

lesquelles ne le sont pas? Naturellement , il serait utile d 'avoir , au préalable, des infor­

mations sur la division inconnue du réseau, car nous pourrions réduire considérablement 

l'espace de solutions possibles et augmenter les chances d 'identifier les classes avec suc­

cès. Parmi toutes les entrées possibles , le nombre k de classes joue un rôle important. 

De nombreux algorithmes requièrent la spécification de k avant leur exécution. L'al­

gorithme K - means, qui a été introduit par (l\ IacQueen, 1967), consiste à construire 

une partition en k classes où k est un paramètre d 'ent rée pour cet algorithme. Ainsi, le 

K - m eans a des avantages et des inconvénients qui sont résumés dans le tableau 2.1. 

Avantages Inconvénients 

-Peut traiter un très grand nombre de -Le nombre k de classes doit être connu 

données 

-Pas de problème de mémoire et de -L 'algorithme converge le plus souvent 

temps de calcul vers un opt imum local 

-La convergence est rapide -Sensible aux except ions et aux données 

bruitées 

-Données numériques seules 

TABLE 2.1: Avantages et inconvénients de l'algorithme K - means 

Classification hiérarchique 

Une propriété intéressante des réseaux est qu 'ils présentent souvent une structure 

hiérarchique avec de plus petites communautés incluses à l'intérieur de communautés 

plus grandes. Ce fait justifie un groupe spécial d 'algorithmes appelés algorithmes de 

détection de communautés hiérarchiques qui peuvent révéler la hiérarchie des commu-



nautés dans les réseaux. Ces algorithmes consistent à regrouper les nœuds de notre 

graphe en différentes communautés de telle sorte que les nœuds d 'une même commu­

nauté soient le plus similaires possibles (Murtagh et Contreras, 2011 ). Deux approches 

de classification hiérarchique existent : 

1. Classification hiérarchique agglomérat ive 

Cette approche ascendante (Murtagh et Contreras, 2011 ), considère initialement 

que chaque nœud du graphe est une communauté donc, en partant de n commu­

nautés, le but est d 'arriver à les rassembler en une seule et même communauté 

grâce à un processus itératif. Dans la version de base , à chaque étape, les deux 

communautés qui sont les plus similaires seront fusionnées en une même commu­

nauté . Plus nous avançons dans ce processus, plus nous aurons des communautés 

dont les nœuds seront de moins en moins similaires. 

2. Classification hiérarchique divisive 

Cet te approche descendante (Murtagh et Contreras, 2011 ), considère le graphe en 

entier comme une communauté qui sera divisé tout au long d 'un processus itératif 

dont le but est d 'arriver a un graphe avec n communautés , où chaque communauté 

est constit uée d 'un seul nœud . À chaque étape de ce processus, une part it ion sur 

le graphe est faite afin de couper notre graphe en sous-graphe (qui représentent 

nos communautés) sur lesquels la même méthode sera appliquée dans l'itération 

suivante et ce pour avoir des communautés de plus en plus petites jusqu'à arriver 

à n communautés. 

Bien que la classification hiérarchique présente certains avantages, elle présente éga­

lement plusieurs inconvénients. L'un d 'eux est que cette méthode a tendance à faire d 'un 

sommet une communauté, ce qui n 'a généralement pas de sens dans les réseaux. De plus, 

la similarité de chaque paire de sommets est calculée, même pour les paires de sommets 

non reliés ce qui augmente considérablement le temps d 'exécut ion des algorithmes. 



2.3.2 Classification consensus 

La classification consensus est un concept qui s'applique sur des méthodes de classi­

fication à caractère stochastique, celles-ci ne fournissent pas toujours la même solution. 

Ce concept consiste à analyser les informations de différentes solutions pour extraire 

une meilleure solution (Fortunato et Hric, 2016). 

L'objectif de l'approche de la classification consensus (Goder et Filkov, 2008; Streh 

et Ghosh, 2002; Topchy et al., 2006) est la recherche d'une solution consensus qui 

combine les informations de différentes solutions. Cette approche est un problème d 'op­

timisation combinatoire difficile consistant à générer une matrice consensus basée sur la 

co-occurrence de sommets dans les communautés des différentes solutions. La matrice 

de consensus est utilisée comme ent rée pour la technique de classification de graphe 

adopté, conduisant à un nouvel ensemble de solutions produisant une nouvelle matrice 

de consensus. Ce processus est répété jusqu'à ce qu'une solution unique soit atteinte. 

Cette dernière ne sera pas modifiée par d 'autres itérations. 

L'un des inconvénients de cette méthode est que la matrice de consensus est une 

matrice pondérée, donc les algorithmes qui utilisent cette méthode doivent être adaptés 

pour pouvoir être appliqués sur des graphes pondérés. Un autre inconvénient est le 

temps de calcul de cette méthode, qui est considéré comme étant énorme. 

2.3.3 Méthodes basées sur l'optimisation 

Dans la lit térature, les chercheurs portent une attention significative aux algorithmes 

basés sur les techniques d 'optimisation. Le concept de ces approches est d 'optimiser une 

fonction objective, dont le but est de trouver son maximum en général. Cet te fonction 

objective indique à quel point la qualité du partitionnement d 'un graphe est bonne. 

L'une des fonctions les plus populaires est la m odularité int roduite par (Girvan et 



Newman, 2004). 

Plusieurs algorithmes sont basés sur la maximisation de la modularité qui est un 

problème P-difficile (Brandes et al., 2008) . Les algorithmes basés sur cette technique 

ne donnent qu 'une approximation de la modularité maximale du problème de détec­

tion de communautés. À ce jour, l'optimisation de la modularité reste la technique de 

classification la plus utilisée dans les applications. Au cours des dernières années, plu­

sieurs algorithmes basés sur l'optimisation des fonctions de qualité de communautés 

ont été conçus (Baumes et al., 2005; Clauset, 2005; Huang et al., 2011 ; Lancichinetti et 

Fortunato, 2009). 

2.3.4 Classification spectrale 

La méthode spectrale est dérivée de l'algèbre linéaire. Elle est basée sur la théo­

rie spectrale des graphes que nous avons vu dans la section 2.1.2 . Elle consiste à gé­

nérer une projection des sommets du graphe dans un espace métrique, en utilisant 

comme coordonnées les entrées des vecteurs propres (voir la figure 2.7). Les iièmes en­

trées des vecteurs propres sont les coordonnées du sommet Vi dans un espace euclidien 

k-dimensionnel, où k est le nombre de vecteurs propres utilisés. 
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FIGURE 2.7: La projection d 'un graphe quelconque dans un espace de deux dimensions 
engendré par les deux vecteurs propres associés aux deux plus petites valeurs propres 
non nulles. 

Nous avons vu dans la section 2.1.2 que la matrice Laplacienne permet également 

l'obtention d 'information sur la topologie du graphe. Si G est un graphe connexe, la 

seconde plus petite valeur propre À 2 est posit ive. Le vecteur propre associé à À 2' appelé 

vecteur de Fiedler. Il fut étudié par (Fiedler, 1973, 1975), le principe est d 'associer 

chaque composante dans le vecteur de Fiedler au nœud qui lui correspond dans le 

graphe. Les travaux de (Hall, 1970) ont montré que si deux nœuds Vi et Vj sont connec­

tés, alors la distance IXi - Xj 1 dans le vecteur de Fiedler est petite par rapport à une 

paire de nœuds qui ne sont pas connectés. Ainsi, les nœuds fortement connectés sont 

plus proches dans le vecteur de Fiedler. La figure 2.8 montre la projection d 'un graphe 

quelconque de 30 nœuds et de communautés sur un espace d 'une dimension engendré 

par le vecteur de Fiedler . 
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FIGURE 2.8: La projection d 'un graphe quelconque de deux communautés dans un 
espace d 'une dimension engendré par le vecteur de Fiedler. 

L'une des premières méthodes exploitant ce champ fut la méthode de (E. R.Barnes 

et A. J .Hoffman, 1981). Cette application permet de donner une bipartition du graphe 

en deux groupes tels que les nœuds correspondant aux composantes négatives soient mis 

dans un même groupe et le reste des nœuds correspondant aux composantes positives 

soient placés dans l'autre groupe. (Shi et Malik, 2000), ainsi que (Ng et al., 2001) eurent 

l'idée d 'utiliser l'information stockée dans d 'autres vecteurs propres pour améliorer la 

qualité du partitionnement . L'idée consistait à utiliser l'algorithme k - m eans dans 

l'espace propre afin de trouver k communautés. Cependant , cette méthode nécessite de 

connaitre la valeur K qui est le nombre de communautés. 



Dans les travaux de (Donetti et Munoz, 2004), ils proposèrent d 'ut iliser les vecteurs 

propres associés aux K plus petites valeurs propres non-nulles, K étant un ent ier ne 

pouvant excéder le nombre de valeurs propres. L'idée est qu 'un sommet est représenté 

dans un espace de dimension K constitué de composantes qui lui correspondent dans 

les K vecteurs propres. Le meilleur part itionnement est celui qui a la plus grande valeur 

de la modularité. 

La figure 2.9 montre les résultats de la projection d 'un graphe de 60 nœuds et de 

4 communautés, chacune bien visible dans un espace engendré par les deux vecteurs 

propres associés aux deux plus petites valeurs propres non nulles . 
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FIGURE 2.9: La projection d 'un graphe aléatoire de quatre communautés dans un espace 
de deux dimensions engendré par les deux vecteurs propres associés aux deux plus 
petites valeurs propres non nulles. 

2.4 Conclusion 

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques défini t ions de la structure commu­

nautaire. Ces dernières, se divisent en deux catégories soit les défini t ions classiques et 



les définit ions récentes. Nous avons défini quelques catégories de méthodes de détec­

tion de communautés dans les réseaux, tout en prenant compte de quelques avantages 

et inconvénients de certaines méthodes. Nous nous sommes basés sur la classification 

spectrale, en montrant ses concepts fondamentaux, ce qui va nous aider à présenter 

l'approche proposée dans ce mémoire, que nous allons voir dans le chapitre suivant. 





Le graphe G est défini par sa matrice d'adjacence A (voir la figure 3.1) . 

3.1 Première étape 

La première étape de cette approche est de calculer la matrice Laplacienne L à 

partir de la matrice d'adjacence A et de la matrice des degrés D par la formule: 

L=D-A 

La matrice D est une matrice diagonale tel que chaque élément de diagonal prin­

cipal représente la somme des éléments de la ligne qui lui correspond dans la matrice 

d 'adjacence. Par exemple la somme sur la première ligne de la matrice d'adjacence A 

est 3 qui égal à l'élément diagonal de la première ligne de la matrice D et ainsi de suite 

pour le reste des éléments de la matrice des degrés D : 



D = 

3 0 0 0 0 0 0 000 

030 0 0 0 0 0 0 0 

00 5 0 0 0 0 0 0 0 

000 3 0 0 0 0 0 0 

o 0 0 0 4 0 0 0 0 0 

o 0 0 0 0 2 0 000 

o 0 0 0 0 0 4 0 0 0 

o 0 0 0 0 0 0 3 00 

o 0 0 0 0 0 0 0 3 0 

o 0 0 0 0 0 0 0 0 4 

Matrice des degrés 

La matrice Laplacienne L est la soustraction de la matrice d 'adjacence A de la 

matrice des degrés D : 

o 1 1 0 0 0 0 0 0 1 

101 1 0 0 0 0 0 0 

110 1 1 000 1 0 

o 1 1 0 1 0 0 0 0 0 

001 101 100 0 

000 0 1 0 100 0 

000011010 1 

o 0 0 0 0 0 101 1 

o 0 1 0 0 0 0 101 

1 000 0 0 1 1 1 0 



Matrice Laplacienne 

3.2 Deuxième étape 

La deuxième étape de cet algorithme est de calculer les vecteurs propres de la ma­

t rice Laplacienne L. Nous allons prendre les deux vecteurs propres ( Xl , X 2), associés 

aux deux plus petites valeurs propres ()'1 ' ).2) non nulles. Ce choix est justifié par les 

travaux que nous avons présentés dans la section 2.3.4. 

Notre algorithme prend les deux vecteurs propres (Xl, X 2 ) qui forment une matrice 

P de taille n x 2. Chaque ligne de cette matrice représente les coordonnées (Xl , X2) d 'un 

nœud du graphe G dans un espace en deux dimensions : 

Nous avons vu dans la section 2.1.2 comment calculer les valeurs et les vecteurs propres , 

puisque la matrice de notre exemple est de taille 10 x 10 alors le calcul des valeurs propres 



est plus difficile donc nous avons appliqué cette étape sur logiciel R qui nous a donné 

les résultats suivants : 

Les deux valeurs propres qui nous intéressent sont )'1 et À2 . Pour t rouver le vecteur 

propre X l associé à la valeur propre Àl nous devons résoudre le système d 'équations 

suivant: 

Pour trouver le vecteur propre X 2 associé à la valeur propre À 2 nous devons résoudre 

le système d 'équations suivant: 

Où L est la matrice Laplacienne. Les résultats donnés par logiciel R sont les suivants: 

0.30776 0.16583 

0.49636 -0.03955 

0. 25811 -0.00640 

0.37540 - 0. 22680 

- 0.04259 - 0. 34035 
Xl = X2 = 

- 0.42158 0.60309 

-0.33529 - 0.08377 

- 0.33610 0.38855 

-0.13122 0.41718 

-0.17085 0.32841 

Nous combinons les deux vecteurs propres X l et X 2 pour former la matrice P : 



p = 

Xl 

0.30776 

X 2 

0.16583 

2 0.49636 - 0.03955 

3 0.25811 -0.00640 

4 0.37540 - 0.22680 

5 - 0.04259 -0.34035 

6 - 0.42158 -0.60309 

7 - 0.33529 -0.08377 

8 - 0.33610 0.38855 

9 - 0.13122 0.41718 

10 - 0.17085 0.32841 

L'objectif de cette étape est de projeter le graphe G dans un espace vectoriel propre 

en deux dimensions, c'est-à-dire d 'associer à chaque nœud du graphe des coordonnées 

cartésiennes dans un espace en deux dimensions. Après avoir obtenu la projection du 

graphe dans un espace métrique, nous appliquons un processus d 'agglomérations des 

nœuds selon leurs valeurs de ressemblance que nous allons définir à l'étape suivante. Ce 

processus d 'agglomération est différent de la classification hiérarchique agglomérative, 

tel qu 'il peut faire plus qu 'une agglomération dans une itération. Chaque aggloméra­

tion produit un nouveau nœud qui est le centre des nœuds agglomérés dans l'espace 

métrique, et il contient les deux nœuds et l'arête qui les relie. Après quelques itérations, 

les communautés commencent à se former. Au début de cette étape, nous considérons 

chaque nœud comme une communauté qui contient un nœud interne et aucune arête 

interne. Nous notons Ni le nombre de nœuds à l'intérieur d 'une communauté i , Ei le 

nombre des arêtes internes de la communauté j et E i j le nombre d 'arêtes entre les 

communautés i et j . 



3.3 Troisième étape 

La troisième étape consiste à calculer la mesure de ressemblance entre chaque paire 

de nœuds qui sont connectés par au moins une arête. Cette mesure notée S ij représente 

la ressemblance entre les deux nœuds Vi et Vj . Elle se calcule à partir des informations 

préliminaires du graphe et les informations obtenues de la projection du graphe, nous 

construisons la matrice de dissimilarité S qui contient les éléments Sij. Ces éléments 

sont calculés par la mesure de ressemblance Sij suivante : 

Où 

- dij est la distance euclidienne au carré entre les nœuds Vi et Vj dans l'espace 

métrique. Soit ( Xi, Y i ) et ( Xj, Y j ) les coordonnées associées respectivement aux 

nœuds Vi et Vj, la dist ance euclidienne au carré se calcule comme suit : 

- e est la fonction exponentielle. 

- Neij est le nombre des nœuds voisins communs entre les nœuds Vi et Vj . 

- Eij est le nombre d 'arêtes entre les nœuds Vi et Vj. 

- Fij est le rapport entre le nombre d 'arêtes Eij et le nombre de nœuds Ni plus le 

rapport entre le nombre d 'arêtes Eij et le nombre de nœuds N j . Soit Vi et Vj deux 

nœuds (ou communautés), Ni et N j le nombre de nœuds internes respectivement 

de Vi et Vj et Eij le nombre d 'arêtes qui les relient , Fij se calcule comme suit : 

Notre mesure de ressemblance est toujours posit ive, aussi plus que la valeur de S ij 

est petite plus que la similarité entre les nœuds Vi et Vj est élevée et elle dépend de 



plusieurs facteurs. Dans le cas du fact eur de la distance euclidienne au carré d ij , plus la 

distance d ij est petite plus la valeur de S i j diminue, donc plus la similarité augmente. 

De plus, pour les trois facteurs NCij , E ij et F ij , plus ils sont élevés plus la valeur Sij 

diminue, donc la similarité est élevée. 

Prenons l'exemple de la mesure de ressemblance 51,2 , entre les nœuds VI et V2 de 

l'exemple qui dans la figure 3.1. Nous remarquons que les nœuds VI et V2 sont connectés 

par une arête, donc nous pouvons calculer la valeurs 5 1,2. Nous avons: 

- Les coordonnées du nœud VI dans l'espace métrique: 

(Xl , Yd = (0.30776, 0.16583) 

- Les coordonnées du nœud V2 dans l'espace métrique: 

(X2 , Y2) = (0.49636, - 0.03955) 

- La distance euclidienne au carré dl ,2 ent re les nœuds VI et V2 dans l'espace mé­

trique : 

d1,2 = (Xl - X2)2 + (YI - Y 2)2 

= (0.30776 - 0.49636)2 + (0.16583 - (-0.03955))2 

= 0.0777 

- Le nombre de nœuds voisins communs entre les nœuds VI et V2 : NCl ,2= 1 , qui est 

le nœud V3. 

- Le nombre d 'arêtes qui relient les nœuds VI et V2 : El ,2 = 1. 

- Le nombre de nœuds internes de nœuds VI : NI = 1. 



- Le nombre de nœuds internes de nœuds V2 : N2 = 1. 

- Le facteur F l ,2 : 

F
EI 2 = El 2 = 1 1 

12= ' + ' =-+-=2 
NI NI 1 1 

La valeur de la mesure de ressemblance 5 1,2 pour les deux nœuds VI et V2 est : 

0.0777 
e(1+1+2) = 0.0014 

En appliquant cette étape sur le reste des nœuds qui sont connectés de l'exemple 

qui est dans la figure 2.3, nous obtenons la matrice 5 : 

Vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 0.0014 
3 0.0005 0 .0003 
4 0.0009 0.0004 

s= 5 0.0037 0.0034 
6 0.0038 
7 0.0027 0.0050 
8 0.0040 
9 0.0164 0.0007 

10 0.0127 0.0036 0.0002 0.0001 

Les points (.) dans la matrice 5 représentent des valeurs indéterminées, car les 

nœuds ne sont pas connectés et la mesure 5ij se calcule seulement quand deux nœuds 

Vi et Vj sont connectés par au moins une arête. 

3.4 Quatrième étape 

La quatrième étape consiste à agglomérer les nœuds les plus similaires deux par 

deux. À cet effet, il faut que les deux noeuds satisfassent quelques conditions. Nous 

commençons le processus d 'agglomération par la paire de nœuds la plus similaire donc 



la paire de nœuds (Vi , Vj ) OÙ S ij est minimale. Pour réaliser la définition d 'une bonne 

communauté , qui est <<la densité de la connexion des arêtes doit être plus élevée à 

l'intérieur qu'à l'extérieur » (Yang et Leskovec , 201 2), nous allons vérifier les deux 

conditions suivantes : 

1. Ni 'S N j et E i 'S E ij 

2. N j 'S N i et E j 'S E ij 

- Si la paire (Vi, Vj) satisfait une de ces conditions alors nous agglomérons les deux 

nœuds Vi et Vj et nous créons un nouveau nœud Vk qui contient à l'intérieur les 

deux nœuds agglomérés. Ses coordonnées dans l'espace métrique sont le centre des 

nœuds Vi et Vj , les voisins de Vk sont les voisins de Vi et Vj . Son nombre d 'arêtes 

internes est E k = E i + E j + E ij et son nombre de nœuds internes est N k = N i + N j . 

Nous supprimons les nœuds Vi et Vj et nous passons à la prochaine paire de nœuds 

les plus similaires, c'est-à-dire la paire de nœuds (Vi ,Vj ) où S ij est minimale. 

- Sinon nous passons directement à la prochaine paire de nœuds les plus similaires 

donc la paire de nœuds (Vi, Vj ) où S ij est minimale. 

En appliquant cette étape sur notre exemple précédent de la figure 3. 1. Nous re­

marquons dans la matrice S que la paire (Vg , V lO ) a la plus petite valeur de mesure de 

ressemblance S 9,10 = 0.0001. Nous vérifions les deux condit ions précédentes sur cette 

paire, commençons par la première condition, nous avons: 

- Le nombre de nœuds internes du nœud Vg, N g = 1. 

- Le nombre de nœuds internes du nœud VlO, N lO = 1. 

- Le nombre d 'arêtes internes de nœud Vg, E g = o. 

- Le nombre d 'arêtes qui relient les nœuds Vg et V lO , E9,10 = 1. 

ous appliquons la première condit ion sur ces données : 

(Ng 'S N lO et Eg 'S E9,1O) ~ (1 'S 1 et 0 'S 1) 



Nous trouvons que la paire de nœuds ( Vg, V lO) satisfait la première condition qui est 

suffisant pour agglomérer les nœuds Vg et VlO. En fusionnant les nœ uds (Vg, V lO ) nous 

construisons un nœud noté V9 ,10 qui a les propriétés suivantes : 

- Le nombre de nœuds internes du nœud V9, 10 : 

NV9 10 = Ng + N lO = 1 + 1 = 2 

- Le nombre d 'arêtes internes du nœud Vg 10 : , 

E V9 ,lO = E g + ElO + E 9,10 = 0 + 0 + 1 = 1 

- Les coordonnées du nœud V9, 10 dans l'espace métrique sont le centre des nœuds 

Vg et V lO : 

Xg + XlO y g + YlO 
(XV9 ,1O, Yv9,1O) = ( 2 ' 2 ) 

= ( (-0.13122) + (-0.17085) (0.41718) + (0.32841)) 
2 ' 2 

= (-0.15103, 0.37279) 

- Le nœud V9 ,10 est connecté avec tout les voisins des nœuds Vg et VlO par au moins 

une arête. 

ous éliminons les lignes et les colonnes associées aux nœuds Vg et V lO de la matrice 

5 , et nous continuons notre processus d 'agglomération sur le reste des nœuds en ut ilisant 

les informations de la matrice 5 sans prendre en considération les nœuds Vg et VlO et le 

nouveau nœud Vg,lo . La matrice 5 devient comme suit: 



Vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 0.0014 
3 0.0005 0.0003 
4 0.0009 0.0004 

s = 5 0.0037 0.0034 
6 0.0038 
7 0 .0027 0.0050 
8 0.0040 
9 

10 

Nous identifions les deux nœuds les plus ressemblants en prenant le minimum des S ij 

de la matrice S . La valeur minimale de la matrice S est S2 ,3 = 0.0003 qui correspond à 

la paire (V2 , V3). ous appliquons les mêmes calculs que pour la paire de nœuds (Vg, VlO). 

La matrice S devient comme suit : 

Vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 

3 

4 

s= 5 0.0034 
6 0.0038 
7 0.0027 0.0050 
8 0.0040 
9 

10 

De la matrice S , la prochaine paire à fusionner est (V5, V7, par une valeur S5 ,7 = 

0.0027. En agglomérant les deux nœuds V5 et V7 la matrice S devient comme suit: 



Vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 

3 

4 

s = 5 

6 

7 

8 

9 

10 

Toutes les valeurs de la matrice S sont indéterminées. À cette étape, nous avons 

aggloméré toutes les paires de nœuds qui sont possible à fusionner pour la première 

itération. Nous avons aggloméré trois paires de nœuds qui sont (Vg, VlO), (V2 , V3) et 

(V5 , V7) . Nous avons construit un nouveau nœud pour chaque agglomération de deux 

nœuds. Nous leur avons associé les informations nécessaires telles que les coordonnées, 

le nombre de nœuds internes, le nombre d 'arêtes internes et la connexion avec le reste 

du graphe. La figure 3.2 montre l'état du graphe G après la première itération. 



FIGURE 3.2: Résultats de la première itération de l'algorithme 

Pour commencer la deuxième itération, nous mettons à jour la matrice des coordon­

nées P et les informations du graphe G. Ensuite, nous recalculons la nouvelle matrice 

S. Nous obtenons la matrice P comme suit: 

Vi Xl X2 

0.30776 0.16583 

2,3 0.37724 -0.02297 

4 0.37540 -0.22680 
p= 

-0.18894 -0.21206 5,7 

6 -0.42158 -0.60309 

8 -0.33610 0.38855 

9,10 -0.15103 0.37279 



En utilisant la nouvelle matrice P et les nouvelles informations du graphe C , nous 

calculons les mesures de ressemblances S i j entre chaque paire de nœuds du graphe 

modifié et nous construisons la nouvelle matrice S : 

Vi 1 2, 3 4 5, 7 6 8 9, 10 

1 

2,3 
3.69 
105 

4 
3.78 
105 

s = 8.83 3.54 
5,7 104 103 

6 
5.13 
10" 

8 
4.24 
103 

9,10 
2.81 1.08 8.51 3.14 
103 103 104 105 

En appliquant les mêmes étapes que dans la première itération nous obtenons les 

résultats qui sont dans la figure 3.3. 



FIGURE 3.3: Résultats de la deuxième itération de l'algorithme 

Nous remarquons que le nœud V8 a été fusionné avec le nœud V9,lO, donc nous avons 

obtenu le nœud V8,9,IO. Pour le nœud V6, il a été fusionné avec le nœud V5 ,7 ce qui nou 

a donné le nœud V5 ,7 ,6. Aussi , le nœud VI qui a été aggloméré avec le nœud V2,3 ce qui 

a produit le nœud V2 ,3,1. Passons à la prochaine itération, les résultats de la troisième 

itération sont dans la figure 3.4. 



FIGURE 3.4: Résultats de la troisième itération de l'algorithme 

Dans la troisième itération le nœud V4 a été aggloméré avec le nœud V2 ,3,1 ce qui 

nous a donné le nœud V2 ,3,1,4. À cette étape, notre graphe est divisé en trois nœuds qui 

sont: 

- Le nœud V2 ,3,1,4 qui contient 4 nœuds internes et 5 arêtes internes. 

- Le nœud V5,7,6 qui contient 3 nœuds internes et 3 arêtes internes. 

- Le nœud V9 ,10,8 qui contient 3 nœuds internes et 3 arêtes internes. 

Nous remarquons sur la figure 3.4 que le nombre d 'arêtes entre chaque paire de 

nœuds est égal à 2, ce qui est strictement inférieur à tous les nombres d 'arêtes internes 

de chaque nœud. D'après la définition de la bonne communauté que nous avons utilisée, 

aucune paire de nœuds ne peut être agglomérée dans la prochaine itération. Ce qui 



signifie la fin de l'algorithme pour le graphe C , et les trois nœuds finaux obtenus sont 

les communautés détectées dans le graphe C. 

3.5 Pseudo code 

Le pseudo code 3. 1 représente le résumé des différentes étapes de notre approche. 

Pseudo code 

Entrée: Graphe simple C = (V, E) . 

Sortie : J( communautés 

1. Calculer la matrice Laplacienne L = D - A 

2. Calculer les vecteurs propres Xl, X 2 et construire la matrice P . 

3. Calculer la mesure de ressemblance S ij entre chaque paire de nœuds 

et construire la matrice S . 

4. Agglomérer les paires de nœuds qui peuvent être agglomérées, 

en se basant sur la matrice S et la définition de la bonne communauté, 

mettre à jour le graphe et la matrice P , aller à l'étape (3). 

5. Si aucune paire de nœuds ne peut être agglomérée, alors l'algorithme s'arrête. 

TABLE 3.1: Pseudo code de notre algorithme 

3.6 Conclusion 

Nous avons présenté dans ce chapitre une nouvelle approche de détection de com­

munauté dans les réseaux. Celle-ci est basée sur les propriétés spectrales de la matrice 

Laplacienne associée à un graphe, ainsi que la façon dont les nœuds sont connectés. 

Nous avons proposé une fonction de ressemblance pour identifier les deux nœuds les 



plus ressemblants. Cette fonction utilise les informations obtenues de la projection du 

graphe dans un espace métrique et les informations préliminaires du graphe. Nous avons 

utilisé un processus d 'agglomération des nœuds deux à deux, en vérifiant des conditions 

spécifiques avant chaque fusionnement pour assurer une structure communautaire si­

gnificative. 

ous avons illustré chaque étape de notre approche avec un exemple d 'un graphe. 

Pour ce faire, nous avons montré la façon de calculer les matrices associées à ce graphe 

et l'obtention des coordonnées des nœuds dans un espace métrique de deux dimensions. 

l ous avons expliqué chaque facteur de la fonction de ressemblance en la calculant étape 

par étape sur un exemple de deux nœuds du graphe. ous avons donné un aperçu sur 

le fonctionnement du processus d'agglomération utilisé et sa capacité d 'agglomérer plus 

qu 'une paire de nœuds dans une itération. Ainsi , le résultat final de l'approche est trois 

communautés qui ne peuvent pas être fusionnées à cause des conditions d 'agglomération 

qui ont été mises. 
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~ ~--------------------------------------~ 
Expérimentations 

Cette sect ion présente les résultats de notre méthode, nous allons comparer les résul­

tats de notre méthode avec les résul tats de l'algorithme de détection de communautés 

Leading Eigenvector introduit par (Newman, 2006a) que nous allons définir par la 

suite. Nous prenons comme données du test le benchmark de Girvan et Newman (Girvan 

et Newman, 2002) et le benchmark LFR (Lancichinetti et al., 2008). La comparaison 

sera basée sur la valeur de la Modularité de Girvan et Newman (Girvan et Newman, 

2004; Newman, 2006b) . 

4.1 Implémentation 

Nous avons implémenté notre algorithme avec le logiciel R , nous avons utilisé le 

package <igraph> pour accéder facilement aux différentes propriétés des graphes. De 

plus, le package <RSpectra> a servi à calculer les vecteurs propres de la matrice 

Laplacienne L. 

4.1.1 Logiciel R 

R est un langage de programmation pour les calculs statistiques. Il peut être utilisé 

pour nettoyer , analyser et représenter graphiquement différents types de données. Il est 

largement utilisé par les chercheurs de diverses disciplines pour estimer et afficher les 



résultats, ainsi que par les enseignants de statistiques. C'est un logiciel gratuit , ce qui 

en fait une option attrayante . 

Les capacités de R sont étendues grâce à des packages créés par l'utilisateur , qui 

permettent des techniques statistiques spécialisées, des dispositifs graphiques, des ca­

pacités d 'import jexport, etc. Le grand nombre de packages disponibles pour R, et la 

facilité de les installer et de les ut iliser , a été cité comme un facteur majeur dans l'adop­

tion généralisée du langage dans la science des données. Nous avons choisi le logiciel R 

pour implémenter notre approche, en raison de sa facilité de manipuler les matrices, et 

les graphes à travers le package <igraph>, ainsi, les propriété spectrales des matrices 

en utilisant le package <RSspectra>. 

4.1.2 Package igraph 

Le package <igraph> est une collection de différents outils pour créer et manipu­

ler les graphes et analyser les réseaux. Il est écrit en langage C et il existe également 

des versions pour les logiciels Python et R. Le package est largement utilisé dans la 

recherche liée à la théorie des graphes, la science des réseaux et dans les domaines si­

milaires. 

Il peut être ut ilisé pour générer des graphes à partir de plusieurs formes de données 

comme la matrice d 'adj acence, la matrice d 'incidence, la liste des arêtes, etc. Il est 

capable de calculer plusieurs mesures associées aux graphes comme le plus court chemin 

entre deux sommets. Nous avons choisi ce package car il nous a permis de construire 

plus facilement des graphes à partir des données générées par les benchmarks, et il nous 

a permis d 'obtenir les informations préliminaires du graphe. 



4.1.3 Package RSpectra 

La décomposition des valeurs propres est une technique couramment utilisée dans de 

nombreux problèmes statistiques. Dans logiciel R , la méthode standard pour calculer les 

valeurs propres est la fonction eigen(). Cependant, lorsque la matrice devient grande, 

eigen() peut prendre beaucoup de temps car elle n ' a pas d'option pour limiter le nombre 

de valeurs propres à calculer. Alors que dans notre approche, nous n 'avons besoin de 

calculer que les deux plus petites valeurs propres non nulles , pour calculer leurs vecteurs 

propres associés. Pour cette raison nous avons utilisé le package <RSpectra>. Il est 

capable de résoudre des problèmes de valeurs propres à grande échelle et de calculer 

seulement les valeurs propres que nous demandons, ce qui réduit le temps de calcul. 

4.2 Benchmarks 

4.2.1 Benchmark de Girvan et N ewman (GN) 

Le benchmark de Girvan et Newman (Girvan et Newman, 2002) est un algorithme 

de création de graphes inspiré du modèle de communauté qui est défini comme suit: les 

nœuds d'une même communauté ont une probabilité plus élevée de former des arêtes 

avec leurs partenaires qu'avec les autres nœuds. Ses caractéristiques sont les suivantes: 

- Nombre de communautés du graphe C = 4 

- Taille de chaque communauté N = 32 

- Nombre total de nœuds n = 128 

- Le degré total moyen de chaque nœud k = 16. 

4.2.2 B enchmark de Lancichinetti-Fortunato-Radicchi (LFR) 

Le benchmark LFR (Lancichinetti-Fortunato-Radicchi) (Lancichinetti et al. , 2008) 

est un algorithme de création de graphes aléatoires dont les caractéristiques se veulent 

aussi proches que des graphes complexes car il tient compte de l'hétérogénéité de la dis­

tribution des degrés des nœuds et des tailles de communautés. Il fournit en même temps 



la solution, c'est-à-dire le partitionnement en communautés. L'algorithme demande un 

certain nombre de paramètres tels que : 

- n : le nombre de nœuds 

- k : le degré interne moyen des nœuds. 

- maxk : le degré maximum des nœuds. 

- I-l : le paramètre de mixage. 

- mine : taille minimum des communautés. 

- maxe : taille maximum des communautés. 

Il existe d'autres paramètres que nous pouvons ajouter , mais dans notre cas ils sont 

inutiles. Le paramètre le plus important à varier est le paramètre de mixage I-l. Ce 

dernier représente la moyenne (pour tous les nœuds) du rapport entre le nombre de 

liens propres à un nœud se trouvant à l'extérieur de sa communauté et le nombre 

total de liens de ce nœud. Lorsque cet te valeur est faible, les communautés au sein 

du graphe sont bien distinguées et peuvent être vues même visuellement, mais plus 

il augmente plus leur ident ification sera difficile. Par exemple, nous pouvons générer 

le benchmark GN en utilisant l'algorithme de benchmark LFR, tout en posant n = 

128, k = 16, maxk = 16, I-l = 0.1, mine = 32, maxe = 32. En variant la valeur de I-l , 

la distribution des arêtes change (voir la figure 4. 1). 

I-l = 0.1 I-l = 0.2 I-l = 0.3 

FIGURE 4. 1: Le benchmark GN généré par l'algorit hme de benchmark LFR 



4.3 L'algorithme Leading Eigenvector (LE) 

L'algorithme Leading Eigenvector(LE) a été proposé par Newman (Newman, 

2006a). Ce dernier est basé sur l'optimisation spectrale de la modularité en utilisant les 

vecteurs propres de la matrice de modularité. En calculant le vecteur propre principal 

de la matrice de modularité, le graphe se divise à chaque étape en deux parties de 

telle sorte que cette division améliore la modularité. Il s'arrête une fois que la valeur 

de la contribution de modularité devient négative. Nous avons choisi de comparer nos 

résultats avec les résultats de cet algorithme parce que c'est un algorithme spectral , 

c'est-à-dire, il est basé sur les propriété spectrale du graphe. Ainsi, cet algorithme est 

l'un des algorithmes de détection de communautés les plus populaires, aussi , il est 

prédéfini dans le package <igraph>. 

4.4 Test sur le benchmark GN généré par le bench­
mark LFR 

Nous commençons par appliquer notre algorithme noté « PM » et l'algorithme 

Leading Eigenvector noté « LE », sur le benchmark GN généré par l'algorithme 

LF R. Nous calculons la modularité Q pour chaque graphe généré et nous comparons 

les résultats de notre algorithme, ceux de l'algorithme Leading Eigenvector et ceux 

de la solution obtenue au moment de la génération du graphe par le benchmark LF R , 

nous notons cette solution par « RC ». Nous générons le même graphe à chaque fois 

en variant le paramètre de mixage M. 1 ous arrêtons quand la modularité Q prend 

une valeur inférieur à 0.3 pour la solution « RC » car , comme nous avons vu dans la 

section 2.1.3, si la modularité Q est inférieur à 0.3 alors le graphe n 'a pas une structure 

communautaire significative. Les résultats de ce test sont dans le tableau 4.1 et la figure 

4.2 . 



Modularité Q 
n=128 

PM LE Re 

fJ, = 0.05 0.7 0.7 0.7 

fJ,=0.1 0.65 0.65 0.65 

fJ, = 0.15 0.6 0.58 0.6 

fJ, = 0.2 0.54 0.51 0.54 

fJ, = 0.25 0.5 0.45 0.5 

fJ, = 0.3 0.43 0.41 0.45 

fJ, = 0.35 0.36 0.35 0.39 

fJ, = 0.4 0.29 0.23 0.34 

fJ, = 0.45 0.26 0.22 0.29 

TABLE 4.1: Résultats de la modularité pour le benchmark GN, en variant le paramètre 
de mixage fJ,. 
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FIGURE 4.2: Variation de la modularité en fonction du paramètre de mixage IL pour le 
benchmark G de 128 nœuds. 

Nous remarquons que pour les deux premières valeurs IL = 0.05 et IL = 0.1 , notre 

algorithme « PM » et l'algorithme « LE » ont donné les mêmes résultats que la solution 

« Re » générée par le benchmark LF R. Pour les trois prochaines valeurs IL = 0.15, 

IL = 0.2 et IL = 0.25, notre algorithme « PM » a donné les mêmes résultats que la 

solution « Re », cependant les résultats donnés par l'algorithme « LE » sont moins 

bons que les résultats donnés par notre algorithme « PM » et la solut ion « Re ». Pour 

le reste des valeurs de IL = 0.3 jusqu 'à IL = 0.45, nous remarquons que les résultats 

donnés par notre algorithme « P M » sont moins bons par rapport aux résultats de la 

solution « Re », mais sont meilleurs que les résultats donnés par l'algorithme « LE » . 



4.5 Test sur le benchmark LFR 

Dans ce test, nous générerons plusieurs graphes en utilisant le benchmark LFR. À 

chaque fois, nous varions le paramètre de mixage fJ,. ous calculons la modularité et 

nous comparons les résultats des différents algorithmes. Les caractéristiques des graphes 

générés sont dans le tableau 4.2 : 

Il Paramètre 1 Valeur Il 
Nombre de nœuds n de 1000 jusqu'à 50000 

Le degré moyen de nœuds k 20 

Le degré maximum de nœuds maxk 0.02 x n 

Taille minimale des communautés mine 20 

Taille maximale des communautés maxe 0.02 x n 

Paramètre de mixage fJ, de 0.05 jusqu'à 0.7 

TABLE 4.2: Paramètres de benchmark LFR 

Commençons par générer un graphe de 1000 nœuds, avec un degré moyen de nœuds 

de k = 20 et un degré maximal de nœuds de maxk = 20. La taille minimale des 

communautés à mine = 20 et la taille maximale des communautés à maxe = 20. Le 

paramètre de mixage fJ, varie de 0.05 jusqu'à 0.7. Les résultats sont dans le tableau 4.3 

et la figure 4.3. 



n=1000 
Modularité Q 

PM LE Re 
ft = 0.05 0.93 0.88 0.93 
ft = 0.1 0.88 0.8 0.88 
ft = 0.15 0.83 0.74 0.83 
ft = 0.2 0.78 0.63 0.78 
ft = 0.25 0.73 0.58 0.73 
ft = 0.3 0.65 0.55 0.68 
ft = 0.35 0.61 0.49 0.63 
ft = 0.4 0.55 0.41 0.58 
ft = 0.45 0.5 0.39 0.53 
ft = 0.5 0.43 0.34 0.48 

ft = 0.55 0.38 0.29 0.43 
ft = 0.6 0.31 0.24 0.38 
ft = 0.65 0.24 0.21 0.33 
ft = 0.7 0.22 0.2 0.28 

TABLE 4.3: Résultats de la mo­
dularité pour le graphe de 10000 
nœuds, en variant le paramètre 
de mixage p,. 
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FIGURE 4.3: Variation de la modularité en fonc­
t ion du paramètre de mixage p, pour le graphe 
de 1000 nœuds. 

Nous observons que pour p, = 0.05 jusqu'à p, = 0.25 notre algorithme « P M » a 

donné les mêmes résultats que la solution « RC », ensuite nous constatons que les 

résultats de « PM » commencent à s'éloigner petit à petit des résultats de « RC » avec 

l'augmentation de la valeur de p,. Cependant, les résultats de l'algorithme « LE » sont 

moins bons par rapport aux résultats de « PM » et « RC » pour toutes les valeurs de 

p,. 

Pour le prochain graphe à générer , nous augmentons le nombre de nœuds à 10000, 

le degré maximal de nœuds à maxk = 200 et la taille maximale des communautés à 

maxc = 200. Nous gardons le reste des paramètres comme le graphe précédent. Les 

résultats sont dans le tableau 4.4 et la figure 4.4. 



n=10000 
Modularité Q 

PM LE Re 
f.L = 0.05 0.85 0.47 0.93 
f.L = 0.1 0.74 0.34 0.88 

f.L = 0.15 0.67 0.28 0.83 
f.L = 0.2 0.61 0.22 0.78 

f.L = 0.25 0.55 0.21 0.73 
f.L = 0.3 0.51 0.21 0.68 

f.L = 0.35 0.47 0.16 0.63 
f.L = 0.4 0.42 0.18 0.58 

f.L = 0.45 0.38 0.16 0.53 
f.L = 0.5 0.35 0.15 0.48 

f.L = 0.55 0.32 0.14 0.43 
f.L = 0.6 0.27 0. 13 0.38 

f.L = 0.65 0.23 0.13 0.33 
f.L = 0.7 0.19 0. 12 0.28 

TABL E 4.4: Résultats de la mo­
dularité pour le graphe de 10000 
nœuds, en variant le paramètre 
de mixage M. 
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FIGURE 4.4: Variation de la modularité en fonc­
tion du paramètre de mixage M pour le graphe 
de 10000 nœuds. 

Nous remarquons que les résultats de notre algorithme « PM » sont moins bons par 

rapport aux résultats de la solution « Re » pour toutes les valeurs, mais les résultats de 

« PM » restent proches des résultats de « Re ». Par contre, les résultats de l'algorithme 

« LE » sont beaucoup moins bons par rapport aux résultats de « PM » et « Re ». 

Le graphe suivant est de 25000 nœuds, avec un degré moyen de nœuds à k = 20 et 

un degré maximal de nœuds à max k = 500. La taille minimale des communautés est 

de mine = 20 et la taille maximale des communautés est de maxe = 500. Le paramètre 

de mixage M varie de 0.05 jusqu'à 0.7. Les résultats sont dans le tableau 4.5 et la figure 

4.5 . 



n=25000 
Modularité Q 

PM LE Re 
IL = 0.05 0.83 0.43 0.93 
IL = 0.1 0.73 0.24 0.88 

IL = 0.15 0.66 0.29 0.83 
IL = 0.2 0.59 0.21 0.78 

IL = 0.25 0.54 0.14 0.73 
IL = 0.3 0.48 0.17 0.68 

IL = 0.35 0.45 0.16 0.63 
IL = 0.4 0.41 0.12 0.58 

IL = 0.45 0.38 0.12 0.53 
IL = 0.5 0.33 0.12 0.48 

IL = 0.55 0.3 0.12 0.43 
IL = 0.6 0.27 0.11 0.38 

IL = 0.65 0.23 0.11 0.33 
IL = 0.7 0.19 0.11 0.28 

TABLE 4.5: Résultats de la mo­
dularité pour le graphe de 25000 
nœuds, en variant le paramètre 
de mixage /-l. 
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FIGURE 4.5: Variation de la modularité en fonc­
tion du paramètre de mixage /-l pour le graphe 
de 25000 nœuds. 

Pour ce graphe de 25000 nœuds, nous notons que la différence entre les résultats de 

notre « PM » et les résultats de la solution « Re » est presque la même que pour le 

graphe précédent de 10000 nœuds. Mais les résultats de l'algorithme « LE » sont moins 

efficaces et nous observons beaucoup plus de variations qui ne sont pas monotone au 

niveau de la valeur de la modularité par rapport à l'augmentation du paramètre de 

mIxage /-l. 

Le dernier graphe est de 50000 nœuds, avec un degré moyen de nœuds de k = 20 et 

un degré maximal de nœuds de max k = 1000. La taille minimale des communautés est 

de mine = 20 et la taille maximale des communautés est de maxe = 1000. Le paramètre 

de mixage /-l varie de 0.05 jusqu'à 0.7. Les résultats sont dans le tableau 4.6 et la figure 

4.6. 



n=50000 
Modularité Q 

PM LE Re 
J.L = 0.05 0.85 0.29 0.93 

J.L = 0.1 0.73 0.31 0.88 
J.L = 0.15 0.63 0.18 0.83 

J.L = 0.2 0.52 0.15 0.78 
J.L = 0.25 0.49 0.16 0.73 

J.L = 0.3 0.45 0.11 0.68 
J.L = 0.35 0.44 0.14 0.63 

J.L = 0.4 0.41 0.13 0.58 
J.L = 0.45 0.32 0.13 0.53 

J.L = 0.5 0.31 0.12 0.48 
J.L = 0.55 0.28 0.12 0.43 

J.L = 0.6 0.24 0.12 0.38 
J.L = 0.65 0.21 0.11 0.33 

J.L = 0.7 0.19 0.09 0.28 

TABLE 4.6: Résultats de la mo­
dularité pour le graphe de 50000 
nœuds , en variant le paramètre 
de mixage J.L. 
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FIGURE 4.6: Variation de la modularité en fonc­
tion du paramètre de mixage J.L pour le graphe 
de 50000 nœuds. 

Pour les résultats du dernier graphe de 50000 nœuds , nous remarquons que les résultats 

de notre algorithme « PM » sont meilleures que les résultats de l'algorithme « LE » , 

mais ils n'atteignent pas les résultats de la solution « RC ». 

4.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les outils utilisés pour développer notre ap-

proche. Aussi , les benchmarks utilisés pour générer les données de tests , et l'algorithme 

Leading Eigenvector (LE) avec lequel nous avons comparé ses résultats avec les résul­

tats de notre approche. 

Ce chapitre a présenté les résultats de notre approche sur le benchmark de Girvan et 

Newman (GN) , généré par l'algorithme du benchmark LFR en variant le paramètre de 



mixage 11. En utilisant la modularité comme une mesure de qualité de nos résultats, nous 

avons vu que notre approche a donné de meilleurs résultats dans la majori té des cas par 

rapport aux résultats de l'algorithme LE. De plus, nous avons testé plusieurs graphes 

générés par le benchmark LF R, qui ont des tailles différentes, en termes du nombre de 

nœuds, avec des valeurs différentes du paramètre de mixage 11. Notre approche a donné 

les mêmes résultats que les résultats de l'algori thme LE dans quelques cas, mais dans 

la majorité des cas notre approche est meilleure que l'algorithme LE. 
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l: 5 ___________________ ----1 

Conclusion générale et perspectives 

5.1 Conclusion générale 

La théorie des graphes est un out il qui peut représenter plusieurs systèmes com­

plexes. Dans ce mémoire, nous avons introduit une nouvelle approche de détection des 

communautés dans les réseaux, en nous basant sur la classification spectrale et un pro­

cessus d 'agglomération des nœuds. 

Nous avons montré l'utilité des graphes et leur rôle de pouvoir représenter plusieurs 

problèmes en lien avec divers sujets. Ainsi que la façon dont l'analyse des graphes peut 

conduire à résoudre beaucoup de ces problèmes. Nous avons vu que le problème de 

détection de communauté peut donner un aperçu de la structure du réseau et la façon 

dont il est organisé. En outre, nous avons représenté quelques défini t ions de la structure 

communautaire qui ont été proposées dans la littérature, en plus de quelques méthodes 

de détection de communauté les plus populaires. Nous nous sommes concentrés sur la 

classification spectrale, et sur la projection d 'un graphe dans un espace métrique, en 

étudiant différentes matrices que nous pouvons lui associer. 

Nous avons détaillé les différentes étapes de l'approche proposée, qui est basée sur la 

théorie spectrale des graphes, un processus d 'agglomération des nœuds et la définition 



de la bonne communauté. Cette approche, consiste à projeter le graphe dans un espace 

métrique de deux dimensions, ensuite, en utilisant les informations obtenues de cette 

projection et les informations préliminaires du graphe, nous avons créé une fonction de 

ressemblance ent re les nœuds, afin d 'agglomérer les nœuds les plus similaires, en uti­

lisant un processus d 'agglomération qui peut faire plusieurs agglomérations dans une 

itération. Nous avons appliqué une définit ion de la bonne communauté en créant des 

conditions pour limiter les agglomérations qui n 'améliorent pas la qualité du partition­

nement . Nous avons évalué les résultats de notre algorithme en les comparant avec les 

résultats d 'un aut re algorithme et les solut ions données par les benchmarks utilisés. 

Nous concluons que notre approche est une contribution aux travaux précédemment 

effectués pour résoudre le problème de détection de communauté, et plus spécifiquement 

pour les méthodes spectrales. Les résultats que nous avons obtenus prouvent l'efficacité 

de notre approche en termes de la qualité du part itionnement qui a été mesurée par la 

modularité. 

5.2 Perspectives 

Notre t ravail pourrait considérer ouvert pour différentes améliorations afin de rendre 

l'approche proposée plus compétit ive. Par exemple, notre approche projette le graphe 

dans un espace métrique de deux dimensions, ce qui n 'est pas toujours le meilleur choix. 

Nous pourrions ajouter une étape qui choisit le meilleur nombre de dimensions. Ce 

changement aurait un impact sur la complexité du calcul, mais il améliorerait la qualité 

du partitionnement . Aussi, nous pourrions faire des changements dans la mesure de 

ressemblance tel que l'ajout de d 'autres facteurs pouvant être à caractère stochastique. 

De plus, la défini t ion ut ilisée dans cette approche pourrait être remplacée par une autre 

définit ion plus moderne basée sur les probabilités des connexions entre les nœuds. 
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