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Pour m < 1, on voit que le rayon de courbure augmente de facon monotone avec

le temps. Cette tendance a déja été confirmée par une déformation progressive

d’une configuration initiale parabolique y = z2. Lorsque m > 1 et entier, le rayon

de courbure oscille continiiment dans le temps sans amplification.

Calcul du flux

On veut connaitre I'influence des perturbations I’'une sur I'autre et pour ce faire

on calcule le flux de (r{) qui est une mesure du transport d’une perturbation par

rapport a l'autre. Il y a deux cas a prendre en compte selon que la valeur du

mode est entier ou non. Le calcul du flux se fait comme suit ou 7" est la période.

%H

r( dt
(r¢) = *5
J dt
0
PREMIER CAS: m > 1
La période pour ce cas est:
R?

T =27

m(m? —1)1/2

On fait le changement de variable suivant pour simplifier les équations.

azQ—WtZMt
T

R2
Les perturbations r et ( se réécrivent en fonction de a comme:

r o« cos(a)

( « sin(a
27

Donc (r{) «

1
—/cosasinada
27
0
=0

(D.24)



126

L’intégrale du flux étant nulle, il n’y a pas de transport de perturbations. Cela a

pour effet de montrer la stabilité de ce cas lorsque le mode m est entier.

DEUXIEME CAS: m < 1

La période n’est pas définie étant donné que le filament n’est pas fermé et par

conséquent:
T =00

Comme précédemment, on fait le changement de variable:

m(l _ m2)1/2

R2

a =
Les perturbations se transforment sous la nouvelle variable a et le calcul du flux
devient:

r & cosha

( « sinha
7
(r() « f/coshasinhada
0

> 0
Le flux est plus grand que zéro car le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique
sont toujours plus grands que zéro. Donc, il y a instabilité et le systeme explose

avec le temps. Plus la valeur du flux est grande et plus le filament est instable

rapidefnent. C’est également ce que Hama (1962) a observé.

Vitesse induite pour une ellipse

Nous considérons la vitesse induite pour une distribution initiale d’un tourbil-

lon elliptique d’excentricité variable (figure D.2). On présente que les principales
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Ay

. . e, _||MF ) . . T 2 y 2 _
Figure D.2: Excentricité e = (37| d’une ellipse : (a) + (b) =1.
étapes car les équations elliptiques sont des équations difficiles et lourdes a ma-

nipuler mathématiquement.

Cette section est particulierement instructive pour la présente recherche car
’ellipse peut étre vue comme une approximation d’une fente rectangulaire. Une

ellipse, en coordonnées cylindriques, s’exprime comme:

r = z,cos(f) T, = cte
y = y,sin(f) y, = cte
z =0

Pour que cette équation décrive une ellipse, il faut que y, = z,(1 — €)'/ oli ¢ est
’excentricité (Florent, 1981). Pour une ellipse, I'excentricité est une constante

inférieure a 'unité. De ce fait, ’angle d’excentricité ¢ est tel que:

e = cos(p)
Yo = T,sin(p)

Sous le “Concept d’induction localisée”, la vitesse induite est inversement pro-
portionnelle au rayon de courbure. La vitesse induite d’une ellipse est dans la
direction de I’axe 2z et son amplitude découle de ’équation du rayon de courbure

B.8 développée plus tot.
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1 I,y” _ I”y, . , a
—=——— ou =
R (Izz + y/2)3/2 90
On applique la précédente relation pour trouver la courbure pour une ellipse en

fonction de ’excentricité e et de la variable unique x.

¢’ = —z,sin(f)
" = —z,cos(h)
y' = yocos(f)
y' = —a,sin(¢)sin(d) ot y, = z,sin(¢)
$/y// _ $//y/ — $02 sin(¢) = I02(1 _ 62)
($/2 . y/)3/2 — $03[1 — 2 0082(9)]3/2
1 1
7 = ;v_(l — )21 — € cos(h)]73/?
— i(l _ 62)1/2[1 _ 62($/$0)2]—3/2
Zo
T, _
T (1 ML= afa)
T, _
7 = (=)= —y/y) ]

La distribution de z,/R pour plusieurs valeurs d’angles d’excentricité est mon-
trée aux figures D.3 et D.4. Nous définissons I’axe majeur comme étant I'axe z
et comme "axe mineur ['axe y. Par convention, on définit la valeur de z, plus

grande que y, qui donne une ellipse allongée a ’horizontale.

Lorsque D’excentricité augmente (¢ diminue) la vitesse induite devient tres
grande pres du sommet de ’axe majeur. Plus I’excentricité d’une ellipse est
grande et plus 1l y a une différence entre la vitesse induite aux extrémités et
le reste du filament. Avec des excentricités faibles, 1’ellipse se rapproche d’un

anneau circulaire et analyse des petites perturbations est applicable.

Lorsque D’excentricité est aussi petite que 0.2, la déviation par rapport a un

anneau circulaire est moins de un pourcent. Ainsi, la théorie des petites per-
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Figure D.3: Vitesse induite initiale d’un anneau elliptique par rapport a 'axe

majeur z (Hama, 1965).
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Figure D.4: Vitesse induite initiale d’un anneau elliptique par rapport a 'axe

mineur y (Hama, 1965).
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Tableau D.1: Conditions initiales d’un filament elliptique (Hama, 1965).

I I1 111 IV V

Excentricité : e 0.2 0.5 0.707 0.866 0.940
© 785 60 45 30 20
Zo/Yo 1.021 1.155 1.414 2.000 2.924
Surface: Tz,y,/4 20 20 20 20 20
Longueur d’arc 15.8 159 162 173 193

turbations peut étre appliquée sans probleme. Lorsque ’excentricité approche de
0.5, la théorie des petites perturbations donne encore des résultats raisonnable-
ment précis. Pour des excentricités plus grandes (voir table D.1), les déformations
du filament de tourbillon deviennent complexes d’autant plus que ’excentricité
augmente. Néanmoins, une certaine périodicité subsiste et on constate que les
axes majeur-mineur alternent méme lorsque I'excentricité augmente. Au cours
d’une oscillation du filament, la forme originale est d’autant moins bien repro-
duite que ’excentricité est plus grande. De plus, il y a augmentation de la période
d’oscillation avec ’excentricité (figure D.5). Pour de petites perturbations de

modes entiers, la période est:

T = 27 R?/m(m?* — 1)'/?

1l serait plus pertinent d’exprimer la période comme une fonction de I’excentricité.

Tout d’abord, nous définissons un rayon effectif R.;; pour ellipse comme:

1
Reff = E(xo‘i'yo)

- %[1 +(1— €)Y (D.25)

La surface pour une ellipse vaut:
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To y_Q[ro2_r2]l/2
A = / / ’ dydzx
0 0

1
= “TIolYo
1 Yy
1
= chOQ(l — e?)l/?
T,° A
i —7r(1 — ey (D.26)

La méme valeur de surface a été choisie pour toutes les ellipses. La période T est
réécrite en fonction de la surface et de I’excentricité. Pour ce faire, nous utilisons
les relations D.25 et D.26 et remplacons R par R.f; pour un mode deux (m = 2).
En utilisant la relation e = cos(¢), on exprime la période en fonction de I’angle

d’excentricité.

T o 21 R?
m(m? —1)1/2
T _ 2”%3 1+(1- 62)1/2]2
m=2T 9 (312)
A [1 + (1 _ 62)1/2]2
Tm=2 =
3172 (1 —e2)1/2
Al i
o + sin(p)

312 sin(p)

Ainsi, la période est fonction de I’excentricité et elle augmente avec celle-ci.
Selon I’article de Hama (1965), il faut faire un ajustement supplémentaire a la
période par un facteur multiplicatif constant. La figure D.5 présente les résultats.
L’anneau elliptique n’a plus un comportement linéaire a partir du moment ou la
période varie avec l'angle d’excentricité. Cet angle se situe a environ ¢ = 35
degrés ce qui correspond a une excentricité d’environ e = 0.82. Cette valeur
est la frontiere entre les perturbations faibles et fortes. De 35 < ¢ < 90 ou

1 < z,/y, < 1.774, on peut appliquer la théorie des petites perturbations.

Un anneau de tourbillon elliptique oscille méme lorsque 1’excentricité est

grande mais la déformation du filament devient trés complexe. L’ellipse oscille
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Figure D.5: Dépendance de la période d’oscillation apparente d’un anneau de
tourbillon elliptique sur ’excentricité (Hama, 1965).

eu importe ’excentricité si on n’églige 'instabilité et la viscosité qui peuvent
P P glig qul p

détruire le filament.

Cependant, lorsque ’excentricité est petite, I’ellipse n’oscille pas d’une mani-
ere aussi simple que ’on serait enclin a le croire. Par exemple, dans le processus
d’alternance de l'orientation des axes, I’axe mineur n’atteint pas sa plus grande
valeur en méme temps que ’axe majeur atteint sa plus faible valeur. Il y a un
décalage de phase. Ce décalage augmente a mesure que I’excentricité augmente.
Cette différence de phase pourrait s’expliquer par la différence d’échelle de temps
entre I’axe majeur, dont la vitesse induite est forte due a sa courbure, et ’axe

mineur qui progresse plus lentement.
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Anneau circulaire par le concept d’induction lo-
calisé

Dans cette section, on analyse un anneau circulaire de rayon unitaire (R = 1)
avec une petite perturbation par le “Concept d’induction localisée”. Le but est
de connaitre la déformation du filament au cours du temps. Le développement

qui suit est un complément de l’article de Kambe (1971).

Petite déformation d’un anneau de vortex circulaire

On utilise les coordonnées cylindriques ou ey, eg, k sont les vecteurs unitaires
selon les axes (figure D.6). Le vecteur position unitaire r(t, s) affecté d’une petite

perturbation (e < 1) s’écrit comme:

r(t,s) = xo(t) + er(s) + ex(t,s)
= xo(t) + ex(s) + e[u(t, s) ex(s) + v(s, 1) eq(s) + w(s, ) k| (D.27)

Le mouvement de translation est représenté par le vecteur xq. Le vecteur x =
(u,v,w) est le vecteur position selon les trois coordonnées de la perturbation. On
utilise la notation "= 9/dt et ' = 0/06 pour simplifier I’écriture. En coordonnées

cylindriques, on a les relations suivantes:

e = e

99, = —€r

La variable s est fonction de 8 et ds/df = |0r/06| qui est une mesure de la
variation de I’élongation du filament selon ’angle. L’équation B.4 (p. 78) de la

vitesse induite se modifie pour s’adapter au sytéme de coordonnées cylindriques.

or Oor O°r

ot~ 95 0s?
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Figure D.6: Représentation d’un anneau circulaire perturbé en coordonnées
cylindriques.

. I,I X I,II
= (dsjdop (D-28)

Vitesse induite

Pour le calcul de la vitesse induite, il faut évaluer les trois fonctions r’, r” et ds/df

qui apparaissent dans I’équation D.28.

X = uert+vey+wk
x' = (W—v)er+(u+v)es+uw'k
x" = (—u+tu —20)er +(2u' —v+v")es + 'k

r' = eg+tex
= —ep t ¢ X"
1/2
|r1| — [I‘I . I‘I]

_ [1 4 %ey - x + 62|XI|2]1/2



135

= [1 + 2¢(u+v') + 62|x'|2] 12

s,

7 = s = |r|

1

o = 1 —e(u+v)+ 0(e?)
1

i 1 —3e(u+v)+ O()

er ey k
r'xr’ = e(u —v) 1+e(utv) ew

—1+e(—u+u"—20") €2u' —v+0") ew”

= ew'er —ew ey + [1 +e(2u —u" + 3v')] k (D.29)

L’équation D.29 s’exprime en fonction des variables x’ et x” comme:

er e k

7
e, xx = 1 0 0
v —v utv w

er ep k

"
€y XX = 0 1 0
—u+u" -2 2 —v+v W

er x X +eygxx" = wer—wepg+ (2u—u +3)k (D.30)

On réécrit I’équation D.29 en utilisant la relation D.30.

r'xr" =k+ele, x2' +eg xz” (D.31)

La vitesse induite, en négligeant les ordres supérieurs en ¢, selon le concept

d’induction localisée est:
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r xr”’
13

r =

=1 —=3e(u+v)k+eler x x' + eg x x"] (D.32)

S

De I’équation D.28, il faut trouver la dérivée par rapport au temps du vecteur

rayon D.27.

Po= %o+ ex (D.33)

Etant donné que les formules D.32 et D.33 sont égales, on fait une correspondance

terme a terme en utilisant la relation D.30.

).(0 - k
x = =3u+v)k+ [er x x' + ey x x"]
= =3u+v)k+ [w" er —w'eg+ (2u — v’ + 3v') k]

vey + veg + wk = w'er —w'eg+ (—u —u")k

Equation d’onde

Pour satisfaire la derniére équation, il faut:

U o= w
o= —uw (D.34)
w = —u—u”

Le terme x¢ = k montre bien qu’un anneau sans perturbation a une vitesse selon
I’axe k perpendiculaire au plan du filament de tourbillon. On peut simplifier

davantage les relations D.34 pour les mettre sous une forme plus facile a résoudre.
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v o= —u—(u)"

o= —w' —w" (D.35)
De méme, on déduit:

v = —u' —u" (D.36)

v o= —v" =" (D.37)

Ces dernieres équations sont les équations d’onde. Il y a une similitude avec les

formules D.12 et D.13 (p. 118) définit dans un cadre plus générale.

Relation de dispersion

Pour trouver les relations de dispersion, il faut résoudre les équations d’onde.
Etant donné qu’elles ont toutes la méme forme, on s’attarde a 1’équation D.35
pour montrer la procédure a suivre. La technique de la décomposition de Fourier

est utilisée pour trouver une solution.

(u,v,w) o elmi=t) (D.38)

La variable m est un entier qui représente le mode sur anneau et w est la

fréquence. On utilise les relations D.35 et D.38.

w = —wWw
" 4
w = mw
W = —miw

Donc, ’équation de dispersion est:
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Figure D.7: Variation du rayon pour m = 0 et variation de la direction pour
m = 1.

w2 =m?*(m?-1) (D.39)

L’équation D.39 est valable pour un anneau de rayon unitaire et il existe une
similitude avec I’équation générale D.16. Si w est réel alors ’anneau est stable.
Ici, la valeur de w est toujours réelle car le mode est un entier et ’anneau est

toujours stable peu importe le mode sur ’anneau.

La fréquence (w) est nulle lorsque m = 0 ou 1 et I’anneau reste circulaire
sans aucune perturbation. Pour m = 0, le diametre de I’anneau varie 1égérement.
Pour m =1, c’est la position du centre de ’anneau qui varie (figure D.7). Pour

m > 2, anneau oscille continiment selon la fréquence définie par D.39.

Relation de polarisation

C’est a partir des équations d’onde que I’on détermine les relations de polarisa-

tions pour m > 2.

u(m,w,t) = Re {Cu ei(me—wt)}
v(m,w,t) = Re {C, ¢'m=1}
w(m’ w, t) = Re {Ow ei(me_"-’t)}

Les variables C,,C, et Cy, sont des constantes réelles ou imaginaires. On se

rappelle que u est une distance radiale ey, v une distance selon 1’axe e et w une
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distance selon ’axe k qui ont toutes des valeurs réelles. Posons comme conditions

Initiales:

u(m,w,0) = Cycos(mb)
v(m,w,0) = C,sin(mb)

w(m,w,0) = 0

A Pattribution d’une valeur & P'une des constantes, les autres s’ajusteront afin

de safisfaire les équations d’onde. Cette valeur initiale n’est pas unique et nous

prenons comme valeur de départ:

C,=a

On se réfere aux trois équations d’ondes D.34 pour trouver les deux autres con-

stantes.

at
c, = ——
m
ailw
Cw = >
m

[l reste maintenant a trouver la partie réelle de chacune des variables perturbatives

(u,v,w).

u = Re {a ei(me“"t)}

= acos(mf — wt)

= a[cos(mb) cos(wt) — sin(m#) sin(wt)]

Une solution suffisante qui répond a la condition initiale est:

u = a cos wt cosmb

(D.40)
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L’equation D.40 est la relation de polarisation pour la perturbation u. A partir

de I’équation D.34, nous trouvons les relations v et w.

o
00?
w = //[—awsinwtcosm@]deQ

= u

w = a—u;sinwt cos mb (D.41)
m

Ce qui donne la relation de polarisation pour w.

. !
vo= —w

aw

v o= /[——sinm@sinwt]dt
m

v =~ coswt sinmb (D.42)
m

Nous venons de déterminer chacune des composantes de la perturbation en fonc-
tion de la fréquence et du mode pour m > 2. Nous analysons le comportement
des perturbations les unes par rapport aux autres en éliminant les termes en sinus

et cosinus dans les expressions de u,v et w.

—u = cosmbcoswt
a
m? }
—w = cosmbsinwt
aw
2
—ul] + S W = cos”mdl
a aw/m
u2+ w? 2 0
— 4+ ———— = cos°m
a2 gemi(mi-l)
777.4
2 2
w _ 2
= cos*mb
a2 a2[ _ _1_]
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Figure D.8: Evolution des perturbations selon le mode m = 2 et le mode m = 3
(Kambe, 1971).

Nous obtenons une équation elliptique en éliminant le terme temporel pour ne
conserver que la variable spatiale (6) et la variable m. Dans les cas ou § =
km/2m ol k prend des valeurs paires (k = 0,2,4,--- 4m — 2), tel que cos’* mf =

cos? kw/2 = 1 et on obtient une simplification supplémentaire.

Pour des valeurs paires de k, ’équation est elliptique et se rapproche de I’équation
d’un cercle & mesure que le mode m augmente. De plus, il n’y a aucun mouvement
selon ’axe e4 car v = 0. Pour les valeurs impaires de k (k=1,3,---,4m — 1) les

perturbations sont:

u = 0 (D.43)
v = Zfcoswt (D.44)
w = 0 (D.45)

La figure D.8 montre I’évolution des perturbations selon deux modes spécifiques.
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Invariance de la longueur du filament

La variation de la longueur locale du filament de tourbillon est exprimée par

I’équation:

ds ! 2 | /(2
- [1+26(u+v)+e|x|]

~ 14 e(u+v)+ O(e?)

1/2

Il est possible de vérifier que u+v’ = 0 a partir des relations de polarisations, Par
conséquent, les perturbations n’ont pas d’effets sur la variation de la longueur du

filament.



APPENDICE E

STABILITE D’UN ANNEAU CIRCULAIRE

On a traité les perturbations sans les mettres en relation avec la notion de sta-
bilité. Dans cet appendice, nous appliquons une perturbation sur un anneau de
tourbillon circulaire afin de déterminer les modes qui sont stables et de définir
les criteres de stabilité selon le taux d’amplification et le mode. La perturbation
employée est un sinus de faible amplitude, ce qui nous permettera de linéariser
nos équations.

Nous trouverons la vitesse induite pour ce filament circulaire par la loi
de Biot-Savard directement. Nous montrerons qu’un anneau de tourbillon est
presque toujours instable dans un fluide idéal. Nous établirons une relation en-
tre le rayon du filament et le nombre d’onde. Le développement est inspiré de

Widnall et Sullivan (1972).

Formulation de ’analyse de stabilité

Nous utilisons la formule de Biot-Savart A.4:

K / r x ds(x')

q:_47r r3
C

A partir de la figure E.1, nous reformulons I’équation précédente de Biot-Savart

pour ’adapter a nos besoins.



N
>
—

144

Figure E.1: Configuration et coordonnées du systeme pour une perturbation
sinusoidale sur un anneau de tourbillon circulaire (Widnall et Sullivan, 1972).

r= yi-Yy
ds(x') = dy
K — x d
q= 4_/ (y —y1) . y (B.1)
™2 ly — yil

Les perturbations sont des déplacements sinusoidaux dans la direction radiale

r et axiale (. Nous supposons qu’il

n’y a pas de composante tangentielle de

la vitesse de déplacement. Un anneau circulaire, sans perturbation se déplace

sous sa propre induction a vitesse constante V4. Dans un systeme de coordonnées

cartésiennes se déplacant avec le tourbillon non perturbé, les variables de position

s’écrivent sous la forme suivante:

Y1
Y2

[R + 7e™) cos(h)
[R 4 re™sin(f)
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ys = Ceimﬁ

ou r = r(t) et ( = ((¢) sont les amplitudes des perturbations axiale et radiale
qui varient avec le temps et le nombre d’onde m. Le nombre d’onde est obliga-
toirement un entier afin que le filament de tourbillon se referme sur lui-méme.

D’apres la figure E.1, on remarque que:

6=0,+0

En coordonnées cylindriques (e,,, eg,,k) , le vecteur y; sur le filament perturbé

est:

yi=[R+ reimel] e, + Ceime] k ou R =cte (E.2)
La vitesse de ce filament au point y; est:

dy, dy
alye) =Gy =g+ ok

ou y; est le vecteur distance mesuré dans un systeme de coordonnées fixes.

| dc
imby 5 imby k
€ eTl _+_ dt €

dyl . dT
dt  dt

Les perturbations peuvent s’influencer 'une ’autre. Les équations de croissance

des amplitudes des perturbations s’écrivent comme:

dr
o = W (E.3)
¢

Nous remplacons ces relations dans I'expression de la vitesse induite E.1 pour

donner I’équation E.5.
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a(y1) =Ce™ Ve, +re™Vok + Vok (E.5)

Une solution pour le systeme d’équations en r et ( est:

r(t) = e !
d_'r B .
o = T

(1) = e
fi—g = —w(

On ne s’intéresse pas a I’amplitude des perturbations que nous posons égale a
’unité et qui est faible comparativement au rayon de I'anneau. On n’étudiera
pas I'impact de 'amplitude de la perturbation. On s’intéresse davantage au taux
d’amplification. Si le taux est nul alors le filament est stable, sinon, il est instable.

On obtient un systeme aux valeurs propres pour les équations E.3 et E.4.

2 2](6)

La valeur propre de la fréquence w de ce systeme est:

w=—i/V,V, (E.6)

Lorsque la fréquence est imaginaire, il y a croissance exponentielle des pertur-

bations. Si la fréquence est réelle, ’anneau oscille continuellement et est stable.
C’est a partir des valeurs prises par V; et V, que ’on peut affirmer si I’anneau
est stable ou non. Ainsi, 'amplitude des perturbations n’a pas d’impact sur la
détermination de la stabilité. Le vecteur y; de I’équation E.2 peut se réécrire en

une partie sans perturbation et une autre avec distortion.

y1 = R+ ei(mﬁl—-wt) e, + ei(mﬁl—wt)k
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Maintenant, il reste a exprimer le vecteur y en fonction des coordonnées cylin-

driques a partir du point y;.

y = [R + reime] cos(f) e, + [R + reime] sin(f) eg, + (™ k (E.7)

Vitesse induite

Le calcul de la vitesse induite se fait en différentes parties séparément a partir
de ’équation E.1. On exprime sous une forme plus pratique le vecteur y — y;
des équations E.T et E.2 par I'utilisation de trois matrices colonnes. La premiere
matrice représente la partie non perturbative de I’anneau. La deuxieme et la
troisieme matrices représentent les perturbations radiale r et axiale (. La premiere
ligne de chaque matrice colonne est la coordonnée en e, , la deuxieme est la

coordonnée en ey, et la troisieme en k.

R(cosd — 1) 0 e™f cosf — 1
Y-¥i= Rsind + (™0 0 +re'mo e™sin (E.8)
0 eim@ -1 0

Le méme procédé est utilisé pour définir le vecteur tangent dy.

dy -
dy = —= db
db
—Rsind 0 eimg(—sin§+ im cosd)
d = ; ; - _ _
d_;: = Rcosé + (e'™O 0 + ret™é &' (cos  + ¢m sin §) (E.9)
0 im e'm@ 0

On passe par un développement en série de Taylor au voisinage du point r = 0

et ( = 0 pour déterminer 1/|y — y1|°.
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f(T7C) = f(0,0) + f’(0,0) ’ [(TaC) - (0)0)] +

(0,0 2
P00 (0, 0)— 00+
: af of
f’(0,0) = <_’_)
ar’ o reg=0
1
f(r, () = v —yiP
1 _ 1
ly=yiliceco |y —vild

Nous négligeons les dérivées supérieures et le produit de perturbations:

)

8|y—y1|
o 0

11 N —3 (8|y—y1|
ly—yiPP ly—-vil8 ly—y1l§ or

Evaluons les valeurs intermédiaires:

l

ly -y1l = \/(y —-y1)-(y —y1)

2R%*(1 — cos @) + Rr (1 — cos B) ™11 + eim‘;]

1/2
+Rr (1 —cos(B) e ™ [1+ e~"™] 4 O(r?) + O(Cz)]

ly —y1lo = Ry/2(1— cosh) (E.10)
5|y—y1| R(l—COSé) { imé imé —imf —i 5}
.~ 1 — . emll—l-elm _l_e!mxl_l_ m
or || 2ly — y1lo ( ) (14 ™)
Oly —y1l
—_—— 0
¢ .

La distance entre deux points sur ’anneau de tourbillon non-perturbé est |y —y1|o.

-3 1

1 1 _ ’ -
= -1+ Rr (1 —cosf)[2e'™01(1 4 &'™?)
ly-y1lP Iy = y1l3 { ly = vilo 2ly —¥1lo [ ]
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! = ! . {1 - §7‘eim‘91 —(1 s eim“’)} (E.11)
y—yilf ly =yl 2 R
De cette expression, la partie réelle seulement est conservée en ne considérant
pas la partie imaginaire parce que la définition d’un module est un nombre réel.
Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer 'intégale E.1 qui est le produit
vectoriel de I’équation E.8 par E.9 multipliés par le scalaire E.11. Ce produit
vectoriel donne un terme d’ordre zéro qui réflete la vitesse d’induction pour un
anneau sans perturbation. Un autre de premier ordre en r et ( qui montre le
comportement de la vitesse induite causée par les perturbations qui sont les plus
pertinents. Et un dernier qui est d’ordre supérieur en r et ( dont on ne tient pas
compte pour ’analyse de la stabilité. Chaque terme est traité séparément dans

les prochaines sections.

itesse induite e zé
Vit duite d’ordre zéro

La premiere partie des équations E.8 et E.9 représente la partie sans perturba-
tions.

€r, €y, k
ay| .- - - _
(¥ —y1)lo ¥ FY dd = | R(cosf —1) Rsinf 0 |df
0 — _
—Rsinf  Rcosf 0

= R*(1 —cosf)dfk (E.12)

Nous avons besoin des équations E.1, E.10 et de E.12 pour déterminer la vitesse

induite sans perturbation qo(y1).

1 —cosf

_ A /
= R J 20— cos B)PP

dd k +

K =3 e [ (14 €)1 —cosh)
v 1y _ d
wEla e )_/W 20 —cos B2 VK

1 —cosf

4:1% / [2(1 — cos A)]3/2 df k4 O(r) k (E.13)




Comme 1l fallait s’y attendre, un ’anneau circulaire sans perturbations se dirige
selon ’axe des k. Nous résolvons cette intégrale dans une section subséquente.
De I’équation E.13, 1l y a un terme du premier d’ordre O(r) qu’on ne considére
pas pour I'instant dans I’étude sans perturbation mais dont on tiendra compte

lors de la détermination de la vitesse induite de premier ordre.

Vitesse induite de premier ordre

Les vecteurs y — y1 et dy/df se composent d’une partie non perturbée et d’une
autre partie qui a une perturbation de premier ordre en r et (. Pour trouver la
vitesse induite de premier ordre, il suffit de faire le produit vectoriel de la partie
non perturbée de E.8 avec la partie perturbée de E.9 dans une premiere étape.
Dans une seconde étape, il faudra faire le produit vectoriel de la partie perturbée
de premier ordre de I’équation E.8 et la partie non perturbée de E.9. L’addition
de ces deux produits vectoriels donne une expression de premier ordre selon les

perturbations r et (.

PREMIERE ETAPE

er, es, k

X = R(cosd — 1) Rsinf 0 eimh

0

y
(y -vy1) %

rei™ (imcosf —sinfy) rei™ (cosf + imsinf) im( em?

DEUXIEME ETAPE

5 er, ep, k
(y—y1) % a—g =| rem cosf—reimt reimiging (et — (e (E.14)
0 —Rsind Rcosf 0

Un troisieme terme, qui provient de la perturbation de premier ordre de qp,
s’ajoute en ne prenant pas compte de la coordonnée en ey, car cette derniere
s’avere nulle lorsqu’on évalue l'intégrale. Donc, il n’y a pas de vitesse angulaire

sur le filement tourbillonnaire.
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La vitesse induite de premier ordre de q; sous forme intégrale est:

K imd [ cos 9[1 — e™] + imsinfeim?
= — ! = dbe,
N 47 R? Ce / [2(1 — cos §)]3/2 o
T imb ) imb ] 4 i g eimb
K imd ™1 — cosf] + e™° —cosf — imsinfe -
: _ dék
anR? © / [2(1 — cos §)]3/2 +
K img, —9 [l + €™9][1 — cos f]
anR? © o [2(1 — cos §)]3/2 a0k (E-15)

-7

En faisant référence a I’équation E.5, il est possible de faire une correspondance
directe pour trouver V; et V; qui sont nécessaire a la détermination du taux

d’amplification w.

Evaluation de I’intégrale

Les équations E.13 et E.15 ont un point de singularité lorsque § = 0. Cette
singularité est évitée en donnant une dimension au filament de tourbillon par
I'intermédiaire d’un angle de coupure (§). Cela a pour effet de séparer les

intégrales en deux parties. De plus, toutes les intégrales ont la forme:

ﬂ ezm0 _
F(m) :_/ S e (E.16)

L’exponentielle peut se séparer en deux parties (cos et i sin) et le dénominateur
est une fonction paire. Alors, dans I’évaluation de I'intégrale de E.16 il ne reste

que la partie en cosinus de I’exponentielle.

7 cos mé -
Fm) = /7T[2(1—cos¢§)]3’/2 b

cos m#l _
= do A7
[2 1 — cos 6)]3/2 (E-17)
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Cette intégrale n’a pas de solution analytique. Une astuce est utilisée pour par-
venir a la résoudre. II s’agit d’additionner et de soustraire des fonctions G(m)

qui ont les mémes singularités que F'(m) et qui ont des solutions numériques.

. cosmf - cosm@ 1 T e
G(m) = 2%5%[ 2(1 = cos 0) 3/2d0—6/ —§6/ cosdeH]
0 17 e’
F(m) = G(m )-I—211_rg l/ cos_m g/—cosmada} (E.18)
5 5

Nous avons ainsi introduit un angle de coupure § qui nous permet de définir les
intégrales en fonction du rayon du filament de tourbillon. La prochaine étape
est de trouver une forme analytique de F(m) en fonction des caractéristiques du

filament tourbillonnaire.

Evaluation de F(m)

La fonction G(m) peut étre interprétée comme la transformée de Fourier de la

fonction suivante:

- 1 1 e?
1) = [2(1 — cos_g)]?’/2 B 8f (6:<m)
0 = -5 (027

Les valeurs de G(m) pour différentes valeurs de m sont présentées au tableau
E.1. Ces valeurs montrent que G(m) a un effet négligeable dans la le calcul de la

stabilité et particulierement lorsque la valeur de m augmente.

Maintenant, il faut trouver une solution aux intégrales qui sont présentes
dans I’équation E.18. Nous présentons que les principales étapes. Plusieurs for-

mules du livre de Ryznik (1994) ont été utilisées afin de parvenir a la résolution
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Tableau E.1: Valeurs des G(m) (Widnall et Sullivan, 1973).

m  G(m) m  G(m)
0 0.4%4 6 0.004
1 0.073 7 0.003
2 0.025 8§ 0.003
3 0.012 9 0.002
4 0.008 10 0.003
5 0.005

des intégrales. On a posé le changement de variable z = mf. Nous commencons

par 'intégrale suivante:

Y= e T T o

oo - . oo
/cosm0 _ cosmé msinmé m /cosz

_/coszdz _ 7+lnm5+/cosz_ldz
z

~ v+ Inméd
~ vy+Ilnm+1Iné
Tcosmd - cosmbé msinméd
5/ d) = o - PR mllytné+lnm]  (E.19)

ou v est la constante d’Euler (y = 0.5772). L’intégrale suivante est beaucoup
plus difficile. Nous esquissons les principales étapes ott z2 = (1 + m?)#? et on

garde en mémoire que z = (14 im)f = (1 + m?)/24.

cos 60 =
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y1/2 1/2

1 l+m B 1 o0 l+m B
] e

2 2

) )
e ?
= / dz
VA
5(14m2)1/2

= —Ei (=6(1 +m?*)'?)

§(14m2)1/2 e _q
=y —In§(1+m)V2 = / T i (>0
) z
oo / 2\k B
= —y —Iné(14+m?H)V2 - Z = k'm) [6 > 0]
k=1
~ —Iné(1 +m?)V?
~ —ln5—%ln(1+m2)
T e ?cosmb 1 9
/Taz 7 +1né+ 5 In(1 +m?) (E.20)
5

On peut joindre les résultats ci-dessus des équations E.19 et E.20 pour donner

une forme simplifiée de F'(m).

cosmdé msinméd
F(m) = G(m)+ 2 5

1 1
m*[y +1Iné + Inm] — Z[A/ +1Iné+ §ln(1 +m?)]

Une simplification supplémentaire est possible. On développe le cosinus et le

sinus en série de Taylor autour du point 0.

coomé 1 m® mé’
BN TR L TR
—msinmé ,  mi§?  mbé
e T
cosmd ~ —msinmé N i—§m2+0(52)

6? 6 602 2
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Dans la limite ou é — 0, F(m) devient:

1 3 1 1
F(m) ~ G(m)+§+m2[—§+7+1n5+lnm]—Z['y+ln5+§ln(1+m2)] (E.21)
[.’équation E.21 donne une forme analytique qui s’exprime en fonction des car-
actéristiques du filament de tourbillon (é,m). Une différence de F'(m) implique
une annulation des termes qui ne dépendent pas de m et F'(m) peut s’écrire

comine:

3 1
F(m)~ G(m) + mz[—i +v+Inéd+Inm|— gln(l +m?) (E.22)

La prochaine étape est de trouver une relation entre 1’angle de coupure ¢ et
les autres propriétés du filament tourbillonnaire. Nous utilisons 1’équation de la

vitesse induite sans perturbation d’un anneau circulaire qy, pour y parvenir.

K o 1
= —|-lIn— -4+ A|B E.2
b 47TR[ sk a2t (E-23)
A= 2%
S
0
I' = distribution de vorticité

Cette équation a déja été montrée par Lamb (1932, chap. 7) et une démonstration
complete a été faite par Saffman (1970) et Fraenkel (1973). On vérifie facilement
que pour une distribution uniforme I'(s) = s%/a? qui correspond & un corps rigide,

onal(a)=1et A=1/4 et on retrouve la forme bien connue de Lamb.

Nous comparons I’équation qp avec qg qu’on a développé plus t6t qui doivent
étre égaux. Avant tout, nous exprimons le vecteur qo a partir de la définition de

F(m) (équation E.13 et E.17).

K
" 4ArR

qo [F'(0) — F(1)| k (E.24)
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Il s’agit d’introduire la relation E.22 dans E.24.

K

qo = 47FR[G(0)—[G(l)—3/2+7+1n6—1/81n2]}k
~ ﬁ[m—ln(s}k (E.25)

Maintenant, il faut faire la correspondance entre I’équation E.23 et celle de E.25

en posant:

R=R+re™ =R [1 + %einel]

o1
In4—1né = —lnﬁzg
n§ = m%qﬁ—A
- m%-m(u%eim“)qté-/{
né ~ 1n%—%eimel+%—A (E.26)

C’est la relation qui fait le lien entre I'angle de coupure 6 et les propriétés du
tourbillon o, R, A et r. Alors qp s’exprime comme:

K

— 1m6’1
a = Wk+ Tl k (E.27)
K 8K 1
= In — - = i
Vo eyl L + A 5 (E.28)

Donc, un petit changement de rayon génere une composante perturbative d’ordre
un en r qui est ajoutée a qi. En substituant ’équation E.26 dans E.22, on
obtient une nouvelle expression de F'(m) strictement en fonction des parametres

du filament.

F(m) ~m? ln;—;+’y—1—A —%ln(1+m2)+G(m) (E.29)

L’importante relation E.29 est utilisée pour trouver la vitesse induite.
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Stabilité

Pour trouver les deux variables nécessaires a la stabilité (V; et V;), on utilise les
relations E.5, E.15 et E.27.

47TR2V< _ ] cos § — cos fei™? + imsin eimé

K B E [2(1 — cos §)]3/2
Ar R*V, 7 92em _ cosBe™ _ cos@ — imsinfe™

= / > do —
K [2(1 — cos 6)]3/2
1 —cosf+ em —coshemiy _
do + 1
2 / < [2(1 — cos §)]3/2 ) *

Le dernier terme “+1” provient de 1’équation E.27. Pour exprimer les variables

V; et V, en fonction des F(m), on a besoin des relations suivantes:

o mé esz + e—zmﬂ
C =
2
Cosg B ez@ + e—10
2
B ezﬂ_ e—ig
sinf = .
22

Avec ces dernieres relations et I’équation E.16, on déduit:

v, = JW{F(I)—%[F(m+1)+F(m—1)]+
TP+ 1)~ Fm - 1)]} (E.30)
v, = E%*ﬂ%@—gﬂm+D+FWPJH—HU—
3

SF(m+1) = F(m - 1)] = 7 [F(0) = F(1) 4 F(m) -

%uum+1y+Fmr—Uﬂ+1} (E.31)
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Pour de faible valeurs de m, il faut utiliser la définition F'(m) de I’équation E.29
dans les deux dernieres relations pour avoir les valeurs de V; et V.. Lorsque m > 1

et 0 = 0, I’équation E.29 se simplifie et le terme dominant est proportionnel a

Ina/R.

F(m) ~ m? ln%+lnm—ln2+7—1—A —éln(l-l—mz)-l—G(m)
~ m?ln—

R

En remplagant cette derniere équation dans E.30 et E.31, on obtient:

Kk 5,0

Vo = -k In— (E.32)
K O

V, = . S(1—m*)In— (E.33)

2 ont un lien avec la courbure locale du filament du

Les facteurs m? et 1 — m
tourbillon. Plus le mode m est élevé, plus la courbure est grande localement. Le

taux d’amplification E.6 pour des valeurs de m élevées est:

47rR2 mv1 — ln — (E.34)

L’anneau est stable lorsque w est réel. Cela qui est le cas pour tout mode m > 1.
Pour m = 0 ou 1, le taux d’amplification est nul mais ces valeurs ne satisfont pas

I’approximation m > 1.

Pour une investigation complete de la stabilité de ’anneau du tourbillon, il
faut utiliser ’équation E.29 pour trouver les valeurs de V; et V.. Il se produit
souvent que la valeur du rayon du filament ¢ n’est pas négligeable et que le mode

m n’a pas une valeur tres grande.

La vitesse de translation induite de ’anneau (Vp) et la vitesse induite die
aux perturbations (V; et V;) sont influencées par le rayon du filament o et par

la distribution de la vorticité A par la relation —Ilno/R 4+ A. En divisant V4
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de I’équation E.28 par x/47wR, nous obtenons une équation V en fonction des

parametres du filament.

~ 8R 1

V:ln7+A—§ (E.35)
La variable V de équation E.35 caractérise completement ’anneau de tourbillon.
Il est a noter V augmente lorsque le rayon du filament o diminue. Du coté
expérimental, il est beaucoup plus facile de mesurer V que A et o. Pour une
distribution uniforme de circulation avec un rapport o/R = 0.1 et pour une
distribution de vitesse U = cte s, on a I'(s) = s?/a® et on trouve la valeur
maximale pour V qui est 4.13. Pour un tourbillon de Hill, la distribution de
vitesse a approximativement la forme U = cte(1 —s?/a?)*/? et la valeur minimale
de V est égale a 1.8. Nous pouvons rendre le taux d’amplification adimensionnel

w en le divisant par /47 R%.

~ w

o(V,m) = ——— E.36
w(Vym) k/4m R? ( )
Pour un mode m donné, @ est fonction de V seulement. Le taux d’amplification
spatial w, est défini comme le produit du taux d’amplification w par R/Vy qui

correspond au temps pris par 'anneau pour parcourir la distance d’un rayon.

- wR
wz(V, m) = 70

wR
Vk/4dr R
o(V,m)
1%

Nous considérons deux modeéles pour prédire le rayon local le long du filament de
tourbillon. Le rayon du filament est invariant dans le premier modele et il n’y a

pas de changement de longueur du filament de tourbillon.

o = 09 (E.37)



160

g o)y
In— = In —
np n (E.38)

Dans le second modele, le filament conserve son volume localement %(s)!(s) reste

invariant et I(s) est un élément de longueur.

oll = o*l
0fRd) = O*[R+re™]do
2 2 L rmb)
oy = O 1+Re ]
1
2 _ 2
7T 1+§ez‘m91]
o ~ of - = eimel]
- R
T im, ]2
o~ 0g l—ﬁe 0]
o~ og l—éeimgl] (E.39)
Inec—InR ~ Inoyg+1In [l—ée"mel] —InR
o ro T .
In—= =~ In—— —=e&™ :
n N - ope (E.40)

A volume constant, le rayon du filament est plus faible qu’avec le modéle a rayon
constant. Nous analysons I'impact de ces deux modeéles sur le taux d’amplification

spatial en employant les équations E.34 et E.28.

—m2
o = —i my1—m?lno/R (E.41)
A—-1/2—In8—Ino/R

En utilisant le modele a volume constant, le numérateur de I’équation E.41
diminue et le dénominateur croit. Ce qui signifie que le w, a volume constant est
plus faible que le w, & rayon constant. On peut affirmer que le modele a volume
constant a un effet stabilisateur. La figure E.2 montre cet effet et pour différentes

valeurs de mode (m).

Pour chaque mode de déformation avec m > 2, il y a une région de V pour

laquelle w, est imaginaire et qui produit une instabilité. Pour des grandes valeurs
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T=n

<

Figure E.2: Taux d’amplification spatiale w, en fonction de V et du mode m;
rayon constant: —, volume local constant: --- (Widnall et Sullivan, 1973).

de V, le mode instable contient plusieurs longueurs d’onde. Il faut absolument
que le rayon de filament o soit beaucoup plus petit que la longueur d’onde de
la perturbation (~ 27w R/m) sur le filament pour que la théorie développée soit
acceptable. Alors, pour de grandes valeurs de m, la longueur d’onde de la per-
turbation s’approche de la dimension du filament (o) qui rend la théorie moins
efficace. Malgré tout, on peut s’attendre a des résultats valides qualitativement.

Les résultats sont également biaisés lorsque V = 1.8.

L’amplification spatiale et 'intervalle de V sont légerement affectés par la
dimension ¢ du tourbillon durant sa déformation pour un mode instable. La
bande d’instabilité devient tres étroite pour de tres grandes valeurs de m. Il est
possible de faire une analyse de cette limite bien que le résultat ne soit pas aussi

précis que pour des modes plus faibles. Pour simplifier, on pose:

o
Inc =1ln—— -1-A
no n8R+'y

Pour de trés grande valeur de m, la valeur de Inm ne peut plus étre négligée et

I’équation E.29 devient:
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F(m) = m*né +Ilnm]— %ln(l +m?) + G(m)
~ m*ng + (m®—1/4)Inm
F(1) = Ine
%[F(m+l)—+—F(m—1)] = (m2+1)1n6+(m2+1)1nm—%1nm

%[F(m +1)—F(m—1)] ~ 2m?Iné+2m?lam

De ces relations, on trouve:
27 ~ 2 1
Ve ~ m®lnég + (m —l)lnm—+—zlnm (E.42)

|74

12

(1~m2)ln&—m21nm—+—%lnm (E.43)

Les variables V; et V, sont fonctions de deux variables (m et &). La bande
d’instabilité est bornée par V; = 0 et par V. = 0. Pour ces valeurs on a la
stabilité sur I’anneau de tourbillon car I’amplification est nulle. Alors, pour un
m donné, on cherche la valeur de & qui correspond a ces limites. Pour V; = 0 on

fait correspondre la limite &, et pour V, =0 on fait correspondre la limite &,.

—(m*—=1)lnm—1/4lnm

ln(}( ~

m2
5 m?lnm —1/4lnm
Ing, ~
1 —m?
21
x 1 Inm (E.45)

Pour un m donné, on a . > &,. Mais I’écart entre 7; et &, diminue lorsque m

augmente (figure E.2). Pour des valeurs de m qui sont tres grandes, on a:

1
Inge =Inég, ¥ —Inm =In — (E.46)
m
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Donc, la dimension du filament & est inversement proportionnelle & la valeur
du mode m. Ainsi, si le rayon du filament diminue, il faut s’attendre & une
augmentation du mode sur 'anneau et inversement. De plus, cela veut dire
qu’'un anneau de tourbillon de tres faible rayon o est instable & des modes m

élevés.

1
V o« In i
o
V « Inm

On peut donc affirmer que la vitesse de translation est proportionnelle au mode

selon In m.

Amplification spatiale maximale

Nous cherchons le taux d’amplification spaciale maximale. Nous savons déja que
&¢ > 6, et 6, = —lnm. Tout d’abord, il faut trouver I'intervalle entre 7, et o,

ou:
o+ Ac

On utilise les équations E.45 et E.45 comme point de départ.

s
m?(m? — 1)

5o+ A6 3m?
n e ~

¢

Iné, — Inaoy Inm

| 5 ~ o Inm
In (1 + &) ~ 7—31nm
&( 2m2
Ao 3lnm

12

(E.48)

&( 2m2



164

L’équation E.48 donne la grandeur de I'intervalle qui produit une amplification
pour un mode donné. On peut présumer que la valeur maximale de ’amplification

se situe au centre de l'intervalle puisque les extrémités valent zéro.

. . 3lnm
Omazr = O¢ 11— 42

1
InGmer = Inée+1In (1 - 34nm)

12
5
3
|
5
3

Pour trouver I'amplification maximale , il faut trouver les valeurs V; et V, en

employant les équations E.42 E.43 évaluées a G4

Ve = —§lnm
4

V, = —§lnm
4

_ 3

@w = —i1—Inm
4

En divisant par V ~ Inm, on obtient la limite de ’amplification spatiale w, pour

des valeurs de m tres élevées.

w, ~ —%é (E.49)

Ce résultat n’est pas particulierement précis mais donne une limite a la valeur de

I’amplification spatiale.

Effet de la viscosité sur la stabilité

Nous pouvons introduire 'effet de la viscosité pour voir son influence sur la sta-
bilité par rapport a la dimension du filament de tourbillon. On sait par Saffman

(1970) que la dimension du filament o varie comme /4vt.
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t«‘:ola

a x Ro
R*6? o« vt
R%*5?

14

(E.50)

Il serait également pertinent de connaitre la variation de temps nécessaire pour
que le filament passe de ¢ a ¢ + Ad. On trouve cette relation en appliquant la

dérivée a I’équation E.50.

R*¢ A&

14

At x

Ainsi, la derniere équation fournit le temps écoulé en fonction des parametres
du filament et de la viscosité du milieu v. Nous exprimons la relation E.50 en

fonction de I"amplification:
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Les variables m et Ad sont éliminées en employant les relations E.47 et E.48.
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Pour des modes élevés, nous avons une maniére qualitativement valable pour
estimer le taux d’amplification. La viscosité a un effet stabilisateur sur I’anneau
de tourbillon. Plus la viscosité est grande et plus on dispose de temps pour
observer un mode élevé. On sait que la dimension du filament affecte directement
le mode sur I’anneau de tourbillon. La viscosité influence la dimension du filament
de ’anneau en ’augmentant avec le temps (équation E.50). Par conséquent, la
viscosité a tendance a diminuer le mode sur ’anneau. Plus le nombre de Reynolds
Re est élevé pour un milieu donné, plus la circulation est grande, plus le filament
est petit et plus la vitesse de translation est grande. Cela permet d’observer des
modes plus élevés mais on dispose de moins de temps pour le faire car I'instabilité
détruit le filament tres rapidement. Donc, pour des nombres de Reynolds tres

élevés, la viscosité n’a pas le temps de stabiliser ’anneau.
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