


dT 
ds 

�~�2� ([r" - (R + r)] ep + 2r' ee + (" k) 
çN 

ç = l/R 
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L'objectif est de trouver la formulation du rayon de courbure R en fonction du 

rayon de la perturbation r. Dans la relation précédente, on néglige les valeurs 

des coordonnées en ee et k car elles sont nettement inférieures à celle de ep • 

1 
r,,2 -2(R + r)r" + (R + r)2 ç 

R2 �~� 
�~�o� 

1 R+r )1- �~� -
R R2 R+r 

R �~� 
R 

JI - 2rll 

R+r 

[ r" ] �~� R 1+--+··· 
R+r 

�~� R [ R + r + r" + ... ] 
R+r 

[R r r" ] , 
r" = -m2r (D.22) �~� R �~�+�~�+�~�+�O�(�r�/�R�)�2� ou 

+r +r +r 

R �~� R[l+ (1-
R
m

2
)r +O(a/R)2] (D.23) 

À présent, il ne reste plus qu'à substituer les valeurs du rayon de la perturbation 

selon la valeur du mode des équations D.17 et D.20 dans l'équation D.23 pour 

avoir la variation de la courbure en fonction des paramètres du filament. Ainsi, 

on a deux comportements différents du rayon de courbure R selon la valeur du 

mode m. 
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Pour m < 1, on voit que le rayon de courbure augmente de façon monotone avec 

le temps . Cette tendance a déjà été confirmée par une déformation progressive 

d'une configuration initiale parabolique y = x 2
• Lorsque m ~ 1 et entier, le rayon 

de courbure oscille continûment dans le temps sans amplification. 

Calcul du flux 

On veut connaître l'influence des perturbations l'une sur l'autre et pour ce faire 

on calcule le flux de (rC) qui est une mesure du transport d'une perturbation par 

rapport à l'autre. Il y a deux cas à prendre en compte selon que la valeur du 

mode est entier ou non. Le calcul du flux se fait comme suit où T est la période. 

T 
fr( dt 

(rC) = .::....0 T=----

f dt 

° 
PREMIER CAS: m ~ 1 

La période pour ce cas est: 

On fait le changement de variable suivant pour simplifier les équations. 

Les perturbations r et ( se réécrivent en fonction de a comme: 

Donc 

r ex: cos( a) 

( ex: sin(a) 

(rC) 
211" 

ex: ~ J cos a sina da 
271' 

° o 

(D.24) 
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L'intégrale du flux étant nulle, il n'y a pas de transport de perturbations. Cela a 

pour effet de montrer la stabilité de ce cas lorsque le mode m est entier. 

DEUXIÈME CAS: m < 1 

La période n'est pas définie étant donné que le filament n'est pas fermé et par 

conséquent: 

T=oo 

Comme précédemment, on fait le changement de variable: 

Les perturbations se transforment sous la nouvelle variable a et le calcul du flux 

devient: 

r ex cosha 

( ex sinha 

(rÇ) ex 

T 

~ J cosh a sinh a da 
0 

> 0 

Le flux est plus grand que zéro car le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique 

sont toujours plus grands que zéro. Donc, il y a instabilité et le système explose 

avec le temps. Plus la valeur du flux est grande et plus le filament est instable 

rapidement. C'est également ce que Hama (1962) a observé. 

Vitesse induite pour une ellipse 

Nous considérons la vitesse induite pour une distribution initiale d'un tourbil

lon elliptique d'excentricité variable (figure D.2). On présente que les principales 
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étapes car les équations elliptiques sont des équations difficiles et lourdes à ma

nipuler mathématiquement. 

Cette section est particulièrement instructive pour la présente recherche car 

l'ellipse peut être vue comme une approximation d'une fente rectangulaire. Une 

ellipse, en coordonnées cylindriques, s'exprime comme: 

x X o cos(O) Xo = ete 

y Y o sin( 0) Y o = cte 

z 0 

Pour que cette équation décrive une ellipse, il faut que Yo = x o(1- e2)1/2 où e est 

l'excentricité (Florent, 1981). Pour une ellipse, l'excentricité est une constante 

inférieure à l'unité. De ce fait, l'angle d'excentricité cp est tel que: 

e cos( cp) 

Yo Xo sin( cp) 

Sous le "Concept d'induction localisée", la vitesse induite est inversement pro

portionnelle au rayon de courbure. La vitesse induite d'une ellipse est dans la 

direction de l'axe z et son amplitude découle de l'équation du rayon de courbure 

B.8 développée plus tôt. 



1 

R 
x'y" - x"y' 

(X,2 + y,2)3/2 où 
a 
aB 
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On applique la précédente relation pour trouver la courbure pour une ellipse en 

fonction de l'excentricité e et de la variable unique x. 

x' -Xo sin( B) 

x" -Xo cos( B) 

y' 

y" 

,,, "y' x y - x 

(X,2 _ y')3/2 

1 

R 

R 

R 

Yo cos( B) 

-Xo sin( </» sin( B) 
, 

ou Yo 

xo
2sin(</» - xo2(1- e2) 

xo3[1 - e2 cos2(B)]3/2 

Xo sin( </» 

1 
-(1 - e2)1/2[1 - e2 cos(B)t3/2 
Xo 

~(1- e2)1/2[1 - e2(x/xo)2t3/2 
Xo 

La distribution de xo/ R pour plusieurs valeurs d'angles d'excentricité est mon

trée aux figures D.3 et D.4. Nous définissons l'axe majeur comme étant l'axe x 

et comme l'axe mineur l'axe y. Par convention, on définit la valeur de Xo plus 

grande que Yo qui donne une ellipse allongée à l'horizontale. 

Lorsque l'excentricité augmente (cp diminue) la vitesse induite devient très 

grande près du sommet de l'axe majeur. Plus l'excentricité d'une ellipse est 

grande et plus il y a une différence entre la vitesse induite aux extrémités et 

le reste du filament. Avec des excentricités faibles, l 'ellipse se rapproche d'un 

anneau circulaire et l'analyse des petites perturbations est applicable. 

Lorsque l'excentricité est aussi petite que 0.2, la déviation par rapport à un 

anneau circulaire est moins de un pourcent. Ainsi, la théorie des petites per-
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Figure D.3: Vitesse induite initiale d'un anneau elliptique par rapport à l'axe 
majeur x (Hama, 1965). 
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Figure D.4: Vitesse induite initiale d'un anneau elliptique par rapport à l'axe 
mineur y (Hama, 1965). 
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Tableau D.l: Conditions initiales d'un filament elliptique (Hama, 1965). 

1 II III IV V 

Excentricité: e 0.2 0.5 0.707 0.866 0.940 

cp 78.5 60 45 30 20 

xo/Yo 1.021 1.155 1.414 2.000 2.924 

Surface: 7rxoYo/4 20 20 20 20 20 

Longueur d'arc 15.8 15.9 16.2 17.3 19.3 

turbations peut être appliquée sans problème. Lorsque l'excentricité approche de 

0.5, la théorie des petites perturbations donne encore des résultats raisonnable

ment précis. Pour des excentrici tés plus grandes (voir table D.l), les déformations 

du filament de tourbillon deviennent complexes d'autant plus que l'excentricité 

augmente. Néanmoins, une certaine périodicité subsiste et on constate que les 

axes majeur-mineur alternent même lorsque l'excentricité augmente. Au cours 

d'une oscillation du filament, la forme originale est d'autant moins bien repro

duite que l'excentricité est plus grande. De plus, il y a augmentation de la période 

d'oscillation avec l'excentricité (figure D.5). Pour de petites perturbations de 

modes entiers, la période est: 

Il serait plus pertinent d'exprimer la période comme une fonction de l'excentricité. 

Tout d'abord, nous définissons un rayon effectif ReJJ pour l'ellipse comme: 

La surface pour une ellipse vaut: 

1 
2(xo + Yo) 

Xo [1 + (1 - e2)1/2] 
2 

(D.25) 
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A 

4 
(D.26) 

La même valeur de surface a été choisie pour toutes les ellipses. La période Test 

réécrite en fonction de la surface et de l'excentricité. Pour ce faire, nous utilisons 

les relations D.25 et D.26 et remplaçons R par Re!! pour un mode deux (m = 2) . 

En utilisant la relation e = cos(<p), on exprime la période en fonction de l'angle 

d'excentricité. 

T 
m(m2 - 1)1/2 

2 
27r~ 

--->.4-[1 + (1 - e2)1/2]2 
2(31/ 2 ) 

A [1 + (1 - e2)1/2]2 

31/ 2 (1 - e2)1/2 

A 1 + sin(<p) 
31/ 2 sin( <p) 

Ainsi, la période est fonction de l'excentricité et elle augmente avec celle-ci. 

Selon l'article de Hama (1965), il faut faire un ajustement supplémentaire à la 

période par un facteur multiplicatif constant . La figure D.5 présente les résultats. 

L'anneau elliptique n'a plus un comportement linéaire à partir du moment où la 

période varie avec l'angle d'excentricité . Cet angle se situe à environ <p = 35 

degrés ce qui correspond à une excentricité d'environ e = 0.82. Cette valeur 

est la frontière entre les perturbations faibles et fortes . De 35 :::; <p :::; 90 ou 

1 :::; xo/Yo :::; 1.774, on peut appliquer la théorie des petites perturbations. 

Un anneau de tourbillon elliptique oscille même lorsque l'excentricité est 

grande mais la déformation du filament devient très complexe. L'ellipse oscille 
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Figure D.5: Dépendance de la période d'oscillation apparente d'un anneau de 
tourbillon elliptique sur l'excentricité (Hama, 1965). 

peu importe l'excentricité si on n'églige l'instabilité et la viscosité qui peuvent 

détruire le filament. 

Cependant, lorsque l'excentricité est petite, l'ellipse n'oscille pas d'une mani

ère aussi simple que l'on serait enclin à le croire. Par exemple, dans le processus 

d'alternance de l'orientation des axes, l'axe mineur n'atteint pas sa plus grande 

valeur en même temps que l'axe majeur atteint sa plus faible valeur. Il y a un 

décalage de phase. Ce décalage augmente à mesure que l'excentricité augmente. 

Cette différence de phase pourrait s'expliquer par la différence d'échelle de temps 

entre l'axe majeur, dont la vitesse induite est forte due à sa courbure, et l'axe 

mineur qui progresse plus lentement. 
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Anneau circulaire par le concept d'induction lo
calisé 

Dans cette section, on analyse un anneau circulaire de rayon unitaire (R = 1) 

avec une petite perturbation par le "Concept d'induction localisée". Le but est 

de connaître la déformation du filament au cours du temps. Le développement 

qui suit est un complément de l'article de Kambe (1971). 

Petite déformation d'un anneau de vortex circulaire 

On utilise les coordonnées cylindriques où e r , ee, k sont les vecteurs unitaires 

selon les axes (figure D.6). Le vecteur position unitaire r(t, s) affecté d'une petite 

perturbation (é« 1) s'écrit comme: 

r(t,s) xo(t) + er(s) + éX(t,S) 

xo(t) + er(s) + é[U(t, s) er(s) + v(s, t) ee(s) + w(s, t) k] (D.27) 

Le mouvement de translation est représenté par le vecteur Xo. Le vecteur x = 

(u, v, w) est le vecteur position selon les trois coordonnées de la perturbation. On 

utilise la notation· B/Bt et 1 B/B() pour simplifier l'écriture. En coordonnées 

cylindriques, on a les relations suivantes: 

La variable s est fonction de () et ds/d() = IBr/B()1 qui est une mesure de la 

variation de l'élongation du filament selon l'angle. L'équation BA (p. 78) de la 

vitesse induite se modifie pour s'adapter au sytème de coordonnées cylindriques. 

Br 
Bt 



134 

Figure D.6: Représentation d'un anneau circulaire perturbé en coordonnées 
cylindriques. 

ri x r" 
(D.28) r 

(dsj dO)3 

Vitesse induite 

Pour le calcul de la vitesse induite, il faut évaluer les trois fonctions ri, r" et ds j dO 

qui apparaissent dans l'équation D.28. 

x u e r + v eo + w k 

x' (u' - v) e r + (u + Vi) eo + w' k 

x" ( -u + u" - 2v' ) e r + (2u' - V + v") eo + w" k 

ri eo + E x' 

r" -er + EX" 

Ir/l [ri. ri] 1/2 

[1 + 2Eeo' x' + E2Ix/12f/2 



ds 

dO 
1 

s' 
1 

S,3 

r' x r" 

[1 + 2t( u + v') + é21x'12f/2 

s' = Ir'i 

rv 1 - é (u + v') + O( é 2
) 

k 

é(U - v) 1 + é( U + v') éW' 

-1 + é( -u + u" - 2v') é(2u' - v + v") éW" 

135 

éW" e r - éW' ee + [1 + é (2u - u" + 3v')] k (D.29) 

L'équation D.29 s'exprime en fonction des variables x' et x" comme: 

er x x' 

ee x x" 

er x x' + ee x x" 

1 o 
k 

o 
U' - v U + v' w' 

o 1 

k 

o 
-U + u" - 2v' 2u' - v + v" w" 

w" e r - w' ee + (2u - u" + 3v') k 

On réécrit l'équation D.29 en utilisant la relation D.30. 

r' x r" = k + é [er x x' + ee x x"] 

(D.30) 

(D.31) 

La vitesse induite, en négligeant les ordres supérieurs en é, selon le concept 

d'induction localisée est: 
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r' x r" 
r = s,3 = [1 - 3E (u + v')] k + E [er x x' + e(} x x"] (D.32) 

De l'équation D.28, il faut trouver la dérivée par rapport au temps du vecteur 

rayon D.27. 

r (D.33) 

x u e r + v e(} + w k 

Étant donné que les formules D.32 et D.33 sont égales, on fait une correspondance 

terme à terme en utilisant la relation D.30. 

Xo k 

x -3(u + v')k + [er x x' + e(} x x"] 

-3( u + v')k + [w" e r - w' e(} + (2u - u" + 3v') k] 

uer + ve(} + wk w"er - w'e(} + (-u - u")k 

, 
Equation d'onde 

Pour satisfaire la dernière équation, il faut: 

u w" 

v -w 
, 

(D.34) 

w -u-u " 

Le terme:>co = k montre bien qu'un anneau sans perturbation a une vitesse selon 

l'axe k perpendiculaire au plan du filament de tourbillon. On peut simplifier 

davantage les relations D.34 pour les mettre sous une forme plus facile à résoudre. 



De mêII?-e, on déduit: 

w -û-(û)" 

w 

u 

v 

-w" - w"" 

" "" -u -u 

" /111 -v - V 
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(D.35) 

(D.36) 

(D.37) 

Ces dernières équations sont les équations d'onde. Il y a une similitude avec les 

formules D.12 et D.13 (p. 118) définit dans un cadre plus générale. 

Relation de dispersion 

Pour trouver les relations de dispersion, il faut résoudre les équations d'onde. 

Étant donné qu'elles ont toutes la même forme, on s'attarde à l'équation D.35 

pour montrer la procédure à suivre. La technique de la décomposition de Fourier 

est utilisée pour trouver une solution. 

(u,v,w) ex ei(mB-wt) (D.38) 

La variable m est un entier qui représente le mode sur l'anneau et west la 

fréquence. On utilise les relations D.35 et D.38 . 

Donc, l'équation de dispersion est : 
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Figure D.7: Variation du rayon pour m = 0 et variation de la direction pour 
m=l. 

(D.39) 

L'équation D.39 est valable pour un anneau de rayon unitaire et il existe une 

similitude avec l'équation générale D.16. Si west réel alors l 'anneau est stable. 

Ici, la valeur de west toujours réelle car le mode est un entier et l 'anneau est 

toujours stable peu importe le mode sur l'anneau. 

La fréquence (w) est nulle lorsque m = 0 ou 1 et l'anneau reste circulaire 

sans aucune perturbation. Pour m = 0, le diamètre de l 'anneau varie légèrement. 

Pour m = 1, c'est la position du centre de l'anneau qui varie (figure D.7). Pour 

m 2: 2, l'anneau oscille continûment selon la fréquence définie par D.39. 

Relation de polarisation 

C'est à partir des équations d'onde que l'on détermine les relations de polarisa

tions pour m 2: 2. 

u(m,w, t) = Re { Cu ei(mB-wt) } 

v( m, w, t) = Re { Cv ei(mB-wt) } 

w(m,w,t) = Re { Cwei(mlJ-wt) } 

Les variables Cu, Cv et Cw sont des constantes réelles ou imaginaires. On se 

rappelle que u est une distance radiale e r , v une distance selon l'axe eB et w une 



139 

distance selon l'axe k qui ont toutes des valeurs réelles. Posons comme conditions 

initiales: 

u(m,w,O) 

v(m,w,O) 

w(m,w,O) 

Cu cos(mO) 

Cv sin(mO) 

o 

À l 'attribution d'une valeur à l'une des constantes, les autres s'ajusteront afin 

de safisfaire les équations d'onde. Cette valeur initiale n'est pas unique et nous 

prenons comme valeur de départ: 

On se réfère aux trois équations d'ondes D.34 pour trouver les deux autres con

stantes. 

Cv 
az 
m 

Cw 
azw 
m 2 

Il reste maintenant à trouver la partie réelle de chacune des variables perturbatives 

(u,v,w). 

u Re {a ei(mO-wt)} 

a cos(mO - wt) 

a[cos(mO) cos(wt) - sin(mO) sin(wt)] 

Une solution suffisante qui répond à la condition initiale est: 

1 u = a cos wt cos mO (D.4O) 
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L'equation D.40 est la relation de polarisation pour la perturbation u. À partir 

de l'équation D.34, nous trouvons les relations v et w. 

w 

u 

j j[-awsinwtcosm()] d()d() 

aw . () 
w = -2 smwtcosm 

m 

Ce qui donne la relation de polarisation pour w. 

v 

v 

, 
-w 

j [- : sin m() sin wt] dt 

1 v = -~coswtsinmO 

(D.41) 

(D.42) 

Nous venons de déterminer chacune des composantes de la perturbation en fonc

tion de la fréquence et du mode pour m 2: 2. Nous analysons le comportement 

des perturbations les unes par rapport aux autres en éliminant les termes en sinus 

et cosinus dans les expressions de u , v et w. 

cos m() cos wt 

cos m() sin wt 
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Figure D.8: Évolution des perturbations selon le mode m = 2 et le mode m = 3 
(Kambe, 1971). 

Nous obtenons une équation elliptique en éliminant le terme temporel pour ne 

conserver que la variable spatiale (0) et la variable m. Dans les cas où 0 = 

br /2m où k prend des valeurs paires (k = 0,2,4,···, 4m - 2), tel que cos2 mO = 

cos2 br /2 = 1 et on obtient une simplification supplémentaire. 

Pour des valeurs paires de k, l'équation est elliptique et se rapproche de l'équation 

d'un cercle à mesure que le mode m augmente. De plus, il n'y a aucun mouvement 

selon l'axe ee car v = o. Pour les valeurs impaires de k (k = 1,3, ··· ,4m -1) les 

perturbations sont: 

u 

v 

w 

o 
± coswt 

o 

(D.43) 

(D.44) 

(D.45) 

La figure D.8 montre l'évolution des perturbations selon deux modes spécifiques. 
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Invariance de la longueur du filament 

La variation de la longueur locale du filament de tourbillon est exprimée par 

l'équation: 

ds 
de 

[1 + 2€ (u + Vi) + €2Ix/12f/2 

rv 1 + €(u + V i ) + 0(€2) 

Il est possible de vérifier que u + Vi = 0 à partir des relations de polarisations, Par 

conséquent, les perturbations n'ont pas d'effets sur la variation de la longueur du 

filament. 



APPENDICE E 

; 

STABILITE D'UN ANNEAU CIRCULAIRE 

On a traité les perturbations sans les mettres en relation avec la notion de sta
bilité. Dans cet appendice, nous appliquons une perturbation sur un anneau de 
tourbillon circulaire afin de déterminer les modes qui sont stables et de définir 
les critères de stabilité selon le taux d'amplification et le mode. La perturbation 
employée est un sinus de faible amplitude, ce qui nous permettera de linéariser 
nos équations . 

Nous trouverons la vitesse induite pour ce filament circulaire par la loi 
de Biot-Savard directement. Nous montrerons qu'un anneau de tourbillon est 
presque toujours instable dans un fluide idéal. Nous établirons une relation en
tre le rayon du filament et le nombre d'onde. Le développement est inspiré de 
Widnall et Sullivan (1972) . 

Formulation de l'analyse de stabilité 

Nous utilisons la formule de Biot-Savart A.4: 

q = -~ J r x ds(x') 
47r r 3 

c 

À partir de la figure E.1, nous reformulons l'équation précédente de Biot-Savart 

pour l'adapter à nos besoins. 
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Figure E.l: Configuration et coordonnées du système pour une perturbation 
sinusoïdale sur un anneau de tourbillon circulaire (Widnall et Sullivan, 1972). 

r 

ds(x') 

YI-Y 

dy 

(E.1) 

Les perturbations sont des déplacements sinusoïdaux dans la direction radiale 

r et axiale (. Nous supposons qu'il n'y a pas de composante tangentielle de 

la vitesse de déplacement. Un anneau circulaire, sans perturbation se déplace 

sous sa propre induction à vitesse constante Vo. Dans un système de coordonnées 

cartésiennes se déplaçant avec le tourbillon non perturbé, les variables de position 

s'écrivent sous la forme suivante: 

YI [R + r eim(lj cos( ()) 

Y2 [R + r eim(lj sin( ()) 
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où r = r(t) et ( = ((t) sont les amplitudes des perturbations axiale et radiale 

qui varient avec le temps et le nombre d'onde m. Le nombre d'onde est obliga

toirement un entier afin que le filament de tourbillon se referme sur lui-même. 

D'après la figure E.l, on remarque que: 

En coordonnées cylindriques (e r ! , eth, k) , le vecteur YI sur le filament perturbé 

est: 

(E.2) 

La vitesse de ce filament au point YI est: 

où Yt est le vecteur distance mesuré dans un système de coordonnées fixes. 

Les perturbations peuvent s'influencer l'une l'autre. Les équations de croissance 

des amplitudes des perturbations s'écrivent comme: 

dr 

dt 
d( 

dt 
v;.r 

(E.3) 

(EA) 

Nous remplaçons ces relations dans l'expression de la vitesse induite E.l pour 

donner l 'équation E.5. 
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(E.5) 

Une solution pour le système d'équations en r et ( est: 

r(t) e-iwt 

dr 
- -zwr 
dt 

((t) e-iwt 

d( 
-iw( 

dt 

On ne s'intéresse pas à l'amplitude des perturbations que nous posons égale à 

l'unité et qui est faible comparativement au rayon de l'anneau. On n'étudiera 

pas l'impact de l'amplitude de la perturbation. On s'intéresse davantage au taux 

d'amplification. Si le taux est nul alors le filament est stable, sinon, il est instable. 

On obtient un système aux valeurs propres pour les équations E.3 et E.4. 

[ 
-iw - v:; 1 ( ( ) 
-11( -i~ r = 0 

La valeur propre de la fréquence w de ce système est: 

(E.6) 

Lorsque la fréquence est imaginaire, il y a croissance exponentielle des pertur

bations. Si la fréquence est réelle, l'anneau oscille continuellement et est stable. 

C'est à partir des valeurs prises par 11( et v,. que l'on peut affirmer si l'anneau 

est stable ou non. Ainsi, l'amplitude des perturbations n'a pas d'impact sur la 

détermination de la stabilité. Le vecteur YI de l'équation E.2 peut se réécrire en 

une partie sans perturbation et une autre avec distortion. 
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Maintenant, il reste à exprimer le vecteur y en fonction des coordonnées cylin

driques à partir du point YI. 

Vitesse induite 

Le calcul de la vitesse induite se fait en différentes parties séparément à partir 

de l'équation E.l. On exprime sous une forme plus pratique le vecteur Y - YI 

des équations E.7 et E.2 par l'utilisation de trois matrices colonnes. La première 

matrice représente la partie non perturbative de l'anneau. La deuxième et la 

troisième matrices représentent les perturbations radiale r et axiale (. La première 

ligne de chaque matrice colonne est la coordonnée en e r1 , la deuxième est la 

coordonnée en e01 et la troisième en k. 

R(cosB - 1) 

RsinB 

o 

e
imii 

CoOSB -1 } 
e imii sin B 

Le même procédé est utilisé pour définir le vecteur tangent dy. 

-RsinB 

RcosB 

o 

dy -
dy = ~de 

de 

e
imii 

( - sin 0

0

- + im cos B) } 

émii(cosB + imsinB) 

(E.B) 

(E.9) 

On passe par un développement en série de Taylor au voisinage du point r = 0 

et ( = 0 pour déterminer Illy - YII 3
. 



f(1', () 

1'(0,0) 

f(1', () 

1 

f(O,O) + 1'(0,0) . [(1', () - (0,0)] + 
f"(~' 0) [(1', () _ (0,0)]2 + ... 

( ~: ' ~n ,=(=0 

1 

Nous négligeons les dérivées supérieures et le produit de perturbations: 

Évaluons les valeurs intermédiaires: 

Iy- YII = V(y - YI) . (y - YI)· 

= [2R2(1 - cos if) + R r (1 - cos if) eim91 [1 + eim9] 

+Rr (1 - cos(if) e-im91 [1 + e- im9] + 0(r2) + 0((2) r 
Iy - YIla = RV2(1 - cos if) 

BIY - YII = R(I- cos if) . { eim91(1 + eim9) + e-im91(1 + e- im9 )} 
Br 21Y - Ylla a 

BIY - YIII = 0 
B( 

0 
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(E.I0) 

La distance entre deux points sur l'anneau de tourbillon non-perturbé est IY-Yllo . 

.,--_1----== 1 3 .{1+ -3 1 Rr(1-cosO)[2eim91(1+ eimiJ)]} 
Iy - Yll3 Iy - Yllo Iy - Yllo 21Y - Yllo 
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1 
(E.ll) 

De cette expression, la partie réelle seulement est conservée en ne considérant 

pas la partie imaginaire parce que la définition d'un module est un nombre réel. 

Nous sommes maintenant en mesure d'évaluer l'intégale E.l qui est le produit 

vectoriel de l'équation E.8 par E.9 multipliés par le scalaire E.ll. Ce produit 

vectoriel donne un terme d'ordre zéro qui réflète la vitesse d'induction pour un 

anneau sans perturbation. Un autre de premier ordre en r et ( qui montre le 

comportement de la vitesse induite causée par les perturbations qui sont les plus 

pertinents. Et un dernier qui est d'ordre supérieur en r et ( dont on ne tient pas 

compte pour l'analyse de la stabilité. Chaque terme est traité séparément dans 

les prochaines sections. 

Vitesse induite d'ordre zéro 

La première partie des équations E.8 et E.9 représente la partie sans perturba

tions. 

eT1 e01 k 
ay 

dO R(cos 0 - 1) RsinO 0 dO (y - Yl)lo x ao 
0 

-RsinO RcosO 0 

R2 (1 - cos O)dO k (E.12) 

Nous avons besoin des équations E.l, E.I0 et de E.12 pour déterminer la vitesse 

induite sans perturbation qO(Yl). 

_K_ J7r 1 - cos 0 dO k + 
47r R [2(1 - cos 0)]3/2 

-7r 
7r imO -_K_(-3 rei m01 ) J (1 + e )(1 - cos 0) dO k 

47r R2 2 [2(1 - cos 0)]3/2 
-7r 

7r -
K J 1 - cos 0 -

47r R [2(1 _ cos 0)]3/2 dO k + O(r) k 
-7r 

(E.13) 



150 

Comme il fallait s'y attendre, un l'anneau circulaire sans perturbations se dirige 

selon l'axe des k. Nous résolvons cette intégrale dans une section subséquente. 

De l'équation E.13, il y a un terme du premier d'ordre 0(,) qu'on ne considére 

pas pour l'instant dans l'étude sans perturbation mais dont on tiendra compte 

lors de la détermination de la vitesse induite de premier ordre. 

Vitesse induite de premier ordre 

Les vecteurs y - YI et dy/dO se composent d'une partie non perturbée et d'une 

autre partie qui a une perturbation de premier ordre en , et (. Pour trouver la 

vitesse induite de premier ordre, il suffit de faire le produit vectoriel de la partie 

non perturbée de E.8 avec la partie perturbée de E.9 dans une première étape. 

Dans une seconde étape, il faudra faire le produit vectoriel de la partie perturbée 

de premier ordre de l'équation E.8 et la partie non perturbée de E.9. L'addition 

de ces deux produits vectoriels donne une expression de premier ordre selon les 

perturbations, et (. 

PREMIÈRE ÉTAPE 

e r , e8 1 k 

1 ây R(cosO - 1) RsinO 0 eim81 (y - YI) x ~ = 
âB 

0 reimë(imcosO - sinOd r eimë (cos 0 + im sin 01 ) im( eimë 

DEUXIÈME ÉTAPE 

e r1 e8 1 k 

âYI r eim8 cos ë - r e im81 reim8 sin 0 (eim8 _ (eim81 (E.14) (Y-YI) x ~ 
âB 

0 -RsinO RcosO 0 

Un troisième terme, qui provient de la perturbation de premier ordre de qo, 

s'ajoute en ne prenant pas compte de la coordonnée en e01 car cette dernière 

s'avère nulle lorsqu'on évalue l'intégrale. Donc, il n'y a pas de vitesse angulaire 

sur le filement tourbillonnaire. 
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La vitesse induite de premier ordre de qI sous forme intégrale est: 

~ - -
'" . / cos B[1 - eimU

] + im sin B eimU 
-( .mU, dB 

ql 47rR2 e [2(I-cosB)]3/2 e r
, 

-~ 
7r _ _ _ 

__ re·mU , dB k + '" . / eimU [1 - cos B] + émU - cos B - im sin B eimU -

47r R2 [2(1 - cos B)]3/2 
-~ 

71' imif -
_"'_reimU , -3 / [1 + e ][1- cosB] dr9 k 
47r R2 2 [2(1 - cos B))3/2 

(E.15) 

-~ 

En faisant référence à l'équation E.5, il est possible de faire une correspondance 

directe pour trouver Vr et V( qui sont nécessaire à la détermination du taux 

d'amplification w. 

Évaluation de l'intégrale 

Les équations E.13 et E.15 ont un point de singularité lorsque e = O. Cette 

singularité est évitée en donnant une dimension au filament de tourbillon par 

l'intermédiaire d'un angle de coupure (8). Cela a pour effet de séparer les 

intégrales en deux parties. De plus, toutes les intégrales ont la forme: 

(E.16) 

L'exponentielle peut se séparer en deux parties (cos et i sin) et le dénominateur 

est une fonction paire. Alors, dans l'évaluation de l'intégrale de E .16 il ne reste 

que la partie en cosinus de l'exponentielle. 

F(m) 
/

11' cosme de 
[2(1 - cos 8)]3/2 

-11' 

11' -

2/ cosm8 de 
[2(1 - cos 8)]3/2 

o 
(E.17) 
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Cette intégrale n'a pas de solution analytique. Une astuce est utilisée pour par

venir à la résoudre. Il s'agit d'additionner et de soustraire des fonctions G(m) 

qui ont les mêmes singularités que F( m) et qui ont des solutions numériques. 

G(m) 
[

1r - 00 - 00 B 1 cos m() - cos m() - 1 e- - -
21~ J [2(1 _ cos ())J3/2 d() - J ()3 d() - 8 J T cos m() d() 

8 8 8 

F(m) (E.18) 

Nous avons ainsi introduit un angle de coupure 8 qui nous permet de définir les 

intégrales en fonction du rayon du filament de tourbillon. La prochaine étape 

est de trouver une forme analytique de F( m) en fonction des caractéristiques du 

filament tourbillonnaire. 

Évaluation de F(m) 

La fonction G( m) peut être interprétée comme la transformée de Fourier de la 

fonction suivante: 

f( 1J) 

f(1J) 

Les valeurs de G( m) pour différentes valeurs de m sont présentées au tableau 

E.l. Ces valeurs montrent que G( m) a un effet négligeable dans la le calcul de la 

stabilité et particulièrement lorsque la valeur de m augmente. 

Maintenant, il faut trouver une solution aux intégrales qui sont présentes 

dans l'équation E.18. Nous présentons que les principales étapes. Plusieurs for

mules du livre de Ryznik (1994) ont été utilisées afin de parvenir à la résolution 



153 

Tableau E.l: Valeurs des G(m) (Widnall et Sullivan, 1973). 

m G(m) m G(m) 
0 0.454 6 0.004 
1 0.073 7 0.003 
2 0.025 8 0.003 
3 0.012 9 0.002 
4 0.008 10 0.003 
5 0.005 

des intégrales. On a posé le changement de variable z = miJ. Nous commençons 

par l'intégrale suivante: 

00 -

J cos m() diJ 
()3 

a 

00 -

J cos m() diJ 
()3 

a 

cosm8 _ msinm8 _ m2 Joo cos z dz 
282 28 2 z 

ma 
ma 

J cos z - 1 ,+ Inm8 + z dz 
o 

~ ,+ Inm8 

~ ,+ lnm + In8 

cos m8 m sin m8 2 [ 1 8 1 1 
82 - 8 + m ,+ n + n m (E.19) 

où , est la constante d'Euler b = 0.5772). L'intégrale suivante est beaucoup 

plus difficile. Nous esquissons les principales étapes où Z2 = (1 + m2)iJ2 et on 

garde en mémoire que z = (1 ± im)iJ = (1 + m2)1/2iJ. 

cos 8iJ 
2 

1 Joo e-ë(l- im ) - 1 Joo e-ë(1+ im ) -

2 () d() + 2 () d() 
a a 



00 

J 
e-Z 

-dz 
z 

~ -, - ln 8(1 + m 2)1/2 

~ -, -ln8 - ~ In(l + m 2
) 

2 

o 

Joo e-ë cos mO - [ 1 ] 
() () = - ,+ ln 8 + 21n(1 + m 2

) 

fi 
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[02:0] 

(E.20) 

On peut joindre les résultats ci-dessus des équations E.19 et E.20 pour donner 

une forme simplifiée de F(m). 

F(m) G() + cosm8 msinm8 + 
m 82 - 8 

1 1 
m 2 li + ln 8 + ln m] - 4 li + ln 8 + 2 ln( 1 + m 2)] 

Une simplification supplémentaire est possible. On développe le cosinus et le 

sinus en série de Taylor autour du point O. 

cosm8 

82 

-msinm8 

8 
cos m8 -m sin m8 

82 + 8 
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Dans la limite où 8 -+ 0, F( m) devient: 

L'équation E.21 donne une forme analytique qui s'exprime en fonction des car

actéristiques du filament de tourbillon (8, m). Une différence de F(m) implique 

une annulation des termes qui ne dépendent pas de m et F(m) peut s'écrire 

comme: 

(E.22) 

La prochaine étape est de trouver une relation entre l'angle de coupure 8 et 

les autres propriétés du filament tourbillonnaire. Nous utilisons l'équation de la 

vitesse induite sans perturbation d'un anneau circulaire qb pour Y parvenir. 

- -ln---+A B K, [ al] 
41rR SR 2 

(E.23) 

a 

A J r 2 ~s 
o 
r distribution de vorticité 

Cette équation à déjà été montrée par Lamb (1932, chap. 7) et une démonstration 

complète à été faite par Saffman (1970) et Fraenkel (1973). On vérifie facilement 

que pour une distribution uniforme r( s) = S2 / a2 qui correspond à un corps rigide, 

on a r(a) = 1 et A = 1/4 et on retrouve la forme bien connue de Lamb. 

Nous comparons l'équation qb avec qo qu'on a développé plus tôt qui doivent 

être égaux. Avant tout, nous exprimons le vecteur qo à partir de la définition de 

F(m) (équation E.13 et E.17). 

K, 

qo = -R[F(O) - F(l)] k 
41r 

(E.24) 
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Il s'agit d'introduire la relation E.22 dans E.24. 

qo 4:R [G(O) - [G(l) - 3/2 +, + In8 -1/8In2l] k 

rv 4: R [ ln 4 - ln 8] k (E.25) 

Maintenant, il faut faire la correspondance entre l'équation E.23 et celle de E.25 

en posant: 

In4 -ln 8 

In8 

In8 

a 1 
-ln---+A 

8R 2 
a 1 

ln- + - - A 
2R 2 

l aI ( r imo) 1 A n-- n l+-e 1 +--
2R R 2 

l a r imO 1 A 
rv n---e 1+ __ 

2R R 2 
(E.26) 

C'est la relation qui fait le lien entre l'angle de coupure 8 et les propriétés du 

tourbillon a, R, A et r. Alors qo s'exprime comme: 

(E.27) 

(E.28) 

Donc, un petit changement de rayon génère une composante perturbative d 'ordre 

un en r qui est ajoutée à ql. En substituant l'équation E.26 dans E.22, on 

obtient une nouvelle expression de F( m) strictement en fonction des paramètres 

du filament. 

[ 
O"m ] 1 F(m) rv m 2 In
2R

+,-1-A -Sln(1+m2 )+G(m) (E.29) 

L'importante relation E.29 est utilisée pour trouver la vitesse induite. 
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Stabilité 

Pour trouver les deux variables nécessaires à la stabilité CV( et v;.), on utilise les 

relations E.5, E.15 et E.27. 

/

11" cos 0 - cos 0 ei miJ + im sin 0 eimiJ 

[2(1 - cos 0)]3/2 
-11" 

/

11" 2 e imiJ _ cos 0 eimiJ - cos 0 - im sin 0 eimiJ _ 
----------------=-----------dO

[2(1 - cos 0)]3/2 
-11" 

3 /11" (1 - cos 0 + e imiJ 
- cos 0 ei miJ

) _ - dO + 1 
2 [2(1 - cos 0)]3/2 

-11" 

Le dernier terme "+1" provient de l'équation E.27. Pour exprimer les variables 

Vc et v;. en fonction des F(m), on a besoin des relations suivantes: 

cosmO 

cos 0 

sin 0 
2i 

Avec ces dernières relations et l'équation E.16, on déduit: 

Il, { 1 -R2 F(l) - -[F(m + 1) + F(m -1)] + 
471" 2 

;[F(m + 1) - F(m - 1)]} (E.30) 

Il, { 1 
-2 2F(m) - -[F(m + 1) + F(m - 1)]- F(l)-
471"R 2 

m 3[ -[F(m + 1) - F(m - 1)]- - F(O) - F(l) + F(m) -
2 2 

~[F(m + 1) + F(m - 1)]] + 1} (E.31) 
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Pour de faible valeurs de m, il faut utiliser la définition F( m) de l'équation E.29 

dans les deux dernières relations pour avoir les valeurs de V, et v,.. Lorsque m » 1 

et (7 -+ 0, l'équation E.29 se simplifie et le terme dominant est proportionnel à 

lna/ R. 

F ( m ) rv m 2 [ln ~ + ln m - ln 2 + ')' - 1 - A] - ~ In(1 + m 2 ) + G( m ) 

a 
rv m 2 ln-

R 

En remplaçant cette dernière équation dans E.30 et E.31, on obtient: 

Il, 2 (7 
--m ln-
47rR2 R 

Il, ( 2) (7 --I-m ln-
47rR2 R 

(E.32) 

(E.33) 

Les facteurs m 2 et 1 - m 2 ont un lien avec la courbure locale du filament du 

tourbillon. Plus le mode m est élevé, plus la courbure est grande localement. Le 

taux d'amplification E.6 pour des valeurs de m élevées est: 

(E.34) 

L'anneau est stable lorsque west réel. Cela qui est le cas pour tout mode m ~ 1. 

Pour m = 0 ou 1, le taux d'amplification est nul mais ces valeurs ne satisfont pas 

l'approximation m » 1. 

Pour une investigation complète de la stabilité de l'anneau du tourbillon, il 

faut utiliser l'équation E.29 pour trouver les valeurs de V( et v,.. Il se produit 

souvent que la valeur du rayon du filament (7 n'est pas négligeable et que le mode 

m n'a pas une valeur très grande. 

La vitesse de translation induite de l'anneau (Va) et la vitesse induite dûe 

aux perturbations (V( et v,.) sont influencées par le rayon du filament (7 et par 

la distribution de la vorticité A par la relation -ln (7/ R + A. En divisant Va 
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de l'équation E.28 par "'1 47r R, nous obtenons une équation V en fonction des 

paramètres du filament. 

- 8R 1 
V=ln- +A--

(J 2 (E.35) 

La variable il de l'équation E.35 caractérise complètement l'anneau de tourbillon. 

Il est a noter il augmente lorsque le rayon du filament (J diminue. Du côté 

expérimental, il est beaucoup plus facile de mesurer il que A et (J. Pour une 

distribution uniforme de circulation avec un rapport (JI R = 0.1 et pour une 

distribution de vitesse U = ete s, on a r( s) = s2 1 a2 et on trouve la valeur 

maximale pour V qui est 4.13. Pour un tourbillon de Hill, la distribution de 

vitesse a approximativement la forme U = ete(l- S2 1 a2)1/2 et la valeur minimale 

de il est égale à 1.8. Nous pouvons rendre le taux d'amplification adimensionnel 

w en le divisant par ",/47r R2. 

- w 
w(V,m) = "'/47rR2 (E.36) 

Pour un mode m donné, west fonction de il seulement. Le taux d'amplification 

spatial W x est défini comme le produit du taux d'amplification w par RIVo qui 

correspond au temps pris par l'anneau pour parcourir la distance d'un rayon. 

wR 
Vo 

wR 
iI"'/47rR2 

w(iI,m) 
V 

Nous considérons deux modèles pour prédire le rayon local le long du filament de 

tourbillon. Le rayon du filament est invariant dans le premier modèle et il n'y a 

pas de changement de longueur du filament de tourbillon. 

(J = (Jo (E.37) 



a 
ln

R 
1 

ao 
n-

R 
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(E.38) 

Dans le second modèle, le filament conserve son volume localement a 2 ( s )Z( s) reste 

invariant et Z (s) est un élément de longueur. 

a 2 Z 0 a 2 Z 

a6 Rde a 2 [R + r eim01
] de 

2 ao a
2 

[1 + ~ eim01 
] 

a 2 
a6 [1 + fi 1eimeJ 

a 2 rv a6 [1 - ~ eim01
] 

a rv [ r· ] 1/2 
ao 1 - R etm01 

a rv ao [1 - 2~ eim01
] (E.39) 

Ina -lnR rv ln ao + ln [1 - 2~ eim01
] - ln R 

a 1 ro r imOl ln- rv n---e 
R R 2R 

(EAO) 

À volume constant, le rayon du filament est plus faible qu'avec le modèle à rayon 

constant. Nous analysons l'impact de ces deux modèles sur le taux d'amplification 

spatial en employant les équations E.34 et E.28. 

. mv1- m 2 lna/R 
W x =-z 

A -1/2 -ln8 -lna/R 
(EA1) 

En utilisant le modèle à volume constant, le numérateur de l'équation EA1 

diminue et le dénominateur croît. Ce qui signifie que le W x à volume constant est 

plus faible que le W x à rayon constant. On peut affirmer que le modèle à volume 

constant a un effet stabilisateur. La figure E.2 montre cet effet et pour différentes 

valeurs de mode (m). 

Pour chaque mode de déformation avec m 2: 2, il y a une région de il pour 

laquelle W x est imaginaire et qui produit une instabilité. Pour des grandes valeurs 
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Figure E.2: Taux d 'amplification spatiale W x en fonction de V et du mode m; 
rayon constant: -, volume local constant: ... (Widnall et Sullivan, 1973). 

de V, le mode instable contient plusieurs longueurs d'onde. Il faut absolument 

que le rayon de filament (J soit beaucoup plus petit que la longueur d'onde de 

la perturbation (~ 27r RI m) sur le filament pour que la théorie développée soit 

acceptable. Alors, pour de grandes valeurs de m, la longueur d'onde de la per

turbation s'approche de la dimension du filament ((J) qui rend la théorie moins 

efficace. Malgré tout, on peut s'attendre à des résultats valides qualitativement. 

Les résultats sont également biaisés lorsque V = 1.8. 

L'amplification spatiale et l'intervalle de V sont légèrement affectés par la 

dimension (J du tourbillon durant sa déformation pour un mode instable. La 

bande d'instabilité devient très étroite pour de très grandes valeurs de m. Il est 

possible de faire une analyse de cette limite bien que le résultat ne soit pas aussi 

précis que pour des modes plus faibles. Pour simplifier, on pose: 

_ (J 

ln (J = ln - + 1 - 1 - A 
8R 

Pour de très grande valeur de m, la valeur de ln m ne peut plus être négligée et 

l'équation E.29 devient: 
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F(m) m 2 [lnCr + ln m]- ~ In(l + m2
) + G(m) 

f"V m 2 ln Cr + (m 2 
- 1/4) ln m 

ln Cr F(1) 
1 
2[F(m + 1) + F(m - 1)] f"V ( m 2 + 1) ln Cr + (m 2 + 1) ln m - ~ ln m 

4 
m 
2[F(m + 1) - F(m - 1)] 

De ces relations, on trouve: 

1;( f"V m 2 ln Cr + (m 2 
- 1) ln m + ~ ln m 

Vr f"V (1 - m 2 ) ln Cr - m 2 ln m + ~ ln m 

(E.42) 

(E.43) 

Les variables 1;( et Vr sont fonctions de deux variables (m et Cr). La bande 

d'instabilité est bornée par 1;( = 0 et par Vr = o. Pour ces valeurs on a la 

stabilité sur l'anneau de tourbillon car l'amplification est nulle. Alors, pour un 

m donné, on cherche la valeur de Cr qui correspond à ces limites. Pour 1;( = 0 on 

fait correspondre la limite Cr( et pour Vr = 0 on fait correspondre la limite Crr . 

ln Cr( f"V 

_(m2 
- 1) ln m - 1/41n m 

m 2 

_m2 + ~ 
f"V 4 lnm 

m 2 
(E.44) 

InCrr 
f"V 

m 2 ln m - 1/ 4ln m 
1- m 2 

_m2 _1 
f"V 4 lnm 

m 2 -1 
(E.45) 

Pour un m donné, on a Cr( 2: Crr • Mais l'écart entre Cr( et Crr diminue lorsque m 

augmente (figure E.2). Pour des valeurs de m qui sont très grandes, on a: 

1 
ln Cr ( = ln Cr r ~ - ln m = ln -

m 
(E.46) 
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Donc, la dimension du filament Cr est inversement proportionnelle à la valeur 

du mode m. Ainsi, si le rayon du filament diminue, il faut s'attendre à une 

augmentation du mode sur l'anneau et inversement. De plus, cela veut dire 

qu'un anneau de tourbillon de très faible rayon a est instable à des modes m 

élevés. 

1 
(E.47) m 

a 

il 1 
ex ln -::-

a 

V ex lnm 

On peut donc affirmer que la vitesse de translation est proportionnelle au mode 

selon ln m. 

Amplification spatiale maximale 

Nous cherchons le taux d'amplification spaciale maximale. Nous savons déjà que 

Cr, 2: Crr et Cr, = -ln m. Tout d'abord, il faut trouver l'intervalle entre Cr, et Crr 

où: 

On utilise les équations E.45 et E.45 comme point de départ. 

_~m2 + ~ 
lnm ln Crr - ln Cr, l'V 2 4 

m 2(m2 - 1) 
1 Cr, + ~Cr 3m2 
n _ l'V ---lnm a, 2m4 

ln (1 + ~:) -3lnm 
l'V 

2m2 

~Cr 3lnm 
(E.48) l'V ---a, 2m2 
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L'équation E.48 donne la grandeur de l'intervalle qui produit une amplification 

pour un mode donné. On peut présumer que la valeur maximale de l'amplification 

se situe au centre de l'intervalle puisque les extrémités valent zéro. 

(Jmax - (1 3ln m) (J( ---
4m2 

lnamax ln a ( + ln (1 - 3~: r; ) 
_m2 + ~ 3 

rv 4 ln m - -- ln m 
m 2 4m2 

Pour trouver l'amplification maximale, il faut trouver les valeurs V( et Vr en 

employant les équations E.42 E.43 évaluées à amax • 

Vc 
3 

--lnm 
4 

Vr 
3 

--lnm 
4 

w .3 l -z- nm 
4 

En divisant par il ~ ln m, on obtient la limite de l'amplification spatiale W x pour 

des valeurs de m très élevées. 

(E.49) 

Ce résultat n'est pas particulièrement précis mais donne une limite à la valeur de 

l'amplification spatiale. 

Effet de la viscosité sur la stabilité 

Nous pouvons introduire l'effet de la viscosité pour voir son influence sur la sta

bilité par rapport à la dimension du filament de tourbillon. On sait par Saffman 

(1970) que la dimension du filament (J varie comme V4/Jt. 
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a 
a ex: 

R 
a ex: Rà ex: Vvi 

R2à2 ex: vt 
R2à2 

(E.50) t ex: 
v 

Il serait également pertinent de connaître la variation de temps nécessaire pour 

que le filament passe de à à à + ~à. On trouve cette relation en appliquant la 

dérivée à l'équation E.50. 

v 

Ainsi, la dernière équation fournit le temps écoulé en fonction des paramètres 

du filament et de la viscosité du milieu v. Nous exprimons la relation E.50 en 

fonction de l'amplification: 

fi, 
w ex: -----w ln m 47r 

w~t ex: (47rfi,R2 ln m ) (R2:~à) 
fi, 

ex: -à~à lnm 
v 

Les variables m et ~à sont éliminées en employant les relations E.4 7 et E.48. 

lnm -lnà 
1 

m rv 

a 
~à 3 

rv ---lnm 
a 2m2 

3 l -rv 2 1 na 
(j 2 
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/j,(j '" 
3 - 31 --(7 n (7 
2 

w /j,t ex 11:(1 - )2 -4 - n(7 (7 
V 

ex Re(ln (j)2 ç.4 OÙ Re = II:/V 

Pour des modes élevés, nous avons une manière qualitativement valable pour 

estimer le taux d'amplification. La viscosité a un effet stabilisateur sur l'anneau 

de tourbillon. Plus la viscosité est grande et plus on dispose de temps pour 

observer un mode élevé. On sait que la dimension du filament affecte directement 

le mode sur l'anneau de tourbillon. La viscosité influence la dimension du filament 

de l'anneau en l'augmentant avec le temps (équation E.50). Par conséquent, la 

viscosité a tendance à diminuer le mode sur l'anneau. Plus le nombre de Reynolds 

Re est élevé pour un milieu donné, plus la circulation est grande, plus le filament 

est petit et plus la vitesse de translation est grande. Cela permet d'observer des 

modes plus élevés mais on dispose de moins de temps pour le faire car l'instabilité 

détruit le filament très rapidement. Donc, pour des nombres de Reynolds très 

élevés, la viscosité n'a pas le temps de stabiliser l'anneau. 
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