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il

RESUME

Ce mémoire de maitrise développe une approche de régression non paramétrique per-
mettant de modéliser des liens non monotones entre une variable dépendante et un
ensemble de variables explicatives. D’une part, le modéle général qui est proposé uti-
lise une expression de ’espérance conditionnelle qui met en lumiére le role de la copule
pour expliquer le lien entre les variables. D’autre part, la copule utilisée est choisie
dans la famille des structures de dépendance Khi-deux, ce qui permet la modélisation
de liens non monotones. Des illustrations sur des jeux de données simulées montrent
que l'approche fonctionne bien, fournissant ainsi une approche alternative aux mé-

thodes de régression non linéaire parameétriques et non paramétriques.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION ET OBJECTIFS

1.1 Idée générale de la régression

La construction de la régression repose d’une part sur une modélisation des variables
statistiques par des variables aléatoires (réelles ou non), d’autre part sur un recueil de
données croisées, c’est-a-dire que pour un méme échantillon de population, on dispose
d’observations des différentes variables mesurées avec une imprécision éventuelle. La
régression consiste alors a formuler un indicateur sur les valeurs de la variable expliquée
dépendant uniquement des valeurs des variables explicatives. Cet indicateur pourra
ensuite étre utilisé sur une population pour laquelle on ne connait que les valeurs des

variables explicatives, afin d’estimer les valeurs de la variable expliquée.

Soit donc une variable aléatoire dépendante Y, ainsi qu’un ensemble de variables ex-
plicatives X7, ..., X;. Généralement, la variable dépendante Y est reliée aux variables

explicatives par une certaine fonction f : R? — R telle que
Y = f(Xq,...,Xq) +¢,

ou € représente un terme d’erreur aléatoire. Généralement, on suppose que € est une

variable aléatoire réelle de moyenne nulle. Suivant par exemple Saporta [25], un modéle
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courant consiste a considérer I’espérance conditionnelle
m(zy,...,zq) =EY [ X1 =21,...,Xa=z4) . (1.1)

A noter que I’on pourrait également régresser la variable Y selon des indicateurs autres
que la moyenne, par exemple la médiane conditionnelle ou tout autre percentile de
la distribution conditionnelle. On pourrait également considérer les mode et variance

conditionnelles. A ce sujet, voir Manski [20] pour plus de détails.

Dans le cas d’une fonction de régression définie par I’espérance conditionnelle, on a
E{m(Xy,...,. X))} =E{EY|X; =21,..., Xg=24)} = E(Y).
A partir de l'identité
var(Y) = var {E(Y|Xy,..., X))} + E{var(Y| Xy, ..., X4)},

que l'on retrouve dans les ouvrages classiques de statistique mathématique comme

Casella & Berger [5] et Shao [26], on déduit également
var {m(X1y,..., Xq)} = var(Y) — E{var(Y|Xy,..., X4)}.

On a alors que

n = var {m(X1,..., X4)} 1 E{var(Y|Xy,...,X4)} '

var(Y') var(Y)

On voit donc que le quotient des variances conditionnelle et non-conditionnelle est
inférieur ou égal a 1. Ce quotient sera d’autant plus prés de 1 que la variance de Y,
conditionnellement & Xi,..., X4, sera en moyenne trées faible. L’indice n est donc un
bon indicateur de la qualité de la régression. Inversement, lorsque 7 est proche de 0,
cela signifie que var(Y'| Xy, ..., X4) = var(Y), c’est-a-dire que les variables explicatives

apportent peu d’information sur Y.
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A noter que dans le cas particulier d'une seule variable explicative telle que m(z) =

Bo+ Prx, on an=p? ol pest la corrélation entre X; et Y, c’est-a-dire

_ cov(Y, X7)
P \/Var(Xl)\/var(Y) '

Remarque 1.1. Les développements précédents s’appliquent a une variable dépen-
dante Y qui prend ses valeurs dans R. St Y est qualitative, alors la régression s ap-
parente o un probleme de classification au sens ow l'on cherche a déterminer une
modalité a partir des valeurs des autres variables. L’exemple le plus courant concerne
le cas d’une variable Y de type Bernoulli, donc a valeur dans {0,1} ; dans cette situa-

tion, on utilise généralement une fonction de régression de type logistique ou logit.

1.2 Avantages de 1'utilisation des copules

La régression basée sur les copules se profile comme une bonne alternative & la régres-
sion linéaire pour remédier a certaines de ses limites. Au final, cette approche permet
une plus grande flexibilité que la régression linéaire dans le choix de la distribution

d’une variable conditionnellement a des variables explicatives.

1.3 Organisation du mémoire

Dans ce travail, nous adoptons I’approche de Noh et coll. [22] en modélisant la dépen-
dance entre Y et X par l'intermeédiaire d’une copule. L’idée principale derriére cette
approche est d’écrire la fonction de régression en termes de copule et de distributions
marginales, une fois la copule et les distributions marginales estimées, la méthode du

plug-in est utilisée pour construire un nouvel estimateur. Le chapitre 2 est essentielle-
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ment constitué des rappels sur la régression linéaire, non linéaire et non paramétrique.
Au Chapitre 3, quelques rappels sur la théorie des copules sont donnés, ce qui met
la table pour la description des modéles de régression par copule; les liens avec les
modéles pseudo-linéaires, des exemples avec des copules populaires, ainsi que l'esti-
mation non paramétrique de ces courbes sont également traités. Le Chapitre 4 discute
de certaines failles de la régression par copules, ce qui motive & proposer des modéles
construits a partir de copules qui permettent d’induire une régression non-monotone ;
des études par simulations montrent 'efficacité de I’approche proposée et répond aux
critiques émises par Dette et coll. [7] concernant la régression par copules. Il s’agit de

la principale contribution de ce mémoire.



CHAPITRE 2

REGRESSION : QUELQUES RAPPELS

2.1 La régression linéaire multiple

2.1.1 Modéle

Le modéle de régression le plus connu est le modéle de régression linéaire multiple.

Dans ce cas, on suppose que la fonction m définie a 'Equation (1.1) est

m(x1,...,xq) = Bo+ Bra1+ - + Ba g

Dans le cas particulier d’une seule variable explicative, on retrouve le modéle linéaire
simple, c’est-a-dire Y = [y + £1X1 + €, ol € est le terme d’erreur. En définissant les
vecteurs 3 = (Bo, 51, ..., 04) et X = (1, X5,...,Xy), on peut écrire de facon élégante
et compacte que

Y =X8" +e.

Supposons maintenant que 'on observe n fois le vecteur aléatoire (Xi,..., X4, Y)
via (X191, X1, Y1), - o+, (X1, -« o, Xog, Yan). On suppose que ces observations pro-

viennent du modéle de régression multiple dans le cas standard ot les termes d’erreur
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sont supposés indépendants et identiquement distribués. On pose alors

Y I Xy -0 Xy €1
Y- 1 X e X €

Y — 2 Cox=| .21 | .2d ot &= 2 ’
Yn 1 an e Xnd En

ce qui permet d’écrire

Y=X3" +e.

Dans le cas du modéle linéaire simple, on observe donc des paires (X1, Y1), ..., (Xu1, Ya).
On peut alors construire un nuage de points, tel que I'on peut I'observer avec les points

bleus sur la Figure 2.1.

-2 -10 l'EII'.'.IE'.'.I4D EDE-EI

FIGURE 2.1 — Droite de régression tracée a travers un nuage de paires d’observations

2.1.2 Estimation des paramétres

Une étape cruciale pour 'explication de données avec un modéle de régression para-
métrique est I’estimation de ses paramétres. En général, I'estimation des paramétres

d’un modéle statistique se fait a I'aide de la méthode du maximum de vraisemblance,
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des moindres carrés, des moments ou encore des techniques bayésiennes. Dans le cas
régression linéaire, on utilise la méthode des moindres carrés. L’idée consiste a mini-
miser une distance entre le modéle supposé et les observations. Mathématiquement,

on cherche a minimiser, en terme du vecteur des paramétres 3, la fonction

n
L(B) = Z (Yi - X IBT)Q .
i=1
La solution a ce probléme mathématique fournit 'estimateur des moindres carrés or-
dinaires de 3. D’aprés le Théoréme de Gauss—Markov, cet estimateur est le meilleur
estimateur linéaire sans biais du vecteur des coefficients 3; voir par exemple Was-
serman & Wasserman [30]. Explicitement, tel qu’on le retrouve par exemple dans

I'ouvrage de Cameron et coll. [4],
B= () "Xy,

en autant bien siir que la matrice X' X soit inversible. Sous I’hypothése de normalité
des termes d’erreur, cet estimateur des moindres carrés correspond a l'estimateur du

maximum de vraisemblance. De facon explicite, on a I’expression équivalente

R AR, -1 T
= -—) X;X] —— ) XjY
p (d+1z ! J) <d+1z ! )
Jj=1 j=1
ou X; est la j-éme colonne de la matrice X. Lorsque d = 1, c’est-a-dire dans le cas de
la régression linéaire simple, on a
i=1

=1

On peut voir a la Figure 2.1 la droite en rouge qui correspond a la droite de régression,

c’est-a-dire la droite dont la pente est Bl et ordonnée a l'origine 30.

Remarque 2.1. Lorsque les termes d’erreur ne sont pas tous de méme variance et/ou

qu’ils sont corrélés, on utilise plutdt la méthode des moindres carrés généralisés ou
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des moindres carrés quasi-généralisés. Pour les décrire, soit 33 la matrice de variance—
covariance du vecteur des perturbations € (dans le cas standard, 3 est la matrice
identité). Alors en se référant par exemple & Cameron et coll. [1], on peut montrer

que Uestimateur des moindres carrés généralisés est donné par la formule
By = (XT=71%) " xTo Y.

Cet estimateur suppose la connaissance de la matrice de variance—covariance des
termes d’erreur, ce qui n’est généralement par le cas. On doit estimer avec la ma-
trice de variance—covariance empirique S. On obtient alors l'estimateur des moindres

. L S ~1
carrés quasi-généralisés, a savoir By = (XTSX) XTSY.

2.1.3 Qualité de 'ajustement

On définit la valeur prédite ou ajustée par V=X E . Le résidu est alors défini comme
la différence entre la valeur observée et la valeur prédite, a savoir ; = Y; — SA/Z On

définit aussi la somme des carrés des résidus par

N\ 2
SSE=2"=3" (V=) .
i=1
Pour évaluer la qualité de la prévision, on peut utiliser différents critéres. Dans un
premier temps, on définit la variation expliquée par la régression ainsi que la variation
totale respectivement par
n 2 n
SSR=3"(V,=¥) et SST=3 (v;-¥)".
i=1 =1

Le coefficient de détermination est alors défini par le quotient

_SSR_SST—SSE_l_SSE
- SST SST N SST

R2
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Il s’agit, au fond, de la mesure de la proportion de variance dans les valeurs de Y qui
est expliquée par les variables explicatives a travers le modéle de régression linéaire. Il
est alors clair que R? prend ses valeurs dans [0, 1] : une valeur de R? prés de 0 indique
un modéle avec un faible pouvoir prédictif, alors qu'un valeur prés de 1 indique un

fort pouvoir prédictif.

2.1.4 Les limites de la régression linéaire

Beaucoup d’autres méthodes de régression ont été développées pour contrer certaines
des limites du modéle linéaire. Si I’hypothése d’exogénéité des variables explicatives
n’est pas vérifiée, 'estimateur des moindres carrés conduit a une estimation biaisée
des paramétres du modéle. Dans ce cas, on peut avoir recours a la méthode des
variables instrumentales. On appelle «variable instrumentale» une variable qui a un
effet sur les variables explicatives suspectées d’endogénéité, mais n’est pas corrélée
avec le terme d’erreur. Le vecteur des variables instrumentales Z est un bon ensemble
d’instruments si et seulement s’il est exogéne au sens ot E(¢|Z) = 0 et la matrice

E(ZXT") est inversible.

Si les erreurs sur X et sur Y sont de méme ordre de grandeur, alors il est plus
pertinent d’effectuer une « régression orthogonale » ou « régression géométrique » :
pour chaque point expérimental i, I’erreur d; considérée est la distance du point a la
droite modeéle, c’est-a-dire la distance prise perpendiculairement & la droite : d’otu le

terme orthogonal.

Dans le cas ol on a deux niveaux d’observations, par exemple la région et les indi-
vidus, on ne peut plus utiliser la régression linéaire mais plutot le modéle linéaire
hiérarchique, ou modéle linéaire multiniveau, dans lequel on va permettre aux coeffi-

cients de varier ; voir par exemple Gelman & Hill [11]. Par exemple, le modéle suivant
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est un modele linéaire hiérarchique :

Yji = Boj + BrjT1ji + -+ Br Tk ji + € -

Dans le cas ot le nombre de variables explicatives est élevé (c’est-a-dire légérement
inférieur ou méme supérieur au nombre d’observations), il peut étre intéressant de
sélectionner les variables ou de contraindre les coefficients. Robert Tibshirani [28] a

développé la méthode du lasso, une méthode de contraction des coefficients.

2.2 Reégressions non linéaires

2.2.1 Quelques généralités

Une régression non linéaire consiste a ajuster un modéle de la forme Y = f,(X), ou
la fonction f, : R? — R est en général non linéaire (sinon on retombe sur le modéle
linéaire multiple ...) et a = (ay,...,a,) € R est un vecteur de paramétres. Deux
exemples de modéles non linéaires sont montrés a la Figure 2.2 et a la Figure 2.3.

A

fix)
| E——————

Jsf—/%‘\l

FIGURE 2.2 — Exemple d’une régression non linéaire avec barres d’incertitudes

Pour ajuster un tel modéle & un ensemble d’observations (Y1,Xy),..., (Yn, X,), il
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FiGURE 2.3 Exemple d'une régression non linéaire : décomposition en deux gaus-
siennes avec six paramétres

s’agit d’obtenir un estimateur de a. Une méthode consiste a minimiser la function
n
S(a) =Y Vi = faX)|l,
i=1

ol || - || est une certaine norme sur R?. Si la norme utilisée est la norme euclidienne
usuelle, on parle alors de méthode des moindres carrés. L’estimateur a est défini

comme la solution au systéme de p équations

oS
- — nie {1l ...
9a; 0, ouje{l,... p},

en autant bien entendu que ces dérivées existent. En général, il n’est pas possible de

résoudre un tel systéme de maniére analytique.

2.2.2 Algorithme de résolution de Gauss—Newton

L’algorithme de Gauss Newton, du a Carl Friedrich Gauss, est une méthode de ré-
solution des problémes de moindres carrés non linéaires. Elle peut étre vue comme
une modification de la méthode de Newton dans le cas multidimensionnel afin de
trouver le minimum d’une fonction a plusieurs variables. Cependant, cet algorithme

est spécifique a la minimisation d’une somme de fonctions au carré et présente le
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grand avantage de ne pas nécessiter les dérivées secondes, parfois complexes a calcu-
ler. Pour le décrire, soient des fonctions ry,...,r, a p < n variables. L’algorithme de

Gauss—Newton consiste & déterminer le minimum de la somme de carrés

=1

En supposant une valeur initiale ag, la méthode procéde par itérations en posant
a,.1 = a, + Aa, ol 'incrément Aa vérifie les équations normales J J. Aa = —Jr,
our = (ry,...,ry,)et J. € R"P est la matrice jacobienne des dérivées de r par rapport
a a évalué en a,. Dans les problémes d’ajustement de données, ou le but est de trouver
les paramétres a d’'un modéle Y = f,(X), les fonctions rq,...,r, correspondent aux

résidus, & savoir que r;(a) = Y; — fa(X;) pour i € {1,...,n}. On a alors, dans ce cas,

a, ] =a, — (JJJ)f1 Jlr.

2.2.3 Algorithme de résolution de Levenberg—Marquardt

L’algorithme de Levenberg-Marquardt, initialement développé par Levenberg [19] et
publié plus tard par Marquardt [21], permet d’obtenir une solution numérique au
probléme de minimisation d’une fonction non linéaire a plusieurs variables. Il re-
pose sur les méthodes sous-jacentes a I'algorithme de Gauss—Newton, ainsi que sur
lalgorithme du gradient. Plus stable que celui de Gauss—Newton, 1'algorithme de
Levenberg-Marquardt est capable d’atteindre la solution méme si la valeur initiale

est trés éloignée du minimum recherché.

Remarque 2.2. L’algorithme du gradient désigne un algorithme d’optimisation dif-
férentiable ; voir par exemple Avriel [2] pour plus de détails. Il est par conséquent
destiné a minimiser une fonction réelle différentiable définie sur un espace euclidien
(par exemple, RY | 'espace des d-uplets de nombres réels, muni d’un produit scalaire)

ou, plus généralement, sur un espace hilbertien. L’algorithme est itératif et procéde
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donc par améliorations successives.

2.3 Reégressions non paramétriques

2.3.1 Idée générale

La régression non paramétrique est une forme d’analyse de la régression dans lequel le
prédicteur, ou fonction d’estimation, ne prend pas de forme prédéterminée, mais est
construit selon les informations provenant des données. On suppose ici un modéle de
la forme Y = f(X), sauf que contrairement a la régression non linéaire, la fonction f
est totalement indéterminée. La régression non paramétrique exige par le fait méme
des tailles d’échantillons élevées car les données doivent fournir de I'information non
pas sur la valeur de paramétres, mais sur la structure compléte de la fonction f; pour

de plus amples détails, voir Ahamada & Flachaire [1].

2.3.2 Modéle de régression additif

Le modéle additif consiste & supposer que f(x) = ag + fi(x1) + -+ + fp(xp), ce qui
permet de simplifier la probléme a l'estimation de p fonctions & une seule variable.
En général, on suppose que fi,..., f, sont dérivables. Il existe plusieurs variantes
a ce modéle. Par exemple, on peut supposer que certaines fonctions sont linéaires,
c’est-a-dire que f; = a;jx; pour certains j € {1,...p}. Une autre possibilité consiste
a introduire des termes d’interaction faisant intervenir des fonctions & deux variables

de la forme f;;(z;,z;) pour certains j,j € {1,...,p}.
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2.3.3 Régression locale

La régression locale consiste a faire de la régression par parties : on partitionne d’abord
I'espace des variables explicatives et on effectue une régression locale sur chaque élé-
ment de la partition. Bien que la régression au sein méme d’une zone puisse étre
paramétrique, la méthode est considérée comme non paramétrique. On fait ainsi fré-

quemment de la régression locale polynomiale ou de la régression locale par spline.

2.3.4 Estimation par noyau

La méthode de I'estimation par noyau consiste a considérer une fonction I : RP — R

qui est symétrique et semi-définie positive de telle sorte que
f0) =Y ak(x—xp),
k

ou X7, ..., X, sont des points de 'espace des variables explicatives. Contrairement a la
régression locale, la fonction IC est définie sur tout ’espace des variables explicatives.

Des choix typiques pour K sont les formes linéaires, polynomiales et gaussiennes.

2.4 Conclusion du Chapitre 2

Ce chapitre a rappelé quelques notions standards concernant la régression d’une va-
riable Y sur un ensemble de variables explicatives Xi,..., X,;. Parmi celles-ci, on
retrouve bien entendu la régression linéaire, mais aussi des méthodes plus générales et
plus flexibles, comme les régressions non linéaires et non-paramétriques. Le chapitre
suivant propose une approche encore plus générale en construisant des courbes de

régression a ’aide de modéles de copules.



CHAPITRE 3

REGRESSION A BASE DE COPULES

3.1 Mise en situation

Soit un vecteur aléatoire X = (Xj,..., X ) constitué de variables explicatives, de
méme qu’une variable aléatoire Y qui agit a titre de variable dépendante. L objectif

de ce chapitre est de construire un modéle pour la régression de Y sur X, a savoir
m(x) =E(Y|X =x).

Si on suppose que la loi conjointe de (Y, X) est normale, alors m(x) s’écrit sous la
forme du modéle de régression multiple a d variables explicatives. On peut toutefois

opérer de fagon plus générale en supposant que la loi de (Y, X) est fyx, de sorte que

m(x) = /[Ryfwx(y\X) dy = f%(x)/myfy,x(y,X) dy (3.1)

On verra comment la notion de copule d’une loi de probabilité multidimensionnelle
peut étre exploitée afin de construire des modéles extrémement flexibles pour la fonc-
tion de régression m(x). Avant de procéder formellement, la prochaine section rappel

les principales définitions et propriétés de base relatives aux copules.
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3.2 Copules : quelques rappels utiles

Dans les domaines des probabilités et de la statistique, les copules fournissent des outils
statistiques qui permettent de caractériser la dépendance entre plusieurs variables
aléatoires. Le terme « copule »a été introduit par le mathématicien américain Abe
Sklar dans son désormais célébre article Sklar [27] paru en 1959 et intitulé « Fonctions
de répartition a n dimensions et leurs marges ». A la base, « copule »provient du latin

« copulo »qui signifie « lier ensemble, attacher ».

3.2.1 Définition mathématique d’une copule

Soit u = (uy,...,uq), un vecteur dans le carré unitaire d-dimensionnel [0, 1]¢. Une
fonction C : [0,1]¢ — [0,1], ot d > 2, sera appelée une copule si elle satisfait les trois
propriétés suivantes :
(C1) C(u) = 0simin(uy,...,uq) = 0, ’est-a-dire si au moins une des composantes
de u est nulle;
(Cy) Si toutes les composantes de u sont 1, sauf la j-éme composante (qui vaut
alors u;), on a C(u) = u;;
(C3) La fonction C' posséde la propriété de d-croissanse, & savoir que sa mesure

sur n’importe quel hyper-rectangle de [0, 1]? est non-négative.

Dans le cas d = 2, la propriété C; implique que C(0,u) = C(u,0) = 0, alors que Cy
entraine C'(1,u) = C(u, 1) = u pour tout u € [0,1]. Enfin, la propriété Cs assure que

pour n’importe quels vy < uj € [0,1] et uy < uh € [0,1],

C(ullﬁ U/Q) - C(U’/17u2) - C(UDUIQ) + C(uh u2) Z 0
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3.2.2 Relation entre une fonction de répartition et une copule

Le théoréme suivant est la base de ’application des copules pour modéliser les distri-

butions de vecteurs aléatoires en statistique.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Sklar, 1959). Si F' est une fonction de répartition de
dimension d > 2 dont les lois marginales sont Fy, ..., Fy, alors il existe une copule

C :[0,1]% = [0,1] telle que

F(as,...,20) = C{FRi(w1), .., Fawa)} (3.2)
Si Fy, ..., Fy sont continues, alors C dans la représentation (3.2) est unique.
Supposons que (Xi,...,X,y) suit une loi F' de marges continues F7,..., F;. Alors

I'unique copule de F' correspond a la fonction de répartition du vecteur aléatoire
(U, ..., Uy) = (F1(Xq),. .., Fa(Xa)) .
En effet, si Fj_1 est 'inverse de la fonction de répartition F}, alors

[P(Ul S ul,...,Ud S Ud) = [P{Fl(X1> S ula---de(Xd> S Ud}

= P{Xi <F'(w),....Xa < F;'(ua)}
Ensuite, d’aprés I’Equation (3.2) du Théoréme 3.1, on déduit que
P(U <wuyy...,Ug<wug) = C’{F1 oFfl(ul),...,FdoFd_l(ud)} =C(uy,...,uq),
ou f o g dénote la composition d’'une fonction par une autre, c’est-a-dire que

foglx)=f{g(x)}.
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3.2.3 Extraction d’une copule

Le Théoréme 3.1 da a Sklar |27] établit qu’une loi F' de marges F1,. .., Fy; continues
et de copule C' admet la représentation unique H(x) = C{Fi(x1),..., Fy(zq)}. En
posant, dans cette expression, u; = F;(z;) pour chaque j € {1,...,d}, cette équation

s’écrit de fagon équivalente
Clu) = F{F " (w),...,F; " (ua)} . (3.3)

Il s’agit de la recette pour extraire I'unique copule d'une loi d-dimensionnelle continue.

3.2.4 Densité d’une copule

Puisqu’une copule est une fonction de répartition, sa densité, si elle existe, est sim-

plement définie par

En partant de la formule (3.3) pour l'extraction d’une copule, on a

9 ~1 ~1
c(u) = mF{F1 (u1), ..., F (ud)}

<0
= f{Fl_l(ul)v‘"7Fd_1(ud)}Ha_qu1j—1(uj)
d
= f{Ffl(m),-'-,FJI(Ud)}/HfjOFj_l(uj),

ou f est la densité de F' et f1,..., f; sont les densités marginales.
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3.2.5 Propriété d’invariance des copules

Soit un vecteur aléatoire continu X = (X7,..., Xy) dont les marges sont Fi,..., Fy
et la copule est C. Cette copule est invariante sous des transformations monotones
croissantes. Autrement dit, la copule des variables aléatoires transformées X Tyoons ,)N(d,
ol )?j = 7,(X;) pour chaque j € {1,...,d} et oil K1, ...,Kq : R — R sont des fonctions
monotones croissantes, est la méme que celle de X. D’une part, par un calcul direct,

la fonction de répartition de ()Z'l, . ,Xd) s’écrit

F(z1,...,2q) = P{ri(Xy) <x1,...,ka(Xq) <24}
= [P{X1 §/€f1(x1),...,Xd§/€;1(xd)}

= F{si'(@),. .. 57" ()}

= C {FI o I{l_l(l’l), ceey Fd o I{;l(l’d)} .
D’autre part, par un calcul similaire, on établit que la loi marginale de X ; est
Fi(z;) = P{r;(X;) < 2} = Fj o Ky ().

On peut donc déduire que F(z1, ..., xq) = C{Fi(x1), ..., Fy(z4)}. Par conséquent, on

voit bien que la copule Fest C.

3.2.6 Copule de survie

Supposons maintenant des fonctions xq,...,kq : R — R monotones décroissantes et,

a nouveau, les variables aléatoires transformées Xi,..., Xy, ou X; = ~,(X;) pour
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chaque j € {1,...,d}. D’autres part on a F'(x) = P(X > x). De 13,

F(z1,...,2q) = P{ri(Xy) <x1,...,ka(Xq) <24}
= P{X1 >k (z1),..., Xqg > k7' (za)}

= Flut(x1),.. .05 (za)}

= C*{Fok{"(21),....Fyor; (za)} .

La copule de X dans ce cas s’appelle la copule de survie de C'; elle est notée C*. Les

marges de F sont Fiow(t, ..., Fyo Kigl avec Fj = 1— F}, la copule de survie satisfait

F(zy,...,xq) = C* {Fi(z1),..., Fa(za) } .

3.2.7 Indépendance & dépendance positive parfaite

Si des variables aléatoires X, ..., Xy sont indépendantes, alors
F(zy,...,xq) = Fi(x1) X -+ X Fy(zq) .

Dans ce cas, une application directe de la formule (3.3) permet de déduire que la

copule associée a I'indépendance entre d variables est II(u) = uy X -+ X ug.

Soient des fonctions monotones croissantes ki,..., kg €t une certaine variable aléa-
toire continue W de la loi Fy,. On dit que les variables X, ..., X sont parfaitement
dépendantes positivement si X, = r,(W). Comme la loi de X, est Fyy ok, ", la copule

est la loi jointe de U = (Uy, ..., Uy), ou

Ug = FW o) I{E_I(Xg) = Fw(W) .
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Puisque V = Fy (W) ~ U[0, 1], on a directement

P(Ugu):[P(Vgul,...,Vgud):[P(Vg min uj>: min _ u;.

77777

3.3 Reégression par copules

3.3.1 Contexte

Supposons que la fonction de répartition de Y est Fj, et que les fonctions de répartition
de Xi,..., X, sont respectivement Fi,...,F;. On notera par la méme occasion la
densité de Y par fy et celles de Xy, ..., Xy par fi,..., fs. Pour x = (21,...,24) € RY,
on notera également F(x) = (Fi(x1),..., Fy(xy) comme le vecteur des fonctions de
répartitions marginales de Xy, ..., Xy évaluées respectivement aux points x1, ..., z4.
D’aprés le Théoréme de Sklar [27], la fonction de répartition conjointe de (Y, X)

évaluée en (y,x) peut étre exprimée par

FY»X(va) = C{Fo(y)vF(X)}’ (34)

ou C est la copule de (Y, X). En particulier, la fonction de répartition du vecteur

X = (Xy,...,X,) des covariables s’écrit Fx(x) = Cx {F(x)}, ou Cx(u) = C(1,u).

3.3.2 Une expression pour la densité conditionnelle

Dans le contexte décrit a la sous-section 3.3.1, Noh et coll. [22] ont étudié une nouvelle

approche pour estimer une fonction de régression basée sur les copules. Celle-ci consiste
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a écrire la fonction de régression en termes de la copule et des distributions marginales.

Pour la décrire, soient d’abord

ad+ 1

B aanul-..audC(uoaul,...7ud>7

c(ug, u)

la densité de la copule C', de méme que cx, la densité de Cx. En dérivant I’expression de
Fyx a 'Equation (3.4) par rapport & y, 7y, ..., 74, on obtient que la densité conjointe

de (Y, X) s’exprime par

frx(y,x) = c{Fo(y), F(x)} fo(y) fi(x1) x -+ X fa(za).

Par le méme raisonnement, la densité de X peut s’écrire

fx(x) = ex {F(x)} fiz1) > -+ X fa(2a).

La densité conditionnelle de Y étant donné X = x peut alors s’exprimer par

frx(y,x)
fY‘X@’X) Jx(x)
c{Fo(y), F(x)} fo(y) fi(w1) x - X fa(wq)
ex {F(x)} fi(z1) x -+ x fa(wa)
c{Fo(y), F(x)} foly)

ex {F(x)}

3.3.3 L’équation d’une régression par copules

En partant de I’équation (3.1), la moyenne de Y étant donné que X = x peut donc

s’écrire sous la forme

[ c{R).Fx)
m(x) = / y A an ). (3.5)
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En effectuant le changement de variable ug = Fy(y), alors duy = fo(y)dy et y =

Fy (ug). On a alors la formulation alternative

c{uo, F(x)}
ex {F(x)}

dUO .

mix) = | (o)

Enfin, si on suppose que toutes les marges sont uniformes sur [0, 1], ¢’est-a-dire que

Fy(a) = Fy(a) = - -+ = Fy(a) = a, alors pour u = (uy,...,uq) € [0, 1]¢,
m(u) :/0 uocgz—(zill)l)duo.

3.3.4 Cas d’une seule variable explicative

Dans le cas d’une seule variable explicative X, c’est-a-dire lorsque d = 1, alors

cx, {Fi(z)} = 1. L’équation (3.5) se simplifie alors &

m(x1) = E(Y|X; =2,) = Ayc{Fo(y)aF1($1)}fo(y) dy.

Dans la situation ou les marges de Y et de X; sont uniformes sur [0, 1], alors

m(ul):/o ug ¢ (g, uq) dug. (3.6)

3.4 Estimation semi-paramétrique

Supposons un échantillon de n observations d’une variable dépendante X et d’un vec-
teur de variables explicatives Y, a savoir (Y7, X;), ..., (¥, X,,), 00 X; = (X1, ..., Xip)-
On suppose que ces vecteurs aléatoires de dimension p + 1 proviennent d’une distri-
bution conjointe F' dont les marges sont Fy et F = (Fi,...,F,), respectivement.

L’estimation non paramétrique des courbes de régression va s’appuyer sur des estima-



3. REGRESSION A BASE DE COPULES 24

tions entiérement non-paramértiques de Fj et de F. D’une part, F{y sera estimée par

la fonction de répartition empirique
1 n
= Y I <y).
i=1
D’autre part, pour chaque j € {1,...,n}, F; sera estimée via

ZIX < z)

Pour une raison qui apparaitra plus claire lors de la decription des estimateurs des

courbes de régression, on emploiera plutot des versions légérement re-standardisées

de Fyp et de [, ..., [,,, & savoir
~ 1 n ~
F, = I(Y; < t F(zr) = I(X;; <
o(y) n+1; (Yi<y) et Fy n+1z z)

L’objectif ici est d’estimer la courbe de régression exprimée par 'Equation (3.5), a

[ elR), F)
)= [ SRy )

On suppose dans la suite que la copule C de la population est connue et admet une

savoir

densité c. En posant F,, = (Fj,1,..., F,;), une version empirique de m est alors

m) = [ - SEAL

Puisque dFyo(y) accorde un poids de 1/(n+1) & y = Y; pour chaque i € {1,...,n},

et s’annule ailleurs, on a I'expression équivalente

m,(x) = ] 2 Y; cx {f‘n(X)}
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Dans le cas d’une seule variable explicative, c’est-a-dire lorsque p = 1, on a

mn(z) = — iy e{ Fuo(¥). Ful2) }.

n+1 —

Ici, D'utilisation de ﬁno,f‘n au lieu de F), F),, est pour éviter d’évaluer la densité
d’une copule & une composante égale a 1, ce dernier cas de figure pouvant causer
des problémes numériques. On note enfin que les valeurs de ﬁng(}/i), - ,fno(Yn) sont
directement liées aux rangs des observations Yy, ..., Y,. En effet, si Ry; dénote le rang
de Y; parmi Y7,...,Y,, alors

~ 1

Ry,
Fro(Y3) = n+1

n+1"

D 1Y <Y =
j=1

On pourrait donc tout aussi bien écrire

En annexe, quelques détails sont donnés concernant la convergence de I’estimateur m,,.
Notamment, il est montré que m,,(z) est asymptotiquement sans biais pour m(z). La

normalité asymptotique de \/n{m,(x) — m(z)} est également discutée.

3.5 Conclusion du Chapitre 3

Dans ce chapitre, un modéle général de régression par copule a été présenté. Cette
stratégie est extrémement porteuse, dans la mesure qu’elle permet de controler la
structure de dépendance des variables exogénes vis-a-vis la variable dépendante a
I’aide d’une copule, et de laisser les marges arbitraires. La question de l'estimation

des paramétres dans de tels modéles a aussi été abordée.



CHAPITRE 4

EXEMPLES AVEC DES COPULES POPULAIRES

4.1 Copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern

La copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) est donnée par
C(uy, uz) = urug + Quqgus(1 — uy) (1 — ug),
ot |#] < 1. Sa densité est donc donnée par
c(ur,ug) = 14 0(1 — 2uy) (1 — 2uy).
Comme cas particulier de ’'Equation (3.6), on a alors

m(uy) = /0 up {1+ 0(1 — 2uy ) (1 — 2uyp) } dug

1 1
_ / uodu0+9(1—2ul)/ (1o — ug) dug
0 0

1 ¢
= S-s(—2uw).

N}

Le cas ou € = 0 correspond a la copule d’indépendance. Il est donc normal d’obtenir

m(uy) = 1/2 dans cette situation, car il s’agit de la moyenne d’une loi uniforme sur
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(0,1). Par contre, la copule FGM a la particularité de fournir m(1/2) = 1/2, et ce

pour n’importe quelle valeur de # € [—1,1]. On remarque enfin que

1 0

4.2 Copules Archimédiennes

4.2.1 Formulation générale

On dit qu’une copule multidimensionnelle appartient & la famille Archimédienne si

elle peut s’écrire sous la forme

Cy(u) =W {Z ¢(uj)} ,

ou ¢ :[0,1] — [0,00) s’appelle le générateur et ¥ = ¢~'. Le générateur doit satisfaire
(1) = 0 et (—1)¢4(t) > 0 pour tout £ € {1,...,d}. Cette classe de copules a été

introduite par Genest & Mackay [13]. Dans le cas d = 2, la densité de Cy s’écrit

co(ur,uz) = V' {p(u1) + ¢(uz)} ¢ (u1)d (uz).

Ainsi, comme cas particulier de 'Equation (3.6),

m(uy) = / o U {(u11) + b(uo)} & (111)@ (o).

En effectuant le changement de variable s = ¢(u;) + ¢(ug), on obtient

P(u1)
miun) = [0 (s 0w} W(5) ¢/ (us) s (4.1

[e.9]

Quelques cas particuliers de copules Archimédiennes sont traités dans la suite.
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4.2.2 Copule de Clayton

La copule de s’extrait d'un modéle initialement étudié par Clayton |6]. Le générateur
de cette copule est défini pour § > 0 par ¢g(t) = (% —1)/6. On montre alors que
cette copule s’écrit
J ~1/6
Co(u) = (Zuje—d—i- 1> .
j=1

Quelques calculs directs permettent de montrer que

U(s)=—(0s+1)"5" et U'(s)=(0+1)(0s+1)" 52

D=

U(s) = (0s +1)77,

Comme cas particulier de "'Equation (4.1),

#(u1)

m(uy) = (0 + 1)/ (0s —ui?) "

[e.9]

S

(0s + 1)_%_2 ds.

4.2.3 Copule de Gumbel

La copule de Gumbel [16] telle qu’extraite du modéle bidimensionnel logistique consi-
déré par Gumbel et Hougaard est générée par ¢q(t) = [Int|"/=% on 0 € [0,1]. La

copule de Gumbel est donc de la forme

4 1-0
Cy(u) =expq — (Z!ln uj\l/(19)>

J=1

Genest & Rivest [14] ont montré qu’elle posséde 'unique particularité d’appartenir &
la fois aux familles Archimédienne et & valeurs extrémes. Pour utiliser 'Equation (4.1)
de la fonction de régression des copules archimédiennes dans le cas de la copule de

Gumbel, on note que U(s) = exp(s'?), U (s) = (1 —0) s P exp(s'?) et

U'(s)=(1-0){(1—0)s> —0s " }exp(s'"?).
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La fonction de régression de la copule de Gumbel peut alors s’écrire

m(uy) = (1—20) /¢(u1) exp { <5 - ln(u1)1—19>1_0} {(1=0)s —0s %"} exp(s'?)ds

o0

= (1-0) /m) {(1-0)s7" =05 "}exp {51—9 + (s — 1n(u1)1le)19} ds

o0

4.2.4 Copule de Frank

La copule de Frank [10] a été initialement étudiée par Genest [12]. Son générateur est

do(t) =In(1 —e7?) — In(1 — e7?). Ainsi,

et
ef(1 — e %)
O(es —e 0 —1)2

\D//(S) —

La fonction de régression induite par la copule de Frank est donc

m(ur) = /(b(m)—%ln{l— (e~ 17 } el — ™) ds

~ es(l—e ) f f(es —e 0 —1)2

#(u1) s(p—0 _ -0 1\2
_i/ el -1 fy (=D .
02 (es —e 0 —1)2 es(1 — e~0ur)

[e.9]
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4.3 Copules elliptiques

4.3.1 Lois et copules elliptiques multidimensionnelles

Un vecteur aléatoire X € R? est de distribution elliptique si et seulement si il admet la
représentation stochastique X = g+ RAU, ot u € R? est le vecteur des moyennes,
U est un vecteur aléatoire uniformément distribué sur la sphére unitaire de RY, R
est une variable aléatoire positive et indépendante de U et A € R¥? est telle que

> = AA" est non singuliére. La densité d’une distribution elliptique est de la forme

Fx) =2 g{(x—p) = (x—p)},

ou g : R™ — R est une fonction génératrice de densité. Une copule elliptique est tout

simplement la fonction de dépendance que 1'on extrait d’une loi elliptique.

4.3.2 Copule Normale

Puisque la loi Normale multidimensionnelle fait partie des lois elliptiques, la copule
Normale est une copule elliptique. Ainsi, si ®y est la fonction de répartition de la loi
Normale d-dimensionnelle de moyennes nulles et dont la matrice de corrélation est X,

alors la copule Normale s’exprime explicitement via
Cs(ug,...,uq) = Py {(P_l(ul), . ,(I>_1(ud)} )

Dans cette derniére expression, ®! est I'inverse de la fonction de répartition de la loi

Normale standard. En particulier, la copule Normale bivariée s’exprime sous la forme

O (ug) o (wr)
C,(u, uz) = / / 6,(z,y) de dy,
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ol pour p € [—1,1] qui correspond au coefficient de corrélation de Pearson,

Byl y) = — xp{‘@g +y* — 2pry) }

N 2w/ 1 — p? ¢ 2(1 — p?)
La densité associée a C, est alors
colun,ug) = ¢, {07 (ur), @M ug)} (07 (wr)) (@7 (ug))’
= Gp{® (1), @ N(ua)}/ o {P  (ur) } o {P " (ua) }.

Cette densité est montrée a la Figure 4.1 dans le cas p = 0, 75.

FIGURE 4.1 — Densité de la copule normale bivariée lorsque p = 0,75
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A noter maintenant que

Poley) = mexp{_ T
e

On obtient alors

colur,ug) = ¢, {®7( Y(uy) /¢{‘I) u1}¢{<b us) }

— o, {7 { (“”} / o {0 )} 6 {0 ()

Comme cas particulier de I’'Equation (3.6),

[ (o) = p @) |
o) = ¢{(I>1(u0)}¢{ Vi-? }dO'

Bien évidemment, lorsque p = 0 on retrouve m(u;) = 1/2.

4.3.3 Copule de Student

La copule de Student est la fonction de dépendance associée a la loi de Student. Ainsi,
si Ty, , est la fonction de répartition de la loi de Student a v degrés de liberté dont la

matrice de corrélation est Y € R?™*?, alors la copule de Student s’écrit implicitement

0271,(11) = TE,V {Ty_l(ul), Ce ,Ty_l(ud)} s
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ot T}, est la fonction de répartition de la loi de Student univariée a v degrés de liberté.

La densité associée a Cy,, est alors

d

eso(0) = tu, T, (w), o T (wa) } [T (T (up)

J=1

d
= tZ,V{Tz/_l(ul)a"'aTu_l(ud)} HtV{Tl’_l(uj)}’

ou ty, est la densité de Student, c’est-a-dire

v+d

RGO I WP
15009 = Ty o (1575 F)

A noter que lorsque d = 1, on retrouve la densité de Student univariée, & savoir

l/+1)

Dans le cas d = 2,

1 (1 a:%—?p:vlmqum%)_(;H)

to(T1,20) =
ot = A=

En posant a; = T, (uy) et ay = T, (uz), on a donc

V+1)

a? —2paq as + a2 (3
ot ) =Ko (1 S22

e e
%~ {ri} 7

Comme cas particulier de ’Equation (3.6), on a alors

ou

mlur) = K (1+ ﬂ)_( o) /01 s (1 L a _Viqa_l Z§2+ a%>_(g+1> (1+ @)_( ) du,,
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4.4 Régression avec des copules pseudo-linéaires

4.4.1 Définition des modéles pseudo-linéaires

Soient les variables aléatoires X7, ..., Xy dont les fonctions de répartition sont respec-
tivement FY, ..., Fy, de méme qu’'une variable dépendante Y dont la fonction de répar-
tition est Fp. On dit que le vecteur des variables explicatives X = (X7, ..., X ) est relié
a Y par un modéle pseudo-linéaire s’il existe des fonctions fy, fi,..., fs : R — R stric-

tement croissantes telles que pour Y = fo(Y), X = (f1(X1),..., fa(Xa)) et E(e) =0,
Y =XB+e (4.2)
Si on rameéne le tout dans 1’échelle de mesure de Y, on a la courbe de régression

m™(x) = fi ! (X8).

4.4.2 Reégression pseudo-linéaire Normale

Supposons que la copule de (Y, X) est Normale avec une matrice de corrélation

1 oyx
EY,X = T 5
Oyx XXX
ol ¥xx est la matrice de corrélation de X et oyx = (corr(Y, X3),..., corr(Y, Xy)).

Puisque les marges de (Y, X) sont (Fo, Fi, ..., Fy), on sait que la distribution de

(V, U) = (FO(Y)>F1(X1)7 cee Fd<Xd>>
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est la copule Normale de matrice de corrélation Xy x. Par conséquent, le vecteur
(V.X) = (@ {BM)}, e {A(X)},... 07 {Fu(X)})

est distribué selon la loi Normale & d + 1 dimensions dont la matrice des variances-
covariances est Xy x. Par un résultat classique sur les lois conditionnelles Normale, la

loi de Y sachant X = X est N(1y %, 05 %)> Ol

2 _
Y|X

_Fy-1 T 2 _1_ -1 ;T
figix = X Uxx Oyx et oyx = 1 Oyx XxxTyx-

Pour £ ~ N(0,1), on a donc la représentation stochastique Y =X Yxx Oyx + €. Par
conséquent, la copule Normale induit un modéle pseudo-linéaire de la forme (4.2), ot

fi(x) = ®~H{F;(x)} pour j € {0,1,...,d}. En posant 3 = Xxx oy, on a donc
m"H(x) = F ' {® (XB)}

oux = (D YF (x1)},..., 2 {Fy(xg)} ). Dans le cas d’une seule variable explicative,

Yxx = 1 et oyx = p pour un certain p € (—1,1). Donc, la courbe de régression est

m*(z) = Fy! {(I> (p @_I{Fl(x)})} )

Dans le cas de marges de loi uniforme sur [0, 1], ¢’est-a-dire que Fy(a) = Fi(a) =--- =

Fy(a) = a,alors pour u € [0,1]4, onamPX(u) = @ (xB), 01X = (&~ H(uy),..., P (ug)).

4.4.3 Régression pseudo-linéaire Elliptique

La régression pseudo-linéaire basée sur la copule Normale peut se généraliser a toute
loi elliptique. Supposons donc que le vecteur (Y, X) est distribué selon une distribution
elliptique caractérisée par la fonction g : RT — R et une matrice de corrélation de la

forme Yy x. On peut supposer sans perte de généralité que les moyennes sont nulles
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et les variances sont unitaires. On sait qu’alors, il existe 3 € R? tel que
EY|X =x)=x0.

On peut donc procéder de la méme facon que pour la copule Normale en posant
fi(x) = G7Y{F;(x)} pour chaque j € {0,1,...,d}, ou G est la loi marginale de
la loi elliptique générée par g. On peut donc imaginer des modéles de régression
pseudo-linéaires basés sur les copules de Student, Laplace et Pearson de type II. On
retrouve des détails sur la fagon d’estimer les paramétres dans les régressions par

copules pseudo-linéaires a I’Annexe B.

4.5 Conclusion du Chapitre 4

Ce chapitre a développé des formes explicites pour les courbes de régression de co-
pules induites par plusieurs familles populaires, incluant les copules de Farlie—-(Gumbel—
Morgenstern, les copules Archimédiennes (Clayton, Gumbel, Frank) et les copules el-
liptiques (Normal, Student). Une fagon alternative de faire de la régression de copules

dans la classe des modeles elliptiques a également été décrite.



CHAPITRE 5

COPULES QUI INDUISENT UNE REGRESSION
NON-MONOTONE

5.1 Failles de la régression par copules

5.1.1 Mauvaise spécification de la copule

La connaissance de la vraie famille de copule conduit a un bon fonctionnement de
I'estimateur choisi. Par ailleurs, il y a une indisponibilité de ces informations et la
sélection de la forme de la copule se fait a I'aide des données. 11 est donc possible que
la mauvaise famille de copules soit sélectionnée et 'utilisation d’un modéle de copule

mal spécifié conduira & un estimateur incohérent de m(x).

Supposons que {cy; 0 € ©} est une famille paramétrique de densités de copules. Dire
que la famille de copules est bien spécifiée signifie qu’il existe 6y € © tel que ¢y,
coincide avec la densité ¢ de la vraie copule sous-jacente aux observations de (Y, X).
Par contre, dans un modéle mal spécifié, un tel 6y peut ne pas exister. Cependant,

méme dans une telle situation, le pseudo-vrai paramétre 6* peut se définir la valeur
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minimale dans © du critére d’information de Kullback—Leibler, c¢’est-a-dire

1(6) = I (L0 400, ).
o\ co(tig, )

Le comportement asymptotique de m sous un modéle de copule mal spécifié est décrit

au Théoréme A.1 de ’Annexe A.

5.1.2 Liens non-monotones

Il a été remarqué par Dette et coll. [7] que toutes les familles de copules paramétriques
couramment utilisées produisent nécessairement une fonction de régression m(x) qui
est monotone selon le vecteur des variables explicatives X. Dans le cas ou le phéno-
méne observé produit des relations non-monotones entre les différentes variables, les

régressions basées sur ces copules s’avérent totalement inadéquates.

5.2 Solution : usage de la copule Khi-deux

5.2.1 Description de la famille des copules Khi-deux

Soit un vecteur aléatoire Z = (Z1,...,Z) de loi Normale de moyennes nulles, de
variances unitaires, et de matrice de corrélation ¥ € R?*?. La copule Khi-deux de
paramétre de non-centralité a = (ay,...,ay) € R? est définie comme la structure de

dépendance extraite de la loi de

X = ((Zl + (Zl)Q, ceey (Zd + ad)Q) .
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Ce modele de copules a d’abord été proposé par Bardossy [3], alors que ses propriétés
ont été étudiées par Quessy et coll. [24]. Un de ces résultats est que 'on retrouve la
copule normale lorsque a; — oo pour tout j € {1,...,d}. Par conséquent, la famille

Khi-deux généralise la classe des copules Normales.

Dans le cas bivarié, Quessy et coll. [24] montre qu’une expression pour la copule

Khi-deux est

C;falm (u1,ug) = Z €162 Py {ha, (€111), hay (€2u2) }

€1,e2€{—1,1}

ot @, est la fonction de répartition de la loi Normale bivariée de corrélation p et pour

Guo(z) = P(Vr —a) + P(\/r +a) — 1,
ha(u) = signe(u)/ G (|ul) — a.

Une expression alternative de la copule Khi-deux en fonction de la copule Normale
C’E a également été proposée par Quessy et coll. [24]. Spécifiquement, pour Ea(u) =

O{hy(u)}, on a

Ol ue) = Y @O {ha (), huy(ew) |

e1,e26{—1,1}

De la, on déduit que la densité de la copule Khi-deux peut étre exprimée par

o) = D B () B, (eauz) & {Ray (1), hug(eauz) |

€1,e2€{—1,1}

ou

T o ¢{ha(u)}
M) = Sota)} + o{ha(—0)}
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5.2.2 Deux cas particuliers d’intérét

Dans la suite, on s’intéressera aux cas particuliers
X — 13 X X — X
Cyo = lim ¢ et ¢y = ¢,

a,a
ag—00 p,a,a2

On peut montrer que
X (U1, uz) = E;(uz) cg {ul,za(ug)} +Efl(—uQ) cf {ul,}za(—uz)} )

De la, on déduit que

5.2.3 Courbes de régression induites par la copule Khi-deux

La fonction de régression de la copule de Khi-deux bivariée peut étre construite en

utilisant 'Equation (3.6). On obtient alors, pour X 4> 12 courbe de régression non-

monotone

Mypa(Ur) = /01 U [ﬁ;(m) ) {Uq,%a(UQ)} + B (—uy) e {ul,ﬁa(—m)}] dus.

En particulier, avec m, = m,, on a
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5.2.4 Adaptation & la copule de Fisher

La copule de Fisher est une extension a la Khi-deux proposée et étudiée par Favre et
coll. [9]. Tl s’agit de considérer que X = (X7,..., Xy) est de loi de Student a v degré
de liberté. A I'instar de la copule de Khi-deux, la copule de Fisher est la dépendance
extraite de Y = (X7,..., X7) . Cette copule s’exprime en fonction de CY, ,, la copule

de Student & v degrés de liberté et de matrice de corrélation X

d
1+ e6u 1+ equ
Cg,u(u) = Z <H€f> CCXZ;V ( 21 1,. R, 2d d)

ee{—1,+1}¢ \L=1

Pour d = 2, on retrouve la copule de Fisher bivariée C’fl, associée a la copule de

Student bivariée de corrélation p a v degré de liberté, a savoir

1+U1 1-'-’&0 1+U1 1—UO
F _ T T
Cpﬂ/(ulﬂ UO) - CpJ/ ( 2 ) 2 ) - Cp7y ( 2 I 2 )

1—u1 1+UO 1—U1 1_U0
-cr cr
p,u( 9 ) 9 >+ p,y( 9 ) 2

La densité de la copule de Fisher bivariée peut étre obtenue a partir de la densité de

la copule de Student bivariée en différenciant C’g s

1 14+u; 14w 14w 1—ug
F _ T T
Cpal’(ul’u0> - Z{CP,V ( 2 ’ 2 ) + CP,V ( 2 ’ 2

l—u; 14w l—u; 1—u
T 1 27T %0 T 1 0
rd () v (1))

La fonction de régression de la copule de Fisher bivariée peut étre construite en uti-

ce qui améne

lisant ’Equation (3.6), ce qui améne

1 [t L4+u; 1+ ug 14+u 11—
F _ T T
mp,v(ul) - Z /0 UO{CP,V < 2 ’ 2 + CP:I/ ) 2

2
1—wu; 14w 1—wu; 1—u
+c£l,< 5 1, 5 O>+C£V< 5 1, 5 0) }duo.
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5.2.5 Généralisation aux copules Squared

On considére un vecteur X = (Xi,...,Xy) dont les marges Fi,..., Fy sont symé-
triques en 0. La copule squared associée a X est donc la structure de dépendance de
Y = (X2,...,X2). Un attribut intéressant de la copule squared C est quelle dépend
uniquement de la copule C' de X. En effet , il a été montré par Quessy & Durocher

[23]| que la copule squared peut étre donnée par
d 1+ e6u 1+ equ
C(u) = B et
w3 (Tle)e (Mt
ce{—-1,+1}¢ \&=1

Cette expression est indépendante des marges initiales Fi,..., Fy. La forme de la

copule squared bivariée devient

~ B 14+u; 1+ u 14+u; 1—ug
C(Ul,UO) = C( 5 y 9 ) C( 9 9 D) )

].-Ul 1+UQ 1—u1 1—U0
-C C .
(5 5) e (5 5)

Apres différenciation, on obtient la densité de la copule squared bivariée
~< ) 1 1+U1 1+UO 4 1+U1 1—’LL0
c(u,ug) = —=<c¢ c
1, U0 4 9 3 9 2 ) 92
].-Ul 1+U0 ]_—Ul 1—U0
() e () )
Comme cas particulier de ’'Equation (3.6), on obtient
(ur) 1/1 14+u 1+ N T4+u 11—
m(uy) = = [ wupsc c
! 1), 2 72 2 2
1—U1 1+U0 1—U1 1—U0
duy.
(S ) e () o
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5.3 Illustrations sur des données simulées

Dette et coll. [7] ont étudié les types de dépendance de régression qui peuvent étre
obtenus a partir de familles de copules utilisées. Il stipulent que les caractéristiques non
monotones de la fonction de régression ne peuvent pas étre reproduites par I’estimation
de régression basée sur la copule. Nous allons montrer que ces données peuvent étre
correctement modélisées, mais en autant qu’une copule qui permet la non-monotonie

soit, employée.

5.3.1 Modélisation de liens monotones

La premiére illustration concerne des paires de points simulées selon un modéle qui
induit de la dépendance monotone. Les n = 200 paires de points sur les graphiques
de gauche de la Figure 5.1 ont été générées a partir d’'une distribution bivariée dont
la copule est Clayton avec 7¢ = 0,7 et o les marges sont respectivement N(250,2) et
N(100, 5). Les graphiques & gauche proviennent d’une loi dont la copule est Gumbel

et les marges sont Exponentielles de moyennes respectives A\x = 1 et Ay = 10.

Sans surprise, on constate que pour les données provenant d’une copule de Clayton, la
relation entre Y et X est mieux modélisée lorsque le modéle sous-jacent est supposé
Clayton (voir le graphique en haut & gauche); les courbes basées sur les copules
Normale et Student reproduisent correctement cette relation au centre du nuage de

points, mais divergent énormément des paires de points pour des valeurs plus extrémes.

L’expérience présentée dans les graphiques a droite de la Figure 5.1 représente un
N s1s . P s 3 N . )

cas ou les copules utilisées sont mal spécifiées, c’est-a-dire qu’elles ne correspondent

pas au processus qui a généré les données. Néanmoins, cette mauvaise spécification

n’empéche pas les courbes basées sur les copules Normale et Student de trés bien
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FIGURE 5.1 — De haut en bas : courbes de régression estimées basées sur les copules
Clayton, Normale et Student. A gauche : n = 200 paires générées par la copule de
Clayton avec des marges Normales; & droite : n = 200 paires générées par la copule
de Gumbel avec des marges Exponentielles.

s’ajuster aux données. Ici, la mauvaise performance de la courbe de Clayton peut
s’expliquer par le fait que cette copule a des propriétés trés différentes de la copule de

Gumbel, notamment au niveau des queues inférieure et supérieure.
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5.3.2 Modélisation de liens non-monotones

Tel que documenté par Dette et coll. |7], la plupart des copules utilisées pour construire
des courbes de régression sont tout-a-fait inadéquates pour modéliser des liaisons
non-monotones. Par exemple, si on suppose que X est uniformément distribuée sur

Iintervalle [0, 1] et que € ~ N(0, 0?), alors la relation entre X et

Y:(X—%)2+ae (5.1)

est de nature quadratique, donc non-monotone. Pour illustrer n = 200 paires de
points (X1,Y1), ..., (Xo00, Yago) ont été simulées & partir du modéle de I'Equation (5.1)

lorsque 0 = 1/10; le nuage de points se retrouve a la Figure 5.2.

Tel qu’anticipé, les copules Clayton, Normale et Student sont incapables de bien saisir
ce lien non-monotone (graphiques de gauche de la Figure 5.2). Cependant, les courbes
basées sur le copule Khi-deux font un excellent travail (graphiques de droite de la
Figure 5.2). A Doeil, la courbe qui s’ajuste le mieux aux données semble celle qui est

basée sur la Khi-deux lorsque a = 0.

5.3.3 Distorsion des marges du modéle de Dette et coll. [7]

Comme derniére expérience, on considérera a nouveau un nuage de n = 200 points
générés du modéle (5.1), cette fois avec o = 1/5, mais pour lequel on appliquera une
transformation sur les marges. L’objectif est d’avoir une idée concernant la robustesse
des courbes de régression Khi-deux selon les échelles de mesure. Spécifiquement, pour
(X,Y) générée a partir du modeéle de Dette et coll. [7] décrit a 'Equation (5.1), on
considérera le couple aléatoire (Z, W), ou Z = log(X) et W = —exp(—Y). Le nuage

de points avant cette transformation se retrouve dans les graphiques de gauche de la
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FIGURE 5.2 — n = 200 paires de points simulées & partir du modéle de ’'Equation (5.1).
A gauche, de haut en bas : courbes de régression estimées basées sur les copules
Clayton, Normale et Student ; a droite, de haut en bas : courbes de régression estimées
basées sur le copule Khi-deux avec a =0, a = 0,15 et a = —0, 15.

Figure 5.3, alors que le nuage de points qui résulte de cette transformation se retrouve

aux graphiques de droite.

On constate que le lien entre X et Y pour les données a gauche, qui proviennent de la
version originale du modéle (5.1), est bien modélisé par les trois courbes de régression

Khi-deux (a = 0, a = 0,15 et a = —0, 15). Par contre, ce n’est plus vraiment le cas une
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fois que les échelles des données ont été transformées. Dans ce cas, la régression Khi-
deux a plus de difficulté a capturer correctement le lien entre les deux variables. Des

simulations supplémentaires seraient nécessaires pour bien comprendre ce phénomeéne.
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FIGURE 5.3 — De haut en bas : courbes de régression estimées basées sur le copule Khi-
deux avec a =0, a = 0,15 et @ = —0, 15. A gauche : n = 200 paires de points simulées
A partir du modele (5.1) ; a droite : paires transformées (Z, W) = (log(X), —e™¥).
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5.4 Conclusion du Chapitre 5

Ce chapitre a d’abord exposé la faille principale de 'approche de régression par co-
pules, & savoir que pour la plupart des modéles, la courbe de régression induite est
nécessairement monotone. Cette limitation a été élégamment résolue en définissant une
nouvelle famille de courbes de régression basée sur la famille des copules Khi-deux.
Des illustrations avec des données simulées présentant une structure non monotone
convainquent de la viabilité et de la pertinence de ’approche proposée. Elle répond en
outre a une critique formulée par Dette et coll. [8] au sujet de 'approche introduite
par Noh et coll. [22], ces premiers auteurs ayant justement noté que pour les copules

usuelles, la régression est nécessairement monotone.



CHAPITRE 6

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L’approche par les copules dans le domaine de la régression s’impose de plus en plus
au cours de ces derniéres décennies. Au tout début de ce papier, nous avions parlé de
la régression dans son sens général notamment la régression linéaire simple et multiple,
la régression non linéaire ainsi que la régression non paramétrique. Des rappels ont été
faits dans ce sens en montrant les limites de ces méthodes qui pour les contrer, d’autres
ont vu le jour. La régression basée sur les copules se profile donc comme une bonne
alternative a la régression linéaire pour remédier a certains de ses limites. Elle permet
d’avoir une description plus précise de la distribution d’une variable conditionnelle a
ses déterminants, contrairement a la régression linéaire. Dans ce mémoire, ’approche
de Noh et coll. |22] a été adoptée pour modéliser la distribution conjointe de la réponse
Y et de ses covariables X a partir d’une famille de copules paramétriques et les
marginales & partir des méthodes non paramétriques. Cette méthode flexible, facile
a mettre en ceuvre, consiste donc a écrire la fonction de régression en termes de la

copule et des distributions marginales.

Apreés avoir construit le modéle de régression de la copule nous avons pu détermi-
ner les fonctions de régression de différents copules notamment les copules archimé-
diennes (Clayton, Frank, Gumbel), la copule FGM, les copules normale, Student, les
copules elliptiques de fagon générale. Puis nous avons établi un lien avec les modéles

pseudo-linéaires. Nous avons proposé une estimation non paramétrique des courbes de
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régressions basée sur des estimations non paramétriques des marginales pour obtenir

un estimateur convergent.

Comme pour toutes méthodes de régression, il existe des failles sur la régression par
copules. D’une part si la véritable structure de la copule a été mal spécifiée, I'ap-
proche de Noh et coll. [22| ne produit souvent pas d’estimations fiables de la fonction
de régression. D’autres part si la fonction de régression n’est pas monotone, les esti-
mations de régression basées sur la copule ne reproduisent pas les caractéristiques non
monotones de la fonction de régression. Cette derniére a bien pu étre contourner avec
I'usage de la copule de Khi-deux. Des simulations ont été faites en ce sens en utilisant
le jeu de données de Dette et coll. |7] pour montrer qu’en faisant 'ajustement avec la

Khi-deux, on parvient & obtenir une estimation fiable de la fonction de régression.

Comme perspectives, nous envisageons donc d’étudier les propriétés théoriques des
nouveaux estimateurs proposés, de comparer par simulations 'efficacité des régressions
par copules selon différentes copules Squared (Normale, Student, Laplace, Pearson de
type II) et aussi d’améliorer ajustement des courbes de régression en estimant le

parameétre de telle sorte que le R-carré de la courbe versus les données soit maximisé.
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Annexe A

Propriétés de 'estimateur dans les

modéles pseudo-linéaires

A.1 Résultats de convergence de ’estimateur

Hypothése A. Pour tout z € RY,
~ 1 <& - .
Fnj<xj):EZ](Xij§$j)+op(n 1/2), ]:1,,d
=1

On note la famille de copules a laquelle appartient ¢ : C = {c(.;0),0 € O}, ou © est
un sous-ensemble compact de RP. On définit 6y comme le paramétre de copule vrai
(mais inconnu), qui se trouve a I'intérieur de © de sorte que ¢(.) coincide avec ¢(.; 0p).

Cette approche permet d’estimer 6,, par 6, , ce qui satisfait 'hypothése suivante.

Hypothése B. Pour n; = n (U, Ui; 0p), un vecteur aléatoire p-dimensionnel tel que
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T
[ETY =0et [EUTTI <o etU; = (Ul,z'y- . ~7Ud,i) 5

0, — 6o = Zm+op 12y, (A.1)

Un estimateur prometteur de 6 est 'estimateur de pseudo-vraisemblance maximum

(semiparamétrique) (PL) 55 L qui est défini comme le maximiseur de

~ ~ ~ T~
o F, (X;) = (Fm (X))o, Fog (Xid)> . 0P a 6té etudie par Genest et coll. [15],
Kim et coll. |17], Tsukahara [29] et Kojadinovic & Yan [18]. Pour 'estimateur PL, la
fonction 7 est donnée par n (U, U;0) = J~1(0)K (Uy, U; ), o

82
Jﬁz/ ( log ¢ (ug, u; 6 )dCu,u;G ,
( ) [01d+1 8989T g ( 0 0) ( 0 0>

alors que K (Uy, U;0) est un vecteur p-dimensionnel dont le k-iéme élément est

0
- log e (Un, U3 0)

00k
d 2
+ I(U; <wv v log ¢ (vg, v;0) | AC' (vg, v; 0) .
Y IUCEIEE (003 e (10,0:0) ) 4C (1n,0:0)
Considérons les notations suivantes pour la suite :
— 0j = =vpour j =1,....,d et Ojcx = X et dje = = pour j =1,...,d, ou
J J J
e (u:0) = E (Ve (Fy(Y),u;0).
. Jole dc L Oc Oc T : Jde Jde T
76:(8791""’%) ,CX:(a—G)f,...,ae);) et€:<a—91,...7%>

Hypothése C. Soit g et ¢ tel que d;c,j = 1,...,d et x € R soit un point d’intérét
donné qui satisfait F(x) € (0,1)?
(C1) (u,0) = guy (u,0) = g (ug,u;0) est continu & F(x),0y uniformément dans
up € [0, 1].
(C2) ug — g (ug, F(x);00) est continu dans [0, 1].
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Il sera question de montrer la représentation asymptotique indépendant et identi-
quement distribué de ’estimateur proposé ce qui implique que ’estimateur suit une
distribution normale asymptotiquement. On commence par considérer le cas univarié ;

soit en présence de la covariable X;. Dans ce cas,
m(z1) = e (Fi(z1);00) = E[Yc (Fo(Y), Fi(z1);0o)]

peut étre estimée par
- —~ 1 <& ~ ~ ~
(o) =2 (Ra@)idn) = 5 35 ¥ee (Fonl¥). Finl X

Le théoréme suivant donne une représentation asymptotique de cet estimateur. Sa

preuve est donnée en annexe.

Théoréme A.1. Supposons que ﬁm(.), 0, et c(.) satisfont respectivement aux hypo-

theses A, B et C. Si E(Y?) < oo, alors

m L Y < x) — Fi(x e x1);
v (m(zy) —m(z)) = \/ﬁ;{{f@(mﬁ 1) = Fi(21)} Ore (Fi(z1);00)

- / (1Y <) - Fo)} e (Fo(y). Fa(z1): 60) dy

nTe <F1<x1>;eo>] o,(1). (4.2)

Le Théoréme A.1 implique que \/n(m—m) est asymptotiquement Normal de moyenne
zéro et de variance o? = var (E;(6y)) avec E;() le terme entre crochets du Théo-

réme A.1. Si on suppose que toutes les marges sont uniformes sur [0, 1], ¢’est-a-dire
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que Fy(a) = Fi(a) = -+ = Fy(a) = a, alors pour u = (uy,...,uq) € [0,1]%

Faun) — m(uw) = %Z{{I(XLZ-Sul)—ul}ﬁle(ul;%)

_ /{[ (Y <o) —uotc(ug,ur;6p) dy

Fnle <u1,eo>} o(1).

A.2 Prolongement au cas multivarié

Dans le cas général d > 2, la fonction de régression est donnée par

o [ AR P} fly) e(F()
i) = [T r o

D’une part, e(F(x);0y) est estimée par

™)

VN
;z
X

0) = 3 3 Vie (R0 FucosB),

ou F,(x) = (ﬁlm(ffl), . ,ﬁd,n(xd)). D’aprés le Théoréme A.1,

2 (Fulx)i0) — e (F():60) = + 3 Eulr o) + Oy(n™7),

i=1

ou

(:60) Z o < ;) = Fy(a,)} dye (F(x): 60)

/ {1(% <) - Foy)} e (Foly). F(x): 6o) dy
T e (F(x):60)

o7

(A4)
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D’autre part, & partir de I’'Equation (3.6), il existe deux estimateurs possibles pour

cx(F(x);00), a savoir
Cx (fn(x),§n> = /01 c <uo,ﬁn(x) ) ) dug,
ox (Fx)if) = — Z (Fous Fu(x):0)

Ceci conduit a deux estimateurs différents pour m(x), c’est-a-dire m(x) et m(x).
Cependant, la différence entre m(x) et m(x) est asymptotiquement négligeable. A

partir du Théoréme A.1, la représentation asymptotique de Ex(ﬁn(x); gn) donne

x (ﬁn(x); §n) — ex (F(x);00) =n™" 3 Dile;0) + op(n "), (A.5)

i=1

ou

U

Dy (¢:00) = > {1 (Xji < x)) = Fy(;)} 9jex (F(x); 00) +n; éx (F(x);60p) -

d=1
La combinaison des résultats (A.4) et (A.5) conduit au résultat suivant.
Théoréme A.2. Supposons que chaque composante de Fn satisfait ’hypothese A,é\n
et c(.) salisfassent les hypotheses B et C, respectivement. Si E [Y?] < oo, alors

VA ()~ m(x) = = Z s (B 0) — m(x)Ds (w: 60)) + on(1).

b
n < cx (F(x); 6o)



Annexe B

Estimation dans les modéles

pseudo-linéaires

B.1 Le cas d’une copule Normale

B.1.1 Estimateur de la matrice des corrélations

[’approche consiste a utiliser le tau de Kendall, qui peut étre bien estimé a partir de
Z = (Y,X). Soit n = d + 1, si Z ~ N, (0,%) avec & = (04¢)1<k.s<n, alors
Oy — sin (ng4> s (Bl)

ou Ty est appelé tau de Kendall et est défini par

Tie — [E [sgn(?lk — 52k)sgn(51g — 525)] . (B2)
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7;, donné en (B.2) est invariant sous des transformations marginales strictement

croissantes. Cela conduit a une estimation de 7;; basée sur les données observées

Z,...,7Z, sous la copule gaussienne modéle de régression.
7 2 > (Zisk — Zon)sgn(Zone — Zine)
- N(Zij kg — 4 n(Z;.o — Z;
The nn—1) “ SE Sk 2k JSEN Lire 2!
1<i1<ia<d
2
= —n(n — 1) Z SgIl(Zilk - Zi21g)SgIl(Zi1[ — Zigf) (B.?))
1<i1<ia<d

Sur la base du tau de Kendall, (B.1) conduit immédiatement a I’estimateur suivant

pour la corrélation matrice ,

i = (a\kg)an avec 8}# = sin (g?kg> . (B4)

B.1.2 Estimation des coefficients de régression

Nous présentons maintenant la procédure d’estimation du vecteur 5 en (4.2). Si
les transformations marginales f;,i = 1,...,p ont été données, puis (37, }N() sont dis-
ponibles et, dans ce cas une approche naturelle de I'estimation consiste a utiliser

I'estimateur Lasso :

—~ . 1 ~ ~
BLasso = argmln{ﬁ H Y _Xﬁ Hg +)\ H 6 Hl}

— argmin {;_dwT)?T)?ﬁ —Y X)+ A8 ||1} . (B.5)

Puisque (17@, )“iz) ne sont pas directement accessibles car les transformations f; sont in-
connues, l'estimateur donné en (B.5) ne peut pas étre utilisé. Les quantités )N(T)?/n
et ?T)?/n dans (B.5) peuvent étre considérées comme des estimateurs des cova-
riances Y xx et Xy x respectivement. Dans cette perspective, il est naturel de rempla-
cer XTX/n et YTX/n dans (B.5) par les estimateurs alternatifs de covariance Sy x

et iy x basé sur celui de Kendall. Nous proposons donc la procédure de minimisation
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pénalisée ¢; suivante pour estimer [3.

Exemple B.1 (Estimateur adaptatif de 5). Pour un certain A > 0, on calcule d’abord
les estimateurs ﬁxx et oy x basés sur les tau de Kendall, et ensuite on obtient l’esti-

mateur réqularisé

(5" S0~ 230 8) + 21181 | (B.6)

DN | —

B(\) = argmin {

B.1.3 Prédiction

Aprés estimation de [, il restera a prédire la réponse Y* pour une valeur donnée des
covariables x* basé sur le modéle de régression a copule gaussienne (B.2). Dans le cas
ou les transformations fo, ..., f, et le vecteur coefficient 8 sont connus, la prédiction

optimale de la réponse est :

p
m(x) = f;! (Z ﬁ(fﬁ?)&) .
i=1
— %
L’ objectif est de construire un prédicteur m(x) , basé uniquement sur les données
observées (Y1, X1),..., (Y, Xy), qui est proche de l'oracle prédicteur m(x)* . Soit

Fy la fonction de distribution cumulative de Y et soit F; la fonction de distribution

cumulative de X; pour ¢ = 1,...,p. Comme pour la version de I’échantillon, Soit 27\0
la fonction de distribution cumulative empirique de Yi,...,Y; et E la fonction de
distribution cumulative empirique de X;q,..., X;q4.

Bty = o (B®)si=1,....d (B.7)
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Ou
=~ 1 -~ 1 ~ ~ 1 1 TL2 -1 R 1
Pour une valeur donnée des covariables a* = (7, ... ,x;), on déduit le prédicteur

p
m(x") = fy (Z fi(iﬂ?)ﬂ(/\)i> (B.9)
i=1
O 3 est estimateur donné en (B.6) et ﬁ)_l est Iinverse généralisé de fo :

ﬁ)—l:inf{xeﬂ?:ﬁ)(x)Zt},

B.1.4 Estimation de la courbe de régression

A partir de I'équation (B.9) nous pouvons construire I'estimateur de la courbe de
régression de la copule gaussienne. Ainsi; on a pour ® la fonction de répartition de la

distribution normale,

Enfin, si on suppose que toutes les marges sont uniformes sur [0, 1], ¢’est-a-dire que

Fo(a) = Fi(a) = --- = F,(a) = a, alors pour u = (uy, ..., u,) € [0,1]7,

m(u) = @ (Z <I>-1<u>B<A>i)



Annexe B. Estimation dans les modéles pseudo-linéaires 63

B.2 Extension aux copules elliptiques

B.2.1 Estimation de la matrice des corrélations

Etant donné que f et fy sont strictement croissantes, les vecteurs Z = (X,Y) et
(f(X), fo(Y)) ont la méme copule elliptique. Pour cette raison, le modéle est appelé
un modéle de régression d’une copule elliptique a réponse multivariée . La matrice de
corrélation de la copule commune ¥ de Z et (f(X), fo(Y)) coincide avec la matrice
de corrélation de cette derniére. En conséquence, 3 peut alors étre estimée a partir

de I’échantillon observé de Z par inversion du tau de Kendall.

Soit Z1 = (X1, Y1), ..., Zq = (Xg, Yy) un échantillon aléatoire de taille d > 2 de Z. Soit
aussi Z = (Z1,..., Zpt1) et pour i € [d] soit Z; = (Z, ..., Zips1)). Pour k, € € [p+1],

la valeur du tau de Kendall entre le k-iéme et le /-iéme coordonnée de Z est
Tre = E{sgn(Z1y, — Zox)sgn(Zre — Za) }-

Soit T € RPHUX(P+) ]a matrice dont la (k, f)-iéme entrée est 7. Lorsque Z est
elliptique, on a > = sin(7T/2). Considérons maintenant 1’analogue empirique T de
T, dont la (k, ¢)-iéme entrée 7y, est la version empirique du tau de Kendall entre les

k-iéme et (-iéme coordonnées de Z, a savoir

?kg = ﬁz Z{sgn(sz — ij)SgTL(ZM — ng)} .

I<igj<d

Un estimateur plug-in de X est alors donné par
$ = sin (ﬁ/z) . (B.10)

On sait également que T est une matrice, dont la distribution limite est gaussienne
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et centrée sur T. En conséquence, X est un estimateur cohérent de :

z)XX z)XY

Syx Svy

3 = cov{(f(X), fo(Y))} =

_ [ e ExxBT) (B.11)

B'xx 1
Ici, la derniére égalité de (B.11) découle de I'ellipticité conjointe et de la non-corrélation
de X et e. L’estimateur basé sur les rangs Sde ™ peut étre utilisé pour estimer la
matrice des coeflicients B* par le biais de ’équation (B.11). Dans cette partie, nous
étudions une estimation colonne par colonne, de B* dont on ignore toute information
sur la matrice de précision 2. On considére un programme Lasso basé sur la matrice

. ot .
de conception Xy défini par

~+ . ~
Yyx = argmin || M — Xxx |lto -
MERPXP:M3>0

B.2.2 L’approche Lasso

Pour chaque /¢, on définit la perte £, : RP — R la ¢-iéme colonne de B* = (5y,..., 3,)

en fixant pour tout 3 € R?,

Lo(B) = BExxB/2 — (Sxv e (B.12)

Ly est motivé par la fonction de perte standard des moindres carrés carrés pour la

(-iéme colonne de B* dans le modéle (4.2), mais avec les quantités transformées margi-

nalement (mais non observées) 3, f(Xi) f(X;)/net 32y f(Xi) fo(Yi)/n remplacés
, ot ot .

par les estimateurs plug-in Xy et Xyy respectivement. La perte £, est convexe car

A~

3xx est semi-définie positive. L’estimateur Lasso de (3, avec Ay est un paramétre
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d’ajustement est alors donné par

B, = argmin {L,(8) + AR(B)} . (B.13)

BeRP

L’estimateur Lasso de B* est alors B = Bg

B.2.3 Estimation de la courbe de régression

Par extension de la copule gaussienne, nous pouvons construire 'estimateur de la
courbe de régression de la copule elliptique. Ainsi, on a pour 2 la fonction de répar-

tition de la distribution elliptique ,

)~ (R (S0 (Fuo)B )

Enfin, si on suppose que toutes les marges sont uniformes sur [0, 1], ¢’est-a-dire que

Fo(a) = Fi(a) = --- = F,(a) = a, alors pour u = (uy, ..., u,) € [0,1]7,

m(u) = Q (Z Q—l(u)R)





